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Ueber  die  Osoulationskreise  bei  Kegelsclinitten. 
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Dr.  A.  Weiler 

in  Zarioh. 


Hierzu  Taf.  1  Fig.  1-11. 


Erste  Mittheilnngr. 

Für  die  Osculationskreise  bei  Kegelschnitten  sind  bereits  sehr  viele 
Constmctionen  vorgeschlagen  worden,  von  denen  die  meisten  besondere 
Elemente  als  bekannt  voraussetzen.  Bezüglich  der  Literatur  über  diesen 
Gegenstand  vergleiche  man  die  gebräuchlichen  Werke  über  darstellende 
Geometrie  und  über  Kegelschnitte,  z.B.  diejenigen  von  Wiener,  Mann- 
heim, Fiedler,  Steiner-Schroeter,  Schellbach,  Cranz. 

Die  synthetische  Geometrie  liefert  direct  zweierlei  allgemeine  Methoden 
für  die  Bestimmung  des  Osculationskreises  eines  Kegelschnittes  in  einem 
seiner  Punkte,  welche  nachfolgend  in  Nr.  1  und  in  Nr.  2 — 4  behandelt 
werden  sollen.  Hierbei  wird  ausdrücklich  hervorgehoben,  dass  Speciali- 
sirongen  der  vorgeschlagenen  Constmctionen  im  Allgemeinen  absichtlich  ver- 
mieden sind. 

1.  Die  Kreise,  welche  den  beliebigen  Kegelschnitt  1(?  in  einem  seiner 
Punkte  P  berühren ;  bilden  ein  Kegelschnittbüschel.  Zwei  Orundpunkte  des 
Büschels  liegen  auf  ä^  bei  P  unendlich  benachbart  und  die  zwei  übrigen 
sind  die  unendlich  fernen  imaginären  Kreispunkte  ^|,  J^  der  Ebene.  Es 
schneidet  Ar*,  als  Kegelschnitt  durch  zwei  Grundpunkte  des  Büschels,  die 
Kreise  in  Punktepaaren,  welche  auf  If  eine  Involution  bilden.  Die  dies- 
bezüglichen Involutionssehnen  gehen  durch  einen  festen  Pol  N. 

Das  Kreisbüschel  enthält  zwei  Linienpaare ,  bestehend  aus  der  Tangente  t 
an  Ä;*  in  P  zusammen  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  ^<»  der  Ebene ,  und 
ans  den  imaginären  Geraden  PJ^^  PJ^,  Es  ist  g^n  eine  Involutionssehnei 
also  liegt  N  unendlich  fem.  —  Zwei  weitere  Kreise  des  Büschels  berühren 
Jf  in  den  symmetrischen  Punkten  von  P  in  Bezug  auf  die  Axen.  Letztere 
Punkte  sind  die  Endpunkte  eines  Durchmessers  und  die  Tangenten  in  ihnen 
sind  die  beiden  Involutionssehnen ,  welche  1^  berühren.  Es  folgt,  dass  die 
Involutionssehnen  die  orthogonal -symmetrischen  Linien  der  Tangente  ^  ^^Q^Tp 
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in  Bezug  auf  die  Axenrichtungen  sind.*  —  Leicht  übersehbare  Modificatio- 
nen  treten  ein,  wenn  P  in  einen  Scheitel  von  Ä*  fällt  oder  wenn  V  eine 
Parabel  ist. 

Ist  8  eine  Involutionssehne,  so  giebt  es  stets  einen  Kreis,  welcher  V 
in  P  berührt  und  durch  die  beiden  s  und  Ä'  gemeinsamen  Punkte  geht. 
Legt  man  die  mit  s  parallele  Sehne  s^  durch  P  selbst,  so  geht  der  ge- 
nannte Kreis  in  den  Osculationskreis  p^  des  Punktes  P  über.  Der  nicht  in 
P  fallende  Schnittpunkt  von  Sq  mit  k^  sei  P^.  Die  Mittelsenkrechte  der 
Strecke  PPq  schneidet  die  Normale  n,  von  V  in  P^  im  Krümmungscentrum  K. 
Die  in  Pq  auf  PPq  errichtete  Senkrechte  schneidet  n  im  Endpunkte  L  des 
in  die  Normale  fallenden  Durchmessers  von  p^. 

Um  nun  für  den  durch  die  fünf  nothwendigen  Elemente  P  mit  t  und  i» 
und  die  drei  weiteren  Punkte  Ay  B,  C  bestimmten  Kegelschnitt  1^  den  Os- 
culationskreis p^  zu  construiren,  ergeben  sich  zwei  Möglichkeiten.  Ent- 
weder benutzt  man  einen  beliebigen  Kreis  des  Büschels,  oder  den  in  P/|, 
P/j  zerfallenden. 

a)  Es  sei  der  Kreis  V^  des  Büschels  gewählt  (Fig.  1).  Aus  P  pro- 
jicire  man  Ä^  B,  C  auf  k'^  und  erhalte  Ä\  B\  C\  So  entstehen  die  aus 
P  perspectiven  Dreiecke  ABC,  A'B'C  und  es  liegen  die  drei  Schnittpunkte 
von  ABy  AC,  BC  bezüglich  mit  jfB'^  A'G\  B'C  auf  der  Perspectivaxe  s, 
welche  die  Verbindungslinie  (Involutionssehne)  der  nicht  in  P  fallenden 
Schnittpunkte  von  li^  mit  k^  ist.  Denn  mit  Bezug  auf  die  Collineation  vom 
Centrum  /',  in  welcher  Ä^  J^,  C  den  Punkten  A,  B^  C  entsprechen ,  ist  h'^ 
das  Bild  von  k^.  —  Die  durch  P  zu  s  gezogene  Parallele  Sq  schneidet  k'^  in 
P'q  und  die  erwähnte  centrische  Collineation  liefert  hierzu  (in  der  Figur 
durch  Benutzung  von  B\  B  und  s)  den  Punkt  Pq  von  Jk*.**  Zieht  man 
endlich  zu  der  Verbindungslinie  von  P\  mit  dem  Centrum  M'  von  k'^  eine 
Parallele,  so  schneidet  sie  n  in  K. 

Legt  man  hier  k'^  durch  A,  so  i&Wt  A'  mit  A  zusammen  und  es  ist  s 
die  Verbindungslinie  dieses  Punktes  mit  dem  Schnitt  von  B  C  mit  B'Cf.  — 
Für  P  als  Scheitel  von  ä*  ist  die  Construction  nicht  anwendbar,  es  sind 
alsdann  s  und  t  parallel  und  P^  föllt  mit  P  zusammen. 


*  Im  Zusammenhang  mit  dem  Folgenden  liesse  sich  diese  Eigenschaft  in 
doppelter  Weise  verwerthen,  je  nachdem  nämlich  die  Axenrichtungen  bekannt 
sind  oder  bestimmt  werden  sollen. 

**  Ein  Specialfall  dieser  Construction  ist  die  in  Fig.  2  dargestellte  Bestim- 
mung des  vierten  Schnittpunktes  Pq  des  Osculationskreises  p*  mit  dem  Kegelschnitt 
k\  der  durch  P,  p^  und  die  zwei  weiteren  Punkte  .4,  B  gegeben  gedacht  ist.  — 
Ist  andererseits  X;*  bestimmt  durch  t,  p*  und  zwei  weitere  Tangenten  a,  h,  so 
liefert  die  reciproke  der  vorigen  Construction  die  vierte  gemeinsame  Tangente  to 
von  p*  mit  k*  (Fig.  8).  Die  Axe  der  Collineation  ist  t,  ihr  Centrnm,  auf  t  liegend, 
ist  mit  So  bezeichnet.  —  Hier  lässt  sich  p*  ersetzen  durch  einen  beliebigen  Kegel- 
schoitt,  welcher  k^  und  P  drei  punktig  berührt,  u.  s.  f.  r^^^r^T^ 

Digitized  by  VjOOQIC 


Von  Dr.  A.  Weilbr. 


I 


t 


h)  Der  in  P7,,  PJ^  zerfallende  Kreis  (Nullkreis)  des  Büschels  ist  für 
die  Construction  von  p^  weniger  bequem.  Es  sind  /'J,,  PJ^  die  Doppel- 
strahlen der  Involution,  welche  aus  den  aufeinander  senkrechten  Strahlen- 
paaren durch  den  Punkt  P  besteht.  Diese  Strahlenpaare  schneiden  ä'  in 
einer  Involution  von  Punkten,  deren  Pol  S  in  den  Schnittpunkt  der  Nor- 
malen n  mit  der  Sehne  ÄE  fällt  (Fig.  4);  E  ist  als  Schnittpunkt  der 
Senkrechten  FE  zu  PÄ  mit  h^  zu  bestimmen.  Die  Normale  n  schneide  k^ 
ausser  in  P  noch  in  D.  Hierauf  liegen  die  Schnittpunkte  von  PA  mit  DE 
und  von  PE  mit  DA  auf  der  Polaren  s  von  8  mit  Bezug  auf  k^.  Diese 
Gerade  s  ist  aufzufassen  als  Verbindungssehne  der  Schnittpunkte  von  PJ,, 
P/j  mit  P,  demnach  ziehe  man  durch  P  die  Parallele  Sq  zu  5,  welche  Ä* 
zum  zweiten  Mal  in  Pq  schneidet.  Dann  ist  der  Osculationskreis  durch  P, 
iy  Pq  bestimmt.* 

2.  Der  Krtimmungskreis  p*  des  Kegelschnittes  Ä*  im  Punkte  P  berührt 
Ä?  in  P  und  enthalt  den  P  unendlich  benachbarten  Punkt  Q  von  ä*  (Fig.  5). 
Die  Senkrechte,  welche  man  in  Q  auf  PQ  errichtet,  schneidet  n  im  End- 
punkte L  des  in  n  fallenden  Durchmessers  von  p^  und  die  Mittelsenkrechte 
von  PQ  schneidet  n  im  Krümmungscentrum  K,  —  Es  haben  p^  und  k^  den 
unendlich  kleinen  Bogen  P  Q  gemeinsam.  Legt  man  daher  in  Q  an  k^  die 
Tangente,  welche  t  in  Q*  schneidet,  und  fällt  man  aus  Q*  auf  PQ  die 
Senkrechte,  so  schneidet  sie  n  in  einem  Punkte,  welcher  K  zur  Orenzlage 
hat.  —  Aus  diesen  Ueberlegungen  ergeben  sich  verschiedene  Constructionen 
f&r  L  oder  für  JC,  welche  in  dieser  und  in  den  folgenden  Nummern  be- 
handelt werden  sollen. 

Verbindet  man  P  mit  allen  Punkten  J.,  P,  C,  ...  von  ä*  und  errichtet 
man  in  il,  P,  C7,  ...  auf  den  Sehnen  PA^  PP,  PC,  ...  die  Senkrechten 
a,  5,  c,  ...,  so  umhüllen  diese  Linien  eine  Curve  dritter  Classe  (?  (mit  un- 
endlich femer  Doppel-  oder  Wendetangente),  welche  n  in  L  berührt.  Es 
sind  nämlich  a,  &,  c,  ...  (Fig.  6)  aufzufassen  als  Verbindungslinien  ent- 
sprechender Punkte  zweier  projectiven  Reihen,  nämlich  von  A^  P,  (7,  ... 
auf  V  und  den  Richtungen  Ä^,  P'»,  C'»»  ...  der  Strahlen  a,  6,  c,  ...  auf 
der  Geraden  g^,** 

Projicirt  man  A,  P,  0,  ...  aus  irgend  einem  Punkte  0  von  k*  auf  die 
Tangente  t,  so  entsteht  die  mit  den  genannten  Reihen  projective  Reihe  A'\ 
P",  C'\  ...  Das  Erzeugniss  der  beiden  projectiven  geraden  Reihen  A\  P', 
C,  ...  auf  g^a  tmd  A'\  P",  0",  ...  auf  t  ist  eine  Parabel,  welche  von 
den  Strahlen  A'A'\  B'B'\  ...  umhüllt  wird.  Diese  Parabel  und  die  Curve 
(?  berühren  die  Normale  n  in  demselben  Punkte  i.  —  Lässt  man  0  jede 


•  üeber  die  Construction  von  K  mit  Hilfe  von  S  vergl.  Cranz,  Theorie  der 
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Lage  auf  V  annebmen,  so  werden  die  so  entstehenden  Parabeln  stets  (, 
ferner  n  in  X  berühren.  Sie  bilden  somit  eine  specielle  Schaar  von  Kegel- 
schnitten. 

Für  irgend  eine  dieser  Parabeln  lässt  sich,  ohne  Zuhilfenahme  der 
Curve  dritter  Classe  c',  zeigen,  dass  sie  n  in  Z  berührt.  Zu  diesem  Zwecke 
ersetze  man  in  Fig.  5  resp.  6  den  Punkt  Q  durch  seine  Projection  Q"  (aus 
0  auf  t)  und  zeige,  dass  die  Senkrechte  0"0\x>  die  Normale  n  in  einem 
Punkte  schneidet,  dessen  Grenzlage  in  L  liegt,  wenn  Q  nach  P  rückt. 

Es  seien  nun  P  mit  t  und  n  und  drei  weitere  Punkte  Ä,  B^  0  von  Ä^ 
bekannt,  man  construire  den  Osculationskreis  in  P  (Fig.  7).  Zu  diesem 
Zwecke  schneide  man  t  mit  OÄ^  OB  in  Ä"y  B"  und  fiLlle  aus  diesen  Punkten 
bezüglich  auf  PJ.,  PB  die  Senkrechten  a,  5,  welche  n  in -ä'",  J?"' schnei- 
den. Dann  sind  t,  n,  a^  t  vier  Tangenten  einer  Parabel,  welche  n  in  X 
berührt.  Deshalb  werden  Ä\  S\  P  (auf  t)  und  Ä'\  B"\  L  (auf  n)  ähn- 
lichen Punktreihen  angehören  und  es  wird  die  Strecke  Ä"  B^"  durch  den 
Punkt  L  in  demselben  Verhältnisse  getheilt,  wie  die  Strecke  Ä' B"  durch 
den  Punkt  P.  Die  Verbindungslinie  der  Mitten  der  Strecken  Ä'B"\  B^B'" 
schneidet  n  m  K.  —  Diese  Construction  ist  unabhängig  von  der  Art  des 
Kegelschnittes  h^  und  von  der  Lage  von  P  auf  1^, 

Für  eine  bestimmte  Lage  des  Centrums  0  werden  die  Reihen  A\  B',  ... 
auf  ^„  und  Ä\  B'\  ...  auf  t  perspectiv  (mit  L  als  Centrum).  Durch 
den  Schnittpunkt  R  von  n  mit  V  ziehe  man  eine  Parallele  zu  ^,  so 
schneidet  sie  h^  in  diesem  ausgezeichneten  Punkte  0  (Fig.  8). 

Es  sei  weiterhin  0  als  Endpunkt  des  Durchmessers  PM  von  If  gewählt 
(Fig.  9).  Alsdann  erhält  man  diejenige  Hilfsparabel  der  Schaar,  welche  die 
Tangente  ty  die  Normale  n  und  die  Parallelen  a,  &  aus  0,  zu  den  Axen 
von  Ä;*,  zu  Tangenten  hat.  Der  Durchmesser  PM  ist  die  Directrix  dieser 
Parabel.  —  Ist  nun  1^  selbst  eine  Parabel,  so  liegen  hierbei  0  und  B 
unendlich  fem.  Die  Tangenten  ^,  n,  a  der  Hilfsparabel  bleiben  erhalten, 
a  wird  zu  ihrer  Scheiteltangente  und  PA  zu  ihrer  Axenrichtung. 

3.  Nach  Nr.  2  findet  man  den  Krümmungsmittelpunkt  K  als  den  Be- 
rührungspunkt der  Normalen  n  mit  einer  weiteren  Curve  dritter  Classe  Cj*, 
welche  von  den  Mittelsenkrechten  a^^  6^,  ...  der  Sehnen  PA,  PB^  ...  um- 
hüllt wird.  Die  Sehnenmitten  ulj,  JB^,  ...  (Fig.  6)  erfüllen  einen  Kegel- 
schnitt Äj*  und  es  spielt  die  Curve  c^  für  Ä;^*  dieselbe  Rolle,  wie  oben 
(Nr.  2)  (?  für  h\  Die  Systeme  c»,  fc«,  a,  6,  ...  und  c^^,  W  a^,  \,  ... 
sind  ähnlich  und  ähnlich  gelegen,  mit  P  als  Aehnlichkeitspunkt. 

Der  Berührungspunkt  von  c^  mit  n  ist  der  Punkt  L^  fttr  Ic^  und 
zugleich  der  Punkt  K  für  k\  Er  lässt  sich  mit  Hilfe  von  unendlich  vielen 
Parabeln  construiren.  Hierbei  wird  auf  Ic^  ein  Projectionscentrum  0^  ge- 
wählt, aus  welchem  die  Punkte  -äj,  S,,  ...  auf  die  Tangente  t  projicirt 
werden  u.  s.  f.,  vergl.  Nr.  2.  —  Speciell  kann  0,  im  Mittelpunkte  M  von 
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V,  welcher  Pankt  notbwendig  auf  \'^  liegt,  gewählt  werden.  Man  erhält 
neuerdings  Fig.  9,  worin  Ic^  durch  JCj^  etc.  zu  ersetzen  ist  und  wo  a,  &  die 
Axen  von  Js^  sein  werden.  Es  folgt  damit  der  bekannte  Satz:  f,  n  und  die 
Axen  von  k^  sind  vier  Tangenten  einer  Parabel ,  welche  n  in  K  berührt.  — 
Ist  Jf  eine  Parabel,  so  wird  die  Hilfsparabel  t  und  n  zu  Tangenten  und 
die  Axe  a  von  k^  zur  Scheiteltangente  haben. 

4.  Die  Tangenten  an  k^  in  den  Punkten  Ä,  By  ...  mögen  t  bezüglich 
in  Ä*,  B*,  ...  schneiden  (s.  Fig.  10).  Fällt  man  aus  -4*,  J5*,  ...  auf  PA, 
PB,  ...  die  Senkrechten  a%  h*,  ,..,  so  umhüllen  letztere  eine  Parabel, 
welche  nach  Nr.  2  n  in  £*  berührt.*  Sie  ist  mit  der  in  voriger  Nummer 
behandelten  speciellen  Parabel  identisch,  weil  sie,  wie  leicht  nachzuweisen, 
^  n  und  die  Axen  von  Jt^  berührt.  —  Fig.  10  enthält  die  Anwendung  auf 
die  Bestimmung  von  -BT,  wobei  von  Ä*  die  Punkte  P,  A,  B  mit  ihren  Tan- 
genten als  bekannt  vorausgesetzt  sind. 

Diese  Construction ,  welche  auf  alle  Kegelschnitte  in  derselben  Weise 
anwendbar  ist,  vereinfacht  sich  wesentlich,  wenn  Pin  einen  Scheitel  von 
Jf  fSllt  Dann  werden  die  Reihen  A\  B\  ...  auf  g^  und  ul*,  J5*,  ...  auf  t 
perspectiv,  weshalb  sämmtliche  Strahlen  ä^^  h*,  ...  n  in  K  schneiden. 
Fig.  11  zeigt,  wie  man  hiemach  K  für  den  Scheitel  P  eines  Kegelschnitts 
findet,  nämlich  durch  Benutzung  des  Punktes  Ä  mit  seiner  Tangente  ÄÄ*. 
Die  in  dieser  Nummer  einzeln  auftretende  Hilfsparabel  lässt  sich  leicht 
aus  Fig.  9  herleiten.  Werden  daselbst  in  ul ,  JB,  C,  . . .  an  /e^  die  Tangenten 
gesogen,  so  liegen  ihre  Schnittpunkte  Ä*^  B*j  C*f  ...  mit  t  in  den  Mittel- 
punkten der  Abschnitte  PÄ\  FB'\  ...  (Steiner,  Werke  I,  Fussnote  auf 
S.  66.)  Fällt  man  weiter  aus  Ä*,  B*,  ...  auf  PA,  PB,  ...  die  Senk- 
rechten, so  werden  sie  die  Normale  n  in  den  Mitten  ^"'i,  JB"',,  ...  der 
Strecken  PÄ'\  PB"\  ...  schneiden.  Die  Reihen  A\B\  ...  auf  t  und  Ä'\, 
^'"xj  ...  auf  n  sind  ähnlich  mit  P  auf  t  und  K  auf  n  als  entsprechenden 
Paukten. 

Nachschrift.     Man  wird  bemerken,  dass  in  Fig.  8  der  Schnittpunkt 
von  PA  mit  Ä'Ä''^=a  den  Osculationskreis  j^  beschreibt. 


*  Diese  Parabel  wird  von  den  Senkrechten  aus  den  Punkten  der  Tangente  t, 
auf  ihre  Polaren  bezüglich  k*,  umhüllt.  Yergl.  die  Eigenschaft  dieser  Senkrech- 
ten, welche  ich  in  dieser  Zeitschrift,  Bd.  28  S.  190—192  mitgetheilt  habe. 
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Ueber  die  Flächen  zweiten  Grades,  welche  ein  gegebenes 
Tetraeder  zum  gemeinsamen  Fclartetraeder  haben. 

Von 

K.  Meister, 

herausgegeben  von 

Dr.  A,  Rasche 

In  EM«n. 
(Fortsdtsmig  Ton  Jahrg.  XXXI,  S.  S21.) 


§1. 

1.  Die  Forderung,  ein  gegebenes  Tetraeder  zum  Polartetraeder  zu  haben, 
ist  für  eine  Fläche  zweiten  Grades,  mag  man  sie  als  Panktgebilde  oder  als 
Erzengniss  Ton  Ebenen  auffassen,  mit  sechs  linearen  Bedingungen  ftqui- 
Talent;  denn  die  Fläche  muss  je  zwei  Ecken  des  Tetraeders  zu  conjagirten 
Punkten,  oder  je  zwei  Ebenen  desselben  zu  conjugirten  Ebenen  haben. 
Demnach  bilden  alle  Flächen  zweiten  Orades,  welche  ein  Tetraeder  ^J?C7D 
zum  gemeinsamen  Polartetraeder  haben,  ein  lineares  System  dritter  Stufe, 
ein  Gebüsch,  welches  in  sich  dual  ist.  Das  System  ist  bestimmt  durch 
^ier  seiner  Flächen ,  welche  weder  zu  demselben  Netze ,  noch  zu  demselben 
Gewebe  gehören.  (Vergl.  Beye,  Geometrie  der  Lage,  II.  Abth.  28.  Vortr.) 
Durch  drei  Punkte  geht  eine  Fläche  des  Systems,  drei  Ebenen  werden  Ton 
einer  Fläche  desselben  berührt.  Durch  zwei  Punkte  geht  ein  Flächenbtischel, 
zwei  Ebenen  bestimmen  eine  Flächenschaar.  Durch  einen  Punkt  ist  ein 
Flächennetz,  durch  eine  Ebene  ein  Flächengewebe  festgelegt.* 

Durch  jede  Gerade  geht  eine  Fläche  des  Gebüsches;  denn  drei  belie- 
bige auf  der  Geraden  liegende  Punkte  bestimmen  eine  Fläche;  weil  diese 
aber  mehr  als  zwei  Punkte  mit  der  Geraden  gemein  hat,  muss  sie  dieselbe 
ganz  enthalten;  —  oder  drei  beliebige  durch  die  Gerade  gehende  Tangen- 
tialebenen bestinmien  eine  Fläche;  weil  aber  durch  die  Gerade  mehr  als 
zwei  Tangentialebenen  gehen,  so  liegt  sie  ganz  auf  der  Fläche. 

*  In  der  vorliegenden  Arbeit  sind  die  wesentlichen  Veränderungen  und 
grosseren  Zusätze  des  Herausgebers  durch  ein  vorgesetztes  Sternchen  kenntlich 
gemacht. 
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Ein  Pankt  nnd  eine  Ebene  als  Pol  nnd  Polarebene  legen  eine  Flttohe 
fest;  zwei  conjngirte  Punkte  bestimmen  ein  Netz  und  zwei  conjugirte  Ebenen 
ein  Gewebe  des  Systems. 

2.  Da  unser  System  die  Eigenschaft  hat,  in  sich  dual  zu  sein,  so  kann 
man  sich  fragen ,  ob  auch  umgekehrt  jedes  lineare  System  dritter  Stufe  Ton 
Flächen  zweiten  Grades,  welches  in  sich  reciprok  ist,  ein  gemeinsames 
Polartetraeder  besitzt 

•  Wir  setzen  voraus,  dass/die  im  System  dritter  Stufe  enthaltenen 
Systeme  niedrigerer  Stufe  nicht  in  sich  dual  sind.  —  Eine  Flächenschaar 
des  Systems  hat  bekanntlich  ein  gemeinsames  Polartetraeder,  das  wir  mit 
AB  CD  bezeichnen  wollen.  Zwei  beliebige  Flächen  dieser  Schaar  bestimmen 
einen  Büschel,  der  ebenfalls  zum  System  gehört  und  das  Tetraeder  J.£(7D 
gleichfalls  zum  gemeinsamen  Polartetraeder  hat  Zwei  beliebige  Flächen 
dieses  Büschels  und  zwei  Flächen  der  Schaar,  welche  mit  dem  ersteren 
nicht  zu  demselben  Netz  oder  Gewebe  gehören,  constituiren  das  System 
dritter  Stufe,  und  weil  sie  AB  CD  zum  gemeinsamen  Polartetraeder 
haben,  so  ist  letzteres  auch  ein  gemeinsames  Polartetraeder  für  alle  Flächen 
des  Systems.  y^Demnach  hat  jedes  in  sich  duale  lineare  System 
dritter  Stufe  von  Flächen  zweiten  Grades,  in  welchem  die 
Systeme  niederer  Stufe  nicht  in  sich  reciprok  sind,  ein  ge* 
meinsames  Polartetraeder.^ 

Der  Beweis  des  Satzes  wird  hinföUig,  wenn  unsere  Voraussetzung  nicht 
erfOUt  ist 

Lineare  Systeme  dritter  Stufe,  in  welchen  die  linearen  Systeme  nie- 
derer Stufe  in  sich  dual  sind,  werden  z.  B.  gebildet  von  allen  Flächen 
zweiten  Grades ,  welche  durch  zwei  windschiefe  Geraden  gehen ,  oder  welche 
zwei  gemeinsame  Pole  und  Polarebenen  haben.  Den  Dualismus  der  im 
ersteren  System  yorhandenen  Systeme  niederer  Stufe  habe  ich  in  meiner 
Dissertation  (1882)  nachgewiesen.  Ein  gemeinsames  Polartetraeder  ist  für 
die  Flächen  dieses  Systems  nicht  vorhanden,  wie  sich  aus  der  „Geometrie 
der  Lage^  des  Herrn  Beye,  II.  Abth,  S.  81,  2.  Aufl.,  ergiebt 

Wir  betrachten  kurz  das  zweite  System,  bezüglich  dessen  Flächen  A 
and  a,  B  nnd  ß  je  Pol  und  Polarebene  seien.  Die  Gerade  AB  werde  von 
den  Ebenen  a  und  ß  ia  A'  bezw.  in  B^  getroffen;  dann  ist  A'  zn  A^  B'  zu  B 
bezüglich  aller  Flächen  des  Gebüsches  conjugirt.  Durch  beide  Punktepaare 
ist  die  ganze  Involution  conjugirter  Punkte  9,vif  AB  festgelegt,  und  sie  ist 
allen  Flächen  des  Systems  gemeinsam;  mithin  gehen  diese  sämmtlich  dureb 
die  reellen  oder  imaginären  Doppelpunkte  der  Involution  snf  AB.  Weitüliid 
ist  die  Schnittlinie  {aß)  zn  AB  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  G^btisdb«^ 
reeiproke  Polare;  nennen  wir  die  Ebenen,  welche  sie  mit  J.'<täid>T^v%i:i^ 
binden,  a  und  ß\  so  sind  letztere  zu  a  und  ß  bezw.  c€i]§ugupt  Alfi^dte 
Flächen  des  Systems;  die  Involution  conjugirter  Ebenen-nz]d?'(o^)iiicft'^&QASl 
auch  bestimmt,  also  auch  die  beiden  Doppelebenen^itl4üseIbtfüV^%elchli^dte 
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gemeinsamen  Berührungsebenen  für  alle  Flächen  sind;  beide  Involutionen 
sind  perspectivisch,  die  Doppelpunkte  der  früheren  sind  die  Berührungs- 
punkte der  Doppelebenen  bezüglich  aller  Flächen  des  Systems.  (Vergl. 
Sturm,  Mathem.  Annalen,  Bd.  19  S.  461  Nr.  25.) 

Seien  jetzt  C  und  C  zwei  beliebige  Punkte  mit  der  Bestimmung,  dass 
sie  conjugirte  seien;  dadurch  ist  ein  Netz  des  Gebüsches  festgelegt. 

Die  Ebene  n\  welche  C  mit  (ajS)  verbin  Jet,  hat  ihren  Pol  bezüglich 
jeder  Fläche  dieses  Netzes  in  der  durch  C  und  AB  gelegten  Bbene  n\  es 
sind  also  n  und  %  zwei  hinsichtlich  des  Netzes  conjugirte  Ebenen  und 
daraus  folgt,  dass  dieses  Netz  zugleich  eine  Schaarschaar  ist. 

Lassen  wir  C'  mit  C  zusammenfallen,  so  gehen  alle  Flächen  des  Netzes 
durch  denselben  Punkt  (7;  wir  haben  hierin  einen  Specialfall  des  betrachteten. 

Geben  wir  noch  ein  zweites  Paar  conjugirter  Punkte  D  und  D',  so 
wird  dadurch  ein  Büschel  des  Gebüsches  festgelegt;  wir  finden  genau  so 
wie  vorhin,  dass  derselbe  auch  gleichzeitig  eine  Schaar  ist. 

Die  Flächen  dieses  zweiten  speciellen  Gebüsches  haben  kein  gemein- 
sames Polartetraeder;  denn  wäre  ein  solches  vorhanden,  so  müssten  die 
gemeinsamen  reciproken  Polaren  AB  und  {aß)  zwei  von  den  windschiefen 
Kanten  desselben  sein.  Nun  giebt  es  aber  zu  keinem  Punkte  auf  {aß)  einen 
Punkt  auf  dieser  Geraden,  welcher  zu  ihm  hinsichtlich  aller  Flächen  des 
Gebüsches  conjugirt  ist;  folglich  giebt  es  auch  kein  gemeinsames  Polar- 
tetraeder. 

§2. 

3.  In  jedem  Flächenbüschel  unseres  Systems  befinden  sich  vier  Kegel 
zweiten  Grades ,  welche  die  vier  Ecken  des  gemeinsamen  Polartetraeders  zu 
Mittelpunkten  haben.  (Vergl.  Beye,  II.  Abth.  S.  150.)  Mithin  liegen 
die  Scheitel  aller  Kegel  des  Systems  in  den  vier  Ecken  des 
gemeinsamen  Polartetraeders  AB  CD.  Betrachten  wir  diejenigen 
Kegel  des  Gebüsches,  deren  Mittelpunkte  in  der  Ecke  A  liegen,  so  haben 
diese  offenbar  das  Dreikant,  welches  von  den  durch  A  gehenden  Tetraeder- 
kanten gebildet  wird,  zum  gemeinsamen  Poldreikant. 

Ferner  befinden  sich  in  jeder  Flächenschaar  unseres  Systems  vier  zu 
Kegelschnitten  ausgeartete  Flächen,  deren  Ebenen  die  vier  Ebenen  des  ge- 
meinsamen Polartetraeders  sind.  Also  giebt  es  im  System  unendlich 
viele  Kegelschnitte,  und  deren  Ebenen  sind  die  vier  Ebenen 
des  gemeinsamen  Polartetraeders  ilBCD.  Die  Kegelschnitte  in  der 
Ebene  BGB  haben  offenbar  das  Dreieck  BCD  zum  gemeinsamen  Polar- 
dreieok,  sie  liegen  also  perspectivisch  mit  dem  System  aller  Kegel,  welche 
die  gegenüberliegende  Ecke  A  zum  gemeinsamen  Scheitel  haben.  Letzteres 
erhalten  wir  daher  durch  Projection  des  ebenen  Systems.  Das  System  der 
Kegelschnitte  ist  —  planimetrisch  —  aber  sowohl  ein  Netz  als  eine  Schaar- 
schaar.   (Siehe  I.  Theil  §  1  Nr.  1.) 
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Die  in  demselben  befindlichen  Geradenpaare  nnd^  -^tof^lea  Geraden 
werden  projicirt  dnrch  Ebenenpaare  und  Doppelebenen  (die  drei  durch  Ä 
gehenden  Tetraederebenen);  ferner  die  Punktepaare  und  doppelten  Punkte 
des  ebenen  Systems  durch  Goradenpaare  und  doppelte  Geraden  (die  drei 
durch  Ä  gehenden  Tetraederkanten). 

Es  giebt  also  in  unserem  Gebüsch  vier  Systeme  zweiter 
Stufe  von  Kegelschnitten,  deren  jedes  in  einer  der  yier  Te- 
traederebenen sich  befindet  und  das  durch  die  in  der  betref- 
fenden Ebene  liegenden  drei  Tetraederkanten  gebildete  Drei- 
eck zum  gemeinsamen  Polardreieck  hat  Jedes  dieser  vier  Systeme 
kann  sowohl  als  ein  Eegelschnittnetz ,  wie  auch  als  eine  Kegelschnittschaar- 
schaar  aufgefasst  werden;  es  enthalt  einfach  unendlich  viele  Geradenpaare 
und  drei  doppelte  Geraden,  einfach  unendlich  viele  Punktepaare  und  drei 
doppelte  Punkte.  Ferner  giebt  es  in  dem  Gebüsche  vier  Netze 
von  Kegeln  zweiten  Grades,  deren  jedes  aus  solchen  Kegeln 
besteht,  welche  eine  Ecke  des  Polartetraeders  zum  gemein- 
samen Scheitel  und  das  durch  die  in  dieser  Ecke  zusammen- 
stossenden  Tetraederkanten  gebildete  Dreikant  zum  gemein- 
samen Polardreikant  haben.  Jedes  dieser  vier  Systeme  ist  sowohl  ein 
Eegelnetz  als  eine  Kegelschaarschaar;  es  enthält  einfach  unendlich  viele  Ebe- 
nenpaare und  drei  Doppelebenen,  einfach  unendlich  viele  (reradenpaare  und 
drei  doppelte  Geraden.  Inwiefern  ein  Geradenpaar  als  Ausartung  eines 
Kegels  oder  allgemeiner  einer  Fläche  zweiten  Grades  aufzufassen  ist,  kann 
leicht  angegeben  werden.  Die  Berührungsebenen  der  Fläche  erzeugen  näm- 
Hch  den  doppelten  Ebenenbündel  um  den  Schnittpunkt  des  Geradenpaares, 
die  Punkte  der  Fläche  das  doppelte  Feld  der  Ebene  des  Paares,  und  der 
quadratische  Complex  der  Tangenten  der  Fläche  zerfällt  in  die  beiden 
linearen  Complexe  der  Geraden,  welche  die  eine  oder  andere  Gerade  des 
Paares  treffen. 

Mit  Berücksichtigung  von  Nr.  1  in  §  1  des  I.  Theiles  ergiebt  sich  femer 
der  Satz:  Jede  der  sechs  Tetraederkanten  ist  die  gemeinsame 
Axe  von  unendlich^ielen  Ebenenpaaren  des  Gebüsches,  welche 
eine  Involution  bilden,  deren  Doppelelemente  die  beiden  durch 
die  Kante  gehenden  Tetraederebenen  sind;  die  vier  Tetraederebenen 
bilden  also  vier  Doppelebenen  des  Gebüsches.  Ebenso:  In  jeder  Tetraeder- 
ebene ist  jede  Tetraederecke  der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  von  unend- 
lich vielen  Geradenpaaren  des  Gebüsches,  welche  eine  Involution  bilden, 
deren  Doppelstrahlen  die  in  der  Ecke  zusammenstossenden  Tetraederkanten 
sind.  Die  sechs  Tetraederkanten  sind  also  sechs  doppelte  Geraden  des  Ge- 
büsches.    Dualistisch  zum  ersteren  Satze: 

Jede  der  sechs  Tetraederkanten  ist  der  Träger  von  unend- 
lich vielen  Punktepaaren  des  Systems,  welche  eine  Involution 
bilden,  deren  Doppelelemente   die   beiden   auf  der  Tetraeder- 
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kante  liegenden  Ecken  sind.     Letztere  sind  abo   vier  Doppelpunkte 
des  Systems. 

4.  In  einem  allgemeinen  Gebüsch  Ton  Fl&cfaen  zweiter  Ordnung  liegen 
die  Mittelpunkte  aller  Eegelflftchen  auf  einer  Fläche  vierter  Ordnung  K^^  der 
Kernfläche  des  Gebüsches.  (Vergl.  Beye,  II.  Abth.  S.  237.)  Diese  ist  in 
unserem  Falle  ausgeartet  in  die  yier  Ebenen  des  Polartetraeders.  Denn 
wenn  auch  im  Allgemeinen  jeder  Kegel  seinen  Mittelpunkt  in  einer  der  vier 
Tetraederecken  hat,  so  gilt  dieses  doch  nicht  für  die  vier  Doppelebenen,  da 
jeder  Punkt  einer  solchen  als  ihr  Mittelpunkt  angesehen  werden  kann.  Dua- 
listisch finden  wir,  dass  die  Fläche  vierter  Classe,  welche  von  den  Ebenen 
aller  Kegelschnitte  eines  linearen  Flächengewebes  dritter  Stufe  eingehüllt 
wird,  in  unserem  Falle  aus  den  vier  Tetraederecken  besteht. 

5.  Zwei  Kegel ,  deren  Mittelpunkte  in  zwei  verschiedenen  Ecken  des  Polar- 
tetraeders liegen,  schneiden  sich  in  einer  Baumcurve  R^  vierter  Ordnimg, 
der  Grundcurve  eines  Flächenbüschels  des  Systems.  Aus  den  beiden  anderen 
Ecken  des  Tetraeders  wird  die  Baumcurve  durch  zwei  Kegel  projicirt,  welche 
ebenfalls  dem  Büschel  angehören.  (Vergl.  Beye,  II.  Abth.  S.  150.)  Da 
jede  Ecke  des  Tetraeders  Mittelpunkt  von  doppelt  unendlich  vielen  Kegeln 
des  Systems  ist,  so  giebt  es  vierfach  unendlich  viele  Banmour- 
ven  B^  und  folglich  ebenso  viele  Flächenbüschel  in  unserem 
System. 

Wenn  die  beiden  Kegel,  welche  einen  Flächenbüsohel  constituiren ,  zwei 
gemeinsame  Tangentialebenen  haben ,  so  zerfallt  die  Baumcurve  des  Büschels 
in  zwei  Kegelschnitte.  Denn  jede  der  beiden  Tangentialebenen  hat  mit  den 
beiden  Kegeln  einen  gemeinsamen  Berührungspunkt,  den  Schnittpunkt  der 
beiden  Berührungskanten.  Legt  man  nun  durch  die  beiden  gemeinsamen 
Berührungspunkte  und  einen  weiteren  gemeinsamen  Punkt  beider  Kegel  die 
Ebene,  so  haben  die  beiden  ausgeschnittenen  Kegelschnitte  diese  drei  Punkte 
gemeinsam ,  ausserdem  aber  in  den  beiden  ersten  die  Tangenten ,  sind  daher 
identisch.  Die  Baumcurve  zerf^lt  daher  in  diesen  und  folglich  noch  in 
einen  zweiten  Kegelschnitt.  Der  Flächenbüschel  enthäU  in  diesem  Falle  ein 
Ebenenpaar,  das  Paar  der  beiden  Kegelschnittebenen.  Wir  erhalten  daher 
solche  Baumcurven ,  wenn  wir  die  Involution  der  Ebenenpaare ,  welche  eine 
Tetraederkante  zur  gemeinsamen  Axe  haben,  mit  dem  Kegelnetze,  welches 
eine  der  beiden  auf  der  Gegenkante  liegenden  Tetraederecken  zum  gemein- 
samen Mittelpunkt  hat,  schneiden.  Es  giebt  mithin  solcher  in  Kegel- 
schnitte zerfallender  Baumcurven  R^  dreifach  unendlich  viele. 
Da  jedes  Ebenenpaar  von  den  beiden  durch  seine  Schnittlinie  gehenden  Te- 
traederebenen harmonisch  getrennt  wird,  so  gewinnen  wir  den  Satz: 

Schneiden  sich  zwei  Kegel  zweiten  Grades  in  zwei  Kegel- 
schnitten, so  sind  die  Ebenen  der  beiden  Kegelschnitte  har- 
monisch zu  den  Ebenen,  welche  ihre  Schnittlinie  mit  den 
Scheiteln  der  beiden  Kegel  verbinden. 
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Wenn  ein  Ebenenpaar  zu  einer  doppelten  Ebene  wird,  also  die  beiden 
Ebenen  mit  einer  Tetraederebene  zusammenfallen,  und  wir  schneiden  es 
dann  mit  einem  Kegel,  so  besteht  die  Schnittcurre  aus  einem  doppelten 
Kegelschnitt,  einem  Kegelschnitt  des  Systems,  längs  dessen  sich  also  die 
FlSchen  des  betreffenden  Büschels  bertihren. 

6.  Zwei  Kegel  mit  gemeinsamem  Scheitel  schneiden  sich  in  vier  Kanten ; 
sie  constituiren  einen  Kegelbüschel.  Die  Grundcurye  eines  solchen  Büschels 
besteht  also  aus  yier  Geraden  durch  eine  Tetraederecke.  Der  Büschel  ent- 
steht durch  Projection  eines  in  der  gegenüberliegenden  Tetraederebene  be- 
findlichen und  zum  System  gehörenden  Kegelschnittbüschels.  Daraus  folgt, 
dass  die  yier  Geraden  der  Grundcurye  paarweise  auf  sechs  Ebenen  mit  je 
einer  durch  den  gemeinsamen  Scheitel  gehenden  Tetraederkante  liegen  und 
dass  durch  jeden  Strahl  durch  eine  Tetraederecke  ein  solcher  Büschel  be- 
stimmt ist  (yergl.  I.  Theil,  §1  Nr.  2),  sowie  dass  es  deren  doppelt 
unendlich  yiele  giebt. 

W&hlen  wir  statt  zweier  Kegel  zwei  Ebenenpaare,  deren  Azen  zwei 
Gegenkanten  des  Tetraeders  sind,  zu  Constituenten  eines  Büschels,  so  be- 
steht dessen  Grundcurye  aus  den  Seiten  eines  windschiefen  Vierecks,  yon  * 
dem  auf  jeder  der  beiden  Gegenkanten  zwei  Eckpunkte  liegen,  welche  durch 
die  ebenfalls  darauf  liegenden  Tetraederecken  harmonisch  getrennt  sind  (sie 
bilden  also  Punktepaare  des  Systems). 

Da  jede  Kante  des  Tetraeders  die  Aze  yon  einfach  unendlich  yielen 
Ebenenpaaren  des  Systems  ist,  so  giebt  es  solcher  Raumcuryen  dop- 
pelt unendlich  yiele. 

Jede  Gerade,  welche  zwei  Gegenkanten  des  Tetraeders  trifft,  bestimmt 
die  Baumcurye;  denn  die  Gerade  lässt  sich  mit  jeder  der  beiden  Gegenkan- 
ten durch  eine  Ebene  yerbinden ;  diese  beiden  Ebenen  aber  gehören  zu  zwei 
Ebenenpaaren,  die  sich  in  einem  windschiefen  Viereck  schneiden,  dessen 
eine  Seite  die  erste  Gerade  ist.  Während  also  im  Allgemeinen 
durch  jede  Gerade  im  Baume  nur  eine  einzige  Fläche  des  Sy- 
stems hindurchgeht,  sind  hiervon  diejenigen  Geraden  aus- 
genommen, welche  zwei  Gegenkanten  des  Tetraeders  treffen, 
indem  durch  jede  solche  Gerade  ein  ganzer  Flächenbüsohel 
geht.  Dasselbe  gilt  für  Gerade,  welche  durch  eine  Tetraeder- 
ecke gehen. 

Wir  unterlassen  die  Angabe  der  dualen  Resultate,  weil  die  Ableitung 
derselben  aus  dem  Vorhergehenden  nicht  schwierig  ist. 

7.  Herr  Schroeter  hat  in  seiner  „Theorie  der  Oberflächen  zweiter 
Ordnung*^  S.  699  auf  die  Analogie  hingewiesen,  die  zwischen  einem  Flächen« 
büschel  dieser  Art  und  einem  Büschel  von  einander  doppelt  berührenden 
Kegelschnitten  besteht,  indem  beide  auch  als  Schaaren  aufgefasst  werden 
können.  Diese  Analogie  wird  noch  vollständiger  durch  den  Umstand,  dass 
jeder  dieser  Büschel  nicht  nur  ein,  sondern  unendlich  viele  gemeinsame 
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Polardreiecke,  bezieblich  Polartetraeder  hat.  Für  den  ebenen  Büschel  ist 
dies  bekannt,  für  den  Fl&chenbüschel  Iftsst  es  sich  leicht  beweisen.  Seien 
F,  J*,  ff,  H  die  vier  Ecken  des  windschiefen  Yierseits,  durch  welches  die 
Flächen  des  Büschels  gehen,  EQ  und  FH  die  Diagonalen  desselben,  also 
die  Azen  der  beiden  Ebenenpaare  des  Büschels;  wählen  wir  dann  anf  EQ 
und  FH  je  ein  durch  E^  G  bezieblich  J^,  H  harmonisch  getrenntes  Punkte- 
paar J,  K  und  X,  Jlf,  so  sind  Jy  K^  L^  M  die  vier  Ecken  eines  dem  Bü- 
schel angehörenden  gemeinsamen  Polartetraeders.  Denn  zunächst  sind,  wie 
leicht  einzusehen  ist,  J^ff  und  FIT  reciproke  Polaren  bezüglich  aller  Flächen 
des  Büschels.  Die  Polarebene  des  Punktes  /  bezüglich  irgend  einer  Fläche 
geht  daher  durch  FH,  andererseits  durch  JT,  ist  also  die  Ebene  LMK, 
Demnach  ist  das  Tetraeder  LMJK  so  beschaffen,  dass  die  Ecken  und 
Gegenebenen  Pole  und  Polarebenen  des  Büschels  sind,  d.  h.,  es  ist  ein 
gemeinsames  Polartetraeder.  Wir  finden,  dass  der  Büschel  doppelt 
unendlich  viele  gemeinsame  Polartetraeder  hat  Unter  diesen 
Tetraedern  kommt  aber  das  aus  den  vier  Ecken  der  Grundcurye  gebildete 
Tetraeder  nicht  vor. 

•  Demnach  würde  die  zutreffende  Stelle  auf  S.  699  in  dem  Werke  des 
Herrn  Schroeter  in  der  Fassung  zu  geben  sein: 

„Die  Flächen  haben  doppelt  unendlich  viele  Polartetraeder  und  eins 
von  der  besonderen  Art,  wie  es  S.  145  beschrieben  ist" 


§3. 

8.  An  dieser  Stelle  möge  eine  Untersuchung  Platz  finden,  deren  Inhalt 
ich  der  GKlte  meines  hochverehrten  Lehrers,  des  Herrn  B.  Sturm,  ver- 
danke, nämlich  die  Untersuchung  über  die  Charakteristiken  des  vorliegenden 
(rebüsches. 

Durch  die  drei  Fundamentalbedingungen:  1.  durch  einen  gegebenen 
Punkt  zu  gehen,  /li;  2.  eine  gegebene  Gerade  zu  berühren,  v;  3.  eine  ge- 
gebene Ebene  zu  berühren,  q  (vergl.  Schubert,  Kalkül  der  abzählenden 
Geometrie),  scheiden  wir  aus  dem  Gebüsche  1.  ein  l^etz,  2.  ein  noch  ge- 
nauer zu  untersuchendes  System   zweiter  Stufe,  3.  eine  Schaarscbaar  aus. 

Nehmen  wir  je  zwei  von  jenen  drei  Bedingungen,  so  sondern  wir 
Systeme  von  einfach  unendlicher  Mannichfaltigkeit  ab;  wir  haben  die  sechs 
Fälle:  fi',  v^  g\  ^v,  vq,  (ig.  yf  führt  zu  einem  Büschel,  g^  zu  einer 
Schaar.  Die  Charakteristiken  derselben,  d.  h.  die  Zahlen  der  Flächen, 
welche  jene  drei  Fundamentalbedingungen  erfüllen ,  sind  bekannt.  Für  den 
Büschel  ist  f4»=l,  f4*v  =  2,  |*'p«=3;  für  die  Schaar  ist  fip*  =  3,  ve*  =  2, 
p'bsI.  v>  führt  zu  einem  in  sich  dualen  System  unseres  Gebüsches,  zu 
dem  aller  Flächen,  welche  zwei  gegebene  Gerade  berühren.  Untersuchen 
wir  dessen  Charakteristiken  oder  statt  dessen  die  Ausartungszahlen  <Pi  Xf  ^ 
von  Kegelschnitt,  Kegel  und  Ebenenpunktpaar  des  Systems.     Was  die  lets- 
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tere  Ausartung  anbetrifft,  so  müssen  wir  jedes  unserer  Ebenenpaare  ans 
dem  GebOscbe,  welches  eine  Tetraederkante  zur  Doppellinie  hat,  mit  einem 
Panktepaare,  das  dieselbe  Kante  zur  Axe  hat,  combiniren,  um  eine  FlSche 
p  zu  erhalten.  Wir  haben  demnach  im  Gebüsch  sechs  Systeme  yon  doppelt 
unendlich  vielen  Flächen  i^. 

In  jedem  der  vier  Systeme  von  Kegeln  des  Gebüsches,  welche  je  das 
betreffende  Dreikant  zum  Polardreikant  haben,  giebt  es  einen,  der  von  den 
beiden  gegebenen  Geraden  berührt  wird,  d.  h.  durch  deren  Spuren  in  der 
Tetraederebene  geht  (vergl.  §  2  Nr.  1);  also  x==4«  (^s  bedeutet  nach  Schu- 
bert, S.  102,  X  sowohl  einen  Kegel  des  Systems,  als  auch  die  Zahl  der 
Kegel  in  einem  einfach  unendlichen  System.)  Ebenso  ist  9  =  4;  dagegen 
ist  t^  =  0 ,  da  die  Doppellinie  keiner  der  Flächen  ^  von  einer  der  beiden 
Geraden  getroffen  wird.  Nun  bestehen  (nach  Schubert,  S.  103)  die  zwei 
Beziehungsgleichungen : 

fi  =  i(3.v  +  z  +  2.t/;), 
P  =  i((P  +  3.z  +  2.^), 
v  =  i(2.(p  +  2.x+4.tf;); 
also  ist  in  unserem  Falle  fi  =  p  =  y  =  4.    Für  die  Flächen  unseres  Gebüsches 
ist  mithin  v*(i  =  v*^  =  v*  ==  4,  d.  h. : 

„Je  vier  Flächen  des  Gebüsches  berühren  drei  gegebene  Gerade,  oder 
berühren  zwei  gegebene  Gerade  und  gehen  durch  einen  gegebenen  Punkt, 
oder  berühren  zwei  gegebene  Geraden  und  eine  gegebene  Ebene.  ^ 

In  sich  dual  ist  auch  das  einfach  unendliche  System  fiQ  des  Gebüsches. 
Da  der  gegebene  Punkt  im  Allgemeinen  in  keiner  der  Tetraederebenen 
liegt,  so  ist  9  =  0;  und  da  die  gegebene  Ebene  durch  keine  Tetraederecke 
geht,  so  ist  x='0.  Jener  bestimmt  bei  jeder  Tetraederkante  das  Ebenen- 
paar, diese  das  zugehörige  Punktepaar;  also  ist  ^  =  6;  mithin  ergiebt  sich 
nach  den  vorstehenden  Gleichungen  fi  =  3,  ^  =  3,  i/  =  6.  Für  unser  Ge- 
bfisch ist  also  fi^^  =  3  =  |bi^*  (wie  schon  bekannt)  und  |iav(»  =  6,  d.  h.: 

Es  giebt  im  Gebüsche  sechs  Flächen,  welche  durch  einen  gegebenen 
Punkt  gehen,  eine  gegebene  Gerade  und  eine  gegebene  Ebene  berühren. 

Wir  betrachten  endlich  das  System  fiv  des  Gebüsches.  Da  der  ge- 
gebene Punkt  in  keiner  der  Tetraederebenen  liegt,  so  ist  cp  =  0;  in  jedem 
der  vier  Kegelnetze  giebt  es  zwei  Kegel ,  welche  durch  den  gegebenen  Punkt 
geben  und  die  gegebene  Gerade  berühren ;  also  x=^S.  Da  die  gegebene 
Gerade  keine  der  sechs  Tetraederkanten  trifft,  so  ist  ^  =  0.  Mithin  folgt 
nach  den  obigen  Gleichungen: 

j»  =  2,     9  =  6,     v  =  4. 
Pflr  unser  Gebüsch  ergiebt  sich  demnach: 

^*VC=2;       fAVQ  =  6f       |*V*  =  4. 

Dualistisch  erhalten  wir: 

9«v  =  2,     ^1/^  =  6,     v«(»  =  4. 
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Die  dreifachen  Charakteristiken  des  yorliegenden  Gebüsches  sind  also: 
M»  =  ?'=l,    v«  =  4, 

ft  V  ^  =  6. 
Wir  haben  somit  die  Resultate  gewonnen: 
„Von  den  Flächen  unseres  Systems: 

1.  geht  eine  Fläche  durch  drei  gegebene  Punkte; 

2.  berührt  eine  Fläche  drei  gegebene  Ebenen; 

3.  berühren  vier  Flächen  drei  gegebene  Geraden; 

4.  gehen  zwei  Flächen   durch   zwei  gegebene  Punkte  und 
berühren  eine  gegebene  Gerade; 

5.  berühren  zwei  Flächen  zwei  gegebene  Ebenen  und  eine 
gegebene  Gerade; 

6.  gehen  drei  Flächen  durch  zwei  gegebene  Punkte   und 
berühren  eine  gegebene  Ebene; 

7.  gehen  drei  Flächen  durch  einen  gegebenen  Punkt  und 
berühren  zwei  gegebene  Ebenen; 

8.  gehen  vier  Flächen  durch  einen  Punkt  und  berühren 
zwei  gegebene  Geraden; 

9.  berühren  vier  Flächen  eine  gegebene  Ebene  und  zwei 
gegebene  Geraden; 

10.  gehen   sechs   Flächen   durch    einen   gegebenen   Punkt, 

berühren    eine    gegebene    Gerade    und    eine   gegebene 

Ebene." 

Als   die  Charakteristiken   des   im  Eingange   erwähnten   in   sich  dualen 

Systems  der  Flächen  des  Gebüsches ,  welche  eine  gegebene  Gerade  berühren, 

haben  sich  ergeben: 

§4. 

9.  Die  durch  einen  beliebigen  Punkt  Pj  des  Raumes  gehenden  doppelt 
unendlich  vielen  Flächen  des  Systems  bilden  ein  Flächennetz,  d.  h.  sie  gehen 
noch  durch  sieben  andere  Punkte  P^y  /\,,  P4,  ...,  P^y  welche  mit  P,  die  acht 
Grundpunkte  des  Netzes  sind.  Weil  nun  die  Punkte  in  dreifach  unendlicher 
Mannichfaltigkeit  im  Räume  auftreten,  so  folgt,  dass  es  dreifach  un- 
endlich viele  Flächennetze  in  unserem  Gebüsche  giebt. 

Durch  einen  Grnndpunkt  sind  die  sieben  anderen  vollständig  bestimmt, 
lieber  die  gegenseitige  Lage  der  acht  Grundpunkte  eines  Flächennetzes  in 
unserem  Gebüsche  gelten  folgende  Sätze: 

„Auf  der  Verbindungslinie  eines  Grundpunktes  mit  einer 
Tetraederecke  liegt  noch  ein  zweiter  Grundpunkt." 
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„In  der  Verbindnngsebene  eines  Grundpunktes  mit  einer 
Tetraederkante  liegen  noch  drei  andere  Grundpunkte.'' 

Verbinden  wir  nämlich  den  Grundpnnkt  /\  mit  der  Ecke  Ä  und  nennen 
A'  den  Schnittpunkt  Ton  Pj  A  mit  der  Tetraederebene  B  CD^  so  sind  A  nnd 
A'  zwei  conjagirte  Punkte  bezüglich  aller  Flächen  des  Systems  und  folglich 
auch  des  Netzes.  Da  nun  sämmtliche  Flächen  des  Netzes  durch  P^  gehen, 
so  geben  sie  auch  durch  den  zu  P,  bezüglich  A  und  Ä  harmonischen  Punkt 
P^y  welcher  also  einer  der  acht  Grundpunkte  des  Netzes  sein  muss. 

Zum  Beweise  des  zweiten  Satzes  legen  wir  die  Ebene  durch  P,  und 
die  Kante  AB  des  Tetraeders.  Ihr  Schnitt  mit  der  zu  ^^  windschiefen 
Kante  CD  sei  E.  Nach  dem  Vorhergehenden  liegt  auf  AP^  noch  ein 
Grundpunkt  Pg,  der  von  Pj  durch  die  Schnitte  von  AP^  mit  AB  und  BE 
harmonisch  getrennt  ist;  ebenso  liegt  auf  BP^  noch  ein  Grundpunkt  P,, 
welcher  von  P^  durch  die  Schnitte  von  B P^  mit  AB  und  AE  harmonisch 
getrennt  ist  Ausserdem  ist  aber  auch  der  Schnittpunkt  P^  von  B  P^  und 
AF^  einer  der  acht  Grundpunkte,  weil  er  von  P,  durch  die  Schnitte  von 
BP^  mit  AE  und  AB^  von  P^  durch  die  Schnitte  von  AP^  mit  AB  und 
BE  harmonisch  getrennt  wird. 

Also  liegen  vier  Grundpunkte  P^,  P^^  F^y  F^  in  einer  Ebene  durch  die 
Kante  AB^  die  vier  übrigen  P5,  Pg,  P,,  P3  liegen  daher  in  einer  zweiten 
Ebene  durch  AB^  welche  mit  der  ersteren  ein  zum  Netz  gehöriges  Ebenen- 
paar bildet.  Daraus  folgt,  dass  jedes  Netz  unseres  Systems  sechs 
Ebenenpaare  besitzt,  deren  Azen  die  sechs  Tetraederkan- 
ten sind.  ^ 

10.  Betrachten  wir  zwei  von  diesen  Ebenenpaaren,  deren  Axen  sich 
schneiden,  so  constituiren  diese  einen  Kegelbüschel,  dessen  Grundkanten  die 
vier  Schnittlinien  der  beiden  Ebenenpaare  sind.  Durch  dieselben  geht  auch 
das  dritte  Ebenenpaar  des  Büschels,  dessen  Axe  die  Doppellinien  der  beiden 
ersten  schneidet.  Zwei  Ebenenpaare  dagegen ,  deren  Axen  sich  nicht  schnei- 
den, also  Gegenkanten  des  Tetraeders  sind,  constituiren  einen  Büschel  von 
Flachen  durch  ein  windschiefes  Vierseit. 

Jedes  Netz  unseres  Gebüsches  enthält  also  vier  Büschel 
von  Kegeln,  welche  je  eine  Tetraederecke  zum  gemeinsamen 
Mittelpunkt  haben,  und  drei  Flächenbüschel  durch  windschiefe 
Vierseite. 

Die  Grundkanten  eines  jeden  Kegelbttschels  sind  die  Verbindungslinien 
des  gemeinsamen  Scheitels  mit  vier  associirten  Punkten  (vergl.  I.  Theil)  in 
der  Gegenebene. 

Ferner  die  Kegelspitzencnrve  C^  sechster  Ordnung  eines  allgemeinen 
Netzes  (vergl.  B eye,  II.  Abth.  S.  232)  degenerirt  im  vorliegenden  Falle  in 
die  sechs  Kanten  des  Tetraeders. 

Dualistisch:  Die  eine  beliebige  Ebene  berührenden  Flächen  des  Systems 
bilden   ein  Flächengewebe  (Schaarschaar),   d.  h.  sie   berühren  noch^ieben  , 
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andere  Ebenen,  welche  mit  der  ersten  die  acht  Grandebenen  des  Oewebes 
sind.     Darch  eine  Orundebene  sind  die  sieben  anderen  bestimmt. 

Durch  die  Schnittlinie  einer  Grundebene  mit  einer  Tetra- 
ederebene geht  noch  eine  zweite. 

Durch  den  Schnittpunkt  einer  Grundebene  mit  einer  Te- 
traederkante gehen  noch  drei  andere  Grundebenen. 

Die  vier  übrigen  schneiden  sich  in  einem  Punkte  derselben  Kante,  der 
mit  dem  ersten  ein  Punktepaar  des  Gewebes  bildet. 

Jedes  Gewebe  des  Systems  enthält  sechs  Punktepaare, 
deren  Träger  die  sechs  Tetraederkanten  sind;  ferner  vier  Kegel- 
schnittschaaren  in  den  vier  Tetraederebenen  und  drei  Flächen- 
schaaren  durch  windschiefe  Yierseite. 

Die  Grundtangenten  eines  jeden  dieser  Kegelschaaren  sind  vier  asso- 
ciirte  Geraden  des  Kegelschnittnetzes  in  der  Tetraederebene. 

11.  Da  zwei  Gegenkanten  des  Polartetraeders  reciproke  Polaren  bezüg- 
lich aller  Flächen  des  Systems  sind,  so  ist  jeder  Punkt  der  einen  Kante 
zu  jedem  Punkte  der  andern  Kante  conjugirt.    Hieraus  folgt: 

Zieht  man  durch  einen  der  acht  Grundpunkte  eines  Netzes 
eine  Gerade,  welche  zwei  Gegenkanten  des  Tetraeders  trifft, 
80  liegt  auf  derselben  noch  ein  zweiter  Grundpunkt. 

Denn  die  beiden  Punkte,  in  welchen  die  Gerade  die  Gegenkanten  trifft, 
sind  conjugirt  bezüglich  aller  Flächen  des  Systems.  Alle  Flächen  also, 
welche  durch  den  gewählten  Grundpunkt  gehen,  d.  h.  alle  Flächen  des 
Netzes,  enthalten  auch  denjenigen  Punkt,  der  zu  dem  Grnndpunkte  har- 
monisch ist  bezüglich  der  beiden  conjugirten  Punkte. 

Dualistisch:  Schneidet  man  eine  der  acht  Grundebenen  eines 
Gewebes  in  unserem  System  mit  zwei  Gegenkanten  des  Tetra- 
eders, so  geht  durch  die  Verbindungslinie  der  beiden  Schnitt- 
punkte noch  eine  zweite  Grundebene. 

§5. 

12.  Die  acht  Grundpunkte  eines  Flächennetzes  wollen  wir  associirte 
Punkte,  die  acht  Grundebenen  eines  Gewebes  associirte  Ebenen  nennen. 
(Vergl.  Beye,  IL  Abth.  S.  236.)  Setzen  wir  das  Polartetraeder  als  reell 
voraus,  so  geht  aus  den  Sätzen  von  §  4  hervor,  dass  acht  associirte  Punkte, 
resp.  acht  associirte  Ebenen  entweder  sämmtlich  reell,  oder  sämmtlich  ima- 
ginär sind« 

Je  zwei  associirte  Punkte  liegen  entweder  auf  einer  Geraden  durch  eine 
Tetraederecke  und  zwar  harmonisch  zu  dieser  Ecke  und  dem  Schnittpunkte 
der  Geraden  mit  der  Oegenebene,  oder  auf  einer  Geraden,  welche  zwei 
Gegenkanten  des  Tetraeders  trifft,  und  zwar  harmonisch  zu  den  beiden 
Schnittpunkten. 
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Es  ist  nicht  uninteressant,  das  Verhalten  einer  Gruppe  von  acht  asso- 
eiirten  Punkten  noch  weiter  zu  untersuchen. 

Durch  einen  Punkt  P,  ist  ein  Netz  unseres  Gehüsches  und  dadurch  die 
SU  P,  assoeiirten  sieben  Punkte  P^,  P3,  P^,  ...,  P3  festgelegt.  Es  fragt 
sich,  ob  man,  von  einem  dieser  sieben  anderen  Punkte  ausgehend,  zu  der 
n&mlichen  Pnnktgruppe  gelangt.  Das  durch  P,  bestimmte  Netz  enthttlt 
einen  Büschel  yon  Kegein  mit  gemeinsamem  Scheitel  in  der  Tetraederecke  Äy 
auf  dessen  vier  Grundkanten  die  acht  Punkte  P^,  P,,  P3,  ...,  P3  paarweise 
liegen.  Dieser  Büschel  ist  perspectiv  mit  einem  Eegelscfanittbüschel  in  der 
Tekaederebene  BCD,  welcher  das  Dreieck  BCD  zum  gemeinsamen  Polar- 
dreieck und  die  Spuren  der  Grundkanten  des  ersteren  zu  Grundpunkten  hat. 
Von  welchem  der  vier  Grundpunkte  in  der  Ebene  BCD  wir  auch  ausgehen, 
immer  erhalten  wir  denselben  Eegelschnittbüschel ,  wie  sich  aus  der  Con- 
struction  des  Pnnktquadrupels  nach  dem  I.  Theile  ergiebt;  also  ftihrt  auch 
jeder  der  sieben  anderen  Punkte  P^,  P3,  P^,  ...,  Pg  zu  demselben  Kegel- 
btlschel  mit  dem  gemeinsamen  Scheitel  in  Ä. 

Ein  Gleiches  gilt  für  den  Eegelbttschel  unseres  Netzes,  dessen  Flftchen 
die  Ecke  B  zur  gemeinsamen  Spitze  haben.  Beide  Kegelbüschel  constituiren 
aber  unser  Netz,  bestimmen  also  auch  die  Grundpunkte  P|,  Pg,  P^^  ...,  P3 
desselben.  —  Ntthert  sich  ein  Grundpunkt  einer  Tetraederecke,  so  thun  es 
auch  die  sieben  assoeiirten,  und  in  der  Ecke  selbst  fallen  alle  acht  zusammen. 
Das  zugehörige  Netz  wird  gebildet  durch  die  Kegel  des  Gebüsches,  welche 
ihre  Spitze  in  jener  Ecke  haben. 

Zwei  associirte  Ebenen  schneiden  sich  entweder  in  einet  Geraden,  welche 
in  einer  Tetraederebene  liegt,  und  sind  dann  harmonisch  getrennt  durch  diese 
Ebene  und  die  Verbindungsebene  der  Schnittlinie  mit  der  Gegenecke,  oder 
sie  treffen  sich  in  einer  Geraden,  welche  mit  zwei  Gegenkanten  je  in  einer 
Ebene  liegt,  und  sind  harmonisch  zu  diesen  beiden  Ebenen. 

Wir  nennen  jede  Verbindungsgerade  von  zwei  assoeiirten  Punkten  des 
Gebüsches  einen  Hauptstrahl  desselben  (B eye,  IL  Abth.  S.237);  ebenso 
soU  jede  Schnittlinie  zweier  associirter  Ebenen  eine  Hauptlinie  des  Systems 
heissen. 

Jede  Gerade  durch  eine  Ecke  des  Tetraeders  ist  ein  Hauptstrahl,  jede 
Gerade  in  einer  Tetraederebene  eine  Hauptlinie,  und  jede  Gerade,  welche 
zwei  Gegenkanten  des  Tetraeders  trifft,  sowohl  ein  Hauptstrahl  als  eine 
Hauptlinie.  Durch  jeden  Hauptstrahl  geht  ein  Flttchenbüschel, 
durch  jede  Hauptlinie  eine  Flächenschaar  des  Systems.  (Vergl. 
§  2  Nr.  6.) 

Wir  schliessen  femer  aus  dem  Vorhergehenden :  Die  Hauptetrahlen  sind 
TrSger  inyoluterischer  Punktreihen,  deren  Punktepaare  aus  je  zwei  assocür- 
ten  Punkten  bestehen.  Sie  werden  von  den  Flttchen  des  Gebüsches  in  diesen 
Punktepaaren  geschnitten.  Die  Doppelpunkte  der  Panktreihen  liegen  auf 
den  Tetraederebenen,  jeder  Punkt  der  letzteren  ist  also  sich  selbst  aasociirt.   j 
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Die  Hftnpüiiiien  sind  Trftger  inyolatoriBehor  Ebenenbllaeliel,  deren  Ebe- 
neD|Miirc  «u  je  zwei  aesociirten  Ebenen  bestehen,  nnd  welche  die  Paare 
der  TOB  den  Hanptlinien  an  die  FlSchen  des  Systems  gehenden  Tangential- 
ebenen sind.     Die  Ebenen  durch  die  Tetraederecken  sind  sich  selbst  assocüri 

13«  Acht  associirte  Pankte  des  Systems  können  zo  je  zweien  dorch 
28  Haaptstrahlen  Terbanden  werden.  Dayon  gehen  16  zn  je  Tieren  durch 
die  Tier  Tetraederecken ,  die  zwölf  ftbrigen  treffen  zu  je  Tieren  die  drei  Gegen- 
kaatenpaare  des  Tetraeders.  Darch  einen  beliebigen  Ponkt  gehen  sieben  Hanpt- 
süvhlen ,  weil  der  Pankt  sieben  associirte  Pankte  hat;  Tier  derselben  gehen 
nach  den  Tier  Tetraederecken ;  die  drei  flbrigen  treffen  je  ein  Ctegenkanten- 
paar  des  Tetraeders.  In  einer  beliebigen  Ebene  liegen  drei  Hanptstrahlen,  es 
sind  nimlich  die  drei  Geraden ,  welche  die  Schnittpanktepaare  dieser  Ebene 
mit  je  cwei  Gegenkanten  des  Tetraeders  enthalten. 

DoAlistisch:  Acht  associirte  Ebenen  schneiden  sich  zu  zweien  in  28 
Haaptlinien;  daTon  liegen  16  zu  je  Tieren  in  den  Tier  Tetraederebenen,  die 
zwölf  flbrigen  aber  treffen  zn  je  Tieren  ein  Gegenkantenpaar  des  Tetraeders. 
In  einer  beliebigen  Ebene  liegen  sieben  Hanptlinien,  nSmlich  die  Schnittlinien 
der  Ebene  mit  den  Tetraederebenen  und  die  drei  Geraden ,  welche  die  Gegen- 
kanten des  Tetraeders  treffen. 

Die  Haaptstrahlen  bilden  demnach  eine  Strahlencongraenz  mit  dem  Bfln- 
delrang  7  und  dem  Feldrang  3,  die  Haaptlinien  eine  Congraens  mit  dem 
Feldrang  7  and  dem  Bflndelrang  3. 

14.  Drei  Flftchen  unseres  Systems  constituiren  sowohl  ein  Netz,  als  ein 
Gewebe  (Schaarschaar)  des  Gebüsches,  d.  h.  ihre  acht  Schnittpunkte  sind 
acht  associirte  Pankte,  nnd  ihre  acht  gemeinsamen  Tangentialebenen  sind 
acht  associirte  Ebenen.  Halten  wir  nun  eine  der  drei  Flächen  fest  und 
lassen  die  beiden  anderen  das  Netz  durchlaufen,  so  werden  die  acht  gemein- 
samen Tangentialebenen  sich  fortwährend  ändern.  Kommen  die  beiden 
Flächen  der  festen  Fläche  näher,  bis  sie  schliesslich  damit  zusammenfallen, 
so  werden  die  acht  gemeinsamen  Tangentialebenen  sich  immer  mehr  den 
acht  Tangentialebenen  der  festen  Fläche  in  den  Grundpunkten  des  Netzes  nähern 
und  im  Grenzfall  in  dieselben  übergehen.    Wir  gewinnen  daher  den  Satz: 

Die  Tangentialebenen  einer  Fläche  unseres  Systems  in 
acht  auf  derselben  liegenden  associirten  Punkten  sind  acht 
associirte  Ebenen. 

Dual: 

Die  Berührungspunkte  Ton  acht  associirten  Ebenen  mit 
einer  Fläche  des  durch  sie  bestimmten  Gewebes  im  System 
sind  acht  associirte  Punkte. 

Die  Tangentialebenen  aller  Flächen  eines  Netzes  in  ^inem  Gnmdpunkte 
desselben  bilden  einen  Ebenenbündel  um  diesen  Punkt.  Die  associirten  Ebenen 
bilden  demnach  die  Ebenenbündel  um  die  sieben  anderen  Grundpunkte. 
Daher  können  wir  sagen:    Dreht  eine  Ebene  sich  um>  eineiv  Punkt, 
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80  drehen    sich   die  sieben  associirten  Ebenen   um   die   sieben 
sssociirten  Punkte. 

Dual: 

Bewegt  sich  ein  Punkt  auf  einer  Ebene,  so  bewegen  sich 
die  sieben  associirten  Punkte  auf  den  associirten  Ebenen. 

Weiterhin  iSsst  sich  der  Satz  beweisen: 

Dreht  eine  Ebene  sich  um  eine  Gerade  p,  so  drehen  die  asso- 
ciirten Ebenen  sich  um  sieben  andere  Geraden.  Denn  nehmen 
wir  auf  jp  zwei  Punkte  P^  und  P^  an,  so  muss,  da  sich  die  Ebene  gleich- 
zeitig um  P|  und  P^  dreht,  jede  associirte  Ebene  gleichzeitig  um  einen  zu 
Pi  und  einen  zu  l\  associirten  Punkt,  d.  h.  um  eine  Gerade  drehen. 

Dual: 

Bewegt  ein  Punkt  sich  auf  einer  Geraden  p,  so  bewegen 
die  sieben  associirtenPunkte  sich  auf  sieben  anderen  Geraden. 

Von  einer  Geraden  p  kommen  wir  auf  beide  Weisen  zu  denselben  sieben 
anderen  Geraden.  Denn  denken  wir  uns  dieselben  auf  die  erste  Weise  gebildet 
ond  legen  auf  die  Gerade  p  einen  Punkt,  so  liegt  dieser  auf  allen  Ebenen 
durch  p,  also  müssen  die  sieben  associirten  Punkte  auf  den  zu  diesem  Ebenen- 
bflschel  associirten  Ebenen,  d.  h.  auf  einer  der  sieben  anderen  Geraden  liegen. 

Wir  wollen  solche  acht  Geraden,  welche  associirte  Punkte  enthalten 
ond  um  welche  sich  associirte  Ebenen  drehen,  associirte  Geraden  nennen. 
Zu  jeder  Geraden  ^ebt  es  demnach  sieben  associirte.  Letztere  bilden  die 
Baumcurve  siebenter  Ordnung,  welche  in  jedem  Flächengebüsch  einer  Ge- 
raden associirt  ist.    (Reye,  II.  Abth.  S.  284.) 

Acht  associirte  Geraden  liegen  stets  auf  einer  Flftohe  des 
Systems. 

Denn  durch  eine  von  den  acht  Geraden  kann  man  eine  und  nur  eine 
FlScbe  des  Systems  legen.  Da  diese  nun  auch  die  zu  jedem  Punkte  der 
Geraden  associirten  Punkte  enthalten  muss,  so  folgt,  dass  auch  die  asso- 
ciirten Geraden  auf  ihr  liegen. 

Vier  Yon  diesen  acht  Geraden  gehören  zu  den  Erzeugenden 
der  einen  Schaar,  die  vier  übrigen  zu  denen  der  andern  Schaar. 

Denn  jede  Gerade  wird  von  Tieren  ihrer  associirten  Geraden  getroffen 
vnd  zwar  dort,  wo  sie  die  vier  Tetraderebenen  schneidet;  letztere  Punkte 
sind  nämlich  sich  selbst  associirt  (nach  Nr.  12),  müssen  also  zugleich  auf 
der  ersten  und  auf  je  einer  von  ihren  associirten  Geraden  liegen.  —  Da 
die  Berührungspunkte  associirter  Ebenen  mit  einer  Fläche  unseres  Systems 
associirte  Punkte  sind,  so  sind  auch  die  Punkte  der  Berührnngscurven  der 
aus  acht  associirten  Punkten  an  die  Fläche  gehenden  Tangentialkegel  unter- 
eiaander  associirt;  daher  bilden  die  Ebenen  der  acht  Berührungskegelschnitte 
aneh  eine  Gruppe  associirter  Ebenen.     Oder: 

Die  Polarebenen  von  acht  associirten  Punkten  bezüglich 
einer  Fläche  des  Systems  sind  acht  associirte  Ebenen. 
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Doml: 

Die  Pole  tob  acht  associirteii  Ebenen  besflglieb  einer 
Fllebe  des  Systems  sind  acbt  associirte  Punkte.  Hieraus  ergiebt 
sieh  aneh: 

Die  reciproken  Pobuvn  von  acbt  assocürten  Genden  besllglieh  einer 
Fliehe  des  Systems  sind  wied^  acbt  assocürte  Geiaden« 

§6. 

15.  Pol  nnd  Polarebene  bestimmen  eine  FlScbe  unseres  Systems  ein- 
deutig; also  wird  aneb  jeder  Punkt  M  des  Raumes  im  Allgemeinen  Mittel- 
punkt einer  und  nur  einer  FlScbe  sein ,  da  er  als  solcher  Pol  der  unendlich 
fernen  Ebene  ist 

Verbindet  man  den  Mittelpunkt  M  einer  FlSche  mit  der  Ecke  A  des 
Polartetraeders  und  legt  durch  ihn  die  Parallelebene  o  xur  G^[enebene  des 
Tetraeders ,  so  sind  IIA  und  a  Durchmesser  und  conjugirie  Diametralebene 
der  Fliehe.  Denn  die  unendlich  ferne  Gerade  yon  a  ist  oonjugirt  xu  A^ 
weil  sie  in  der  Gegenebene  Ton  A  liegt;  und  oonjugirt  tu  Jf ,  weil  sie  in 
der  unendlich  fernen  Ebene  liegt;  sie  hat  also  MA  sur  reciproken  Polare 
bezüglich  der  FlSche.  Wir  können  demnach  leicht  vier  Durchmesser  und 
ihre  coojagirten  Diametralebenen  construiren,  wodurch  das  ganze  BUndel- 
polarsystem  um  den  Mittelpunkt  M^  also  auch  die  Azen  und  der,  Asympto- 
tenkegel bestimmt  sind«  Wir  können  aber  das  Bündelpolarsystem  aack 
durch  drei  Polardreikante  desselben  bestimmen  (zwei  derselben  genügen). 
Denn  ziehen  wir  durch  M  die  Parallelen  zu  zwei  Gegenkanten  des  Tetraeders, 
und  diejenige  Gerade,  welche  beide  Gegenkanten  trifft,  so  haben  wir  ein 
solches  Poldreikant     (Schroeter,  OberflSchen  2.  0.,  S.  540.) 

Jeder  Punkt  als  Mittelpunkt  bestimmt  demnach  eine  FlSche 
des  Systems,  mit  Ausnahme  der  Tetraederecken,  welche,  wie 
wir  wissen,  die  Mittelpunkte  yon  doppelt  unendlich  vielen 
Kegeln  sind. 

16.  •  um  zu  untersuchen ,  wie  die  Mittelpunkte  der  yerschiedenartigen 
Fliehen  unseres  Systems  im  Baume  yertbeilt  sind,  haben  wir  besonders  die 
Ausartungen  der  Flftchen  zu  beachten;  es  sind  dies  vorzüglich  die  doppelt 
unendlich  yielen  Kegelschnitte  in  den  Tetraederebenen.  Da  in  der  Tetra- 
ederebene ABC  beispielsweise  diese  Kegelschnitte  das  Dreieck  ABC  znm 
gemeinsamen  Polardreieck  haben,  so  ist  aus  Theil  I,  §  2  Nr.  1  die  Ver- 
theilung  der  Mittelpunkte  der  yerscfaiedenen  Kegelschnittsarten  bekannt;  die 
Mittelpunkte  der  Hyperbeln  liegen  in  den  RSumen  (e),  die  der  Ellipsen  in 
den  Bftumen  (J^),  und  zwar  die  Mittelpunkte  der  imaginSren  Ellipsen  im 
Innern  des  Dreiecks  ABC.  (Vergl.  Fig.  1  von  Theil  I.)  Wenn  eine  FlSche 
zweiten  Grades  in  einen  Kegelschnitt  degenerirt ,  so  wird  eine  der  drei  Azen 
der  FlSche  Null;  der  Kegelschnitt  bildet  den  üebergang  von  solchen  FlSchen, 
wo    diese   Aze    imaginSr  ist,    zu  solchen,   wo  sie   reelK ist ,  wjShrend  die 
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beiden  anderen  Azen  im  Allgemeinen  endlich  und  in  allen  drei  Fällen  gleich- 
artig Bind. 

Wir  betrachten  zanftchst  die  Punkte  im  Innern  des  Tetraeders.  Inner- 
halb des  Tetraeders  müssen  die  Mittelpunkte  imaginärer  El- 
lipsoide  liegen.  Denn  bei  jeder  reellen  nicht  geradlinigen  Fläche  liegt 
stets  eine  Ecke  des  Polartetraeders  innerhalb  derselben;  jede  Oerade  durch 
diese  Ecke  muss  die  Fläche  also  reell  schneiden.  Verbinden  wir  nun  einen 
innerhalb  des  Polartetraeders  gelegenen  Punkt  M  mit  der  Ecke  A  desselben, 
und  sei  ^der  Schnittpunkt  von  MA  mit  der  Ebene  BCD^  so  müssen  A  und 
J7conjugirt  sein  bezüglich  der  Fläche,  welche  M  zum  Mittelpunkt  hat,  oder  die 
beiden  Schnittpunkte  der  letzteren  mit  MA  müssen  harmonisch  sein  zu  A  und  H 
und  gleichweit  entfernt  von  JKf ,  können  mithin ,  da  M  zwischen  A  und  H  liegt, 
nicht  reell  sein.  Was  von  MA  gilt,  gilt  auch  von  MB^  MCxmd  MD.  Da  keine 
dieser  vier  Geraden  die  Fläche  reell  schneidet,  so  muss  dieselbe  imaginär  sein. 

Auch  die  Mittelpunkte  der  reellen  geradlinigen  Flächen  kOnnen  nicht 
im  Innern  des  Tetraeders  liegen,  was  im  Folgenden  bewiesen  werden  soll. 

Bekanntlich  wird  eine  geradlinige  Fläche  zweiten  Grades  von  zwei  Paar 
Gegenkanten  eines  ihrer  Polartetraeder  reell,  von  dem  dritten  Paar  imaginär 
getroffen.  Sei  nun  M  der  Mittelpunkt  einer  Fläche  F^*  unseres  Gebüsches, 
welche  von  den  Gegenkanten  AB  und  OD  des  Polartetraeders  nicht  ge- 
schnitten werde;  eine  durch  M  und  AB  gelegte  Ebene  schneidet  aus  der 
Fläche  F^*  einen  reellen  Kegelschnitt  G^  aus,  welcher  AB  und  den  Schnitt- 
punkt P  der  Ebene  mit  CD  zu  Polare  und  Pol  hat.  Auch  der  Kegelschnitt 
C*  wird  von  AB  nicht  getroffen;  folglich  muss  der  Pol  P  im  Innern  des 
Kegelschnittes  liegen.  Eine  durch  P  beliebig  gezogene  Gerade  schneidet 
den  Kegelschnitt  C^  reelL  Denken  wir  uns  jetzt,  der  Punkt  Jlf  liege  inner- 
halb des  Tetraeders ,  und  suchen  dai^n  nach  dem  Vorhergehenden  die  Schnitt- 
punkte der  Geraden  MF  mit  der  Fläche,  so  ergeben  sich  zwei  imaginäre 
Punkte  (dieselben  sind  harmonisch  zu  P  und  dem  Treffpunkte  von  MP  mit 
ÄB)\  folglich  kann  M  nicht  innerhalb  des  Tetraeders  liegen. 

17.  •  Durchschreiten  wir,  aus  dem  Innern  des  Tetraeders  kommend, 
eine  Tetraederebene,  z.  B.  ABC  (was  innerhalb  des  Dreiecks  ABC  g^ 
schiebt),  so  wird  beim  Passiren  der  Ebene  eine  Aze  der  Fläche  Null  und 
darauf  reell.  Wir  gelangen  von  einem  imaginären  Ellipsoid  zu  einem  zwei- 
manteügen  Hyperboloid.     Wir  finden  daher: 

Die  Miitelpunkte  der  zweimanteligen  Hyperboloide  liegen 
in  den  vier  pyramidenstumpfförmigen  Bäumen,  welche  von  den 
Tetraederebenen  gebildet  werden. 

Durchschreiten  wir  dagegen,  aus  dem  Innern  des  Tetraeders  kommend, 
eine  Tetraederkante,  so  gehen  zwei  Azen  der  Fläche  durch  Null  (vergl. 
Theil  I,  §  3  Nr.  3)  zum  Beeilen  über;  wir  gelangen  in  einen  keilförmigen, 
<lQreh  die  vier  Tetraederebenen  begrenzten  Baum  und  zwar  zu  den  Mittel- 
punkten geradliniger  Flächen.     Mithin  ergiebt  sich: 
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Die  Mittelponkte  der  einmaiiteligeii  Hyperboloide  liegen 
in  den  seehs  keilförmigen  B&nmen,  welche  Ton  den  Tier  Te* 
trsederebenen  begrenzt  nnd  deren  Schneiden  die  Beehs  Tetra- 
ederksnten  sind. 

Dordiflcfareiten  wir  drittens  Tom  Innern  des  Tetimeders  mos  one  Ecke 
des  Polnrtetneders,  so  gehen  alle  drei  Axen  Tom  ImaginXren  dorch  Null 
zvm  Beeilen  über;  wir  kommen  in  einen  durch  drei  Tetraederebenen  begrens- 
ten  pjramidenfdrmigen  Baum  nnd  zwar  zn  reellen  Ellipsoiden. 

Die  Mittelpunkte  der  reellen  Ellipsoide  liegen  also  in  den 
Tier  pyramidenförmigen,  durch  je  drei  Tetraederebenen  be- 
grenzten Bftnmen. 

18.  •  Zn  den  letzteren  Besnltaten  kommen  wir  auch  dnreh  folgende 
üeberlegong.  Wir  hatten  daran  erinnert,  dass  in  der  Ebene  ABC  die 
Biome  {e)  die  Mittelpunkte  der  Hyperbeln,  die  ausserhalb  des  Dreiecks 
ABC  gelegenen  BAume  {h)  die  Mittelpunkte  der  Ellipsen  des  Kegelschnitt- 
netses  in  der  Ebene  ABC  enthalten.  Gehen  wir  nun  aus  einem  pyramiden- 
stnmpffSrmigen  Baume  durch  den  FlSchenraum  {e)  in  einen  keilf5rmigen 
Baum,  so  ist  die  üebergangscurre  eine  Hyperbel  des  Systems;  wir  gelangen 
also  Ton  einem  zweimanteligen  Hyperboloid  durch  eine  Hyperbel  zu  einem 
einmantligen  Hyperboloid,  zu  einer  Flftche  mit  einer  imagintren  und  zwei 
reellen  Axen. 

Bewegen  wir  uns  dagegen  aus  einem  keilförmigen  Baum  in  einen  pyra- 
midenförmigen,  so  kommen  wir  durch  einen  mit  {h)  bezeichneten  FlSchen- 
raum einer  Tetraederebene  und  zwar  Ton  einem  einmanteligen  Hyperboloid 
durch  eine  reelle  Ellipse  zu  einem  reellen  EUipsoid.  Wollen  wir  aus  einem 
pyramidenstumpffSrmigen  Baum  in  einen  pyramidenförmigen  direct  gelangen, 
so  mfissen  wir  eine  Tetraederkante  passiren;  es  gehen  dann  zwei  Axen  einer 
Flfiche  vom  ImaginSren  durch  Null  zum  Beeilen  über;  auch  so  kommen  wir 
also  zu  den  reellen  Ellipsoiden  des  Systems. 

19.  Was  die  Vertheilung  der  Mittelpunkte  der  hyperbolischen  und  ellip- 
tischen Paraboloide  des  Systems  oder,  was  dasselbe  ist,  deren  Berührungs- 
punkte mit  der  unendlich  fernen  Ebene  anbetrifft,  so  Iftsst  sich  dieselbe 
leicht  angeben.  Diejenigen  Flftcbenrftume  nämlich,  welche  die 
keilförmigen  Bftume  aus  der  unendlich  fernen  Ebene  aus- 
schneiden, enthalten  die  Mittelpunkte  der  hyperbolischen  Pa- 
raboloide, dagegen  diejenigen  Flächenrftume,  welche  durch 
die  pyramidenförmigen  oder,  was  dasselbe  ist,  durch  die  py- 
ramidenstumpfförmigen  Bäume  in  der  unendlich  fernen  Ebene 
eingeschnitten  werden,  die  Mittelpunkte  der  elliptischen  Pa- 
raboloide. 

20.  Die  Mittelpunkte  aller  Flächen  eines  Netzes  liegen  auf  einer  Fläche 
dritter  Ordnung  F\  (Vergl.  Beye,  II.  Abth.  S.  232.)  Da  jedes  Netz 
unseres  Oebttsches  sechs  Ebenenpaare  enthält,   welche  dm^ sechs  Tetraeder- 
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kanten  zu  Azen  haben,  so  müssen  diese  sechs  Kanten  auf  der  Fläche  F^ 
liegen,  letztere  hat  daher  die  vier  Ecken  des  Tetraeders  zn 
Knotenpunkten.     (Vergl.  Sturm,  Flächen  dritter  Ordnung,  S.  380.) 

Alle  Mittelpunktsflächen  F^  in  unserem  System  bilden  ein  Gebüsch  von 
Flächen  dritter  Ordnung.  Soll  nämlich  ein  gegebener  Punkt  ein  Knoten- 
punkt einer  Fläche  sein,  so  ist  diese  Forderung  mit  vier  einfachen  linearen 
Bedingungen  äquivalent.  (Vergl.  Salmon-Fiedler,  Baumgeometrie,  II.  Th., 
2.  Aufl.,  §26.)  Alle  Flächen  dritter  Ordnung  also,  welche  vier  gegebene 
Punkte  zu  Knotenpunkten  haben  sollen,  müssen  16  linearen  Bedingungen 
genügen,  und  da  man  einer  Fläche  dritter  Ordnung  nur  19  lineare  Be- 
dingungen auferlegen  kann ,  so  bilden  sie  ein  lineares  System  von  dreifacher 
Unendlichkeit.  Umgekehrt,  jede  Fläche  dritter  Ordnung,  welche  die  vier 
Tetraederecken  zn  Knotenpunkten  hat,  ist  die  Mittelpunktsfläche  eines  Netzes 
onseres  Gebüsches.  Denn  drei  beliebige  Punkte  auf  ihr  sind  die  Mittel- 
punkte dreier  Flächen  unseres  Systems.  Letztere  consütuiren  ein  Netz  des 
Gebfisches,  dessen  Mittelpunktsfläche  F^  mit  der  gegebenen  die  Knoten- 
punkte und  ausserdem  noch  drei  Punkte  gemeinsam  hat;  da  beide  Flächen 
also  denselben  19  linearen  Bedingungen  genügen,  so  sind  sie  identisch. 

Die  Mittelpunkte  eines  Flächengewebes  unseres  Systems  liegen  auf  einer 
Ebene,  nämlich  auf  derjenigen,  welche  zur  unendlich  fernen  Ebene  bezüg- 
lich des  Gewebes  conjugirt  ist.  Umgekehrt,  jede  Ebene  im  Baume  ist 
Mittelpnnktsebene  eines  Gewebes  in  unserem  System,  da  sie  als  conjugirte 
Ebene  zur  unendlich  fernen  Ebene  ein  Gewebe  bestimmt. 

21.  Die  Mittelpunkte  eines  Flächenbüscbels  unseres  Systems  liegen  auf 
einer  Baumcurve  dritter  Ordnung  (Reye,  II.  Abth.,  S.  157).  Dieselbe  geht 
durch  die  vier  Tetraederecken  als  Mittelpunkte  der  vier  Kegel  des  Büschels. 
Die  Mittelpunktscurven  aller  Büschel  eines  Netzes  befinden  sich  auf  der 
Mittelpunktsfläche  des  Netzes,  bilden  also  die  doppelt  unendlich  vielen 
Raumcurven  dritter  Ordnung  der  einen  Art,  welche  auf  dieser  Fläche  liegen 
(Sturm,  Flächen  dritter  Ordnung,  S.  32).  Umgekehrt,  jede  Baumcurve 
dritter  Ordnung  durch  die  vier  Tetraederecken  ist  die  Mittelpunktscurve 
eines  Flächenbüschels  in  unserem  System.  Denn  zwei  beliebige  Punkte  auf 
ihr  sind  Mittelpunkte  zweier  Flächen  des  Systems.  Letztere  constituiren 
einen  Büschel  des  Gebüsches,  dessen  Mittelpunktscurve  mit  der  gegebenen 
sechs  Punkte  gemein  hat,  also  mit  derselben  identisch  ist  (Beye,  II.  Abth., 
8.  93).  Die  Mittelpunktscurven  dritter  Ordnung  bilden  also 
ein  System  vierter  Stufe. 

Die  Mittelpunkte  einer  Schaar  des  Gebüsches  liegen  auf  einer  Geraden, 
welche  demnach  ein  gemeinsamer  Durchmesser  für  alle  Flächen  der  Schaar 
ist.  (VergL  Beye,  II.  Abth.,  S.  148.)  Umgekehrt,  jede  Gerade  im  Baume 
ist  gemeinsamer  Durchmesser  einer  Schaar  in  unserem  System,  da  sie  als 
eoi^ngirte  Gerade  zur  unendlich  fernen  Ebene  eine  Schaar  bestimmt 
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§7. 
22.  Constrniren  wir  zu  einer  Geraden  l  bezüglich  aller  FlSchen  eines 
allgemeinen  Flftchenbüschels  zweiter  Ordnung  die  reciproken  Polaren,  so 
bilden  dieselben  einen  Complez,  welcher  aufgefasst  werden  kann  als  das 
Erzengniss  zweier  collinearer  Räume.  Denn  lege  ich  auf  l  zwei  Punkte  A 
und  B  und  construire  von  Ä  und  B  die  Polarebenen  in  Bezug  auf  alle 
Flächen  des  Gebüsches ,  so  erhalte  ich  zwei  in  collinearer  Beziehung  stehende 
Bäume,  indem  je  zwei  solche  Ebenen  sich  entsprechen,  welche  Polarebenen 
,von  Ä  und  B  bezüglich  derselben  Fläche  sind.  Das  Erzeugniss  der 
beiden  Bäume  aber  ist  ein  Complez  zweiten  Grades,  ein  so- 
genannter tetraedraler  Complez.  (Vergl.  Beye,  II.  Abth.,  S.  135 
bis  138) ,  welcher  aus  den  reciproken  Polaren  von  l  bezüglich  aller  Flächen 
des  Gebüsches  besteht.  In  unserem  Falle,  wo  alle  Flächen  ein  gemeinsames 
Polartetraeder  besitzen,  bildet  dieses  das  Haupttetraeder  des  Complezes. 
Denn  die  reciproken  Polaren  von  l  bezüglich  aller  Kegel  unseres  Gebüsches 
bilden  die  vier  Strahlenbündel  um  die  vier  Tetraederecken,  und  die  reci- 
proken Polaren  bezüglich  aller  Kegelschnitte  des  Systems  die  vier  Strahlen- 
felder in  den  Tetraederebenen.  Es  ist  somit  ersichtlich,  dass  sich  in  un- 
serem Falle  bei  einer  Veränderung  der  Geraden  {  das  Haupttetraeder  des 
Complezes  nicht  ändern  wird.  Zu  dem  Complez  gehört  übrigens  die  Gerade  { 
selbst,  da  sie  ihre  eigene  reoiproke  Polare  bezüglich  der  Fläche  ist,  welche 
durch  sie  hindurchgeht  ^ 


(Sohlnaa  folgt.) 
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Zarüokfalirang  der  Gleichungen  relativer  Bewegung 
,     auf  die  oanonisohe  Form. 

Von 

J.  Rachmaninow, 

Prof  a.  d.  UnlT.  Kiew. 


!•  Werden  die  Bedingungen  eines  Systems  von  n  materiellen  Punkten, 
welche  mittels  3n  Coordinaten  (x^y^e)  auf  unbewegliche  Coordinatenaxen 
bezogen,  durch  (ßn-^k)  Gleichungen 

1)  /i=0,     /i  =  0,     ....     fzn-^k^O 

ausgedrjQckt,  so  kann  man  aus  denselben  die  3n  Coordinaten  (x^  y,  $)  als 
Functionen  Ton  g^,  g,,  ...,  qk  bestimmen,  wodurch  die  Gleichungen  1) 
identisch  erfüllt  würden. 

Bezeichnet  man  durch  T  die  lebendige  Kraft  des  sich  bewegenden 
Systems  materieller  Punkte,  indem  man  T  durch  die  neuen  Yerftnderlichen 
9ii  9t'  ***«  9^  ausdrückt,  und  setzt  man 

dT 

wobei  f  alle  ganzen  Werthe  Ton  1  bis  X;  hat  und  q'i  ss  -^  f  so  kommt  man 
bekanntlich,  nach  Hamilton,  zu  den  canonischen  Gleichungen: 

'  dt       dqt'      dt  dpi 

In  diesen  Gleichungen  ist 

JT=7-T, 

wobei  y  eine  Eraftfunction  bezeichnet  Die  yon  Hamilton  herrührende 
Ableitung  der  erwfthnten  Gleichungen  wird  darauf  begründet,  dass  die  leben- 
dige Kraft  als  eine  homogene  Function  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  q^ , 
9ti  •-•»  9*  ^^^^  ausdrücken  Iftsst,  und  ist  nur  auf  den  Fall,  wo  die  Be- 
dingungen des  Systems  Ton  der  Zeit  unabhängig  sind,  anzuwenden.  Die 
Hamilton'sohe  Ableitung  wird  in  den  meisten  Handbüchern  der  Mechanik  ^ 
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angegeben.^  Der  selige  Akademiker  Ostrogr ad sky  hatte  aber  darauf  hin- 
gewiesen, dass  die  Bewegungsgleichungen  aach  in  dem  Falle,  wo  die  Be- 
dingungen des  Systems  sich  mit  der  Zeit  ändern,  sich  zur  canonischen  Form 
zurfickführen  lassen;  nur  ist  dann  in  diesen  Gleichungen 

H=e+v 

zu  setzen,  wobei 

Sind  die  Bedingungen  von  der  Zeit  unabhängig,  so  erscheint  T  als  eine 
homogene  Function  zweiter  Ordnung  von  g',,  q\^  ...,  q'k: 

woraus  folgt,  dass 

wie  in  dem  von  Hamilton  betrachteten  Falle. 

Coriolis  war  der  Erste,  der  die  Gleichungen  relativer  Bewegung  gab; 
später  führte  Bour  die  erwähnten  Gleichungen  zur  canonischen  Form  ftLr 
den  Fall  zurück,  wo  die  Bedingungen  des  Systems  von  der  Zeit  nicht  ab- 
hängen. Transformirt  man  nun  die  Gleichungen  relativer  Bewegung  zur 
canonischen  Form  in  einem  allgemeinen  Falle,  wo  die  Bedingungen  des 
Systems  in  Bezug  auf  bewegliche  Coordinatenaxen  von  der  Zeit  abhängen, 
so  lässt  sich  leicht  beweisen,  dass  auch  in  diesem  Falle  man  schliesslich  zu 
den  Formeln  kommt,  welche  den  von  Ostrogradsky  gegebenen  vollstän- 
dig entsprechen.  Zum  erwähnten  Zwecke  ist  zunächst  eine  kurze  Ausein- 
andersetzung der  bekannten  Gleichungen  relativer  Bewegung  nothwendig, 
um   die  im  Weiteren  vorkommenden  Bezeichnungen  begreiflich  zu  machen. 

2.  Es  seien  x^^  y^,  e^  die  Coordinaten  eines  materiellen  Punktes  in 
Bezug  auf  unbewegliche  Axen  und  x^y^  0  die  Coordinaten  desselben  Punktes 
nach  den  im  Baume  sich  bewegenden  Coordinatenaxen,  in  Bezug  auf  welche 
man  die  Bewegung  des  gegebenen  Systems  zu  bestimmen  hat.  Es  sei  die 
Abhängigkeit  der  beiden  Coordinatensysteme  voneinander  durch  die  Gleich- 

™^^^  (  Xi^Xo+  ax+  hy+  ce, 

3)  I  yj  =y^  +  ax  +  h'y  +  e$, 

bestimmt,  wobei  x^^  ^q,  $q  die  Coordinaten  des  Anfangs  der  beweglichen 
Axen  in  Bezug  auf  die  unbeweglichen  vorstellen,  ausgedrückt  als  Functionen 
der  Zeit.  Da  die  Axen  der  Coordinaten  x^  y^  e  und  die  der  x^^  y^,  #^ 
rechtwinklig  vorausgesetzt   werden,    so   sind   die  Cosinus  a,  a\  a\  5,  h\ 


*  Bertrand  giebt  dieselbe  in  seiner  Ausgabe  von  Lagrange *s  Aualytischer 
Mechanik,  ohne  darauf  Rücksicht  zu  nehmen,  dass  sie  nur  den  Fall  betrifft,  wo 
die  Bedingungen  des  Systems  mit  der  Zeit  unveränderlich  bleiben.  Sogar  im 
Scheirschen  Werke  „Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte^,  welches  so  reich 
fok  bibliographischen  Anseigen  ist,  wird  nur  Hamilton 's  Ableitung  erörtert. 
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4) 


l",  e,  c,  e'  die  Winkel,  welche  die  beweglichen  Axen  mit  den  anbeweg- 
lichen bilden,  durch  die  sechs  Gleichungen  miteinander  verbuiden: 

a»+  o'»+  a"*  =1, 

?)»+  b'»+  c"«  =1, 

c»+  c*  +  c"*  =1, 

6c  +  l>V+6"c"  =  0, 

ca+  ca  +c  a  =ü, 

Die  erwähnten  sechs  Cosinus  können  folglich  als  abh&ngig  von  drei  ver- 
änderlichen Grössen  beixachtet  werden,  welche  drei  gegebene  Functionen 
der  Zeit  Torstellen.     Deshalb  setze  man 

5)       a.dc  +  a.dc  +  a\dc'=-le.da+c\da  +  c\da')==my.dt, 
I  h.da  +  h\da+b'\da'=^"{a.dh  +  a.dV+a'.dh")=-€ß^.dt, 

wo  fO;p,  fOy,  nz  als  gegebene  Functionen  der  Zeit  zu  betrachten  sind.  Die 
Gleichungen  4)  und  5)  lassen  auf  diese  Weise  die  betrachteten  Cosinus  als 
Functionen  der  Zeit  T  bestimmen. 

Differenzirt  man  die  Gleichungen  3)   nach   der  Zeit  t,   so  erhält  man 

dx.      dxQ  ,        da   ^        db   ^        de   ,       dx  ,   .    dy  ^       de 


-^  =  ^  +  a!.^r  +  y-^r  +  «--ä7+o 


dt 


dt 


dt 


dt 


dt 


9x       ,  dp       ,  dg 
■di-^^'di+'di' 


dt      dt^     dt^^  dt^     dt^     dt^     dt^     dt 

Moltiplicirt  man  diese  Gleichungen  entsprechend  mit.a,  a,  a",  mit  b,  b\  b", 
mit  c,  c ,  e",  indem  man  dieselben  jedesmal  addirt,  so  erhält  man  nach  den 
Gleichungen  4)  und  5): 


6) 


dx 


a.dx^  +  a\dy^  +  d'.dz^  _  a.dxQ  +  a.dyQ  +  a'.dg^ 

dt                   ""                    dt 
b.dx,  +  b\dy,  +  b'\dz,      b.dx^  +  b\dyo+b'\dgo  .  dy 
dt ^ Ft ^^s+x^.+^. 

c.dx^  +  c\dy^+c\dz^       c,dXo  +  c\dyf^  +  c".d0Q  ,  ^de 

[ ^^ = ^^ a5ß>,+ya>,+^. 


Es  Iftsst  sich  leicht  zeigen,  falls  man  die  geometrische  Bedeutung  der 
vorher  angefahrten  Formeln  sich  erklären  wollte,  dass  od«,  Oy,  o».  die' 
Winkelgeschwindigkeiten  um  die  beweglichen  Axen  der  Coordinaten  x^  y^  $ 
vorstellen  bei  der  Drehung  dieser  Axen  um  eine  momentane  Axe ,  die  durch 
die  Gleichungen 

9Dg  (Dy  fl>s 

bestimmt  wird. 
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Man  setsee  in  den  Gleichungen  6) : 


7) 


dt 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  6)  relativ  mit  a,  b,  c,  mit  a,  h\  c\ 
mit  a\  h"y  c\  indem  man  dieselben  jedesmal  addirt,  so  erhält  man: 

Differenzirt  man  die  Gleichungen,  so  findet  man: 

s*x,_d*x,       da        db        de        ai       dt,       di 
■ä^— ä?-+^'-äF+'''är  +  ^'  17+"  •»?+*  '37+"  T«" 

Multiplicirt  man  die  erhaltenen  Gleichungen  entsprechend  mit  a,  a,  a'',  mit 
t,  y,  ft",  mit  c,  c',  c",  80  findet  man: 

dt^ dt^ 17«.  +  ?«»+^^' 

c.  a«aJi  +  c.  a«yi  +  c".  a««fi     c.  a^oJo  +  c .  a«yo  +  c"-  ^*^o     >:  ^  £ 

äe^  " d'fi --§«>sf+^»*+^- 

Diese  Gleichungen  bestimmen  die  Projectionen  der  Beschleunigung  des  be- 
trachteten materiellen  Punktes ,  bei  dessen  Bewegung  in  Bezug  auf  die  un- 
beweglichen Axen,  auf  die  drei  beweglichen  Coordinatenazen. 

8*  Mögen  die  Bedingungen  eines  Systems  materieller  Punkte  in  Bezug 
auf  unbewegliche  Coordinaten  durch  folgende  3n—k  Gleichungen  ausgedrückt 
werden  • 
9)     '  Jrf,=0,    Äi  =  0,    ...,    Mzn^k^O, 

wobei  Jf|,  M^,  ...,  Mzn—k  gegebene  Functionen  der  Zeit  und  der  Coordi- 
naten Xi,  ^1 ,  0^  materieller  Punkte  des  Systems  in  Bezug  auf  unbewegliche 
Azen  seien.  Die  Bewegungsgleichungen  des  Punktes  (o?, ,  ^i ,  iT,)  in  Bezug 
auf  die  unbeweglichen  Azen  sind  folgende:  ^  ^ 
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10) 


wobei  Xj,  Fj,  Z|  die  Projectionen  auf  die  Coordinatenazen  der  beschlea- 
nigenden ,  auf  einen  materiellen  Punkt  m  des  Systems  wirkenden  Kraft  vor- 

stellen;   - — i  ^— >  ^—    sind  den  Cosinus   der  Winkel  proportional,   welche 
cx^    oy^    oB^ 

die  Normale  zur  Oberfläche 

2tf=0 

mit  den  unbeweglichen  Azen  bilden;  in  M  sind  dabei  nur  die  Coordinaten 
^it  Vi^  'i  ^s  veränderlich  zu  betrachten;  fi,,  fi^,  ...  sind  unbestimmte 
Factoren  und  den  von  den  Bedingungen  des  Systems  herrührenden  Wider- 
standskräften proportional. 

Die  (3n  — A;)  Gleichungen  9)  und  die  3n  Gleichungen  10)  bestimmen 
▼ollständig  die  3n  Coordinaten  und  die  (3n~A;)  Factoren. 

Man  transformire  zuerst  die  Bedingungsgleichungen  9)  in  Bezug  auf 
die  beweglichen  Coordinatenazen  mittels  der  Gleichungen  3),  welche  sich 
auf  die  Coordinaten  (o;,  y,  e)  materieller  Punkte  nach  dem  unbeweglichen 
Azensystem  beziehen;  dann  erhält  man  überhaupt  ein  System  von  Gleich- 
imgen: 
11)  i,  =  0,    i,  =  0.    ....    i3«-*  =  0, 

wo  X,,  Lf,  ...,  Lin-k  Fanctionen  der  3n  Coordinaten  (x,ff,e)  nnd  der 
Zeit t  sind.  Mnltiplicirt  man  die  Gleichungen  10)  entsprechend  mit  a,  a\  a', 
mit  (,  b',  b",  mit  c,  c,  c",  indem  man  dieselben  jedesmal  addirt,  so 
erhXIt  man: 

dfi 
^    ,     .,r   .     »r.   ,       (     ^-M,  ,     <  ajf,  .     ..dU\  . 


12) 


dt* 


.6x,  +  .T,o-^.  +  „(..|^+»-.^5  +  r.'^.). 


dt* 
Setzt  man  femer 
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wo  I,  r,  Z  die  Projectionen   der  KrSfte   auf  die  beweglichen  Axen  sind, 
und  giebt  man  darauf  acht,  dass 

dM      ,  dM  „  dM     ^  dM  w  dM  ^..  dM        ajf .   ,  ÖM .   ,,  dM 

aar,         ^y^           ^jg,  _      gg,  ^^t           ^jg,  _     ag,        gy,         ^z^ 

dL                  '^  dL                                    ^                ' 

Wx   .  dy                                    dg 

80  erhält  mau  nach  den  Gleichungen  12)  infolge  der  Gleichungen  8) 

13)  ^  •"•9T  =  "'^-~ ä«i ^1?"^   'ir 

wobei  il|,  A|,  ...  unbestiminte  Factoren  sind. 

Eliminirt  man  aus  den  Gleichungen  13)  £,  17,  {;  mittels  der  Gleichungen 
7),  so  erhftlt  man  die  von  Coriolis  gegebenen  Differentialgleichungen  rela- 
ÜTer  Bewegung. 

4.  Indem  wir  die  Grössen  (a;,  y,  t)^  (£»  1;,  ^)  als  veränderliche  betrach- 
ten, nehmen  wir  an,  dass  die  relative  Bewegung  durch  die  Gleichungen  13) 
und  7)  ausgedrückt  werde.  Die  erwähnten  Gleichungen,  in  Verbindung  mit 
den  die  Bedingungen  des  Systems  ausdrückenden  Gleichungen  11),  genügen 
vollkommen,  um  die  3 n  Coordinaten  {x^y,  n),  die  3n  Veränderlichen  (£,  fj,  £) 
und  (3n  — A;)  Factoren  A  zu  bestimmen. 

Setze  man  nun  voraus,  dass  im  zu  betrachtenden  Falle  relativer  Be- 
wegung eine  Eüraftfunction  TT  existire,  und  zwar  so,  dass 

ex  oy  dz 

Setze  man  femer,  dass 

T=\Zfn{&  +  ri'  +  ^). 
/>= j^^ Sfnx+ — Zmy 

fif=2:wt(ya),  — iföy). §  +  («<»,  — a;a),)-n  +  (aJö>»-y«.r).{:t. 
Infolge  angeführter  Bezeichnungen  nehmen  die  Gleichungen  7)  und  13) 
die  folgende  Form  an:  r^  1 
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-l?=Ä(^+«).  -3-f=ai<^+*).  "•r:-,i<^+«)= 

Setzt  man  nun 
14)  Cr-/»-(r+fi')  =  W 

Tind  zieht  man  in  Betracht,   dass  {U—P)  von  |,  ij,  i  und  T  von  z,  y,  « 
unabhängig  ist,  so  gehen  die  letzten  Gleichungen  in  folgende  über: 
,,,  dx  dW         dy         dW         de         dW 


16) 


Multiplicirt  man  die  Gleichungen  16)  relativ  mit  willkttrlichen  unend- 
lich kleinen  Yerschiebungen  Jx^  Jy,  /fe  und  die  Gleichungen  15)  mit  un- 
endlich kleinen  Zunahmen  ^£,  Jrj^  J^y  so  erhält  man,  indem  man  nach- 
her die  Summe  der  letzten  Gleichungen  von  der  der  ersteren  abadeht  und 
den  erhaltenen  Ausdimck  für  alle  Punkte  des  Systems  summirt: 

2„{||...^||..,+|i...)_2«(|f...+|-f..,4;..t) 


oder 


weil 


dt  dt      dt     ^  dt      dt  dt 


Da  die  vorhergehende  Gleichung  für  alle  willkürlichen  Zuwüchse  {^x^  Jy^ 
^')y  {^^j  ^flj  ^i)  existirt,  so  muss  die  Gleichung 

^  diejenigen  Verschiebungen  {Jx^  dy^  At^  des  Systems  gelten,  welche 
<ien  Gleichungen  ^  t 
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18) 


genügen. 

Die  ersten  Theile  der  Oleichungen  18)  stellen  die  yon  der  Zeit  t  un- 
abhängigen Veränderungen  der  Functionen  L|,  X|,  ...  Yor;  infolge  dessen 
stellen  auch  Jx,  Jy,  Jg  die  von  der  Zeit  unabhängigen  Veränderungen 
der  Coordinaten  materieller  Punkte  des  Systems  vor  und  zwar  ist  {Jx^ 
Jy^  Ae)  diejenige  Verschiebung  des  Systems,*  welche  in  Verbindung  mit 
der  wirklichen  Verschiebung  dx^  dy^  dz  desselben  eine  mögliche  Ver- 
schiebung (da;,  dy,  6z)  zur  Folge  hätte,  wofür  die  Oleichungen  gelten  würden: 

^  \ox  dy      "       cz        )       dt 

5.  Man  setze  voraus,  dass  aus  den  Bedingangsgleichungen  11)  des 
Systems,  deren  Zahl,  wie  angenommen,  (3m  — X:)  ist,  die  3fi  Coordinaten 
(x,  y,  z)  als  Functionen  der  k  neuen  Veränderlichen  ^i,  ^21  «"i  9^  bestimmt 
worden  seien,  womit  die  Oleichungen  11)  identisch  erfüllt  würden: 

19)  a;  =  /'(^«i»  ?«»•••.«*)»  y  =  v(^^n  fti...»  gib),  if  =  0{t,  q^,  q^, ...,  gk)- 
Man  erhält  aus  diesen  Oleichungen,  indem  man  t  als  unveränderlich  be- 
trachtet: 


og/k 
dy 

.         de 

^g,  +  §f^'^g,  +  . 

oQk 

Diese  Werthe  yon  {Ax,  Jy^  Jz)  genügen  den  Oleichungen  18)  bei  toII- 
ständig  willkürlichen  Jq^^  Jq^,  ...,  Jqk.  Multiplicirt  man  die  yorigen 
Ausdrücke  bez  mit  |,  17 ,  {;,  addirt  man  dieselben  und  summirt  für  alle 
Punkte  des  Systems,  so  erhält  man 


*  Zeitschrift  f.  Mathematik  und  Physik  XXIV,  4:  Das  Princip  der  kleinsten 
Arbeit  der  verlorenen  Kräfte  als  ein  allgemeines  Princip  der  Mechanik. 


] 
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Man  setze  nun 


20) 


80  erhält  man  • » 

21)  ^fn{i.Jx  +  ti.Jy  +  i.Je)=Pi.Jqi+p^./lq^'\ i-Pk.^fgk- 

Ans  den  Gleichungen  19)  hat  man 

,      dx      fdx\      dx     ,    ,   dx     ,    ^         ,    dx     , 

,     de      /de\,   dg     .    ,dz     ,    ,        ^  de     , 

wohei  {-^y  \JiV   \^t)  ®^8*®  l^iffö^'®***i*^^otienten  von  x^y.e  nach  der 
ezplicite  in  den  Ausdrücken  19)  vorkommenden  Zeit  t  sind,  und 


Mnltiplicirt  man  die  Gleichungen  19)  relativ  mit  £,  17,  {;,   addirt  man  die- 
selben und  snmmirt  für  alle  Punkte  des  Systems,  so  erhftlt  man: 

=5'-|s-(ff)+'-(l?)+'-(l01+'"'''+'"''+-+''*«* 

mit  den  Gleichungen  20)  übereinstimmend. 

Bevor  wir  weiter  fortschreiten,  wollen  wir  die  Bedeutung  der  veränder- 
lichen Grössen  p, ,  p^^  "»y  Pk  bestimmen,  durch  welche  die  Veränderlichen 
I9  ^1  £  ersetzt  werden.     Aus  den  Gleichungen  22)  ersieht  man,  dass 
dx_d£      ^  _^      de  _de_ 
dqi      dq'i      dqt      dq't      dqi      dq\ 
wobei   i  alle  ganzen  Werthe    inclusive  von    1  bis  "k  hat.     Dagegen  erhftlt 
man  aus  den  Gleichungen  7): 

^^H^    i^==li,  IL^^, 

dqi  dqi  dq'i  dqi  dqt  d^i 
folghchist  dx^H^     ^  =  ^,    ^^li. 

idQi  dqi  dqt  dq'i  dqi  dq't 
Fahrt  man  diese  Qrössen  in  die  Gleichnngen  20)  ein,  so  erhftlt  man 

ebenso  wie  in  den  Gleichungen  von  Hamilton  und  Ostrogradsk^  t 

/.«ftsehrifl  f.  Matlicmatik  u.  Pliyaik  XXXIV.  1.  '^  ^^      ^  O 


oder 
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Setzt   man    nachher   in    den    ersten  Theil  der  Gleichung  23)  anstatt 

^T»   öT»  öT  i^'ö  Werthe  nach  den  Gleichungen  7),  so  erhält  man 
dt     et     ot 

^)        ..+.«2-{^0f)+'•(^?)+^(IOl 

Ersetzt  man  in  der  Gleichung  17)  die  Veränderlichen  (o:,  y,  «),  ({,!?,{) 
durch  die  neuen  Qi^  q^^  "jQky  P\%  P%y  "-^  Pk  den  Gleichungen  21)  nnd  23) 
gemäss«  so  erhält  man 

-K-:s-[*(lf)+'C-o+Kl-0]| 

=  .j._2»[..(iD+,.(?f)+,.(|f)]). 

Führt  man  statt  W  seinen  Ausdruck  14)  und  statt 

2-[*(lf)+'(iO+KfO] 

den  Ausdruck  nach  der  Gleichung  25)  ein,  so  erhält  man 

=  IT- />+ [T-(pig'j  +  p,g',  + ... +p»g'»)]. 

Seit  man  auf  thnliche  Weise  wie  Ostrogradsky 

T-  {Pi.q'i  +p,.q',  +  '--+Pk.q'k)'=B 
Tuad 

U-P+e  =  H, 

80  kommt  man  von  der  Gleiohnng  26)  zu  der  Oleichting 

wobei  H  vorläufig  mittels  der  Veränderlichen  g^^  ^s*  •••>  tfi»*  Pn  Ai  •••»P* 
ausgedrückt  werden  muss. 

Die  Eraftfunction  U  und  die  Grösse  P  lassen  sich  direct  als  Fnnctio. 
nen  von  g^,  g^^  ...,  g^  ausdrücken.     Der  Ausdruck 

wird,  nachdem  man  in  denselben  statt  |,  i},  ^  ihre  Werthe  nach  den  Oleieh- 
ungen  7)  einftlhrt:  ^  j 
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und  Ifisst  sich  nachher  in  eine  Function  7on  ^1,^2»  •••,  ^it»  J'i»  Pg«  •••iPa 
mittels  der  Oleichungen  19)  und  20)  transformiren.     Die  Gleichungen  24): 
BT  dT  dT 

machen  es  mOglich,  die  OrOsse  g\^  q\^  ...,  qt  als  Functionen  von  q^^ 
9s)  -••«  9ibi  Pij  Pii  '"j  Pk  und  folglich  auch  6  und  H  als  Functionen  von 
denselben  Veränderlichen  auszudrücken. 

Die  Gleichung  27)  zerfällt  in  2A;  canonische  Gleichungen: 

dt  "~  dgi        dt  dpi 

wobei  H  dieselbe  Form  hat,  welche  von  Ostrogradskj  ftlr  absolute  Be- 
wegung gegeben;  nur  wird  T  im  Falle  relativer  Bewegung  keine  homogene 
Function  zweiter  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Grössen  g\,  q\f  ...,  q\  sein, 
auch  dann  nicht,  wenn  die  Bedingungen  des  Systems  von  der  Zeit  unab- 
liKngig  wären. 


ff^gitizedby  Google 


IV. 

Ueber  die  Form  der  logarithmisohen  Integrale  einer 
linearen  nioht  homogenen  Differentialgleichung. 

Von 

C.   KOEHLER 
in  Heidelberg. 

(Fortsetsang  tod  Jahrg.  XZXIII,  8.  731  flgg.) 


In  der  oben  citirten  Arbeit  wird  zuerst  die  Form  der  logarithmischen 
Integrale  linearer  nicht  homogener  Differentialgleichungen  mit  algebraischen 
Coefficienten  im  Allgemeinen  bestimmt,  dann  für  das  Integral  einer  solchen 
Differentialgleichung  m^^  Ordnung,  wenn  dasselbe  —  als  ganze  rationale 
Function  der  darin  auftretenden  Logarithmen  aufgefasst  —  von  der  höchst- 
möglichen, also  Yon  der  m*^  Dimension  ist,  eine  Form  angegeben,  auf 
welche  dasselbe  immer  gebracht  werden  kann,  und  schliesslich  gezeigt,  dass 
jede  Function,  welche  diese  Form  besitzt,  einer  algebraischen  linearen  nicht 
homogenen  Differentialgleichung  m^'  Ordnung  auch  wirklich  genügt. 

Der  Fall,  dass  das  Integral  einer  solchen  Differentialgleichung  eine 
lineare  Function  der  darin  enthaltenen  Logarithmen  ist,  ist  von  Herrn 
Eönigsberger  (Journ.  f.  Math.  Bd.  99,  S.  10 flgg.)  eingehend  untersucht 
worden.  Es  soll  deshalb  hier  in  §  1  mit  Hilfe  der  im  Eingang  der  oben- 
genannten Arbeit*  bewiesenen  Sätze  die  Form,  welche  das  Integral  einer 
algebraischen  linearen  Differentialgleichung  m**'  Ordnung  immer  besitzen 
muss ,  wenn  es  eine  ganze  rationale  Function  zweiten  Grades  der  darin  auf- 
tretenden Logarithmen  ist,  festgestellt  und  dann  gezeigt  werden,  dass  eine 
Function  Yon  dieser  Form  auch  immer  einer  solchen  DifferentialgleichuDg 
genügt.  In  §  2  werden  dann  noch  zwei  specielle  Fälle  untersucht,  in  wel- 
chen das  Integral  einer  algebraischen  linearen  Differentialgleichung  von 
höherer  als  zweiter  Dimension  in  den  darin  enthaltenen  Logarithmen  ist. 


1. 

Es  sei  gegeben  die  Function 

w        n^  n  § 

in  welcher  die  Grössen 


*  Dieselbe  soll  im  Folgenden  bei  Citaten  kurz  mit  %,  bezeichnet  werden. 
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algebralBcbe  Functionen  von  x  bedeuten  (wobei  nicbt  ansgescblossen  sein 
soll,  dass  dieselben  zum  Tbeil  oder  alle  constant  sind),  während  die  Grössen 
^i)  tf  algebraisch  von  einander  anabhängige  Logarithmen  bezeichnen  sollen, 
deren  Ableitungen  algebraische  Functionen  von  x  sind.  Es  soll  untersucht 
werden,  wann  ein  Ausdruck  von  dieser  Form  einer  linearen  nicht  homo- 
genen Differentialgleichung  m***  Ordnung 

genfigt,  in  welcher  die  Grössen  /^j,  ...,  ^mi  $  algebraische  Functionen  von 

t  sind. 

Nach  Satz  I  (91.  S.  232)  erhält  man  aus  Gleichung  1)  durch  einmalige 

Differentiation  nach  den  sämmtlichen  Logarithmen  9x  die  n  logarithmischen 

Integrale 

du 
2)  yi=4^  =  9>ii^i  +  9a2^,  +  ---  +  <)Pi»^«  +  i*i     (A  =  l,2,  ...,w) 

der  reducirten  Differentialgleichung 

Wenn  diese  Integrale  nicht  unabhängig  voneinander  sind,  also  eine  lineare 
homogene  Belation  mit  constanten  Coefficienten  von  der  Form 

^1^1  +  c^Vt  +  ••  •  +  c„y„  =  0 
mOglicb  sein  soll,  so  müssen  sich,  da  die  Logarithmen  '&j,  <&,,  ...,  dn  als 
algebraisch    voneinander    unabhängig    vorausgesetzt    sind,    nothwendig   die 
4  als  constante  Grössen  aus  den  Gleichungen 

bestimmen  lassen.     Eine  solche  Bestimmung  der  a  ist  nur  möglich, 
wenn  die  Determinante 

»  D  =  ^  +  ^jj  tp^  . . .  ()pnn 

identisch  verschwindet,   und  wenn  ausserdem,  falls  alle 
ihre   ünterdeterminanten   von   höherer   als  r^*'  Ordnung 
ebenfalls   identisch  Null  sind,   während  ihre  ünterdeter- 
«)   minanten    r**'    Ordnung    nicht    sämmtlich    identisch   ver- 
schwinden, die  von  Null  verschiedenen  ünterdeterminan- 
ten dieser  Ordnung,  welche  aus  r  Zeilen  oder  Colonnen 
von  D  gebildet  werden  können,  sich  nur  durch  constante 
Factoren  voneinander  unterscheiden. 
Nnn  lässt  sich  aber  zeigen,   dass  der  Ausdruck  1)  für  y,   wenn  die  in 
üun  vorkommenden  Grössen  gpa^  die  in  a)  verlangten  Eigenschaften  besitzen, 
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stets  ttbergeftüirt  werden  kann  in  einen  andern  Ausdruck  von  derselben 
Form,  dessen  Coefficienten  der  logarithmischen  Glieder  zweiter  Dimensioo 
die  Bedingung  a)  sicher  nicht  mehr  erftülen ,  so  dass  demnach  die  nach  der 
Transformation  durch  Differentiation  nach  den  Logarithmen  gebildeten  loga- 
rithmisohen Integrale  der  reducirten  Differentialgleichung  B)  jedenfalls  linear 
nnabhSngig  voneinander  sein  werden. 

Sei  also  die  Bedingung  er)  für  y  erfüllt  und 

eine  ünterdeterminante  r^  Ordnung  von  D,  welche  nicht  identisch  ver- 
schwindet, dann  muss  die  Determinante 

<Pii  .••  Vir  9la 

g>r\   ...   9rr  9r# 

9>ll  ...  (pxr  VXm 

identisch  Null  sein,  welche  Werthe  aus  der  Reihe  der  Zahlen  1,  2,  ...,  n 
auch  k  und  a  besitzen  mögen,  da,  sobald  einer  der  beiden  Werthe  ^^is^ 
zwei  Zeilen  oder  Colonnen  dieser  Determinante  miteinander  übereinstimmen, 
während,  falls  sowohl  k  wie  auch  a  grOsser  als  r  ist,  2>r+i  eine  ünter- 
determinante (r  +  1)^  Ordnung  von  D  ist,  also  der  Voraussetzung  gem&s 
identisch  verschwindet.  Ordnet  man  nun  diese  Determinante  nach  den  Ele- 
menten der  letzten  Horizontalreihe  und  bezeichnet  die  dem  Element  (pn 
entsprechende  ünterdeterminante  mit  O^y  so  erhält  man  somit  die  Gleichung 

welche,  wenn  A=l,  2,  ...,  n  und  aesar  +  l,  r  +  2,  ...,  f»  gesetit  wird,  in 
jedem  Falle  q>xa  durch  ^xi^  vity  ..•»  Vir  auszudrücken  erlaubt.  Da  aber 
die  ünterdeterminanten  <P«j,  soweit  sie  nicht  Null  sind,  sich  der  Voraus- 
setzung nach  vonebander  nur  um  constante  Factoren  unterscheiden,  und 
<P^«s=Dr,  also  sicher  von  Null  verschieden  ist,  so  sind  die  durch  die 
Gleichungen 

-S^  =  *"         («  =  r+l.  r+2.  ...,•) 

definirten  Grössen  constant,  und  die  letzte  Gleichung  geht  nach  deren  Ein- 
ftihrung  über  in 

4)  g>la  =  5al  <PXi  +  ta2  VZ2  +  •  •  •  +  &#r  (flr 

(A=l,  2,  ...,  n;    0  =  r+ 1,  r  +  2,  ...,  n), 

es  ist  also  jede  der  Grössen  q>ic  eine  lineare  homogene  Function  von  q>iu 
9>i7j  ...»  9Xr  mit  Constanten  Coefficienten. 

Wir  führen  jetzt  in  Gleichung  1)  durch  die  Gleichungen 

5)  ^r=1?r-&r  +  l,r^r+l »«r^«       (v=l,  2,...,r) 

die  neuen  Variablen  i/j ,  t;, ,  . . . ,  tir  ein  und  setzen  zur  Abkürzung  die  in  y 
enthaltene  quadratische  Form  von  O^,  d,,  ...,  &n 
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n 

dann  wird,   wenn   wir  den  Ausdruck,  in  welchen  0  nach  vollzogener  Sab- 

stitation  übergeht,   mit  z  bezeichnen,  z  die  Grössen  d^,  ^^^  ...,  ^r  nicht 

dz 
mehr  enthalten.    Man  kann  nnn  aber  zeigen,  dass  ^---  fCLr  a^r+lj^+S* 

...,  I»  identisch  verschwindet,   dass  also  i  auch  die  Grössen  '^r+i»  ^r+t, 
...,  ^„  nicht  mehr  enthttlt  und  folglich  als  quadratische  Form  der  Variab- 
len 17^,  tl^,  ...,  i^r  mit  algebraischen  Coefficienten  sich  darstellt. 
Es  ist  nSmlich 

d&a       d^a      d^l  d^0  d^r    d&g 

oder  nach  den  Gleichungen  5) 

dz        de  dz  dg 

dVa^dF.^^^'dF, ^'""d^r' 

Dnd  man  erhftlt»  wenn  man  Gleichung  4)  mit  2^x  multiplicirt,  A  =  1,  2, ...,  n 
setzt,  die  so  entstehenden  Gleichungen  addirt  und  berücksichtigt,  dass 

2<p,^^i +2^)1,^2 +  ---  +  2yn^'^n  =  ^    (v  =  l,  2,  ...,r,  a) 

es  wird  folglich  ^^. 

_±^0  (a  =  r  +  l,  r+2,  ...,  n), 

f  geht  somit  durch  die  Substitution  6)  über  in 


und  y  selbst  erhftlt  jetzt,  wenn  man  noch  zur  Abkürzung  die  algebraische 
Function 

setzt,  die  Form 

r       r  r  n  > 

»3  (r=r^.l  f  s  1 

Diese  Form  unterscheidet  sich,  da  die  Grössen  17^,  17,9  •••,  ijr  als  lineare 
bomogene,  mit  constanten  Coefficienten  versehene  Functionen  der  ursprüng- 
lidien  Logarithmen  d,,  &^f  ...,  «&«  selbst  wieder  Logarithmen  sind,  welche 
algebraische  Functionen  von  x  als  Ableitungen  besitzen,  von  der  Form  l), 
in  welcher  y  gegeben  war,  nur  dadurch,  dass  in  ihr  die  Bedingung  o)  für 
die  Coefficienten  qon,  qpi,,  ...,  q>rr  der  logarithmischen  Glieder  zweiter 
Dimension  sicher  nicht  mehr  erfüllt  ist,  indem  ja  die  Determinante  Dr  als 
Yon  Null  verschieden  vorausgesetzt  wurde. 
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Auch  können  die  in  der  letzten  Gleichnng  auftretenden  Logarithmen 
in  keinem  algebraischen  Znsammenhange  stehen  9  wenn  ein  solcher  zwischen 
den  ursprünglich  gegebenen  Logarithmen  nicht  statthaben  soll.  Denn  eine 
algebraische  Relation 

F{X^  iy,,  ...,  firy  "^r  +  l,  ...,  ^m   iif  ...,  £*)  =  0 

müsste  mindestens  eine  der  Grössen  tii^  fi^j  -"t  Vr  enthalten,  da  die  0  und  i 
algebraisch  unabhängig  voneinander  sind;  man  könnte  diese  Relation  dem- 
nach auf  die  Form  bringen 

und  also  unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  5)  den  Logarithmus  &i 
algebraisch  durch  die  übrigen  Logarithmen  ^  und  i  ausdrücken,  was  nach 
unserer  Voraussetzung  nicht  möglich  ist  Wir  haben  somit  Folgendes  fest- 
gestellt: 

Wenn  die  Function  y  die  Form  1)  besitzt  und  für  die  darin  auftreten- 
den algebraischen  Functionen  q>Xf^  die  Bedingung  a)  erfüllt  ist,  so  kann  man 
diese  Function  stets  so  transformiren ,  dass  nach  der  Transformation  die 
Coefficienten  der  logarithmischen  Glieder  zweiter  Dimension  der  Bedingung 
a)  sicher  nicht  mehr  genügen. 

Wir  können  deshalb  von  jetzt  ab  annehmen,  der  Ausdruck  1)  fUr  y 
sei  schon  so  beschaffen ,  dass  die  Bedingung  o)  für  die  darin  vorkommenden 
algebraischen  Functionen  q>Xfi  nicht  erfüllt  ist.     Wenn  ferner 

die  Coefficienten  %|,  Xs»  --m  x»  der  nur  linear  in  y  auftreten- 
ß)   den    Logarithmen   i^\   i^^   ...,   t«    durch   lineare    homogene 
Relationen  mit  constanten  Coefficienten  verbunden  sind, 
80   wollen  wir   mit  dieser  Function  eine  weitere  Umformung  derart  vor- 
nehmen,  dass  der  neue  Ausdruck  ftlr  y  die  Eigenschaft  ß)  nicht  mehr  be- 
sitzt, im  üebrigen  aber  ganz  von  derselben  Art  ist,  wie  der  ursprüngliche. 

Bestehen  nämlich  zwischen  den  Functionen  %j ,  %,  9  •  •  •  >  %•  ^^^^  vonein- 
ander unabhängigen  Gleichungen 

in  welcher  die  Grössen  axn  Constanten  bedeuten,  so  können  nicht  sämmt- 
liche  aus  je  h  der  5  Colonnen 

«111  «ij»  ""t  »1«» 

Ojl,  «M»  .-.»  ««•» 

•  •  • 

•  •  • 

fl*l|    «42,   •••,    ÖJb« 

gebildeten   Determinanten  gleich  Null  sein.     Wir  nehmen  an,   es  sei  die 

Determinante  „  , 

-^  +  ^11  ^M  •  •  •  ^** 

von  Null  verschieden,  dann  ergeben  sich  für  %j,  Xg,  ...,  Xk  die  Gleichungen 
Zi  =  ^*'*"^'^X*+i  +  <«Ä+MZfc+2  +  ---  +  *a^    (A=l,  2,  ....  Ä), 
in  welchen  die  dky,  ebenfalls  Constante  sind. 
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Führen  wir  jetzt  in  y  durch  die  Gleichungen 
6)  T^=?e  +  ^»>ti  +  ^e2f2  +  ---  +  ^^*jÄ    (9  =  ä;+1,  ä+2,  ...,  5) 

die  neuen  Variablen  r^^i,  ...,  r«  ein,  welche  selbst  wieder  Logarithmen  sind, 
die  algebraische  Functionen  Yon  x  als  Ableitungen  besitzen,  so  wird 

n        w  w  • 


in  welchem  Ausdruck  die  Coefficienten  der  nur  linear  auftretenden  Loga- 
rithmen xkJ^x^  ...,  T«  sicher  linear  unabhängig  Yoneinander  sind.  Auch 
können  diese  Logarithmen  weder  untereinander,  noch  mit  ^,,  %^^  ...,  <&» 
algebraisch  verbanden  sein ;  denn  eine  algebraische  Gleichung  zwischen  die- 
sen Grössen  mttsste  mindestens  einen  der  Logarithmen  r^  wirklich  enthalten, 
sich  also  auf  die  Form  bringen  lassen 

Ti  =/"{«,    ^1,  ...,  ^„,    TA+l,  ...,  Tr«.i,    Tf  +  i,  ...,  T,); 

sie  würde  unter  Zuhilfenahme  der  Gleichungen  6)  gestatten,  ^  durch  die 
übrigen  Grössen  0  und  £  algebraisch  auszudrücken,  und  somit  der  über 
diese  Grössen  gemachten  Voraussetzung  widersprechen. 

Es  ist  y  jetzt  so  umgeformt,  dass  auch  die  Bedingung  /3)  nicht  mehr 
erfüllt  ist,  und  wir  können  das  Resultat  der  bisherigen  Untersuchungen  in 
folgenden  Satz  zusammenfassen: 

Wenn  die  durch  die  Gleichung  l)  gegebene  Function^  einer 
oder  beiden  Bedingungen  a)  und  j3)  genügt,  so  lässt  sich  die- 
selbe stets  auf  eine  ForAi  bringen,  in  welcher  weder  die  Co- 
efficienten  der  logarithmischen  Glieder  zweiter  Dimension  die 
Bedingung  o),  noch  die  Ooefficienten  der  nur  linear  auftreten- 
den Logarithmen  die  Bedingung  ß)  erfüllen. 

Es  soll  diese  Form  als  die  einfachste  Form  einer  solchen 
Function  bezeichnet  werden. 

Wir  nehmen  nun  an,  die  Function  y,  welche  der  Differentialgleichung 
A)  genügen  soll,  sei  in  Gleichung  1)  schon  auf  ihre  einfachste  Form  ge- 
bracht, und  bilden  alle  ersten  und  alle  zweiten  Ableitungen  von  y  nach  den 
Logarithmen  •&,,  ^j»  "•>  ^«9  sowie  die  ersten  Ableitungen  von  y  nach 
ti'  iij  •••)  i»9  ^^^^  erbalten  wir  nach  Satz  I  (%.  S.  232)  die  n  logarith- 

n(n^  i\ 
mischen  Integrale  2)  und  die         ^ — -+s  algebraischen  Integrale 

8)  Viii  9iji  •••»  9>nn]     Xii  Xs»  •••»  X* 

der  reducirten  Differentialgleichung  B).  Von  den  Integralen  2)  kann  keines 
identisch  verschwinden ,  weil  die  Logarithmen  ^| ,  0, ,  . . . ,  &n  sämmtlich  in 
den  Gliedern  zweiter  Dimension  von  y  wirklich  vorkommen  sollen ,  und  diese 
Integrale  sind  nach  den  angestellten  Betrachtungen  linear  unabhängig  von- 
einander, weil  y  die  einfachste  Form  besitzt;  es  kann  femer  aus  demselben 
Grande  keine  lineare  homogene  Relation  mit  constanten  Coefficienten  zwi- 
schen den  Integralen  Xi  1  Xu    ■1  X»  bestehen ,   und  es  sind  auch  die  Inte- 
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grale  2)  linear  anabhängig  von  den  Integralen  8),  da  eine  Gleichung  von 
der  Form  n     «  » 

in  welcher  die  c  und  die  g  constante  OrOssen  bedeaten,  die  Gleichungen  3) 
nothwendig  nach  sich  ziehen  mfisste,  die  nicht  möglich  sind,  weil  nach  Vor- 
anssetzong  y  der  Bedingung  er)  nicht  genügt.  Dagegen  können  die  Inte- 
grale 8)  linear  voneinander  abhSngig  sein,  und  es  ist,  wenn  5^=0  oder 
5  =  1  ist,  möglich,  dass  sie  sich  alle  durch  ein  einziges  derselben  linear 
und  homogen  ausdrücken  lassen.  Die  reducirte  Differentialgleichung  B) 
besitzt  demnach  mindestens  n  +  1  voneinander  unabhängige  Integrale,  es 
muss  aUo  n<m-l 

sein,  und  wir  haben  den  Satz  bewiesen: 

VI.  Wenn  die  Differentialgleichung  A)  ein  Integral  von  der 
Form  1)  besitzt,  so  kann  dasselbe  —  auf  seine  einfachste  Form 
gebracht  —  in  den  logarithmischen  Gliedern  zweiter  Dimen- 
sion höchstens  m— l  verschiedene  algebraisch  voneinander  un- 
abhängige Logarithmen  enthalten. 

Da  die  Differentialgleichung  B)  die  Integrale  8),  also  jedenfalls  alge- 
braische Integrale  besitzen  muss  (vergl.  auch  91.  Satz  III,  S.  233),  so  wollen 
wir  annehmen,  sie  besitze  im  Gkuizen  p  solche  qpj,  (p^,  -..9  fppj  die  linear 
unabhängig  voneinander  sind;  dann  müssen  sich  die  Integrale  8)  als  lineare 
homogene  Functionen  derselben  darstellen  lassen ,  also  die  Gleichungen  gelten : 

(A=l,  2,  ...,  fi;    ^==1,2,  ...,i»;   ki^=^kui), 
10)  Z^  =  l{;^i  +  «?V.  +  ---  +  ^^P        (p=l,2,...,5), 

in  welchen  die  k^xß  und  ^^  constante  Grössen  bedeuten,  y  erhält  demnach 
die  Form 


D) 


n        fi  p  n  §  p 


In  dieser  Gleichung  dürfen  die  Constanten  A;;;^  und  l^  gewisse  Bedingungen 
nicht  erfüllen,  welche  die  Bedingungen  o)  und  ß)  zu  ersetzen  geeignet  sind. 
Da  y  auf  die  einfachste  Form  gebracht,  also  die  Bedingung  o)  nicht 
erfüllt  ist,  so  dürfen  die  Gleichungen  3) 


civi^  =  <>  (^  =  1,2,...,») 


nicht  bestehoD.     Setzt  man  in  dieselben  die  Wertbe  von  q>lß  aus  den  Gleich- 
ungen 9),  80  gehen  sie  ttber  in 

Scj^Ä^'^v^-O  (^  =  1,2,...,!»), 
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welche  Gleichungen,  da  die  Functionen  9^,  tp^^  ...,  q>p  linear  unabhängig 
Toneinander  sindi  nur  bestehen  können,  wenn  die  Gleichungen 

fttr  jeden  Werth  von  (i  und  v  miteinander  verträglich  sind;  dies  ist  aber 
nur  dann  und  inuner  dann  der  Fall, 

wenn  die  aus  je  n  der  np  Reihen 

^^  (^=1,2,. ..,n;  v  =  l,2,...,p) 

gebildeten  Determinanten  sftmmtlich  verschwinden. 
Die  Bedingung  a)  kann  somit  durch  die  Bedingung  y)  ersetzt  werden. 
Da  y  in  Gleichung  D)  die  einfachste  Form  besitzen  soll,   so  ist  auch 
die  Bedingung  ß)  sicher  nicht  erfüllt,  es  muss  also  in  dieser  Gleichung 
jeden&lls  ^ 

sein.  Ausserdem  würden,  wenn  die  Bedingung  ß)  erfüllt  wäre,  also  eine 
Gleichung  von  der  Form 

•=» 
bestände,  aus  ihr  unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  10)  wegen  der 
linearen  Unabhängigkeit  der  Functionen  9|,  9^,  •••)  ^^p  die  p  Gleichungen 
folgen  ^ 

^Ofi^^^O  (v=l,2,...,p), 

welche  nur  dann  und  immer  dann  miteinander  verträglich  sind, 
wenn  die  aus  je  8  der  p  Reihen 
i)  l,^*W\  ...,  U'^  (v=l,2,...,p) 

gebildeten  Determinanten  sämmtlich  verschwinden. 
Diese  Bedingung  ersetzt  somit  vollständig  die  Bedingung  ß)^  und  man 
kann  jetzt  sagen: 

Das  Integral  y  besitzt  in  Gleichung  D)  die  einfachste  Form, 
wenn  die  darin  enthaltenen  Constanten  J^J^  und  ^  der  Be- 
dingung y)  und  der  Bedingung  i)  nicht  genügen. 

Da  die  Differentialgleichung  B)  ausser  den  n  logarithmischen  Integralen 
2)  noch  die  p  von  diesen  und  voneinander  unabhängigen  algebraischen  In- 
tegrale 9^,  9s,  ...,  <pp  besitzt,  so  muss 

sein,  es  kann  also,  da  f»  mindestens  gleich  Eins  ist,  p  höchstens  gleich 
M  — 1  sein,  und  wir  haben  mithin  folgenden  Satz,  der  den  Satz  VI  als 
speeiellen  Fall  enthält,  bewiesen: 
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VIL  Wenn  eine  lineare  nicht  homogene  Differentialgleich- 
ung m*®'  Ordnung  ein  Integral  besitzt,  welches  eine  ganze 
rationale  Function  zweiten  Grades  Yon  algebraisch  voneinan- 
der unabhängigen  Logarithmen  ist,  deren  Ableitungen  und 
deren  Coefficienten  algebraische  Functionen  von  x  sind,  so 
l&sst  sich  dasselbe  stets  auf  die  Form  D)  bringen,  —  eine  Form, 
in  welcher  die  Constanten  Jcx'Jl  und  I^q^  der  Bedingung  y)  und 
der  Bedingung^)  nicht  genügen,  in  welcher  ferner  die  Anzahl 
der  linear  voneinander  unabhängigen  algebraischen  Functio- 
nen <pj,  qpg,  ...,  q>p  höchstens  gleich  m  —  l,  die  Anzahl  der  Loga- 
rithmen dj,  ^29  ■*•>  ^"  höchstens  gleich  m— jp,  die  Anzahl  der 
nur  linear  auftretenden  Logarithmen  £^,  ^,  ...,  £,  höchstens 
gleich  p  ist. 

Es  gilt  aber  auch  umgekehrt  der  Satz: 

VIII.  Jeder  Ausdruck  von  der  FormD),  in  welchem  gjj,  ...,  Vp, 
^i>  •••I  ^fi)  (»  algebraische  Functionen  von  x  sind,  d|,  ...,  ^n, 
ii,  ...,  £;  Logarithmen  bedeuten,  deren  Ableitungen  algebra- 
ische Functionen  veno;  sind,  genügt  einer  algebraischen  line- 
aren Differentialgleichung  {n+pY*^  Ordnung,  die  eindeutig 
bestimmt  und  nicht  homogen  ist,  wenn  die  Logarithmen  ^,, 
^ff  ».M  ^n  algebraisch  unabhängig,  die  Functionen  ()P|,  qo,,  ...,  g>p 
linear  unabhängig  voneinander  sind  und  die  Oonstanten  kiß 
der  Bedingung  y)  nicht  genügen. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  ordnen  wir  den  Ausdruck  D)  nach  den 
darin  enthaltenen  algebraischen  Functionen  (fi^  q>^j  ,..^  (pp,  if^^,  ^s,  ...»  ^m 
CO  und  fahren  durch  die  Gleichungen 

die    von   x  nicht   explicite    abhängenden   Functionen   w^y  w^,  ...,  Wp  ein, 
dann  wird 

Bildet  man  aus  dieser  Gleichung  alle  Ableitungen  von  y  nach  x  bis 
zur  {n+p)^  so  stellen  sich  dieselben  dar  als  lineare  Functionen  von 
^19  •  •  »  ^py  ^1  >  •  •  •  9  '^n  ^nd  den  Ableitungen  der  Functionen  Wy  nach  den 
Logarithmen  d|,  ...,  -^n,  ^i,  ...,  ^  mit  algebraischen  Coefficienten.  Jede 
Ableitung  von  Wp  nach  irgendwelchen  dieser  Logarithmen  ist  aber  selbst 
wieder  eine  lineare  Function  von  ^j,  '&,,  ...,  ^„  mit  constanten  Coefficien- 
ten, es  muss  folglich  auch  jede  Ableitung  von  y  nach  x  sich  als  lineare 
Function  von  icf,,  ...,  tCpy  ^j,  ...,  0„  mit  algebraischen  Coefficienten  dar- 
stellen lassen,  und  man  erhält  somit  für  y  und  dessen  n+p  erste  Ab- 
leitungen nach  X  die  Gleichungen: 
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dy 

-^-^=     g>"j||>j      -I 1-     ip'ptOp     +      p^i^i       +•••+      ^2n^n      +    Wj, 

•     • •     .     . •     .     ., 

in  welchen  9^  die  t**  Ableitung  von  go^  nach  «  bedeutet,  die  Grössen  (fi^ 
und  (D|  algebraische  Functionen  von  x  sind. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  Pn-\■p^  Pn-^-p^i] 
...,  Pqj  addirt  sie  und  bestimmt  dann  die  n+p  +  i  Grössen  Pi  gemäss 
den  n+p  homogenen  linearen  Gleichungen  mit  algebraischen  Coefficienten 

•  •••••••••• •••» 

^0<+''^   +Pl<P^;-^P-'^   +*"+Pn  +  pVp  =  0, 

^0^«  +  P,l  +'*i9n  +  p-M    +---  +  ^n+p*l  =0, 

» 

/'oPn+p,n+/^lPfi  +  p-l,«H +/^fi  +  pt^n  =  0, 

welche  immer  auflösbar  sind,  weil  die  Anzahl  der  unbekannten  um  ei|ie 
Einheit  grösser  ist  als  diejenige  der  Gleichungen ,  so  erhftlt  man ,  wenn  man 
ausserdem 

^0  ®«+P  +  ^1  «n+p-l  +  •  •  •  +  Pn^p  «  ==  ^i 

setzt,  für  y  die  lineare  Differentialgleichung 

(Jn+Pt/  (i"  +  P-'f/ 

in  welcher  /'o*  Z'i»  '-m  ^^n+pt  9i  algebraische  Functionen  von  x  sind. 

Diese  Differentialgleichung  ist  eindeutig  bestimmt  und  nicht  homogen, 
wenn  in  D)  die  Logarithmen  ^j,  (^g,  ...,  ^n  algebraisch  unabhängig ,  die 
algebraischen  Functionen  <p, ,  g>2>  •-•)  9^p  ^^^^^^  unabhängig  voneinander 
sind  und  ausserdem  die  Constanten  k^j^jj^  die  Bedingung  y)  nicht  erfüllen; 
denn  die  p  algebraischen  Integrale  g>^^  ^2*  •- 1  ^p  ^^^  ^^^  ^  logarith- 
mischen Integrale    ^-|^»  ^-^»    •••'   -r-^  der   zugehörigen  reducirten  Diffe- 

rentialgleichung  sind  dann  nach  den  oben  angestellten  Betrachtungen  sämmt- 
lich  linear  unabhängig  voneinander,  sie  bilden  ein  Fundamentalsjstem  von 
Integralen  dieser  Differentialgleichung,  und  es  sind  somit  durch  sie  die 
Coef6cienten  derselben  eindeutig  bestimmt.  Setzt  man  dann  in  die  Diffe- 
rentialgleichung A')  den  Ausdruck  D)  ein,  so  muss  die  algebraische  Function  9, 
gleich  werden  dem  Werthe,  welchen  die  linke  Seite  der  Differentialgleich- 
ung nach  dieser  Substitution  annimmt;  q^  ist  also  ebenfalls  eindeutig  be- 
stimmt    Dabei   kann  9,  niemals  gleich  Null  werden;   denn  sonst  müssj;e  y 
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selbst  der  redacirten  Differentialgleichung  genflgen,  sich  also  linear  and 
homogen  durch  das  Fundamentalsjstem 

dy      dy  dy 

von  Integralen  dieser  Differentialgleichung  darstellen  lassen,  was  offenbar 
unmöglich  ist;  die  Differentialgleichung  A')  kann  somit  nicht  homogen  sein. 
Q.  e.  d. 

Beiläufig  sei  bemerkt ,  dass  sich  durch  Specialisirung  aus  VII  und  YIII 
der  weitere  Satz  ergiebt: 

Eine  quadratische  Form  von  beliebig  vielen  algebraisch 
voneinander  unabhängigen  Logarithmen,  deren  Ableitungen 
und  deren  Coefficienten  algebraische  Functionen  von  x  sind, 
wird  nur  dann  und  immer  dann  einer  algebraischen  linearen 
Differentialgleichung  m^^'Ordnung  genügen,  wenn  nur  jp  dieser 
Coefficienten,  wo  J9  <  m  — 1  ist,  linear  unabhängig  voneinander 
sind  und  sie  selbst  übergeführt  werden  kann  in  eine  quadra- 
tische Form  von  höchstens  m—j7  Logarithmen,  deren  Ableitun- 
gen und  deren  Coefficienten  ebenfalls  algebraische  Functionen 
von  X  sind. 

Es  sollen  jetzt  noch  einige  Betrachtungen  angestellt  werden  ftlr  den 
Fall,  dass  das  Integral  y  der  Differentialgleichung  A)  —  auf  seine  ein- 
fachste Form  gebracht  —  in  den  Oliedern  zweiter  Dimension  die  grösst- 
mögliche  Anzahl  von  Logarithmen  enthält. 

Nach  Satz  VII  ist  stets  *»^wt— p;  der  grösste  Werth,  den  n  an- 
nehmen kann»  tritt  demnach  ein,  wenn  p=^\  ist,  und  derselbe  ist 

«  M  SS  m  —  1. 

Da  5<j7  immer  sein  mnss,  so  kann  in  diesem  Falle  s  nur  gleich  Null 
oder  gleich  Eins  sein,  und  Gleichung  D)  lautet,  wenn  wir  der  Kürze  halber 

setzen: 


B)  y=> 


In  dieser  Gleichung  darf  {  auch  gleich  Null  sein,  die  Constanten  X;;^»  dürfen 
aber  die  Bedingung  y)  nicht  erfüllen,  die  Determinante 

muss  also  von  Null  verschieden  sein,  weil  y  in  E)  auf  die  einfachste  Form 
gebracht  sein  soll.  Die  reducirte  Differentialgleichung  B)  besitzt  in  diesem 
Falle  die  m  —  l  logarithmischen  Integrale 

'  (A  =  1.2,  ...,ni-l) 
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imd  das  eventaell  sich  auch   auf  eine  Constante  reducirende  algebraische 

welches  mit  ^j,  ^g,  ...,  ^m— i  zusammen  ein  Fandamentalsystem  von  Inte- 
gralen derselben  bildet;  sie  besitzt  also  ein  Fnndamentalsjstem,  das  ans 
m— 1  transcendenten  und  ans  nur  einem  algebraischen  Integral  besteht, 
und  dieses  letztere  muss  deshalb,  wie  Herr  Königsberger  (AUgem.  Unter- 
suchungen aus  der  Theorie  der  Differentialgleichungen,  S.  127)  gezeigt  hat, 
notbwendig  die  Wurzel  einer  binomischen,  in  den  Coefficienten  der  Diffe- 
rentialgleichung rationalen  Gleichung  sein.     Es  gilt  daher  der  Satz: 

IX.  Wenn  die  Differentialgleichung  A)  durch  ein  Integral, 
welches  in  seiner  einfachsten  Form  durch  Gleichung  E)  gegeben 
ist,  befriedigt  wird,  so  muss  die  darin  auftretende  algebra- 
ische Function  ^,  falls  sie  sich  nicht  auf  eine  Constante  redu- 
cirty  die  Wurzel  einer  binomischen,  in  den  Coefficienten  der 
Differentialgleichung  rationalen  Gleichung  sein. 

Sind  insbesondere  sSmmtliche  Coefficienten  der  Differen- 
tialgleichung A)  rational,  so  ist  <p  die  Wurzel  aus  einer  ratio- 
nalen Function  von  x. 

Wir  wollen  nun  unter  der  Annahme,  dass  der  Differentialgleichung  A) 
das  Integral  E)  von  einfachster  Form  genügt,  aus  der  Differentialgleichung 
B)«  der  dann  die  Function  g>  genügen  muss,  durch  die  Substitution 

12)  y=g>ledx 

die  lineare  homogene  Differentialgleichung  (m  — 1)^^  Ordnung  bilden: 

in  welcher  die  Coefficienten  Q^,  Q^^  ...,  Om^i  durch  folgende  Gleichungen 
mit  den  ursprünglichen  Coefficienten  P,,  Pg,  ...,  P«  zusammenhängen: 

•    • • y 

,„,   -        1  r>»(m-l)...(»t-r+l)  (fy  .(w-l)(<n-2)...(m-r+l)     d'-*<p 

+  ...  +  («-r+l)Pr-i^+l»rv], 
Diese  Differentialgleichang  wird  befriedigt  durch  die  m— 1  Integrale 

^*>  '^=rx\i)'=^''di+^"id+-''+^'--'-i^+^d-xKj) 

(1=1,2,  ...,  m-l), 
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welche,  da  die  Logarithmen  ^j,  ^,,  ...,  Om.i  nach  Yoranssetzung  alge- 
braische Ableitungen  besitzen,  sftmmUich  algebraisch  sind  and  bekanntlieh 
ein  Fundamentalsjstem  bilden.  Die  durch  die  Substitntion  12)  ans  der 
Differentialgleichung  B)  abgeleitete  Differentialgleichung  F)  besitzt  somit 
nur  algebraische  Integrale,  wenn  der  Differentialgleichung  A)  ein  Integral 
genügt,  das  in  seiner  einfachsten  Form  durch  Gleichung  E)  gegeben  ist 

Aus  dieser  Thatsache  iSsst  sich,  wenn  die  Coefficienten  der  Differen- 
tialgleichung A)  sSmmtlich  rationale  Functionen  von  x  sind,  eine  weitere 
Folgerung  ziehen.  Es  muss  dann  nach  Satz  IX,  wenn  Pm  nicht  gleich 
Null  ist,  die  Function  (p  die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  von  x 

sein.     Ist  dies  aber  der  Fall,   so  ist  das  Product  —  -r-r   (Ür  jeden  Werth 

g>  dx 

von  t  eine  rationale  Function  von  x,  und  es  sind  folglich  nach  den  Gleich- 
ungen 13)  dann  auch  die  sämmtlichen  Coefficienten  der  Differentialgleich- 
ung F)  rationale  Functionen  von  x.  Da  nun  diese  Differentialgleichung  mit 
in  der  ganzen  Ebene  eindeutigen  Coefficienten  nach  der  oben  angestellten 
Betrachtung  nur  algebraische  Integrale  besitzt,  so  muss  sie  zur  Fuchs- 
schen  Olasse  der  linearen  homogenen  Differentialgleichungen  gehOren,  und 
ihre  Coefficienten  müssen,  wenn  F^ix)  eine  ganze  rationale  Function  von  x 
bezeichnet,  welche  höchstens  vom  s^^  Grade  ist,  die  Form  haben 

15X  0    = •^r(g-1)(g) 

^  ''       (x-a,V(x-a^y...{x-a^Y 

(vergl.  die  Abhandlung  des  Herrn  Fuchs:  Journ.  f.  Math.,  Bd. 66,  S.  158). 

Man  hat  somit  folgendes  noth wendige,  aber  selbstverständlich  nicht 
hinreichende  Kriterium  dafür,  dass  eine  lineare  nicht  homogene  Differential- 
gleichung m^^  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten  durch  ein  Integral  von 
der  einfachsten  Form  E)  befriedigt  wird: 

Es  muss  die  zugehörige  reducirte  Differentialgleichung  die  Wurzel  aas 
einer  rationalen  Function  von  x  als  particnläres  Integral  besitzen.  Wenn 
eine  solche  Function  dieser  Differentialgleichung  genügt,  so  kann  man  die- 
selbe nach  der  von  Herrn  Fuchs  (Journ.  f.  Math.,  Bd.  81,  S.  101)  an- 
gegebenen Methode  immer  bestimmen,  sie  dann  für  q>  in  die  Substitution 
12)  einsetzen  und  durch  diese  Substitution  eine  lineare  Differentialgleichung 
(m  — !)*•'  Ordnung  herleiten.  Diese  Differentialgleichung  muss  dann  zur 
Fuchs 'sehen  Classe  der  linearen  homogenen  Differentialgleichungen  gehören, 
und  es  müssen  die  Wurzeln  der  zu  jedem  ihrer  singulären  Punkte  gehörigen 
determinirenden  Fundamentalgleichungen  voneinander  verschiedene  rationale 
Zahlen  sein. 

Ist  eine  dieser  Bedingungen  nicht  erfüllt,  so  genügt  der  vorgelegten 
Differentialgleichung  jedenfalls  kein  Integral,  welches  die  Form  E)  als  ein- 
fachste Form  besitzt. 

Wenn  in  der  Differentialgleichung  A)  die  Coefficienten  rational  sind 
und   ausserdem  P„=:0  ist,   so  gestaltet  sich   dieses  Kriterium   etwas  ein 
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ftcher.  Unter  der  Annahme  ^  dass  ihr  durch  ein  Integral  von  der  einfach* 
sien  Form  E)  genügt  wird,  muss  nttmlich  dann  q>  gleich  einer  Constanten 
sein,  weil  Pm  =  0  ist  and  die  Differentialgleichnng  B)  die  m  — 1  voneinan- 
der unabhängigen  logarithmischen  Integrale  11)  besitzt;  die  Substitution  12) 

geht  dann  über  in  y^l 0dx,  die  Coefficienten  Pj,  P,,  ...,  Pm-i  müssen 
somit  nach  den  Oleichnngen  13)  und  15)  die  Form  haben 

imd  das  obige  Kriterium  lautet  in  diesem  Falle: 

Wenn  einer  linearen  nicht  homogenen  Differentialgleichung  m**'  Ord- 
nung mit  rationalen  Coefficienten,  in  welcher  das  mit  y  multiplicirte  Glied 
fehlt,  durch  ein  Integral  von  der  einfachsten  Form  E)  genügt  werden  soll, 
80  ist  es  nothwendig,  dass  die  zugehörige  reducirte  Differentialgleichung 
sur  Fuchs'scheu  Classe  der  linearen  homogenen  Differentialgleichungen 
gehOrt,  und  dass  die  Wurzeln  der  zu  jedem  ihrer  singulSren  Punkte  gehö- 
rigen determinirenden  Fundamentalgleichungen  voneinander  verschiedene 
rationale  Zahlen  sind. 


Es  sollen  in  diesem  Abschnitte  zwei  besondere  Formen  logarithmischer 
Integrale  einer  linearen  nicht  homogenen  Differentialgleichung  mit  algebra- 
ischen Coefficienten  betrachtet  werden,  welche  —  als  ganze  rationale  Func- 
tionen der  darin  enthaltenen  Logarithmen  aufgefasst  —  auch  von  höherem 
als  dem  zweiten  Grade  sein  können.  ^ 

Zunfichst  sei  gegeben  ein  Ausdruck  von  der  Form 


1* 

16)  »=^n»l 


in  welchem  ^|,  i^|,  ...,  ^n  ^algebraische  Functionen  von  x  —  eventuell 
auch  Constanten  —  sind,  d, ,  •^2*  •••«  ^"  algebraisch  voneinander  unab- 
hSngige  Logarithmen  bedeuten,  deren  Ableitungen  algebraische  Functionen 
von  X  sind,  und  r  eine  gegebene  positive  ganze,  von  der  Einheit  verschie- 
dene Zahl  ist.  Untersucht  soll  nun  werden,  unter  welchen  umständen  dieser 
Ausdruck  der  Differentialgleichnng  A)  genügen  kann. 

Wenn  y  diese  Differentialgleichung  befriedigt,  so  sind  nach  Satz  I  {% 
8.  232)  die  Ableitungen 


^y 


17)  ,.^^r{r--l)^x^r\  (A«l,2,....ii), 


^  aa  r 
ZcitMhftll  t  lUth€a«iik  a.  IfhjtSk  XXXIT,  1 
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welche  sftmmtlich  Logarithmen  enthalten,  nnd  ausserdem  die  Ahlei- 
tungen 

18)  ^  =  rIt^X  (X  =  1,2,  .•.,!•), 

welche  algebraische  Functionen  von  x  sind,  Integrale  der  redueirten  Diffe- 
rentialgleichung B),  wir  kennen  also  (r~l)n  logarithmische  und  i»  alge- 
braische Integrale  dieser  Differentialgleichung,  und  es  ist  direct  ersichtlich, 
dass  eine  homogene  lineare  Relation  mit  constanten  Coefficienten  zwischen 
den  ersteren  und  den  letzteren  oder  für  die  ersteren  unter  sich  nicht  be- 
stehen kann;  denn  ans  der  Gleichung 

würde,  da  die  Logarithmen  ^|,  &^,  ...,  ^n  algebraisch  voneinander  unab- 
hängig sind,  snccessive  folgen 

cy>  =  0,    c5?^  =  0 cx"'^  =  0    (A  =  l,2 n). 

Dagegen  kennen  die  algebraischen  Integrale  18)  durch  lineare  homogene 
Relationen  mit  constanten  Coefficienten  verbunden  sein.  Nehmen  wir  an, 
die  Differentialgleichung  B)  besitze  im  Ganzen  p  voneinander  unabhängige 
algebraische  Integrale  9>i,  g),,  ...,  q>pj  so  müssen  sich  die  n  Integrale  18) 
linear  und  homogen  durch  dieselben  darstellen  lassen,  also  die  Gleichungen 
gelten: 

^i  =  ?rVi  +  *rV2  +  ...+  *!fV,i      (X=  1,2,  ...,!•), 

in  welchen  die  Grössen  k^i^  Constante  bedeuten,  und  Gleichung  16)  geht 
über  in 


=^^rj§*r. 


G)  »=^«I2j*rv.- 

Die  Differentialgleichung  B)  besitzt  dann  jedenfalls  (r— l)n+p  voneinander 
unabhängige  Integrale,  es  muss  also 

m^(r  — l)n-f  p 

sein.  Da  n  mindestens  gleich  Eins  ist,  darf  somit  p  höchstens  gleich 
m  — r+1  sein,  und  wir  erhalten,  wenn  wir  die  grösste  in  a  enthaltene 
ganze  Zahl  mit  [a]  bezeichnen,  den  Satz: 

X.  Wenn  die  Differentialgleichung  A)  ein  Integral  von  der 
Form  G)  besitzt,  so  kann  in  demselben  die  Anzahl  der  linear 
voneinander  unabhängigen  algebraischen  Functionen  (p^,  tp^ 
...,  q>p  höchstens  gleich  m  — r  +  1»  diejenige  der  algebraisch 
voneinander  unabhängigen  Logarithmen  d^,  ^,,  ...,  O«  höchstens 

gleich         ^f\  sei^« 
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Es  iSsst  sich  aber  anch  folgende  ümkehrang  dieses  Satzes  beweisen: 
XI.  Jede  Function  von  der  Form  G),  in  welcher  q>^^  <p^y  ...,  <pp 
algebraische  Functionen  von  x  sind,  und  ^|,  ^g,  ...,  ^„  Loga- 
rithmen bedeuten,  deren  Ableitungen  algebraische  Functionen 
von  X  sind,  genügt  einer  algebraischen  linearen  Differential- 
gleichung [(r  —  l)n+p]*"  Ordnung,  die  eindeutig  bestimmt  und 
nicht  homogen  ist,  wenn  die  Logarithmen  ^|,  O,,  ...,  ^„  alge- 
braisch unabhängig,  die  Functionen  9>|,  (jo,,  ...,  g>p  linear  un- 
abhftngig  voneinander  sind. 

Wir  setzen y  um  diesen  Beweis  zu  führen, 

n 

2*a"  <>»  =  «'•  (»""l.^ P), 

dann  geht  Gleichung  G)  über  in 

und  es  werden,  da  die  Functionen  w^  die  Variable  x  nicht  explicite  ent- 
halten, Bftmmtliche  Ableitungen  von  y  nach  x  lineare  Functionen  von  ir^, 
«^81  ...»  Wp  und  von  den  Ableitungen  dieser  Grössen  nach  -^j,  ^j,  ...,  ^n 
mit  algebraischen  Coefficienten.  Jede  dieser  Ableitungen  selbst  ist  aber  eine 
lineare  Function  von  Potenzen  der  Logarithmen  ^| ,  ^2 »  « *  *  *  ^n  *  ^^^^^  ^^' 
ponenten  ^r  — 1  und  deren  Coefficienten  constant  sind.  Man  erhält  dem- 
nach, wenn  man  zur  Abkürzung 

(r-l)n+p  =  * 

setzt,  für  y  und  dessen  s  erste  Ableitungen  nach  x  die  Gleichungen: 


y  =  ^  (PvWv, 

p  n 

p  n 

• f 

.    .   • •   •» 

in  welchen  ip^^  die  «**  Ableitung  von  tpv  nach  a;  bedeutet,  die  GrOssen  p^*) 
nnd  cTi  algebraische  Functionen  von  x  sind. 

Mnltiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  P«,  P«.i, ...,  /'oi 
addirt  sie   and    setzt   in   dem  Additionsresultat   die  Coefficienten  von^w^i,      , 
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IT,,  ...,  Wp,  &\'\  dl  \  ...,  ^x  (A  =  l,  2,  ...,n)  gleich  NuU,  so  erhält 
man  zur  Bestimmung  der  s  +  l  Grössen  Pi  s  lineare  homogene  Oleichnngen 
mit  algebraischen  Coefficienten ,  and  ftlr  y  ergiebt  sich,  wenn  man  noch 

setzt,  die  Differentialgleichung 

Ihre  Coefficienten  sind  algebraische  Functionen  von  Xy  und  sie  sind  ein- 
deutig bestimmt,  wenn  in  6)  die  Logarithmen  ^|,  ^^i  ••*«  ^"  algebraisch 
unabhängig  und  die  algebraischen  Functionen  <p, ,  9,,  ...,  q>p  linear  un- 
abhängig voneinander  sind ,  da  sich  dann  aus  der  Form  von  y  nach  Satz  I 
(91.  S.  232)  (r  — l)n  logarithmische  Integrale  der  zugehörigen  reducirten 
Differentialgleichung  ergeben,  welche  untereinander  und  von  9],  ^21  **-»  <iPr 
linear  unabhängig  sind.  Femer  kann  die  algebraische  Function  ^i  nicht 
gleich  Null  sein,  weil  sich  sonst  y  durch  diese  8  Integrale  linear  und  homo- 
gen darstellen  lassen  mttsste,  was  offenbar  unmöglich  ist.  Die  gefundene 
Differentialgleichung  ist  also  eindeutig  bestimmt  und  nicht  homogen,  und 
8atz  XI  ist  bewiesen. 

Die  Anzahl  der  Logarithmen,  welche  die  Function  y  in  Gleichung  0) 
bei  gegebenem  Grade  r  enthalten  darf,  wenn  sie  einer  algebraischen  linearen 
Differentialgleichung  m*^  Ordnung  genügen  soll,  wird  nach  Satz  X  um  so 
grösser  sein  können,  je  kleiner  p  ist.  Der  grösste  Werth,  den  diese  An- 
zahl n  überhaupt  besitzen  kann,  ist  demnach,  da  nach  Satz  III  (9(.  S.  233) 
p  mindestens  gleich  Eins  sein  muss, 

m  «=[=^]. 

und  y  erhält,  wenn  p  =  1  ist,  die  Form 


H)  y^v^h^v 


Nach  Satz  IIa)  {%  S.  234)  kann  der  Grad  r  dieser  Function  höchstens 
gleich  m  sein.  Ist  aber  r  =  fn^  so  folgt  aus  Gleichung  19)  n  =  l,  das  In- 
tegral H)  kann  also  in  diesem  Falle  nur  einen  einzigen,  mit  einer  alge- 
braischen Function  oder  mit  einer  Constanten  multiplicirten  Logarithmus 
enthalten ,  was  sich  übrigens  auch  aus  dem  letzten  Satze  von  S.  (S.  242) 
direct  ergiebt. 

Ist  r  =  in  — 1  und  in  =  3,  so  ist  die  Maximalzahl  der  möglichen  Lo- 
garithmen n^2]  sobald  aber  m>>3  ist,  muss  n=l  sein.  Aus  Satz  X 
und  XI  folgt  somit: 

Ein  Ausdruck  von  der  Form  H),  in  welchem  r  =  fii— 1  ist, 
wird  immer  dann  und  nur  dann  einer  algebraischen  linearen 
Differentialgleichung   m*«'  Ordnung  genügen,/-weMi^fr,  fall» 
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m^3,  nur  einen  einzigen,  falls  aberm:=3,  höchstens  zwei  al- 
gebraisch voneinander  unabh&ngige  Logarithmen  enthält. 

Für  fn  =  3  folgt  dies  auch  aas  Satz  VI. 

Fragen  wir  allgemein,  zwischen  welchen  Grenzen  r  liegen  muss,  wenn 
die  Maximalzahl  n  der  Logarithmen  in  dem  Integral  H)  gleich  Eins  sein 
soll,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

für  r  die  üngleicfaang 

m  +  1     .    ^ 

d.h.:  ^ 

Ein  Aasdruck  von  der  Form  H),  in  welchem  r> — p— >  aber 

<m  ist,  wird  einer  algebraischen  linearen  Differentialgleich- 
ung m^"' Ordnung  immer  dann  und  nur  dann  genügen,  wenn  er 
nur  einen  einzigen  Logarithmus  enthfilt. 


Wir  betrachten  jetzt  noch  das  mit  einer  algebraischen  Function  oder 
mit  einer  Constanten  multiplicirte  Product  der  n  algebraisch  voneinander 
unabhängigen  Logarithmen  0|,  ^s,  ...,  ^n 

und  suchen  die  Bedingungen  dafOr,  dass  es  einer  linearen  nicht  homogenen 

Differentialgleichung  wf^  Ordnung  mit  algebraischen  Coefßcienten  gentigt. 

Wenn  diese  Function  die  Differentialgleichung  A)  befriedigt,   so  wird 

nach  Satz  I  der  Differentialgleichung  B)  durch  jede  Ableitung  von  der  Form 

genflgt,  in  welcher  r  die  Werthe  von  1  bis  n  annehmen  darf  und  bei  jedem 
Werthe  von  r  für  A^,  iL,,  ...,  Ar  alle  Combinationen  f^°  Grades  der  Zahlen 
1,  2,  ...,  n  zu  setzen  sind.  Die  Anzahl  dieser  Integrale  der  Differential- 
gleichung B)  ist  demnach 

(«)  +  («)  +  ...  +  (;)  =  (l+l)._l  =  2.-l. 

und  dieselben  sind  offenbar  alle  von  Null  und  voneinander  verschieden. 
Auch  kann  eine  lineare  homogene  Gleichung  mit  constanten  Coefficienten 
zwischen  ihnen  nicht  stattfinden;  denn  dieselbe  würde,  da  jedes  ihrer  Glie- 
der eine  andere  Combination  der  Logarithmen  ^|,  0|,  ...,  '9'n  enthielte,  sich 
also  nicht  gegen  ein  anderes  Glied  wegheben  könnte,  gegen  Voraussetzung 
einen  algebraischen  Zusammenhang  zwischen  ^j,  0,,  ...,  O«  ergeben.  Es 
mufls  somit  jedenfalls 

also 
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sein. 

Nun  iSsst  sich  aber  durch  ganz  dasselbe  VerfiEJiren,  welches  in  den 
bisher  betrachteten  Fällen  angewandt  wurde  und  deshalb  nicht  nochmalg 
wiederholt  werden  soll ,  zeigen ,  dass  jeder  Ausdruck  yon  der  Form  J)  einer 
eindeutig  bestimmten  linearen  nicht  homogenen  Differentialgleichung  (2"-l)^^ 
Ordnung  mit  algebraischen  Coefficienten  genügt.    Wir  haben  daher  den  Satz: 

XII.  Eine  Function  von  der  Form  J),  in  welcher  tp  eine 
algebraische  Function  oder  eine  Constante  ist»  und  ^j,  ^^^  ...,  ^n 
algebraisch  yoneinander  unabhängige  Logarithmen  bedeuten, 
deren  Ableitungen  algebraische  Functionen  von  x  sind,  genügt 
immer  dann  und  nur  dann  einer  algebraischen  Differential- 
gleichung m**'  Ordnung,  wenn  für  die  Anzahl  der  darin  auf- 
tretenden Logarithmen  die  Ungleichung  20)  erfüllt  ist 

Heidelberg,  11.  September  1888. 
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L  lieber  die  Bestunmimg  einei  unendlichen  Prodnotei. 

In  der  algebraischen  Analjsis  findet  man  das  anendliche  Prodnct: 

fhr  «  =  2  entwickelt.     Hier  soll  anter  Anwendung  von  periodischen  Reihen 
dasProduct  bestimmt  werden,  wenn  n  eine  beliebige  gerade  Zahl  bedeutet. 
Zunftchst  handelt  es  sich  um  den  Werth  des  Integrals: 


..<» 


J  oosrx.log  j^dx, 

0 
wobei  n  als  gerade  Zahl  vorausgesetzt  werden  möge.    Der  Nenner  Ittsst  sich 
in  die  folgenden  rein  quadratischen  Factoren  zerlegen: 


und  es  erscheint  mit  Bücksicht   darauf  das  Integral  durch  nachstehende 
Summe  von  Integralen  ausgedrückt: 


Die  einzelnen  Summanden  können  nach  der  bekannten  Formel: 

00 

'oo«r«.  toy-q-^d«  =  ~  (e-P*-- 1) 
0 


/ 


^-l^ni 


entwickelt  werden,  wenn  ps  — X;ie  "         gesetzt  wird,  und  es  ist  daher: 

OB  '  — 


Ja. 


ö  ' 


oder,  wenn  aum  vax  AbkOnnng  seist: 

2g  — l 

1)  «t,s=Ä«»— 2 w, 

2^  —  1 

2)  ß^=^hco8-^ Ä, 
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/ 


eosrx.log  j^^dx^^yj[er*W,+",y-l] 


weshalb  man  für  das  ursprüngliche  Integral  erhftlt: 

3)  jl^rx.U>gj^^dx^^[-^+^ 

0  * 

Nebstdem  folgt  noch  aas  der  vorletsten  Oleichong: 

m 

T 

Nun  ist  ans  der  Theorie  über  periodische  Reihen  bekannt,  dass  Ar 
alle  x^  welche  zwischen  0  und  2n  liegen^  die  Oleichong  besteht: 

4)  iA^  +  ÄiCa8x  +  A^cas2x  +  A^eo83x  +  ''- 

^f{x)  +  a2ft^x)+fi2n  +  x)  +  f{4:n^x)  +  n4n  +  x)  +  .... 
wobei  die  Coef&cienten   durch  das'  nachstehende  Integral  ausgedrückt  er- 
scheinen: o» 

6)  Än  —  —j  ea$rx  f{x)  dx, 

0 
Setzt  man  für  die  Function: 

f{x)^-U>g     *" 


so  folgt  aus  Gleichung  3)  in  Verbindung  mit  Gleichung  5)  für  den  Ck)effi- 
cienten  Ari  « 

6)  Ar ^+1  V^r^oa»(r/J,), 

daher  ist  das  allgemeine  Glied  der  Reihe  4)  durch  den  Ausdruck  bestimmt: 

n 

Ar  oosrx  = coarx  H —  cosrx"^  c  ^^  oa${rß,), 

femer  ist  noch: 

«•I— 
n 

Dies  beachtend,  geht  die  linke  Seite  der  Gleichung  4)  über  in: 
k        ^yfcasrx  ^  ^^^  ^  er^'^easrxeasirß,) 


n 
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Fttr  die  erste  Samme  hat  man  bekanntlich: 

2^  =  -iM2-2ca,*), 


während  letztere  die  Form  hat: 

r  =  op 


2p^  cosrxcosrß 

^ r 

und  mittele  der  Formel: 

suromirt  werden  kann ,  nachdem  zuvor  das  Product  der  zwei  Cosinusse  durch 
eine  Summe  ersetzt  worden.  Dies  berücksichtigend,  ergiebt  sich  für  die 
letztere  Reihe  der  Werth: 

^2prco8r^xco8rß ^u>g[i-2pco8ix  +  ß)+p*][l-2peos{x-ß)+p']. 

Mit  Bücksicht  auf  diese  Gleichung  hat  man: 


und  man  gelangt  nach  Vereinigung  der  Logarithmen  zu  dem  nachstehenden 
Ergebnisse: 

4'+(i)"]['+(^.)"]['+(^j]['+(i^j]['+(i^)"] 


2 


« [1  -  2«- •»«»(«+ (S,) +«-"•»]*.  [1  -  2«-«» «»(»- /J,)  +  c- »-»l^ 

=  toyj _ , 

**T     «  -—       —  »MC  — 

2*(\-co8x)*.e 
woraus  sich  der  Werth  des  vorgelegten  Productes  also  ergiebt: 

m 

^_  i 

Die  Werthe-  von  og  und  ßg  sind  durch  die  Gleichungen  1)  und  2)  bestimmt, 
wShrend  x  der  Relation  0^a?<29s  genügen  muss.  Ersetzt  man  in  der 
letzten  Formel  x  durch  n^x^  so  folgt  ftLr  — ff<a;<.+n: 
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>«>  ['+(^.)■][>+(.-fJ■]h(I^J][•+(3-Äi)^  - 

m 

Der  specielle  Fall  n  =  2  giebt  die  aue  der  algebraischen  Analjsis  be- 
kannten Besoltate. 

Einfacher  gestaltet  sich  die  letzte  Gleichung  fdr  ««=0  and  k^fßit^ 
durch  welche  Substitution  man  erhält,  wenn  das  unendliche  Product  mit  Q 
bezeichnet  wird: 

«■=[('+ß('+©('-D-]' 


1    iijf##c—    *      _    i. 

1       1 


•^e  '""='.IIe-^.n(e^  +  «-*+2«w/J,), 


oder  es  ist,  nachdem  zur  Abkürzung  das  Trinom  ef^  +  e"^  +  2 cosßg  =  ^(^) 
gesetzt  worden: 

Für  das  erste  Product  folgt,  wenn  man  auf  die  Bedeutung  von  a,  surdck- 

geht,  der  einfache  Werth: 

fi 

um  die  Anzahl  der  Substitutionen  im  letzten  Producte  auf  die  Hftlfte  za 
reduciren,  sollen  die  F&lle  n8  4fii  und  fis4in  +  2  unterschieden  werden. 
So  ist  ftr  den  ersten  Fall: 

n  iL  JL 

3  4  2 

Der   zweite  Factor  ISsst  sich  folgendermassen  umgestalten,  wenn  die 
Substitutionen  in  umgekehrter  Ordnung  ausgeftlhrt  werden: 


Nun  ist  aber: 
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and 


'»'(|--^+i)=t/'(p). 

daher  hat  man  fttr  das  nachstehende  Product: 

r«        1« 

IIi<'(p)=  n^{g)\. 

I  L  1  J 

Dies  beachtend,  gelangt  man  fttr  f(=>4m  za  dem  einfochen  Resultate: 

n 

11)  (i+f;)(i+Q(i+g)-=A:n(e-+«-'+2««^,). 

Nach  einer  ähnlichen  Behandlung  des  zweiten  Falles  folgt  für  n  =  4m + 2 : 

«  11-3 

«,  und  /},  sind  durch  die  Ausdrttcke  gegeben: 

•    2^-1  i,  2g-l 

BOmerstadt,  im  Juni  1888.  Prof.  Bbinhard  Mxldnsb. 


IL  Hyperarifhmetische  und  hyperharmoniBohe  Hittel  nebst 

geometrischen  Anwendungen. 

(Hiena  Taf.  I  Fig.  13-14.) 

I.   Das  arithmetische  Mittel  zwischen  den  OrOssen  fj  und  r,  wird  be 
kanntlieh  durch  die  Formel 

d«finirt;  diese  bildet  einen  sehr  speciellen  Fall  der  allgemeineren  Gleichung 

1)  r=:xr,  +  Arj|, 

worin  »  und  A  constante  numerische  Coefficienten  bedeuten  mOgen,  und  es 
wftre  Tielleicht  nicht  unpassend,  r  als  das  hjperarithmetische  Mittel  Yon 
Ti  und  r^  SU  bezeichnen.  Fttr  solche  Mittel  gilt  nun  folgende  sehr  ein£Mhe 
geometrische  Bemerkung. 

Es  giebt  unendlich  riel  Curven,  deren  Oleichung  zwischen  den  Polar- 
eoordinaten  r  und  9  unter  der  Form 
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2)  r  =  aA^)  +  &vW  +  ci^W+-- 

enthalten  ist,  wobei  jedoch  die  Parameter  a,  &,  e,  ...  in  den  Fanctionen 
fWj  vWt  ^Wf  •-•  nicht  Yorkommen  dürfen;  man  ersetze  hier  r,  o, 
&,  e,  ...  einmal  durch  r^,  a^,  &|,  C|,  ...  nachher  dnrch  r,,  o^,  ^^i  c^«  ... 
und  nehme  schliesslich  resnr^  +  Xr^'j  man  erhftlt  dann  eine  Gleichung,  die 
wieder  von  der  Form  2)  ist  und  daher  geometrisch  bedeutet  (Fig.  12): 

Sind  OP^  und  OP^  die^  in  zwei  Gurren  der  genannten  Art  dem- 
selben Polarwinkel  entsprechenden  Vectoren,  und  wird  auf  OP^P^ 
der  Vector  OP  gleich  dem  hjperarithmetischen  Mittel  zwischen  0P| 
und  OP^  genommen,  so  ist  der  Ort  von  P  eine  Curve  derselben  Art, 
und  jeder  ihrer  Parameter  das  hyperarithmetische  Mittel  aus  den 
gleichnamigen  Parametern  der  ursprünglichen  Gurren. 
Die  Kegelschnitte  liefern  hierzu  drei  Beispiele. 

a)  Haben  zwei  beliebige  Kreise  (Fig.  13)  einen  Punkt  0  gemein  und 
wird  derselbe  zum  Goordinatenan&ng  gewählt,  so  ist  die  Polargleichung 
eines  solchen  Kreises 

mithin  gilt  hier  der  obige  Satz. 

h)  Für  zwei  beliebige  gleichseitige  Hyperbeln,  welche  den  Punkt  0 
gemein  haben,  ist 

was  der  Voraussetzung  entspricht. 

c)  Schneiden  sich  zwei  Parabeln,  deren  Axen  parallel  li^en,  im 
Punkte  0,  so  ist  *    <>  1 


wie  in  Nr.  2). 


r  =  a  — i-x  +  &- — X 


n.  Die  vorigen  Erörterungen  bleiben  &st  wOrtlich  dieselben,  sobald 
man  eine  Flfiche  voraussetzt,   deren  Gleichung  in  den  Polarcoordinaten  r, 
<&,  o  unter  der  Form 
3)  r  =  a/'(l>,  a)  +  & 9('^,  •)  +  -•• 

enthalten  ist,  wobei  a,  6,  ...  nicht  in  /",  9,  ...  vorkommen.  Der  allgemeine 
Satz,  zu  welchem  man  gelangt,  unterscheidet  sich  von  dem  vorigen  nur 
dadurch,  dass  statt  nCurve**  zu  sagen  ist  „Flftche". 

m.  Von  bedeutend  grösserer  Tragweite  ist  die  Verallgemeinerung  des 
Doppelschnittsverh&ltnisses.  Liegen  nftmlich  die  Punkte  0,  Pj,  P,  P,  so, 
dass  für  ein  gegebenes  d  die  Gleichung  besteht 

—  .^_Ä   oder  ;r(^3^)-«. 

80   folgt 
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wobei  r  das  Doppelschnittsmittel  zwischen  r,  und  r^  heissen  könnte;  schreibt 
man  statt  Nr.  4) 

80  ersieht  man,   dass  die  allgemeinere,   zwei  beliebige  Coefficienten  n  and 
y  enthaltende  Gleichung 
5)  =^     +v. 


r      •  r,         r, 


s 

Ar  ^  -)-  V  SS  1  das  Doppelschnittsmittel  und  für  ^a  s=  v  =  ^  das  harmonische 
Mittel  als  besondere  Fälle  umfasst.  Das  nach  Nr.  5)  bestimmte  r  möge  das 
hyperharmonische  Mittel  zwischen  r,  und  r^  genannt  werden. 

In  TÖlliger  Analogie  zu  I  und  II  lässt  sich  dies  auf  Curven  anwenden, 
deren  Polargleiohung  lautet: 

and  ebenso  auf  Flächen  mit  der  Polargleichung 
111 

Torausgesetzt,  dass  die  Parameter  a,  &,  e,  ...  in  den  Functionen  /*,  9^,  if^,  • . . 
nicht  vorkommen.     Man  erhält  ohne  Weiteres  den  Satz: 

Sind  OP^  und  0 P^  die,  in  zwei  Curven  oder  Flächen  der  ge- 
nannten Art  zu  gleichen  Polarwinkeln  gehörenden  Vectoren,  und 
wird  auf  0  P^  P^  der  Vector  OP  gleich  dem  hjperharmonischen  Mittel 
zwischen  0  P^  und  0  P^  genommen ,  so  ist  der  Ort  von  P  eine  Curve, 
bezw.  Fläche  derselben  Art,  und  jeder  ihrer  Parameter  das  hjper- 
harmonische  Mittel  aus  den  gleichnamigen  Parametern  der  ursprttng» 
liehen  Curven  bezw.  Flächen. 
Einige  Beispiele  hierzu  sind  folgende. 
a)  In  rechtwinkligen  Coordinaten  ist  die  Gleichung  der  Geraden 

mithin  in  Polarcoordinaten 

r       a  b 

der  allgemeine  Satz  gilt  also,  wenn  von  einem  festen  Punkte  0  aus  Trans- 
versalen  durch    zwei    feste  Gerade  gelegt  werden.     Fig.  13  zeigt  den  Fall 

Fflr  n  +  vt=zl  fällt  D  auf  C;  für  ^  =  y  =  ^  kommt  man  auf  «nen  alt- 
uid  allbekannten  Satz  zurück. 

Ersetzt  man  die  festen  Geraden  durch  Ebenen,  so  beschreibt  P  gleich- 
Uls  eine  Ebene. 
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h)  Von  einem  Kegelschnitte  sei  0  ein  Brennpunkt ,  g  der  Abstand  des 
letzteren  von  der  Directrix,  h  der  Halbpararoeter,  a  der  Winkel  zwischen 
der  Polaraxe  und  der  Hauptaxe  des  Kegelschnittes;  die  Polargleichong 

h 
*^= Ä 

9 
Iftsst  sich  dann  für  g8€ca=^m  und  gc8C€i^=n  in  der  Form 

1  1^1  ^^  1  .  ^ 
—  =  -rH — cos^-i — stn9 
r       hm  n 

darstellen ,  welche  der  gemachten  Voraussetzung  entspricht.  Der  allgemeine 
Satz  gilt  demnach  für  zwei  beliebige  Kegelschnitte,  die  einen  Brennpunkt 
gemein  haben.  Eine  ins  Einzelne  gehende  Untersuchung  würde  hier  sechs 
Fälle  unterscheiden  und  für  jeden  derselben  die  Natur  des  Orts  yon  P  be- 
stimmen müssen. 

Bei  dem  stereometrischen  Correlate  tritt  an  die  Stelle  jedes  Kegel- 
schnitts eine  Botationsfläche ,  welche  durch  Drehung  eines  Kegelschnitts  um 
dessen  Hauptaxe  entstanden  ist. 

e)  Wird  ein  beliebiger  Punkt  0  irgend  eines  Kegelschnitts  zum  Pol, 
und  die  zugehörige  Normale  OX  zur  a;-Axe  genommen,  so  lautet  die  Gleich- 
ung der  Curve  in  rechtwinkligen  Coordinaten: 

und  in  Polarcoordinaten 

r  eos^ 

Daraus  folgt  unmittelbar,  dass  der  Hauptsatz  für  zwei  beliebige,  einander 
berührende  Kegelschnitte  gut. 

Bemerkenswerth  ist  hier  der  specielle  Fall^  wenn  der  eine  Kegelschnitt 
willkürlich,  und  für  den  andern  der  zu  0  gehörige  Krümmungskreis  ge- 
wählt wird,  dessen  Durchmesser  s=r^  ist;  für  vs=  — j»,  mithin  , 

l      r^r^ 


ergiebt  sich  dann,  dass  P  eine  Grerade  dnrchlftuft,  welche  der  gemeinschaft- 
lichen Sehne  beider  Curven  parallel  liegt. 

Ist  der  Pol  0  ein  Punkt  einer  Flftche  zweiten  Grades,   OX  wiederum 
die  zugehörige  Normale,  so  hat  man 

Äx*+  By^  +  Cg^  +  Dyg  +  Egx  +  Fxg-x^O, 

—  =^Äco8&  +  B [-C 

r  cos  ^  cosd^ 

,  ^sin^&cosoDSinto  .   ^  .    «    .        .    „  . 
^j) 1-  E8%n9  stnto  +  Fsmd^  cos  mi 

der  Hauptsatz  gilt  demnach  für  zwei  beliebige ,  einander  berührende  FlSchen 
zweiten  Grades.  ^  , 
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Gegenüber  der  grossen  Ausbeute»  welche  durch  Anwendung  der  Doppel- 
flchnittsYerh&ltnisse  gewonnen  worden  ist,  darf  man  wohl  erwarten,  dass 
die  mitgetheilte  Verallgemeinerung  des  Doppelschnittsverhältnisses  noch  zu 
vielen  interessanten  Resultaten  führen  wird.  Endlich  liegt  es  auch  nahe, 
bei  mehr  als  zwei  Curven  oder  Flächen  mittlere  Vectoren  nach  den  all- 
gemeineren  Formeln  i        x^«. 

r^JSnnfn   und   ~=>;i^ 

zu  construiren  und  damit  Analoga  zu  den  vorigen  Hauptsätzen  aufzustellen. 
Ein  sehr  einfaches  Beispiel  hierzu  ist  folgendes.  Wird  ein  aus  n  Strahlen 
bestehender  ebener  Büschel,  dessen  Mittelpunkt  C  ist,  von  einer  beliebigen, 
durch  den  festen  Punkt  0  gelegten  Transversale  in  den  Punkten  P|,  P^i  •••)  ^n 
geschnitten  und 


genommen,  so  ist  der  Ort  von  P  eine  Gerade,  welche  durch  C  geht,  um 
dieselbe  rasch  zu  construiren,  errichte  man  in  C  senkrecht  zu  OC  die  will- 
kürliche Strecke  CD  und  lege  durch  D  parallel  zu  OC  eine  Gerade,  welche 
die  Strahlen  des  ursprünglichen  Büschels  in  E^,  E^,  ...,  En  schneidet; 
wird  nun  DE  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  zwischen  DE^^  DE^,  ...,  DEn 
auf  der  Geraden  DE^E^..,  abgeschnitten^  so  fallen  die  Strahlen  CE  und 
CF  zusammen.  0^  Sohlömiloh. 


IIL  neuer  Beweis  einer  Xirehhoff'iehen  Formel. 

(Aus  einem  an  A.  Gutzmer  gerichteten  Briefe.) 

...   Die  Kirchhoff 'sehe  Formel*  in  Betreff  der  Reihe 

f^r  welche  Sie  kürzlich  einen  Beweis  veröffentlicht  haben**,  welcher  sich 
auf  die  Heine'sche  Reihe  stützt,  kann  auch  auf  folgende  Weise  hergeleitet 
werden. 

Nehmen  Sie  in  der  obigen  Reihe  die  absoluten  Beträge  der  Argumente 
s,  y,  z  kleiner  als  Eins,  so  erhalten  Sie  offenbar: 

B{x,y,z)^2xPirff'f  (a,j8==  0,1,2,  ...). 

Ich  theile  nun  die  Glieder  dieser  absolut  convergenten  Reihe  in  zwei 
Gruppen.     In  die  erste  sollen  alle  diejenigen  Glieder  aufgenommen  werden, 


*  SitKungsberichte  der  Eönigl.  Preuss.  Akademie  d.  Wissenschaften  zu  Berlin, 
1886,  8. 1007-1013. 

**  Jomal   de  Sciendas   mathematioas    e    astronomioas   pnblioado  pelo   Dr. 
F.  Oomet  Teizeira,  vol.  VIII,  p.  81-88. 
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bei  welchen  a'^ß  ist;  die  zweite  soll  diejenigen  amfassen,  bei  denen 
o^ß  ist.  In  der  ersten  Gruppe  kann  man  also  ass^i-fv,  ß  =  (i  nnd  in 
der  zweiten  tf  =  fi,  /Jss^-fy^-l  setzen,  wo  (i  und  v  irgendwelche  nicht 
negative  Zahlen  bezeichnen.     Hiemach  folgt  aus  obiger  Formel: 

oder: 

und  hieraus  ergiebt  sich  schliesslich  die  Kirchhoff 'sehe  Formel: 

welche  wir  herleiten  wollten. 

Prag,  am  15.  Mai  1888.  M.  Lbroh, 

Dootnt  am  BObm.  Polyteohniknm  im  Prag. 


IV.  Brklftrong. 

Bezugnehmend  auf  die  Note  von  8.  161,  Bd.  II  der  Darstellenden  Geo- 
metrie von  Herrn  Professor  Wiener  und  auf  die  in  dieser  Zeitschrifk  er- 
schienene Recension  von  Herrn  Professor  Bodenberg  erlaube  ich  mir, 
Folgendes  zu  erklären: 

Die  Anmerkung  zu  meiner  Abhandlung  über  Imaginärprojection  (S.  29 
des  XXX.  Bandes  der  Vierteljahrsschrift  der  naturf.  Gesellschaft  in  Zfirich) 
erregte  den  Schein,  als  beanspruche  ich  gegenüber  von  Herrn  Professor 
Wiener  die  Priorität  Sofort  nachdem  ich  die  Note  Bd.  II  8. 161  von 
Herrn  Prof.  Wiener  gelesen,  erklärte  ich  ihm,  dass  mir  dieser  Ansprach 
fern  liege.  Es  sei  ja  klar,  dass  das  im  I.  und  U.  Bande  der  Darstellen- 
den Geometrie  über  Imaginärprojection  Entwickelte  aus  langen  Studien 
hervorgegangen  sei.  Meine  Abhandlung  dagegen  wurde  erst  im  Winter 
1883/84  geschrieben.  Im  folgenden  Winter  trug  ich  dieselbe  der  naturfbr- 
schenden  Gesellschaft  in  Zürich  vor.  Der  Druck  verzögerte  sich,  weil  ich 
einige  Abhandlungen  zusammenstellte,  welche  durch  denselben  Gedanken 
verknüpft  sind.  So  konnte  ich  noch  die  literarische  Notiz  hinzufdgen, 
welche  sich  auf  den  unterdessen  (1884)  erschienenen  I.  Band  der  Darstel- 
lenden Geometrie  von  Herrn  Professor  Wiener  bezieht. 

Zürich,  15.  November  1888.  Dr.  Christian  Bbtbl. 
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V. 
Ueber  die  Indioatrioen  der  Kegelsolmitte. 

Von 

Dr.  Aug.  Haas, 

Profenor  am  Bb«rbard  Ludwigs  -  OynmMiam  in  Stuttgart. 


Jeder  Kegelschnitt  bringt  sftmmtliche  Pnnkte  seiner  Ebene  in  ein  ge- 
wisses Abhftngigkeitsyerhttltniss  zur  Curve,  wodurch  jedem  Punkte  durch 
seine  Lage  gegen  erstere  ein  bestimmtes  Gewicht  verliehen  wird,  das  aus 
der  Natur  des  Kegelschnittes  bestimmbar  sein  muss;  und  wenn  auch  zuzu* 
geben  ist,  dass  bei  dessen  Herleitung  verschiedene  Wege  mOglich  sind,  so 
verdient  doch  sicher  derjenige  den  Vorzug ,  welcher  den  Punkt  am  innigsten 
mit  der  Gurve  verknüpft.  Dadurch  bietet  sich  dann  femer  die  Möglichkeit, 
Punkte,  welche  Hauptmerkmale  gemein  haben,  unter  sich  zu  verbinden  und 
damit  [eine  {graphische  Darstellung  des  Einflusses  zu  schaffen,  den  sowohl 
der  reelle,  ab  auch  der  imaginäre  Kegelschnitt  auf  die  ganze  Ebene  aus- 
übt Dabei  werden  manche  Eigenschaften  dieser  Curven,  die  seither  des 
Zusammenhangs  entbehrten,  in  innige  Verbindung  gesetzt  und  die  Stellung 
von  Gonstructionsaufgaben  erfährt  eine  fruchtbare  Erweiterung  des  Arbeits- 
feldes. 

In  der  Ebene  eines  Kegelschnittes  ist  jeder  Punkt  das  Centrum  eines 
involtttorischen  Strahlenbüschels,  der  von  den  durch  den  Punkt  gehenden 
conjugirten  Geraden  gebildet  wird  und  den  Punkt  in  der  engsten  Weise 
mit  dem  Kegelschnitt  verkettet.  Je  nach  der  Lage  des  Gentrums  enthftlt 
das  Büschel  zwei  reelle  oder  zwei  imaginftre  Doppelstrahlen;  jedenfalls  hat 
es  aber  ein  Paar  rechtwinkliger  conjngirter  Geraden,  welche  zu  den  Axen- 
riehtungen  eines  neuen  Kegelschnittes  gewählt  werden  kennen,  dessen  System 
eonjugirter  Durchmesser  sich  mit  dem  obigen  Strahlenbüschel  deckt.  Dieser 
beliebig  klein  gedachte  Kegelschnitt  —  er  heisse  von  jetzt  ab  die  Indi- 
catrix  des  Punktes  —  kann  als  bestimmt  angesehen  werden  durch  die 
Angabe  des  Winkels  einer  seiner  Hauptaxen  gegen  eine  solche  des  Haupt- 
kegelschnittes und  des  numerischen  Werthes  des  Verhältnisses  seiner  Haupt- 
axen« Zu  jedem  Punkte  gehört  demnach  eine  solche  Indicatrix,  welche  ent- 
weder die  Form  eines  Kreises  hat,  wie  im  Kreismittelpunkt  und  in  den 
Brennpunkten 9  oder  von  Ellipsen  in  denjenigen  Punkten,  von  welchen  aus 
nach  dem  gewöhnlichen  Sprachgebrauch  nur  imaginäre  Tangenten  gezogen      j 
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dass  dann  ~  =  tt  wird.    Für  die  NiTeaulinien  folgt  dann  a?+y*  =  — ^— = — i 

d.  h.  dieselben  sind  reelle  Kreise  fOr  fi<^l;  der  Radios  ^=^Z/  -|— ^ 

ist  =0  für  fi  :=  1  nnd  wächst  mit  abnehmendem  fi.  Verfolgt  man  demnach 
die  Form  der  Indicatrix  auf  einem  Radius,  vom  Mittelpunkte  ausgehend,  so 
ist  dieselbe  anfanglich  kreisrund,  hierauf  bekommt  sie  die  Gestalt  einer 
Ellipse,  die  um  so  Iftnger  gezogen  erscheint,  je  weiter  man  sich  vom  Mittel- 
punkte entfernt,  bis  sie  schliesslich  im  Unendlichen  zu  einem  Stück  des 
Radius  zusammenschrumpft.  Durch  dieses  Verhalten  des  imaginären  Kreises 
unterscheidet  er  sich  ganz  charakteristisch  vom  reellen. 

Liegen  in  einer  Ebene  zwei  reelle  Kreise  k  und  h'  mit  den  Mittel- 
punkten M  und  3f '  und  den  Gleichungen  a;*+y*  — r*  =  0  und  («  — a)*+y* 
^r'saO,  so  liefern  diese  für  jeden  Punkt  Pzwei  Indicatricen,  deren  Axen- 
yerhältnisse  mit  m  und  m'  bezeichnet  sein  sollen.  Der  Winkel  MPM'=B 
ihrer  Hauptaxen,  die  in  die  Richtungen  MP  und  IUP'  fallen,  bleibt  für 
alle  Funkte  des  Kreisbogens  MPM'  derselbe  und  die  verschiedenen  Werthe 
von  6  führen  demnach  auf  den  durch  M  und  M'  gehenden  Kreisbflschel.  — 
Andererseits  kann  nach  dem  Ort  derjenigen  Punkte  gefragt  werden,  für 

welche  t  einen  constanten  Werth  c  besitzt     Die  Rechnung  ergiebt  hierfür 
•11 

die  Gleichung:  Ä*+y*  — r*  — -j-i^K«  — a)*+y*  — r**!  =0,  d.h.  einen  Kreis 

des  durch  h  und  k'  bestimmten  Büschels.  Für  c  =  0  erhält  man  den  Kreis 
h  selbst,  für  c  =  l  folgt  der  sogenannte  Aehnlichkeitskreis  von  k  und  H^ 
dessen  Bedeutung  nun  auch  für  den  Fall  klar  ist,  wo  der  eine  Kreis  den 
andern  umschliesst;  die  Construction  seiner  Schnittpunkte  auf  der  Centralen 

bleibt  hierbei  die  gleiche,  wie  wenn  k  ausserhalb  k'  liegt  —  Für  c  =  -7 

erhält  man  die  Schnittlinie  von  A;  und  k'  und  für  c  =  a>  den  Kreis  Ä:'. 
Imaginäre  Werthe  von  c  ergeben  dann  die  von  k  resp.  k'  eingeschlossenen 
Kreise,    die   mit   abnehmendem   e  immer  kleiner  werden,   bis  schliesslich 

c*  = ö-vj a^f  die  Grenzpunkte  des  Bü- 
schels führt.  —  Jeder  Punkt  P  der  Ebene  ist  demnach  durch  die  beiden 
Bicircularcoordinaten  S  und  e  bestimmt. 

Ganz  ähnlich  gestalten  sich  die  Verhältnisse,  wenn  der  eine  der 
beiden  Kreise  imaginär  angenommen  wird.  Für  A;==a:^-|-y'  — r^  =  0 
und  *!  =  (a;*  —  a)*  +  y*  +  (»i*  =  0  folgt  wieder  als  Ort  der  Punkte ,  für  welche 

-T=c  ist,  ^  +  -j-^k'=0^  d.  h.  ein  Kreis  des  durch  k  und  k'  bestimmten 

•11  </   Q 

Büschels,    und    zwar    liefert    c*= r:  die    Schnittlinie   «  =  — -,c^      -   : 

q'  Ja       ' 
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diese  theilt  a  in  die  beiden  Abschnitte  MÄ  und  ÄM\  so  dass  MÄ^^ÄM'^ 
s=3f<-{-p'>.  Man  wird  also  Ä  einfach  dadurch  gewinnen,  dass  man  in  M' 
das  Loth  M'B:=j/f^  +  Q^  macht;  das  Mittelloth  auf  MB  ergiebt  dann  auf 
MM'  den  Punkt  Ä.  —  Für  die  von  k  eingeschlossene  Fläche  wird  c  reell, 
auf  ft  s=  00  und  ausserhalb  imaginKr,  so  dass  es  sich  von  einem  Orenspunkt 
zum  andern  durch  od  hindurchbewegt  zwischen  den  Grenzen 

^= y 

Sind  beide  Kreise  k  und  k'  imagin&r  und  haben  dieselben  die 
Gleichungen   *  =  ««+y*  +  p«  =  0    und   *'=  (a?-a)«  +  y«  +  ^'«  =  0,    wobei 

^>^'  sein  soll,  so  folgt  wieder  als  Ort  der  Funkte  von  gleichem  —7  =  6 
der  Kreis  * — ^ä'=0.    Der  Werth  c  =  ^  ergiebt  die  reelle  Schnittlinie 

^  = 4> »  80  <^a8s  (a  — a?o)*  — «0*  =  ^*""^'*  wird;  d.  h,  man  erhält 

den  Punkt  Ä  der  Schnittlinie  auf  MM\  wenn  man  das  Loth  MB  'm  M 
=  Kp*— P**  macht  und  auf  BM'  das  Mittelloth  errichtet.  Die  Entfernung 
der  Grenzpunkte  von  Ä  ist  dann  =J^rCo*  +  P*  =  >^(ö^-"^)*  +  /*  ^^^  dort 

wird  c*  =  —  ^      ^    ""        ci  >  ^-^—  •  Für  alle  anderen  Kreise 

des  Bfischels  kV  wird  c  reelL  Mit  c=  1  erhält  man  den  Aehnlichkeitskreis 
gerade  so,  wie  bei  reellen  k  und  A;'.  —  Bei  drei  Kreisen  schneiden  sich 
die  drei  Aehnlichkeitskreise  in  zwei  Punkten  und  der  bekannte  Satz  von 
Monge  führt  ohne  Weiteres  darauf,  dass  die  drei  Kreise  über  den  Diago- 
nalen eines  Vierseits  sich  in  zwei  Punkten  schneiden  müssen. 

Die  Parabel  y^=i2px  lautet  in  Liniencoordinaten :  2u+pv*=^0. 
Setzt  man  in  letztere  Gleichung  die  früheren  Werthe  von  u  und  t;  ein,  so 
ergiebt  sich: 

2(±fn  +  X)\xo{±fn+l)  +  y,(±mX''l)\+p{±mk--l)^=^0, 
woraus  folgt: 

was  in  die  beiden  Gleichungen  zerföUt: 

2i«  +  (A«-.l)y-.Ä|)  =  0  und  Ä(A«  +  w*)  +  Ay(m«-l)  +  -|(m«A«+l)  =  0. 

Die  erste  derselben  liefert  y^j—^  (^"■'9  )  '  ^*  ^*  ^^®  Isogone  für  einen 

bestimmten  Werth  von  X  ist  ein  Strahl,  der  vom  Brennpunkt  ausgehend 
mit  der  +  J- Aze  einen  Neigungswinkel  ^  bildet,  der  gleich  dem  doppelten 
Neigungswinkel  <p  der  Aze  a  der  Indicatrix  ist;  letztere  halbirt  demnach 
in  jedem  Punkte  den  Winkel  zwischen  Brennstrahl  und  Durchmesser.  — < 
Die  Elimination  X  aus  den  beiden  obigen  Qleichungen  giebt  dann:     ^  t 
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(2x  +  m*p)  {2m' X  +p)  -  (1  -  m«)«y«  =  0 
als  Gleichung  der  Niveaulinien.  Letztere  sind  also  Kegelschnitte  mit  der 
gleichen  X-Axe,  wobei  immer  ein  Brennpunkt  mit  jenem  der  Parabel  znsam- 
menf&llt.  Ffir  m  =  t  erhftlt  man  den  letzteren;  grösseren  Werthen  toh  m^ 
also  2»,  3»  n.  8.  f.  folgen  Ellipsen,  die  immer  gritoser  werden  nnd  fElr 
m  =  ooi  in  die  Parabel  übergehen.  Für  reelle  WerÜie  Ton  m  treten  dann 
Hyperbeln  auf,  Ton  denen  ein  Ast  dem  Werthe  m,   der  andere  dem  reci- 

proken  —  angehört;  für  m:=l  vereinigen  sich  beide  Zweige  in  der  Direc- 
trix  der  ParabeL  Die  Gonstractioii  der  Niveanlinien  macht  sich  sehr  ein- 
fach ans  den  Scheitelpunkten  «^  = g- »  ai^  =  —  ö^  ^^^  döni  gemein- 
schaftlichen Brennpunkt  ^»-o* 

Bei  der  Ellipse  -t  +  ^  =  1   ^^^S^  durch  Einsetzung  von  den  Wer- 
Or       (r 

then  für  u  und  v  in  a*fi*  +  h^v^  —  1=0 
oder 

Nimmt  man  wieder  zuerst  die  zweite  Klammer  =  0,  so  liefert  die  Gleichung 
«*— y*  +  «y(^-"  Y)""y*-"(fl^*-"ft')  =  0  bei  der  Reduction  auf  die  Haupt* 
axen  für  die  Neigongen  der  letzteren  die  Winkel  9  —  45^  resp.  9  +  45^ 

und  als  Normalgleichung  a?|*— y|*=  — iXT« — '  ®^®  ®*®^^*  *^^  ^^^^  gleich- 
seitige Hyperbel  dar,  welche  durch  die  beiden  Brennpunkte  der  Ellipse  geht 
Die  Isogonen  sind  demnach  von  dem  linken  resp.  rechten  Brennpunkte  aus- 
gehende Bogen  Ton  gleichseitigen  Hyperbeln,  so  dass  eine  solche  Hyperbel 
die  Isogonen  für  y,  90® +  y,  180® +  9  und  270® +  v  liefert,  woraus  sofort 
der  Satz  folgt:  Die  vier  Punkte,  in  denen  eine  Ellipse  von  einem  Rechteck 
berührt  wird,  liegen  mit  den  beiden  Brennpunkten  auf  einer  gleichseitigen 
Hyperbel.  —  Die  erste  Klammer  =0  genommen  und  möglichst  reducirt, 
führt  auf  einen  Kegelschnitt,  dessen  Axen  die  Neigungen  q>  resp.  90 ^+9^ 
besitzen,  und  in  Bezug  auf  diese  folgt  dann  die  Gleichung: 

was  im  Innern  der  Ellipse  auf  eine  Hyperbel,  im  ftussern  Theil  auf  eine 
Ellipse  führt,  während  m«0  und  in  =  Qo  Paare  paralleler  Tangenten  er- 
geben. Für  einen  bestimmten  Werth  von  X  gehen  alle  zu  imaginären  » 
gehörigen  Hyperbeln  durch  die  Ecken  eines  Rechtecks,  welches  der  Ellipse 
umbeschrieben  ist  und  dessen  Seiten  den  Axen  der  Hyperbeln  parallel  laufen. 
Die  einem  bestimmten  X  und  reellen  m  angehörige  Ellipse  wird  von  der  zu  1 
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gehörigen  Isogone  in  den  vier  Ecken  eines  der  Ellipse  nmbeschriebenen 
Parallelogramms  getroffen  und  die  Brennstrahlen  aus  der  Ecke  eines  solchen 
Parallelogramms  bilden  mit  den  Seiten  gleiche  Winkel. 

Die  Elimination  von  l  ans  den  beiden  vorhin  :=  0  gesetzten  Klammer- 
ausdrücken  ftlhrt  auf: 

was  lemniscatenartige  Corven  als  Niveaulinien  ergiebt.  Fttr  nis=»  erhält 
man  die  Brennpunkte,  dann  folgen  für  kleinere  m  Ovale  um  jeden  Brenn- 
punkt, femer  fOr  mss—  eine  schleifenf5rmige  die  Brennpunkte  umfassende 

Corve  mit  dem  Mittelpunkt  als  Doppelpunkt;'  für  noch  kleinere  Werthe  nShert 
sich  die  Niveaulinie  immer  mehr  der  ursprünglichen  Ellipse,  die  mit  m  =  0 
erreicht  wird.  fn=l  liefert  den  bekannten  Kreis  T  =  f^a^+5',  der  nach 
aussen  zu  von  den  Curven  höherer  reeller  m  umschlossen  wird,  welche  die 
Form  aufrechter  Kettenglieder  besitzen. 

Die  imaginäre  Ellipse   -«+^  +  1  =  0,  worin  a>6,  hat  auf  der 

(r       0 

Ixe  T  zwei  reelle  Brennpunkte  in  der  Entfernung  +  j/a^^h^.    Ihre  Oleich- 

ung  in  Liniencoordinaten  a*u*+ 6*»*  =  0  liefert  fdr  w= — -J- 77—1 — ^ 

ittÄ-1  «b(*f*  +  ^)+yo(»f*^-l) 

und  v=-Tj: — ,  ,.  • y-r— — =t  die  beiden  neuen: 

«^(»f*+A)  +  yo(»f*^-l) 

und  /        1  \ 

Letztere  ergiebt  wieder  als  Isogonen  gleichseitige  Hyperbeln  mit  den  Azen- 
neigungen    45 ^-|- 9    resp.    ISö^-f-qo    und    den    Normalgleichungen   |'  — t* 

=  — g      — ^ ;  sie  gehen  also  sämmüich  durch  die  zwei  reellen  Brennpunkte 

und  eine  jede  derselben  wird  durch  die  Brennpunkte  in  vier  Stücke  zerlegt, 
welche  die  Isogonen  fttr  «p,  904-9>9  180 +  9^  und  270  +  7  8^i^<^-  —  ^^e 
Elimination  von  X  ergiebt  als  Resultat  für  die  Niveaulinien: 

Für  fi  =  1  erhält  man  die  reellen  Brennpunkte ,  dann  folgen  für  kleinere 

o 

Werthe  von   fi  wieder  Ovale  um  die  ersteren ;   fi  =  —  ergiebt  die  Schleife 

er 

durch  den  Mittelpunkt  und  noch  kleinere  fi  liefern  dann  kettengliedfSrmige 
Curven  mit  der  Einschnürung  auf  der  +Z-Axe.  Damach  ist  also  die  In- 
dtcatrix  in  den  reellen  Brennpunkten  ein  kleiner  Kreis;  geht  man  jetzt  auf 
einer  Isogone,  also  auf  einem  solchen  Hyperbelbogen  weiter,  so  wird  die 
ludicatrix  zu  einer  Ellipse,  die  unter  Beibehaltung  ihrer  Azenrichtungen 
immer  schmäler  wird  und  im  unendlichen  zu  einem  Stück  der  durch  den 
Mittelpunkt  gehenden  Asymptote  wird. 
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Analog    gestalten    sich    endlich    die  Verhältnisse    für   die  Hyperbel 

-r — ^  —  1  =  0  resp.  a*u*  —  B*»*  —  1  s=  0.     Unser  Verfiahren '  liefert  hier 
"*      ^  /        1\ 

und  ^        ^"^ 

««(Ä«  +  m«)+y«{l  +  fnn«)-2a?yA(l--ni«)-{a«(X«  +  ni«)--&«(l+ni«X«)|  =  0. 

Die  erste  Gleichung  giebt  eine  um  45^  —  ^  resp.  45^  +  9  geneigte  gleich- 
seitige Hyperbel  iCi*-yi*  =  — \i\i     *  welche  durch  die  Brennpunkte  geht. 

Auch  hier  sind  also  die  Isogonen  vom  linken  resp.  rechten  Brennpunkte 
ausgehende  Hyperbelbogen,  wobei  eine  solche  gleichseitige  3jpoi^^®l  die 
Isogonen  für  fp^  90+<)o,  180 +  9>  und  270  +  9^  liefert  Auch  hier  folgt 
der  Satz:  Wird  einer  Hyperbel  ein  Bechteck  umbeschrieben,  so  liegen  die 
vier  Berührungspunkte  mit  den  zwei  reellen  Brennpunkten  auf  einer  gleich- 
seitigen Hyperbel.  Femer:  Für  ein  System  confocaler  Ellipsen  und  Hyper- 
beln liegen  die  BerOhrungspunkte  paralleler  Tangenten  auf  einer  gleich- 
seitigen Hyperbel  durch  die  Brennpunkte. 

Die  zweite  Gleichung  fahrt  auf  einen  um  9>®  geneigten  Kegelschnitt 
mit  der  NonnalgleichaBg:          ,,(,,+^,).  y(i^.^,,,) 
^  »11  "ryn  = T+X^  ' 

was  fOr  imaginäre  m,  also  fEür  das  Innere  der  Curve,  Hyperbeln  und  für 
das  Aeussere  Ellipsen  ergiebt.  Fflr  einen  angenommenen  Werth  von  X  gehen 
alle  zu  imaginären  m  gehörigen  Hyperbeln  durch  die  Ecken  eines  Rechtecks, 
welches  der  gegebenen  Cunre  umbeschrieben  ist  und  dessen  Seiten  den  Axen 
der  Hyperbelschaar  parallel  sind.  Die  zu  einem  bestimmten  Werthe  von  X  und 
einem  bestimmten  reellen  Werthe  von  m  gehörige  Ellipse  wird  von  der  X  ent- 
sprechenden Isogone  in  den  vier  Ecken  eines  Parallelogramms  getroffen,  wel- 
ches der  Hyperbel  umbeschrieben  ist,  und  die  Brennstrahlen  aus  den  Ecken 
eines  solchen  Parallelogramms  bilden  mit  den  Seiten  desselben  gleiche  Winkel. 
Die  Elimination  von  l.  aus  den  Yorigen  Grundgleichungen  liefert  end- 
lich noch  fOr  die  Niveaulinien: 

Dies  sind  Gurren  IV.  Ordnung,  die  für  nis=»  in  die  beiden  Brennpunkte 
zusammenschrumpfen;  ins=2»,  3»  u.  s.  f.  entsprechen  dann  Ovale  um  die 
ebengenannten,  die  dann  immer  wachsend  ftlr  m  =  OD  in  die  Hyperbel  über- 
gehen.    Beeile  Werthe  von  m  ergeben  dann  elliptische  Curven;  fEür  m=l 


folgt  der  Kreis  r  =  ^a*  — 6^;  für  m»—  erhüt  man  den  Mittelpunkt. 

Dabei  darf  nicht  unbeachtet  bleiben,  dass  die  Gleichung  der  Niveau- 
linien den   Tausch  zwischen  m  und  —   gestattet,    wodurch  die  seitherige 

Nummerirung  dieser  Linien  sich  auch  in  die  reciproke  verwandeln  Iftsst. 
Stuttgart,  im  October  1888. 
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VI. 

Ueber  die  Flachen  zweiten  Grades,  welche  ein  gegebenes 
Tetraeder  zum  gemeinsamen  Polartetraeder  haben. 

Von 

K.  Meister, 

herauBgegeben  von 

Dr.  A.  Rasche 

iA  EMen. 
(S  oh  lull.) 


§8. 

23.  Eine  beliebige  Gerade  ist  im  Allgemeinen  nicht  Axe  einer  Fläche 
unseres  Systems.  Da  die  Anzahl  der  Flächen  und  folglich  aach  die  der 
Axen  von  dreifacher  Unendlichkeit  ist,  so  bilden  letztere  einen  Strahlen- 
complex.  um  den  Grad  dieses  Complexes  zu  bestimmen,  haben  wir  zu 
untersuchen,  wieviele  Axen  in  einer  Ebene  a  durch  einen  Punkt  P  gehen. ^ 

Eine  Gerade  wird  als  Axe  einer  Fläche  bezeichnet,  wenn  ihre  reciproke 
Polare  bezflglich  dieser  Fläche  diejenige  unendlich  ferne  Gerade  ist,  durch 
welche  alle  zu  ihr  senkrechten  Ebenen  hindurchgehen.  (Beye,  II.  Abth., 
8.  43.)  Die  reciproken  Polaren  derjenigen  Axen,  welche  in  der  Ebene  o 
durch  den  Punkt  P  gehen ,  werden  also  in  der  unendlich  fernen  Ebene  den 
unendlich  fernen  Punkt  P^  der  in  P  auf  a  errichteten  Senkrechten  enthalten. 
Es  sei  nun  l  eine  beliebige  Gerade  durch  P  in  a.  Construiren  wir  ihre 
reciproken  Polaren  bezüglich  der  Flächen  des  Systems,  so  umhüllen  nach 
dem  Torigen  Paragraphen  diejenigen,  welche  in  die  unendlich  ferne  Ebene 
fallen,  einen  Kegelschnitt  Z^,  der  auch  die  vier  Schnittlinien  der  unend- 
lich fernen  Ebene  mit  den  Tetraederebenen  zu  Tangenten  hat.  Da  diese 
Linien  fest  sind,  so  wird,  wenn  l  in  a  den  Strahlbüschel  um  P  beschreibt, 
K\  eine  Eegelschnittschaar  durchlaufen.  Weil  an  jeden  Kegelschnitt  K\ 
von  P^  aus  zwei  Tangenten  gehen,  so  entspricht  jeder  Geraden  l  ein  Paar 


*  In   der   vorliegenden   Arbeit  sind  die   wesentlichen,  Veränderungen   und 
grtaeren  Znsätse   des  Herausgebers  durch  ein  vorgesetztes  Sternchen  kenntlich 


gemacht. 
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reciproker  Polaren  darch  P« ,  dem  Strahlbüschel  der  Geraden  l  nmF  dem- 
nach eine  Strahleninvolntion  um  P«.  (Reye,  I.  Abth.,  S.  203.)  Ebenso 
ist  nachweisbar,  dass  dem  Strahlbfischel  in  der  nnendlich  fernen  Ebene  um 
Poo  eine  Strahleninvolution  in  a  um  P  entspricht  Wir  untersuchen,  wie 
oft  ein  Strahl  der  Involution  um  P  zu  einem  Strahl  des  entsprechenden 
Paares  der  Inyolution  um  Poo  senkrecht  ist. 

Denken  wir  uns  die  letztere  InTolution  aus  P  projicirt  durch  eine 
Ebeneninvolution,  diese  um  90^  um  ihre  Axe  gedreht  und  mit  der  Ebene« 
geschnitten,  so  erhalten  wir  um  P  eine  neue  Strahleninvolntion,  welche  mit 
der  ersteren  nach  dem  Chasl  es 'sehen  Correspondenzprincip  vier  entspre- 
chende Elemente  gemein  hat,  und  das  sind  die  durch  P  in  er  gehenden 
Axen.     Wir  gewinnen  also  den  Satz: 

DieAxen  aller  Flftchen  unseres  Systems  bilden  einen  Com- 
plex  yierten  Grades. 

24.  Zu  unserem  Axencomplex  gehören  alle  Strahlen  durch  die  vier 
Tetraederecken  als  Axen  von  EegelflSchen  des  Systems,  sowie  alle  Geraden 
in  den  vier  Tetraederebenen  und  die  zu  den  letzteren  senkrechten  Linien 
als  Axen  der  Kegelschnitte  des  Systems.  Femer  mttssen  zu  dem  Complex 
gezählt  werden  die  zu  den  Tetraederkanten  normalen  Geraden  als  Axen  der 
Ebenen-  und  Punktepaare  des  Gebttsches,  ebenso  alle  Geraden  in  der  nn- 
endlich fernen  Ebene  als  Axen  der  im  System  befindlichen  Paraboloide. 
Denn  jede  unendlich  ferne  Gerade  ist  als  Axe  zweier  verschiedener  Para- 
boloide aufzufassen.  Da  nämlich  die  reciproken  Polaren  dieser  Greraden  be- 
zfiglich  des  Gebüsches,  welche  in  der  unendlich  fernen  Ebene  liegen,  einen 
Kegelschnitt  umhüllen,  so  befinden  sich  zwei  unter  ihnen,  welche  zu  der 
Geraden  senkrecht  sind.  "" 

Jede  der  vier  TetriederhShen ,  z.  B.  die  durch  die  Ecke  Ä  gehende,  ist 
gemeinsamer  Durchmesser  der  Flächen  einer  Schaar  des  Gebüsches  (§  2 
Nr.  6),  und  da  ausserdem  die  Polarebene  des  Punktes  Ä  bezüglich  jeder 
Fläche  der  Schaar,  d.  i.  die  Gegenebene  BCD^  zur  HOhe  senkrecht  steht, 
so  ist  die  Höhe  für  jede  Fläche  der  Schaar  zugleich  eine  Axe.  Denken  wir 
uns  femer  alle  Flächen  dieser  Schaar  mit  der  Ebene  BCD  geschnitten,  so 
ist  für  die  Schnittcurven  das  Dreieck  BCD  ein  gemeinsames  Polardreieck; 
zudem  haben  alle  diese  Kegelschnitte  die  Spur  der  Höhe  in  der  Ebene  BCJ) 
zum  Mittelpunkt;  folglich  müssen  sie  sich  in  einem  einzigen  Kegelschnitt  (7' 
vereinigen.  Derselbe  gehört,  als  Fläche  zweiter  Classe  betrachtet,  ebenfeJls 
der  vorliegenden  Schaar  an.  Die  drei  anderen  Kegelschnitte  derselben  arten 
in  die  Ecke  A  als  doppelten  Punkt  aus.  Die  Torse  der  Schaar  besteht  also 
aus  einem  Kegel,  der  die  Ecke  A  zur  Spitze  hat  und  in  dessen  Schnitt- 
curve  C^  mit  der  Ebene  BCD  sich  alle  in  Rede  stehenden  Flächen  berühren. 
Die  Schaar  ist  demnach  zugleich  ein  Flächenbüschel. 

Das  gemeinschaftliche  Loth  zweier  Gegenkanten  des  Tetraeders  ist  eben- 
falls gemeinsamer  Durchmesser  einer  Schaar  des  Systemrpw^l(^Tauf  jeder 
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der  beiden  Kanten  ein  Pnnkiepaar  besitzt.  Die  gemeinscbaftlicbe  Torse 
besteht  ans  einem  windschiefen  Vierseit  (den  Verbindungslinien  der  beiden 
Pnnktepaare) ,  dnrch  welches  sftmmtliche  Flächen  der  Schaar  hindurchgehen ; 
lelttere  ist  mithin  auch  ein  Bttschel  des  Systems.  —  Sei  nun  M  ein  Punkt 
des  gemeinsamen  Durchmessers^  also  Mittelpunkt  einer  Fläche  der  Schaar, 
80  erhält  man  die  zu  dem  Durchmesser  coi^jugirte  Diametralebene,  indem 
man  durch  M  zu  den  von  dem  Durchmesser  getroffenen  beiden  Gegenkanten 
des  Tetraeders  die  Parallelen  zieht  und  durch  letztere  die  Ebene  legt. 
(Schroeter,  Theorie  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung,  S.  Ö40.)  Da  der 
Durchmesser  aber  als  gemeinsames  Loth  auf  den  Gegenkanten  senkrecht 
steht,  wird  er  auch  zur  conjugirten  Diametralebene  normal  sein,  er  ist  also 
eine  Axe  der  betreffenden  Fläche  und  folglich  eine  gemeinschaftliche  Axe 
der  Flächenschaar.    Also: 

Die  vier  Höhen  des  Polartetraeders  und  die  gemeinsamen 
Lothe  der  drei  Oegenkantenpaare  desselben  sind  gemeinsame 
Axen  von  sieben  Bfischelschaaren  des  Systems. 

Ferner  sind  auch  die  drei  Höhen  eines  jeden  Dreiecks  in  den  vier  Te- 
traederebenen gemeinsame  Axen  von  solchen  Flächenschaaren  des  Systems, 
welche  in  Eegelschnittschaaren  degenerirt  sind.  Ebenso  ist  jede  Tetraeder- 
kante gemeinsame  Axe  yon  einfach  unendlich  vielen  Ebenenpaaren  (oder 
auch  Punktepaaren)  des  Systems. 

Weiterhin  lassen  sich  noch  zwölf  Geraden  ermitteln,  welche  gemein- 
same Axen  von  Eegelbfischeln  sind.  Eine  zur  Kante  AB  \m.  Punkte  A 
normale  Ebene  z.  B.  schneide  die  Tetraederebene  CAD  in  der  Geraden  2;  da 
l  in  CAD  liegt  und  durch  A  geht,  so  geht  die  Polarebene  von  l  bezflglich 
aOer  Kegel  des  Netzes,  welche  ihre  Spitze  in  A  haben,  durch \^^;  jede 
Ebene  durch  A  B  und  der  Strahl  {  bestimmen  als  Polarebene  und  Polstrahl 
einen  concentrischen  Kegelbttschel ,  insbesondere  auch  die  durch  A  B  gehende 
und  zu  dem  Strahl  l  normale  Ebene.  Da  in  diesem  Falle  aber  Polarebene 
und  Polarstrahl  zueinander  senkrecht  sind,  so  muss  l  für  alle  Kegel  des 
Büschels  gemeinsame  Axe  sein.  [Dieses  Resultat  ist  dual  zu  dem  Ergeb' 
nisse,  dass  die  Höhen  der  Tetraederdreiecke  gemeinsame  Axen  von  Kegel- 
sehnittbflschelschaaren  des  Systems  sind.]  Eine  zur  Axe  l  normale  Ebene 
schneidet  den  Kegelbüschel  in  einem  concentrischen  Kegelschnittbüschel, 
welcher  die  Spuren  der  drei  in  A  zusammenstossenden  Tetraederkanten  zum 
gemeinsamen  Polardreieck  hat  Da  die  Ebene  offenbar  zur  Kante  ^J9  pa- 
rallel ist,  so  ist  eine  Ecke  des  gemeinsamen  Polardreiecks  unendlich  fern. 
Es  ist  femer  aus  Theil  I  (Jahrg.  XXXI)  ersichtlich,  dass  die  Kegelschnitte 
des  ebenen  Schnittes  sich  doppelt  berühren;  mithin  berühren  sich  auch  die 
Kegel  des  Bflsobels  doppelt.  In  unserem  System  giebt  es  also  zwölf  Kegel* 
bfischelschaaren. 

Der  Axencomplex  yierten  Grades  enthält  also  37  Geraden  yon  beson- 
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25.  Die  drei  Axeu  einer  Flttche  bilden  ein  Polardreikant  derselben, 
dessen  unendlich  ferner  Schnitt  ein  Polardreieck  des  unendlich  fernen  Kugel- 
kreises  ist,  oder  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Axen  bilden  dasjenige 
Polardreieck,  welches  der  unendlich  ferne  Kegelsdinitt  der  Flfiche  und  der 
unendlich  ferne  Eugelkreis  gemeinsam  haben. 

Ein  FlSchenbüschel  wird  durch  die  unendlich  ferne  Ebene  in  einem 
Kegelschnittbüschel  getroffen.  Die  Polardreiecke,  welche  die  Kegelschnitte 
dieses  Büschels  mit  dem  unendlich  fernen  Kugelkreise  gemeinsam  haben, 
bilden  die  Punktetripel  der  Hesse'schen  Curre  desjenigen  Netzes,  welches 
der  Büschel  mit  dem  unendlich  fernen  Kugelkreise  constituirt  Beje, 
I.  Abth.,  S.  212.)  Demnach  liegen  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Axen 
eines  Flfichenbüschels  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung  JST^,  welche  auch 
durch  die  Mittelpunkte  der  drei  Paraboloide  des  Büschels  geht.  Die  Mittel- 
punkte aller  Flächen  des  Büschels  aber  liegen  auf  einer  Baumcnrve  dritter 
Ordnung  C,  welche  ebenfalls  durch  die  genannten  drei  unendlich  fernen 
Punkte  geht.  Die  Curve  C^  steht  zu  der  Curre  f  in  der  Beziehung,  dass 
jedem  Punkte  der  ersteren  drei  Punkte  der  letzteren  entsprechen,  dagegen 
jedem  Punkte  der  letzteren  ein  Punkt  der  ersteren.  Denn  jedem  Punkte 
▼on  C^  als  dem  Mittelpunkte  einer  Fläche  des  Büschels  sind  die  drei  un- 
endlich fernen  Punkte  der  Axen  dieser  Flächen  zugeordnet;  ein  Punkt  von 
K*  aber  bestimmt  ein  Punktetripel,  dieses  einen  Büschel  des  Netzes  in  der 
unendlich  fernen  Ebene;  letzterer  hat  mit  dem  Büschel,  welcher  der  un- 
endlich ferne  Schnitt  unseres  Flächenbüschels  ist,  einen  Kegelschnitt  ge- 
meinsam ,  wodurch  die  zugehörige  Fläche  und  deren  Mittelpunkt  auf  C^  be- 
stimmt ist.  Um  nun  das  Erzeugniss  der  Verbindungslinien  entsprechender 
Punkte  von  C^  und  K^  angeben  zu  können,  fragen  wir  nach  der  Anzahl 
der  geraden  Erzeugenden,  welche  eine  beliebige  Gerade  p  treffen.  Eine 
durch  die  Linie  p  gelegte  Ebene  schneidet  K^  in  drei  Punkten,  welchen 
drei  Punkte  von  C^  entsprechen,  also  auch  drei  andere  Ebenen  durch  p. 
Die  Curve  C  wird  ebenfalls  in  drei  Punkten  geschnitten,  diesen  entsprechen 
aber  neun  Punkte  von  JT^,  also  neun  andere  Ebenen  durch  p.  In  den  beiden 
Ebenenbüscheln  um  p  haben  wir  mithin  3  +  9  =  12  vereinigte  Elemente; 
dazu  gehören  die  drei  Ebenen,  welche  nach  den  unendlich  fernen  Punkten 
von  C^  gehen,  da  letztere  sich  selbst  entsprechen.  Es  giebt  daher  neun 
Erzeugende,  welche  p  treffen.     Also: 

Die  Axen  eines  Büschels  von  Flächen  zweiter  Ordnung 
liegen  auf  einer  Begelfläche  neunten  Grades. 

Der  Schnitt  der  Regelfläche  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  besteht 
aus  der  Curve  K^  und  den  drei  Axenpaaren  der  drei  Paraboloide  den  Bü- 
schels, welche  ganz  in  die  unendlich  ferne  Ebene  fallen.  Die  Mittelpunkts- 
curve  C^  des  Büschels  liegt  auf  der  Begelfläche  und  zwar  dreifi&ch,  da  in 
jedem  ihrer  Punkte  sich  drei  Axen  schneiden. 
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Degeneriren  sämmtliche  Flächen  des  Büschels  in  concentrische  Kegel, 
80  zerf&llt  diese  Begelfl&che  in  sechs  Strahlbüschel,  welche  in  den  Hal- 
binmgsebenen  der  drei  Ebenenpaare  des  Büschels  aus  den  je  zur  Doppel- 
linie  senkrechten  Geiraden  bestehen,  und  einen  Eegel  dritter  Ordnung,  wel- 
cher erzeugt  wird  durch  die  Projection  der  unendlich  fernen  Curve  f  aus 
der  gemeinsamen  Spitze. 

Diesem  Axenkegel  gehören  die  drei  in  der  gemeinsamen  Spitze  zusam- 
menstossenden  Tetraederkanten  an  als  die  Doppellinien  der  drei  Ebenenpaare 
des  Eegelbflschels«  Femer  liegen  auf  demselben  die  durch  jene  Spitze 
gehenden  gemeinsamen  Axen  dreier  Eegelbüschelschaaren ,  weil  jede  dieser 
Bflschelschaaren  mit  dem  Eegelbüschel  einen  Regel  gemein  hat 

Die  Axenkegel  zweier  Eegelbüschel  unseres  Systems  mit  gemeinsamer 
Spitze  gehen  mithin  durch  dieselben  sechs  Eanten;  sie  haben  ausserdem 
noch  drei  Eanten  gemeinsam,  und  diese  sind  die  drei  Axen  des  beiden 
Büscheln  gemeinsamen  Eegels. 

26.  Eine  Fl&chenschaar  schneidet  die  unendlich  ferne  Ebene  in  einem 
System  erster  Stufe  von  Eegelschnitten,  welches  folgende  Eigenschaften  hat 
Durch  einen  Punkt  gehen  drei  Eegelschnitte,  w^il  durch  diesen  Punkt  drei 
Flflchen  der  Schaar  gehen;  eine  Gerade  wird  von  zwei  Eegelschnitten  be- 
rührt, weil  sie  von  zwei  Flächen  der  Schaar  berührt  wird.  Zwei  Punkte 
sind  bezüglich  dreier  Eegelschnitte  conjugirt;  denn  die  Polarebenen  des 
einen  Punktes  in  Bezug  auf  die  Flächen  der  Schaar  umhüllen  eine  Torse 
dritter  Classe,  so  dass  also  drei*  von  ihnen  durch  den  andern  Punkt  gehen. 
Femer:  zwei  Geraden  sind  bezüglich  zweier  Eegelschnitte  cox^'ugirt;  da 
nämlich  die  reciproken  Polaren  der  einen  Geraden  bezüglich  der  Fläche  der 
Schaar  eine  Begelschaar  erzeugen,  so  treffen  zwei  von  ihnen  die  zweite 
Gerade;  mithin  ist  die  zweite  Gerade  zu  der  ersteren  conjugirt  bezüglich 
der  Flächen,  für  welche  die  erste  Gerade  und  die  beiden  Geraden  der  Schaar 
polarreciprok  sind.  —  Wenn  wir  wieder  für  jeden  Eegelschnitt  d§s  Systems 
und  den  unendlich  fernen  Eugelkreis  das  gemeinsame  Polardreieck  constru« 
iren,  so  bilden  die  Ecken  dieser  Polardreiecke  die  Curve,  in  welcher  die 
aneadlich  fernen  Punkte  der  Axen  .der  Flächenschaar  liegen.  Um  die  Ord- 
nung der  Curve  zu  erhalten,  untersuchen  wir,  wie  oft  eine  Ecke  eines  der 
Polardreiecke  auf  eine  beliebige  Gerade  {  fällt.  Dieses  wird  so  oft  ge- 
schehen, als  die  beiden  Polaren  eines  Punktes  von  Z  bezüglich  eines  der 
nnendlich  fernen  Eegelschnitte  und  des  Eugelkreises  zusammenfallen.  Die 
P<dare  p  eines  Punktes  P  von  {  geht  aber  durch  den  Pol  0  der  Geraden  l 
bezüglich  des  Eugelkreises.  Und  da  0  zu  P  coi\jugirt  ist  bezüglich  dreier 
Kegelschnitte  des  Systems,  so  gehen  durch  Q  auch  die  Polaren  p  von  P 
bezüglich  dieser  drei  Eegelschnitte.  Jeder  Polare  p  eines  Punktes  P  von  { 
«Btsprechen  abo  drei  Polaren  p'  desselben  Punktes  durch  den  Punkt  Q. 
Geben  wir  p,  so  ist  P  bestimmt  und  dadurch  die  drei  Polaren  p\  Geben 
wir  aber  eine  Polare  p\  so  entsprechen  derselben  zwei  Polaren  jp,  da  p^^u  l       , 
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besQgUeh  zweier  KegaLscbnitte  des  Systems  eoigiunrt  ist,  and  folglieh  zw« 
Pole  P  Ton  p'  auf  /  liegen.  Wir  haben  also  zwei  StraUbOschel  nm  Q^  die 
so  aufeinander  bezogen  sind,  dass  jedem  Strahl  des  ersten  drei  des  zweiten, 
dagegen  jedem  Strahl  des  zweiten  zwei  des  ersten  entsprechen.  Die  Anzahl 
der  Tereinigten  entsprechenden  Elemente  ist  daher  fünf.  Die  dorch  die 
Ecken  der  Polardreiecke  erzengte  Cnrre  ist  demnach  eine  Cnrre  fllnfitf 
Ordnung  £'^  welche  auch  den  Mittelpunkt  des  in  der  Schaar  befindlichen 
Paraboloids  enthüt.  Durch  letzteren  geht  auch  die  Mittelpunktslinie  ii»  der 
FlSchenschaar.  Da  jeder  Punkt  Ton  ü^^  die  Ecke  eines  bestimmten  Polar- 
dreiecks ist,  so  bestimmt  er  auch  einen  yon  den  unendlich  fernen  Kegd- 
schnitten,  und  folglich  eine  FlSche  der  Schaar  eindeutig.  Wfthrend  also 
jedem  Punkte  Ton  in  als  dem  Mittelpunkte  einer  Fliehe  drei  Punkte  Ton  K^ 
entsprechen,  entspricht  jedem  Punkte  von  K^  ein  Punkt  Ton  m.  Wie  oft 
wird  nun  eine  beliebige  Gerade  Ton  einer  Verbindungslinie  entsprechender 
Punkte  getroffen?  Um  dies  zu  entscheiden,  legen  wir  durch  die  Gerade 
eine  Ebene,  welche  K^  in  f&nf,  dagegen  m  in  einem  Punkte  sohneidei 
Ersteren  entsprechen  ftlnf  Punkte  auf  m,  letzterem  drei  Punkte  auf  JT^  so 
dass  der  Ebene  einmal  fünf  und  das  andere  Mal  drei  Ebenen  entsprechen. 
Die  Anzahl  der  Tereinigten  entsprechenden  Ebenen  um  die  gegebene  Crerade 
ist  mithin  acht.  Aber  dazu  gehört  auch  die  Ebene  nach  dem  unendlich 
fernen  Punkte  Ton  m,  da  dieser  sich  selbst  entspricht     Daraus  folgt: 

Die  Axen  einer  Schaar  Yon  Flftöhen  zweiten  Grades  erzeu- 
gen eine  Begelflftche  siebenten  Grades. 

Die  Mittelpunktslinie  m  der  Schaar  liegt  dreifach  auf  der  FlSche.  Jede 
Ebene  durch  dieselbe  enthftlt  also  vier  Axen  der  Schaar.  Der  unendlich 
ferne  Schnitt  der  Flttche  besteht  aus  der  Gurre  K^  und  den  beiden  unend- 
lich fernen  Axen  des  Paraboloids  der  Schaar. 

Wird  die  Flficbenschai^  gebildet  von  den  Kegebchnitten  einer  Schaar 
in  einer  Tetraederebene,  so  zerflQlt  die  Begelflftche  in  vier  StrahlbOschel 
und  eine  Curve  dritter  Classe.  Drei  Ton  den  Strahlenbüscheln  enthaltsn 
die  Axen  der  drei  Pnnktepaare  der  Schaar;  das  yierte,  dessen  Strahlen  in 
den  Punkten  der  Mittelpunktsgeraden  auf  der  betreffenden  Tetraederebene 
senkrecht  stehen,  besteht  aus  den  dritten  Axen  (tou  der  Lftnge  Null)  der 
Kegelschnitte.  Die  übrigen  Axen  der  Kegelschnitte  in  der  Tetraederebene 
umhüllen  eine  Curve  dritter  Classe.  Wir  kOnnen  leicht  nachweisen,  dass 
yon  jeder  Ecke  des  gemeinsamen  Polardreiecks  der  Schaar  nur  drei  Tan- 
genten an  die  Curve  gehen.  Jede  der  beiden  durch  eine  Ecke  gehenden 
Dreiecksseiten  enthftlt  ein  Panktepaar  der  Schaar,  für  welches  sie  eine  Aza 
ist.  Femer  die  Hühe  des  Dreiecks  darch  diese  Ecke  ist  gemeinsame  Aze 
einer  Kegelschnittschaar;  letztere  hat  mit  der  ersteren  Schaar  denjenigen 
Kegelschnitt  gemeinsam,  welcher  den  Schnitt  der  Mittelpunktsgeraden  der 
gegebenen  Schaar  mit  der  Höhe  zam  Mittelpunkt  hat  Jede  andere  Gerade 
aber  durch  die  Ecke  ist  nach  Theil  I  eine  Axe  eines  eigentlichen  Kegelschnittes. 
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27.  W&hrend  die  in  Nr.  3  und  4  gefondenen  S&tze  über  die  Axen  für 
jeden  Flftchenbfischel  und  jede  Flächenschaar  überhaupt  gelten,  ist  dies 
nicht  der  Fall  mit  dei\jenigen  Sfttzen,  welche  wir  im  Folgenden  über  die 
Axen  eines  Flächennetzes  and  eines  Flächengewebes  aufstellen  werden;  yiel- 
mehr  haben  diese  nur  für  die  in  unserem  Gebüsch  enthaltenen  Systeme 
«weiter  Stofe  Oiltigkeit. 

Ist  eine  Axe  einer  Fläche  unseres  Systems  gegeben,  so  ist  die  Fläche 
dadurch  bestimmt  und  folglich  auch  ihr  Mittelpunkt  auf  dieser  Axe.  Denken 
wir  uns  nun  alle  Axen  durch  einen  Punkt  P,  welche  nach  dem  Vorher- 
gehenden (Nr.  23)  einen  Kegel  vierter  Ordnung  bilden ,  und  auf  jeder  den 
zugehörigen  Mittelpunkt,  so  werden  die  Mittelpunkte  eine  auf  dem  Kegel 
liegende  Baumcurre  erzeugen.  Unter  den  durch  P  gehenden  Axen  befinden 
sich  auch  diejenigen  drei,  welche  derjenigen  Fläche  angehören,  die  den 
Punkt  P  zum  Mittelpunkt  bat  Die  Baumcurve  hat  also  in  T'  einen  drei- 
fachen Punkt.  Legen  wir  durch  P  irgend  eine  Ebene,  so  schneidet  diese 
rier  Kanten  des  Kegels  aus  und  geht  folglich  durch  die  vier  darauf  liegen- 
den Mittelpunkte.  Jede  Ebene  durch  P  trifft  die  Banmcurre  also  ausser  in 
dem  drei&chen  Punkte  P  noch  in  vier  weiteren  Punkten.  Der  Ort  der 
Mittelpunkte  ist  mithin  eine  Baumcurve  siebenter  Ordnung  J2^.  Dieselbe 
geht  auch  durch  die  vier  Tetraederecken ;  denn  die  Verbindungslinien  dieser 
Ecken  mit  P  sind  die  Axen  von  vier  Kegeln,  welche  die  Ecken  zu  Mittel- 
punkten  haben.     Zu  jedem  Punkte  P  gehOrt  eine  solche  Baumcurve  R^. 

Die  in  einer  Ebene  a  liegenden  Axen,  welche  eine  Curve  C^  vierter 
Classe  umhüllen,  gehören  zu  Flächen  desjenigen  Flächengewebes,  das  die 
Ebene  a  zur  Mittelpunktsebene  hat.  Der  Ort  der  zugehörigen  Mittelpunkte 
ist  eine  Curve  vierter  Ordnung  C^.  Denn  eine  beliebige  Gerade  in  o  ist 
Mittelpunktsgerade  einer  Schaar,  welche  zu  dem  Oewebe  gehört,  und  von 
den  Axen  dieser  Schaar  liegen  vier  in  der  Ebene  a.  (Vergl.  Nr.  26.)  Die 
Gerade  schneidet  also  die  Curve  der  Mittelpunkte  in  vier  Punkten.  Die 
Curve  C^  geht  durch  die  drei  Oegeneckenpaare  des  vollständigen  Vierseits, 
in  welchen  u  von  den  vier  Tetraederebenen  getroffen  wird;  denn  diese 
Punkte  sind  zu  betrachten  als  die  Mittelpunkte  der  sechs  Punktepaare  des 
Gewebes.  Von  jedem  dieser  Punktepaare  fällt  eine  zu  der  betreffenden 
Tetraederkante  senkreehte  Axe  in  a. 

28.  Die  Axen  aller  Flächen  eines  Gewebes  in  unserem  Gebüsch  werden 
eine  Congmenz  bilden,  um  die  Anzahl  der  durch  einen  Punkt  P  gehenden 
Axen  SU  finden,  denken  wir  uns  die  zum  Punkte  P  gehörige  Baumcurve  /?^. 
Da  diese  die  Mittelpunktsebene  des  Gewebes  in  sieben  Punkten  schneidet, 
80  gehen  durch  P  sieben  Axen.  Femer  eine  beliebige  Ebene  n  trifft  die 
Hittelpnnktsebene  in  einer  Geraden,  der  Mittelpunktsebene  einer  Schaar; 
die  Anzahl  der  in  n  liegenden  Axen  beträgt  mithin  vier.     Also: 

Die  Axen  der  Flächen  eines  Gewebes  in  unserem  System 
bilden  eyie  Congruenz  vom  Bündelrang  7  und  vom  Feldrang;^4. 
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(Vergl.   das    analoge    Resultat    des  Herrn    Erttger,    Inangnraldisaertatioii 
1885.) 

Die  sieben  Axen  aus  einer  Tetraederecke  sind  leicht  nachweisbar.  Es 
sind  die  drei  in  der  Ecke  zusammensiossenden  Tetraederkanten  die  Axen 
von  drei  Punktepaaren  des  Gewebes.  Femer  ist  jede  durch  die  Ecke  gehende 
Höhe  der  drei  Dreiecke  in  den  Tetraederebenen,  welche  sich  in  der  Ecke 
schneiden ,  die  Axe  eines  Kegelschnittes ,  welchen  das  Gewebe  mit  deijenigen 
Eegelschnittbüschelschaar  gemeinsam  hat,  deren  Kegelschnitte  die  betreffende 
Höhe  zur  gemeinsamen  Axe  haben.  Endlich  besitzt  das  Gewebe  eine  Fliehe 
gemeinsam  mit  deijenigen  FlSchenbtlschelschaar  des  Systems,  welche  die 
durch  die  Ecke  gehende  Tetraederhöhe  zur  gemeinsamen  Axe  hat 

29.  •  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  (Jegenkantenpaare  des  gegebe- 
nen Tetraeders  aus  zueinander  senkrechten  Geraden  bestehen  (^rechtkantiges 
Tetraeder"),  lassen  sich  ftlr  einen  gewissen  ferneren  Punkt  die  durch  ihn 
gehenden  sieben  Axen  leicht  finden.  Legen  wir  nämlich  durch  jede  Te- 
traederkante die  Ebene  senkrecht  zur  Gegenkante,  so  schneiden  sich  diese 
sechs  Ebenen  in  einem  Punkte  0,  durch  welchen  auch  die  vier  Tetraeder- 
höhen und  die  drei  gemeinsamen  Lothe  der  Gegenkantenpaare  des  Tetraeden 
gehen  (Baltzer,  Elemente  der  Mathematik,  II,  S.  207).  Diese  sieben 
Geraden  sind  aber  die  gemeinsamen  Axen  von  sieben  Büschelschaaren ,  von 
denen  jede  mit  unserem  Gewebe  eine  Fläche  gemeinsam  hat 

Die  Congruenz  der  Axen  vom  Bündelrang  7  und  Feldrang  4  besitzt 
folgende  Singularitäten: 

1.  vier  Parallelstrahlenbüschel;  die  Strahlen  derselben  stehen  beziehlich 
senkrecht  auf  den  vier  Tetraederebenen  in  den  Punkten  der  Mittel- 
punktsgeraden der  dem  Gewebe  angehörenden  Kegelsohnittsohaaren ; 

2.  sechs  Strahlbüschel,  senkrecht  zu  den  Tetraederkanten;  es  sind  die 
Axen  der  sechs  Punktepaare  des  Gewebes; 

3.  die  vier  Tetraederebenen;  jede  derselben  enthält  eine  Curre  dritter 
Classe,  gebildet  von  den  Axen  der  in  der  Ebene  liegenden  Kegel- 
schnittschaar; 

4.  die  Mittelpunktsebene  des  Gewebes;  sie  enthält  eine  Curve  vierter 
Classe  (vergl.  Nr.  27); 

5.  die  unendlich  ferne  Ebene;  in  ihr  liegen  die  Axen  der  dem  Gewebe 
angehörenden  Paraboloidenschaar ,  deren  unendlich  ferne  Mittelpunkts- 
gerade  m  heissen  möge.  Die  Gerade  m  ist  aber  nach  Nr.  24  ge- 
meinsame Axe  zweier  Paraboloide  der  Schaar. 

Femer  gehen  von  jedem  Punkte  von  m  noch  zwei  Axen  aus,  weil  er 
der  Mittelpunkt  eines  Paraboloides  der  Schaar  ist.  Die  unendlich  fernen 
Axen  umhtQlen  mithin  eine  Curve  vierter  Classe  mit  der  Doppeltangente  m» 
Dieses  letzte  Resultat  werden  wir  an  einer  andern  Stelle  bestätigt  finden. 

30.  •  Die  Axen  eines  Flächennetzes  unseres  Systems  bilden  ebenfaUs  eine 
Congruenz,  deren  Bttndel-  und  Feldrang  ähnlich  wie  vor^  gefuoden  wird. 
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Die  Mittelpunkte  der  Flächen  liegen  auf  einer  Fläche  dritter  Ordnung 
(Sturm,  Flächen  dritter  Ordnung,  Nr.  18),  welche  die  vier  Tetraederecken 
zu  Knotenpunkten  hat  und  auch  die  sechs  Tetraederkanten  enthält  Die  zu 
einem  beliebigen  Punkte  P  gehörige  Banmcurve  B"^  schneidet  die  Mittel- 
punktsfläche in  21  Punkten,  von  denen  aber  je  zwei  in  die  vier  Tetraeder- 
ebenen fallen.  Ausserdem  ist  noch  Folgendes  zu  beachten.  Unter  den 
AxeUy  welche  durch  den  Punkt  P  gehen  (auf  dem  Regel  vierter  Ordnung), 
befinden  sich  auch  die  von  P  auf  die  sechs  Tetraederkanten  gefällten  Lothe. 
Das  Loth  von  P  beispielsweise  auf  die  Kante  AB  ist  die  Axe  eines  ein- 
zigen Ebenenpaares  im  Gebüsche,  von  welchem  eine  andere  Axe  AB  ist. 
Die  zu  dem  Punkte  F  gehörige  Baumcurve  22^  trifft  also  AB  in  dem  Fuss- 
punkte  dieses  Lothes.  Da  das  Ebenenpaar  nicht  zu  unserem  Netze  gehört, 
so  finden  wir,  dass  von  den  21  Schnittpunkten  nur  21  —  14,  mithin  sieben 
zu  Axen  des  Netzes  fähren. 

Eine  beliebige  Ebene  femer  schneidet  die  Mittelpunktsfläche  in  einer 
Curve  dritter  Ordnung,  welche  durch  die  drei  Paar  Gegenecken  des  aus  dem 
Tetraeder  ausgeschnittenen  Vierseits  gehi  Sie  trifft  die  in  der  Ebene  be- 
findliche Curve  C^  in  zwölf  Punkten,  von  welchen  sechs  in  jene  Gegen- 
ecken fallen.  Es  bleiben  also  noch  sechs  Punkte  übrig,  welche  zu  Axen 
in  der  Ebene  führen.    Demnach  gilt  der  Satz: 

Die  Axen  eines  Flächennetzes  in  unserm  Sysiem  bilden 
eine  Congrnenz  vom  Bündelrang  7  and  vom  Feldrang  6. 

Ist  das  Tetraeder  ein  rechtkantiges,  so  schneiden  sich  die  gemeinsamen 
Axen  der  sieben  Büschelschaaren  des  Gebüsches  in  einem  Punkte  Q.  Da 
unser  Netz  mit  jedem  der  sieben  Büschel  eine  Fläche  gemeinsam  hat,  so 
erkennen  wir,  dass  sieben  Axen  des  Netzes  durch  den  Punkt  Q  gehen. 

Hinsichtlich  der  sechs  Axen  des  Netzes ,  welche  in  jeder  Tetraederebene 
liegen,  verweisen  wir  auf  den  Schluss  von  Nr.  3. 

Die  Congruenz  hat  folgende  Singularitäten: 

Singulare  Punkte  sind  die  vier  Tetraederecken  als  Spitzen  der  Axen- 
kegel  dritter  Ordnung  der  vier  Kegelbüschel  des  Netzes.  Wir  wollen  hier 
ausdrücklich  hervorheben,  dass  zu  dem  Kegel  dritter  Ordnung  aus  jeder 
Tetraederecke  noch  ein  einzelner  singulärer  Strahl ,  die  betreffende  Tetraeder- 
hChe,  hinzutritt;  sie  gehört  dem  Kegel  nicht  an.  Eine  singulare  Ebene  ist 
die  unendlich  ferne  Ebene;  sie  enthält  die  Axen  der  Paraboloide  des  Netzes. 
F<»mer  gehören  noch  hierher  die  zwölf  Parallelstrahlenbüschel ,  senkrecht  zu 
den  sechs  Tetraederkanten,  in  den  Halbirungsebenen  der  sechs  Ebenenpaare 
des  Netzes. 

Nebenbei  sei  noch  erwähnt,  dass,  da  durch  einen  Gruodpunkt  des 
Flächennetzes  ebenfalls  sieben  Axen  gehen,  die  zugehörigen  Flächen  diesen 
Punkt  zum  gemeinsamen  Scheitel  haben.  Folglich  ist  jeder  Punkt  des 
Baumes  Scheitel  von  sieben  Flächen  des  Gebüsches. 


ZattMhfift  f.  Mathematik  u.  Vhjnik  XXXIV,  2. 
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§9. 

31.  Alle  Paraboloide  unseres  Systems  als  Flftchen,  welche 
die  unendlich  ferne  Ebene  berühren,  bilden  ein  Flftchengewebe. 

Die  gemeinsamen  Tangentialebenen  desselben  sind  die  unendlich  ferne 
Ebene  und  ihre  sieben  associirten  Ebenen.  Nach  der  früher  angegebenen 
Construction  der  associirten  Elemente  ergeben  sich  als  diese  sieben  Ebenen 
die  vier  Ebenen,  welche  die  Mitten  von  je  drei  in  einer  Ecke  zusammen- 
stossenden  Tetraederkanten  verbinden,  und  die  drei  Ebenen,  welche  die 
Mitten  je  zweier  Gegenkantenpaare  enthalten  und  zum  jedesmaligen  dritten 
Gegenkantenpaar  parallel  sind. 

üeber  die  Yertheilung  der  Berührungspunkte  der  Flftchen  in  der  un- 
endlich fernen  Ebene  haben  wir  bereits  in  §  6  Nr.  19  Aufschluss  erhalten. 

32.  Bekanntlich  gehen  die  Directorebenen  aller  Parabo- 
loide, welche  sechs  Ebenen  berühren,  d.  h.  ein  Gewebe  bilden, 
durch  einen  Punkt  (Vergl.  Salmon-Fiedler,  Geometrie  des  Baumes, 
I.  Theil,  S.  284,  3.  Aufl.)  Bei  unserem  speciellen  Gewebe  von  Paraboloiden 
Iftsst  sich  dieser  Punkt  leicht  nachweisen.  Denn  die  Directorebene  eines 
Paraboloids  muss  jede  einem  Polartetraeder  der  Flftche  umgeschriebene  Kugel 
rechtwinklig  schneiden  (Salmon-Fiedler,  I.  Theil,  S.  254)  oder  durch 
den  Mittelpunkt  derselben  gehen.  Hieraus  folgt,  dass  die  Director- 
ebenen aller  Paraboloide  unseres  Systems  durch  den  Mittel- 
punkt der  dem  gemeinsamen  Polartetraeder  umgeschriebenen 
Kugel  gehen. 

33.  Wir  wollen  jetzt  die  Classe  deijenigen  Flftche  untersuchen,  welche 
von  den  Scbeitelberührungsebenen  sSmmtlicher  Paraboloide  eingehüllt  wird. 
Der  unendlich  ferne  Punkt  eines  Paraboloids  ist  der  Pol  des  unendlich  fernen 
Schnittes  seiner  Scheitelberührungsebene  bezüglich  de^  unendlich  fernen 
Kugelkreises.  Wir  fragen  uns  nun,  wieviel  Scheitelberührungsebenen  von 
Paraboloiden  durch  eine  Gerade  jp  gehen.  Der  unendlich  ferne  Punkt  P^ 
von  p  muss  zu  den  unendlich  fernen  Mittelpunkten  dieser  Flftchen  conjugirt 
sein  bezüglich  des  unendlich  fernen  Kugelkreises  oder  die  Polare  von  P^ 
bezüglich  des  letzteren  muss  jene  Mittelpunkte  enthalten.  Die  fraglichen 
Paraboloide  liegen  demnach  in  einer  und  derselben  Schaar.  Die  durch  p  an 
die  Flftchen  jener  Schaar  gelegten  Tangentialebenen  bilden  eine  Ebeneninyo- 
lutioni  deren  Paare  auf  die  unendlich  ferne  Punktreihe  der  Mittelpunkte 
projectiv  bezogen  sind.  Der  unendlich  ferne  Schnitt  der  Ebeneninvolution 
ist  mithin  eine  durch  P«  gehende  Strahleninvolution,  und  es  entsteht  nun 
die  Frage,  wie  oft  ein  Strahl  dieser  Involution  die  Polare  seines  entspre- 
chenden Punktes  bezüglich  des  unendlich  fernen  Kugelkreises  wird,  oder 
wie  oft  ein  Strahl  der  Involution  mit  dem  auf  der  Polare  von  P«  liegenden 
coi^jugirten  Punkte  seines  entsprechenden  Punktes  incident  wird.  Da  die 
Punktreihe    der   Mittelpunkte    aber   mit  der  Punktreihe  x4hrer   conjugirten 
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Paukte  bezüglich  des  Kagelkreises ,  und  folglich  die  letztere  mit  der  Strahlen- 
inTolntion  projectiv  ist,  nnd  weil  eine  Strahleninvolntion  und  eine  mit  ihr 
projective  Ponktreihe  drei  incidente  entsprechende  Elemente  haben,  so  ge- 
schieht dies  dreimal.  Es  gehen  also  durch  die  Gerade  p  die  Scheiteltangen- 
tialebenen dreier  Paraboloide,  und  zwar  von  solchen,  die  sich  in  einer  und 
derselben  Schaar  befinden.     Oder: 

Die  Scheitelberührungsebenen  aller  Paraboloide  unseres 
Systems  (sowie  jedes  allgemeinen  Oewebes  von  Paraboloiden) 
umhüllen  eine  Fläche  dritter  Classe. 

Ans  dem  Vorhergehenden  folgt,  dass  die  Scheitelberührungs- 
ebenen einer  Schaar  von  Paraboloiden  durch  einen  und  den- 
selben unendlich  fernen  Punkt  gehen,  nftmlich  durch  den  Pol  ihrer 
Mittelpnnktsgeraden  bezüglich  des  unendlich  fernen  Eugelkreises,  und  dass 
sie  einen  Cylinder  dritter  Classe  umhüllen.  —  Durch  denselben 
Punkt  gehen  auch  die  Directorebenen  jener  Paraboloide,  da  jede  Director- 
ebene  zu  der  entsprechenden  Scheitelberührungsebene  parallel  ist.  Zugleich 
gehen  sie  aber  durch  den  Mittelpunkt  der  dem  Polartetraeder  umgeschrie- 
benen Kugel,  sie  bilden  mithin  einen  Ebenenbüschel.  (Vergl.  Salmon- 
Fiedler,  I.  Theü,  S.  284.) 

34.  •  Wir  untersuchen  den  Ort  der  Pole  der  Directorebenen  einer  Para- 
boloidenschaar,  deren  Mittelpunktsgerade  m«  heissen  möge.  Da  die  Direc- 
torebene  eines  Paraboloides  zur  endlichen  Axe  normal  ist  (Salmon-Fiedler, 
L  Theil,^S.  283),  so  liegt  ihr  Pol  $  bezüglich  der  Fläche  auf  dieser  Axe; 
umgekehrt  hat  jede  Ebene  durch  $  ihren  Pol  in  der  Directorebene. 

Construiren  wir  nun  zu  einer  beliebigen  Ebene  %  bezüglich  der  Flä- 
chen der  Schaar  die  Pole,  so  bilden  diese  eine  gerade  Punktreihe  p.  Jedem 
Punkte  auf  p  als  Pol  zu  n  entspricht  eine  einzige  Fläche  der  Schaar,  mit- 
hin ist  auch  die  zur  Fläche  gehörige  Directorebene  und  damit  deren  Schnitt- 
punkt auf  p  festgelegt  und  umgekehrt  Wir  haben  demnach  auf  jp  zwei  ent- 
spreehende  conjectiye  Panktreihen,  die  Punktreihe  der  Pole  von  n  und  die 
Ponktreihe,  welche  entsteht  durch  den  Schnitt  von  p  mit  dem  Ebenen- 
bflschel  der  Directorebenen;  beide  besitzen  zwei  entsprechende  vereinigte 
Elemente,  d.  h.  zweimal  fällt  der  Pol  von  n  hinsichtlich  einer  Fläche  der 
Schaar  in  die  zugehörige  Directorebene.  Construiren  wir  zu  jeder  der  beiden 
Direetorebenen  den  Pol  hinsichtlich  der  entsprechenden  Fläche,  so  liegt  dieser 
in  n.  Mithin  trifft  n  den  Ort  der  Pole  in  zwei  Punkten;  derselbe  ist 
also  ein  Kegelschnitt. 

Degenerirt  die  Schaar  der  Paraboloide  in  eine  Parabelschaar,  so  gehen 
die  Direetorebenen  über  in  die  Ebenen,  welche  in  den  Directricen  der  Pa- 
rabeln auf  der  gemeinsamen  Ebene  des  Systems  senkrecht  stehen ,  die  Pole 
der  Directorebenen  in  die  Brennpunkte  der  Parabeln.  Da  der  Ort  dieser 
Brennpunkte  bekanntlich  ein  Kreis  ist,  so  finden  wir  hierin  eine  Bestätigung 
unseres  Resultates. 
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Der  vorhin  geftindene  Kegelschnitt  und  die  Mittelpnnktsgerade  m«,  der 
Flftchenschaar   sind  projectiv   aufeinander  bezogen;   denn  jeder  Punkt  der 
Mittelpunktsgeraden  bestimmt  eine  Flfiche  der  Schaar,  diese  die  zugehörige 
Directorebene ,  letztere  den  Pol  auf  dem  Kegelschnitte;  umgekehrt  ist  jeder 
Punkt  des  Kegelschnittes  der  Pol  einer  Directorebene,  wodurch  eine  FlSehe     i 
der  Schaar  und  folglich  deren  unendlich  femer  Mittelpunkt  auf  m«  bestimmt     l 
ist    Das  Erzeugniss  beider  projectiver  Ctobilde,  d.  i.  die  Fläche  der  end-     j 
liehen  Axe  der  Paraboloidschaar,  ist  eine  Regelfläche  dritten     ! 
Orades.     (Yergl.  das  ähnliche  Resultat  in  meiner  Dissertation,  §20  S.  48.) 
Da  aber  die  Axen  einer  jeden  Flächenschaar  eine  Regelfläche  siebenten  Grades 
erzeugen ,  so '  zerfällt  in  diesem  Falle  offenbar  dieselbe  in  eine  Regelfläche 
vom  dritten  Grade  und  in  eine  zweite  vom  vierten  Grade.     Letztere  mnss,     | 
weil  die  beiden  anderen  Axen  eines  jeden  Paraboloids  in  die  unendlich  ferne 
Ebene    fallen,    in   eine  Curve    vierter  Classe   in  jener  Ebene  degeneriren 
(§  8  Nr.  7). 

In  jeder  Ebene  durch  die  Mittelpunktsgerade  ffi^  liegen  demnach  zwei 
Axen  der  Schaar. 

35.  •  Wir  fanden,  dass  die  Congruenz  der  Axen  eines  Gewebes  in 
unserem  System  vom  Bündelrang  7  und  Feldrang  4  ist.  Folglich  bilden 
auch  die  Axen  des  Gewebes  der  Paraboloide  eine  solche  Congruenz.  Von 
derselben  sondert  sich  aber  ab  das  doppelte  Strahlenfeld  der  unendlich  fernen 
Ebene,  welche  die  unendlich  fernen  Axen  der  Paraboloide  enthält.  Dass 
jede  Gerade  in  der  genannten  Ebene  zweimal  Axe  einer  Fläche  des  Gewebes 
ist,  haben  wir  früher  nachgewiesen  (vergl.  §  8  Nr.  24).  Die  endlichen 
Axen  bilden  demnach  eine  Strahlencongruenz  vom  Bündel- 
rang 7  und  Feldrang  2.  Dass  in  jeder  Ebene  zwei  liegen,  ist  leicht 
zu  erkennen;  denn  jede  Ebene  triflt  die  unendlich  ferne  Ebene  in  einer 
Geraden,  welche  die  Mitielpunktslinie  einer  Schaar  von  Paraboloiden  ist. 
Von  den  Axen  dieser  Flächen  fallen  aber  zwei  in  die  Ebene. 

Die  Congruenz  hat  elf  singulare  Ebenen  und  zwar  eine  mit  einer  Carve 
sechster  Classe  und  zehn  mit  je  einer  Curve  dritter  Classe.  (Vergl.  Reje, 
Crelle*s  Journal  Bd.  86  S.  92.) 

Dass  die  unendlich  ferne  Ebene  eine  Curve  sechster  Classe  enthalten 
muss,  lässt  sich  leicht  zeigen.  Von  jedem  Punkte  der  genannten  Ebene 
gehen  sieben  Axen  aus,  und  da  nur  eine  von  ihnen  im  Endlichen  li^,  so 
müssen  die  anderen  in  jener  Ebene  eine  Curve  sechster  Classe  umhüllen. 
Dieselbe  besteht  aus  den  Axen  der  sechs  Punktepaare,  welche  gebildet 
werden  von  den  unendlich  fernen  Punkten  der  sechs  Tetraederkanten  und 
deren  Mittelpunkten;  die  Curve  zerfällt  mithin  in  die  sechs  Strahlbüschel 
um  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Kanten. 

Femer  die  vier  Tetraederebenen  enthalten  die  Axen  der  Parabeln  des 
Gewebes;  diese  Axen  erzeugen,  wie  bekannt,  eine  Curv^e^dritteT Classe. 
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ünier  der  Yoraussetzang,  dass  das  Polartetraeder  ein  rechtkantiges  ist^ 
ist  aach  jede  Ebene  durch  eine  Tetraederkante  senkrecht  znr  Gegenkante 
eine  singulare  Ebene;  denn  sie  enthält  die  in  ihr  liegende  Kante  als  Axe 
eines  Punktepaares  des  Gewebes;  da  sie  weiterhin  diejenigen  Tetraederdrei- 
ecke, deren  Ebenen  sich  in  der  Gegenkante  schneiden ,  je  in  einer  Dreieoks- 
höhe  trifft,  und  letztere  Linien  die  Azen  zweier  Parabeln  des  Gewebes  sind, 
so  liegen  in  ihr  noch  zwei  fernere  Axen.  Ausserdem  sind  die  beiden  Tetra- 
ederhöhen, welche  der  in  Bede  stehenden  Ebene  angehören,  die  Axen  zweier 
Paraboloide.  In  jeder  Büschelschaar  des  Systems  nttmlich,  welche  eine 
Tetraederhöhe  zur  gemeinsamen  Axe  hat,  befindet  sich  ein  Paraboloid. 
Durch  jede  der  beiden  Tetraederecken  in  der  fraglichen  Ebene  gehen  mit- 
hin drei  Axen.  (Jede  andere  Gerade  durch  die  betreffende  Ecke  ist  niemals 
Axe  einer  eigentlichen  Flftche  zweiter  Classe  des  Systems.)  Somit  hat  sich 
ergeben,  dass  die  sechs  Ebenen  durch  die  Tetraederkanten  singul&re  Ebenen 
Bind,  weil  jede  mehr  als  zwei  Axen  enthalt,  und  wir  fanden  bestätigt,  dass 
die  in  ihnen  gelegenen  Gurren  der  Axen  von  der  dritten  Classe  sind. 

Bei  einem  beliebigen  Tetraeder  dürften  die  letzten  sechs  singul&ren 
Ebenen  wohl  keine  ausgezeichnete  Lage  zum  Tetraeder  haben. 

36.  •  Wir  gehen  dazu  über,  den  Ort  der  Scheitel  der  Paraboloide  des 
Gewebes  zu  bestimmen,  indem  wir  fragen,  wieviel  Scheitel  auf  eine  belie- 
bige Gerade  g  &llen. 

In  jedem  Scheitel  auf  g  treffen  sich  die  Scheitelbertthrungsebene  und 
die  Axe  der  zugehörigen  Fläche.  Die  von  einem  Punkte  P  auf  g  ausgehen- 
den Scheitelberührungsebenen  umhüllen  einen  Kegel  dritter  Classe  (nach 
Nr.  3);  wir  suchen  den  Ort  der  Axen  deijenigen  Flächen  ^  welche  diese 
Ebenen  zu  Scheitelberührungsebenen  haben.  Letztere  treffen  die  unendlich 
ferne  Ebene  in  einer  Curve  dritter  Classe;  der  Ort  der  Pole  der  Tangenten 
der  Curve  bezüglich  des  unendlich  fernen  Eugelkreises  ist  eine  Curve  dritter 
Ordnung,  deren  Punkte  offenbar  die  Spuren  der  Axen  der  zugehörigen 
Flächen  in  der  unendlich  fernen  Ebene  sind.  Die  Axen  der  Flächen  bedecken 
demnach  eine  geradlinige  Fläche  dritter  Ordnung  JP'. 

Eine  Bestätigung  des  Resultats  finden  wir,  wenn  wir  den  Punkt  P  in 
die  unendlich  ferne  Ebene  fedlen  lassen;  dann  geht  der  Kegel  dritter  Classe 
Aber  in  einen  Cylinder  dritter  Classe,  dessen  Tangentialebenen  die  Scheitel- 
berflhrungsebenen  einer  Schaar  von  Paraboloiden  sind  (vergl.  Nr.  33).  Die 
Axen  dieser  Schaar  aber  erzeugen  eine  Begelfiäche  dritten  Grades. 

Die  Fläche  F^  wird  nun  von  der  Geraden  g  in  drei  Punkten  getroffen; 
mithin  schneiden  drei  Axen  von  Flächen,  deren  Scheitelberührungsebenen 
den  Punkt  P  enthalten,  die  Gerade  g. 

Femer  gehen  von  dem  Punkte  P  auf  g  sieben  Axen  von  Paraboloiden 
aus;  die  zugehörigen  Scheitelberührungsebenen  schneiden  mithin^  in  sieben 
Punkten.  Jedem  Punkte  von  g  entsprechen  also  das  eine  Mal  drei,  das 
andere  Mal  sieben  Punkte.     Die  Anzahl  der  vereinigten  Elemente  ist  daher       j 
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zehn.  Hierbei  ist  noch  Folgendes  zu  beachten.  Dorch  den  nnendlieh  fernen 
Punkt  Pq.  anf  g  gehen  ebaifalls  sieboi  Axen,  Ton  denen  jedoch  sechs  in 
der  nnendlieh  fernen  Ebene  liegen.  FSUt  aber  die  Axe  einer  FlSche  in  die 
nnendlieh  ferne  Ebene,  so  ihnt  es  anch  der  Scheitel,  er  geht  über  in  den 
nnendlieh  fernen  BerOhmngspunkt  der  FlSche,  die  Scheiteleboie  also  in  die 
nnendlieh  ferne  Ebene.  Der  Punkt  P^  entspricht  sich  mithin  sechsmal 
selbst.  Die  sechs  in  die  unendlich  ferne  Ebene  ÜEdlenden  Azen  durch  P« 
sind  Axen  der  sechs  Punktepaare  des  Gewebes,  wir  erkennen  mithin ^  dass 
der  Punkt  P«  nie  zu  dem  Scheitel  einer  FlSche  fthrt  Wir  gewinnen  damit 
das  Besultat: 

Die  Scheitel  der  Paraboloide  des  Systems  gehören  einer 
Flftche  vierter  Ordnung  an. 

Jede  Tetraederebene  schneidet  die  Flftche  in  einer  Gurre  vierter  Ord- 
nung, welche  die  Scheitel  der  in  der  Tetraedereboie  gelegenen  Parabeln  des 
Systems  enthftlt.     (VergL  Theil  I,  Jahrg.  XXXI.) 

37.  •  In  unserem  Paraboloidgewebe  giebt  es,  wie  in  jedem  Gewebe  des 
Systems,  drei  Flftchenschaaren  durch  ein  windschiefes  Yierseik  Ein  jedes 
derselben  besteht  aus  den  vier  Geraden,  welche  die  Mitten  und  die  unend- 
lich fernen  Punkte  zweier  Gegenkanten  des  Tetraeders  miteinander  yerbinden. 
Da  auf  der  Verbindungslinie  der  Mitten  zweier  Gegenkanten  der  Schwer- 
punkt des  Tetraeders  liegt  (Baltzer,  Elemente  etc.,  II,  S.  202),  so  ent- 
halten die  Flftchen  aller  drei  Bttschelschaaren  den  Schwerpunkt,  gehen 
mithin  auch  durch  die  zu  ihm  assodirten  sieben  Punkte. 

§10. 

38.  Ein  Hyperboloid  ist  ein  gleichseitiges,  wenn  jede  Normalebene  sn 
einer  seiner  Erzeugenden  eine  gleichseitige  Hyperbel  aassch&eidet,  oder  wenn 
je  drei  derselben  Begelschaar  angehörende  Erzeugende  zueinander  senkrecht 
sind.  (Yergl.  H.  Vogt,  Crelle's  Journal  Bd.  86  S.  301.)  Da  diese  De- 
finition aber  nur  für  das  geradlinige  Hyperboloid  gilt,  so  wollen  wir  sie 
anders  aussprechen. 

Zu  jeder  Greraden  eines  Hyperboloids  ist  eine  Kante  seines  Asymptoten- 
kegels parallel,  jede  senkrechte  Ebene  zu  einer  Erzeugenden  ist  mithin  nor- 
mal zu  einer  EAute  des  Asymptotenkegels  und  umgekehrt.  Also  können 
wir  sagen:  Ein  Hyperboloid  ist  ein  gleichseitiges,  wenn  jede  Normalebene 
zu  einer  Kante  des  Asymptotenkegels  aus  ihm  eine  gleichseitige  Hyperbel 
ausschneidet,  oder  wenn  der  Asymptotenkegel  ein  gleichseitiger  ist.  Da  die 
unendlich  fernen  Punkte  dreier  zueinander  rechtwinkliger  Geraden  die  Eck- 
punkte eines  Polardreiecks  des  unendlich  fernen  Kngelkreises  sind,  so  fol^ 
hieraus:  Enth&It  der  Asymptotenkegel  eines  Hyperboloids  drei  zueinander 
rechtwinklige  Geraden,  so  ist  der  unendlich  ferne  Kegelschnitt  des  Asym- 
ptotenkegels und  des  Hyperboloids  dem  unendlich  fernen  Kugelkreise  har- 
monisch umgeschrieben  und  enthttlt  folglich  die  Ecken  yon  unendlich  vielen 
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Polardreiecken  desselben.  (Beye,  I.  Abth.,  S.  194.)  —  unser  Flttchen- 
gebflsch  schneidet  in  die  unendlich  ferne  Ebene  ein  Eegelschnittgebüsch  ein; 
wir  fragen  nach  den  Kegelschnitten  des  Gebüsches,  Wblche  dem  unendlich 
fernen  Eagelkreise  harmonisch  umgeschrieben  sind.  Alle  Kegelschnitte, 
welche  einem  gegebenen  Kegelschnitte  harmonisch  umgeschrieben  sind,  bilden 
ein  lineares  System  vierter  Stufe  (Beye,  I.  Abth.,  S.  196),  zwei  lineare 
Systeme  dritter  und  vierter  Stufe  haben  aber  ein  lineares  System  zweiter 
Stufe  gemeinsam.  Folglich  bilden  alle  Curven  unseres  Kegelschnittgebfisches, 
welche  dem  Kugelkreise  harmonisch  umgeschrieben  sind,  ein  Netz.  Jedes  Netz 
des  Gebfisches  rfihrt  aber  her  von  einem  Netze  unseres  Flftchengebfisches. 
Alle  gleichseitigen  Hyperboloide  in  unserem  System  sind 
demnach  Flächen  eines  Netzes. 

39.  Die  sechs  Ebenenpaare  dieses  Netzes  sind  rechtwinklig,  denn  jedes 
rechtwinklige  Ebenenpaar  hat  die  Eigenschaft  eines  gleichseitigen  Hyper- 
boloids: sein  unendlich  ferner  Schnitt  ist  dem  Kugelkreise  harmonisch  um* 
geschrieben. 

Die  sechs  rechtwinkligen  Ebenenpaare,  welche  aus  den  Halbirungsebenen 
der  Flfichenwinkel  des  Polartetraeders  bestehen  (da  sie  die  rechtwinkligen 
Paare  der  Ebeneninvolutionen  um  die  sechs  Tetraederkanten  bilden) ,  werden 
sich  also  in  den  acht  Grundpunkten  des  Netzes  gleichseitiger  Hyperboloide 
sduieiden.  Da  jeder  dieser  Grundpunkte  auf  den  Halbirungsebenen  von 
sechs  Fl&chenwinkeln  des  Tetraeders  liegt,  so  ist  er  von  den  vier  Tetraeder- 
ebenen gleichweit  entfernt«    Daraus  folgt: 

Alle  gleichseitigen  Hyperboloide,  welche  ein  gegebenes 
Tetraeder  zum  gemeinsamenPolartetraeder  haben,  gehen  durch 
die  Mittelpunkte  der  acht  Kugeln,  welche  die  Ebenen  des  Te- 
traeders berfihren. 

40.  In  dem  vorliegenden  Netze  giebt  es  vier  Bfischel  von  gleichseitigen 
Kegeln  (§  4  Nr.  2)  und  drei  BfischelschaareU;  deren  Grundcurven  wind- 
schiefe Vierseite  sind.  In  jeder  Bfischelschaar  giebt  es  ein  gleichseitiges 
hyperbolisches  Paraboloid.  Ferner  finden  wir  (nach  Beye,  II.  Abth.,  S.  235 
nnd  Schroeter,  Oberfl.2.  0.,  S.  695): 

In  jedem  Netze  unseres  Systems  ist  ein  Bfischel  gleich- 
seitiger Hyperboloide  vorhanden,  und  in  jedem  Bfischel  giebt 
es  ein,  in  jeder  Schaar  drei  gleichseitige  Hyperboloide. 

41.  Es  ezistirt  noch  eine  andere  Art  von  Hyperboloiden,  welche  ebenso 
wie  das  gleichseitige  Hyperboloid  eine  gewisse  Analogie  mit  der  gleichsei' 
tigen  Hyperbel  zeigen.  Jedes  Hyperboloid  dieser  Gattung  hat  die  Eigen- 
Bchafb,  dass  sein  unendlich  femer  Kegelschnitt  dem  unendlich  fernen  Kugel- 
kreise harmonisch  eingeschrieben  ist,  oder  sein  Asymptotenkegel  hat  je  drei 
zu  einander  normale  Tangentialebenen. 

Nun  ist  ffir  eine  allgemeine  Flilche  zweiter  Ordnung  der  Ort  aller 
Punkte,  von   welchen  drei  rechtwinklige  Tangentialebenen  ausgehen,   eine 
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Engel,  die  Directorkngel  der  Fläche,  welche  mit  letzterer  concentrisch  ist, 
nnd  deren  Badins  znm  Quadrat  die  Snmine  der  Halbaxenqnadrate  der  FlSche 
hat  (Schroeter,  Oberfl.  2.  0.,  S.  534).  Es  ergiebt  sich  leicht,  dass  fttr 
eine  Fläche  der  genannten  besondem  Art  die  Directorkngel  auf  den  Mittel- 
punkt zusammenschrumpft.  Eine  gleichseitige  Hyperbel  aber  hat  die  ana- 
loge Eigenschafk,  dass  ihr  Directorkreis  sich  auf  den  Mittelpunkt  reducirt. 
In  unserem  System  giebt  es  doppelt  unendlich  viele  solcher  Flächen^ 
und  der  Ort  ihrer  Mittelpunkte  ist  nicht  schwer  nachzuweisen.  Denn  die 
Directorkngel  jeder  Fläche  schneidet  die  dem  gemeinsamen  Polartetraeder 
umgeschriebene  Kugel  orthogonal  (Salmon-Fiedler,  6eom.  des  Baumes, 
I.  Theil,  S.  354).  Eine  Kugel  vom  Radius  Null,  welche  eine  andere  ortho- 
gonal schneidet,  hat  aber  ihren  Mittelpunkt  auf  der  letzteren.  Folglich 
ist  der  gesuchte  Ort  die  dem  Polartetraeder  umgeschriebene 
Kugel.  Analog  hierzu  liegen  die  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen  Hyper- 
beln mit  demselben  Polardreieck  auf  dem  Kreise  um  dieses  Dreieck. 

§11. 

42.  Eine  Fläche  zweiten  Grades  nennen  wir  eine  Rotationsfläche,  wenn 
sie  den  unendlich  fernen  Kugelkreis  doppelt  berührt.  Sie  erfüllt  damit 
eine  zwei&che  Bedingung;  es  giebt  demnach  in  unserem  System  ein&ch 
unendlich  viele  Rotationsflächen,  in  jedem  Netz  und  in  jedem  Gewebe  eine 
endliche  Anzahl.  Folglich  wird  unser  System  auch  eine  endliche  Anzahl 
von  Rotationskegeln  und  Rotationsparaboloiden  enthalten. 

Wenn  ein  Rotationskegel,  d.  h.  ein  gerader  Kreiskegel  von  zwei  Ebenen 
berührt  wird,  so  steht  die  Ebene  der  beiden  Berührungskanten  senkrecht 
auf  der  Ebene,  welche  die  Axe  des  Kegels  mit  der  Schnittlinie  der  beiden 
Tangentialebenen  verbindet.  Nehmen  wir  also  an,  in  unserem  System  be- 
finde sich  ein  Botationskegel ,  dessen  Scheitel  in  der  Ecke  A  des  Polar- 
tetraeders liege,  und  legen  wir  durch  eine  der  in  A  zusammenstossenden 
Tetraederkanten,  etwa  durch  AB^  die  beiden  Tangentialebenen  an  denselben, 
so  liegen  deren  Berührungskanten  in  der  Ebene  AGD.  Mithin  muss  die 
Axe  des  Rotationskegels  in  der  aus  AB  auf  ACD  gefällten  Normalebene 
liegen,  aber  aus  denselben  Gründen  auch  in  den  aus  AO  und  AD  bezieh- 
lich  Biaf  ABB  und  ABC  senkrecht  gefällten  Ebenen.  Dass  nun  diese  drei 
Ebenen  sich  wirklich  in  einer  Geraden  schneiden ,  folgt  aus  dem  Satze ,  dass 
die  drei  durch  die  Kanten  eines  Dreikants  rechtwinklig  zu  den  gegenüber- 
liegenden Flächen  des  Dreikants  gelegten  Ebenen  in  einem  Strahl,  dem 
HOhenstrahl  des  Dreikants,  sich  schneiden  (Schroeter,  Oberfl.  2.O.,  S.80). 
Es  existirt  folglich  ein  und  nur  ein  Rotationskegel  im  System ,  der  die  Ecke 
A  zum  Scheitel  hat. 

Unser  System  enthält  demnach  vier  Rotationskegel,  von 
denen  jeder  eine  Ecke  des  Polartetraeders  zum  Mittelpunkt 
hat.    Desgleichen  enthält  es  vier  Rotati onskegets\^nJ^fe^  näm- 
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lieh  die  vier  Kreise  in  den  Tetraederebenen.    (Vergl.  L  Theil,  §  5 
Nr.  1.) 

43.  untersuchen  wir  jetzt  die  Botationsparaboloide.  Der  Schnitt  un- 
seres Systems  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  enthält  unendlich  viele  Ge- 
radenpaare, welche  von  den  Paraboloiden  desselben  herrühren;  so  oft  ein 
solches  Geradenpaar  den  unendlich  fernen  Eugelkreis  doppelt  berührt,  liegt 
es  auf  einem  Botationsparaboloid.  Dreht  sich  nun  die  eine  Gerade  eines 
dieser  Geradenpaare  um  einen  Punkt,  so  umhüllt  die  andere  einen  Eegel- 
scbnitt  (Re je,  I.  Abth.,  S.  202);  umhüllt  die  erste  einen  Kegelschnitt,  etwa 
den  unendlich  fernen  Kugelkreis,  so  beschreibt  die  zweite  eine  Curve  vierter 
Classe.  Letztere  hat  mit  dem  unendlich  fernen  Kugelkreise  acht  Tangenten 
gemein,  und  diese  bilden  zu  je  zweien  vier  Geradenpaare ,  welche  den 
Engelkreis  doppelt  berühren;  denn  betrachten  wir  eine  der  acht  gemein- 
samen Tangenten,  so  muss,  weil  diese  Gerade  sowohl  die  Curve  vierter 
Olasse,  als  auch  den  Kugelkreis  berührt,  die  zugehörige  Gerade  ebenfalls 
beide  Curven  berühren.  Da  dieses  Resultat  offenbar  für  jedes  Gebüsch 
Giltigkeit  hat,  so  folgt: 

In  jedem  Fl&chengebüsch  giebt  es  vier  Botationspara- 
boloide. 

44.  Die  Mittelpunkte  aller  Botationsflftchen  liegen  auf  einer  Baumcurve, 
die  durch  die  Ecken  des  Folartetraeders  als  Mittelpunkte  der  Botationskegel 
geht  Da  die  unendlich  ferne  Ebene  vier  Punkte  derselben  enthält,  näm- 
lich die  Mittelpunkte  der  vier  Botationsparaboloide,  so  ist  die  Baumcurve 
?on  der  vierten  Ordnung.  Das  lässt  sich  auch  anderweitig  beweisen.  Fragen 
wir  uhs,  wieviel  Kegelschnitte  eines  Netzes  einen  gegebenen- Kegelschnitt 
doppelt  berühren.  Das  Netz  constituirt  mit  dem  Kegelschnitte  —  er  mOge 
K*  heissen  —  ein  Kegelschnittgebüsch;  ein  Kegelschnitt  des  Netzes,  wel- 
cher K*  doppelt  berührt,  liegt  mit  demselben  in  einem  zum  Gebüsch  ge- 
hörenden Büschel  sich  doppelt  berührender  Kegelschnitte.  Die  Verbindungs- 
linie der  beiden  gemeinsamen  Berührungspunkte  ist  demnach  eine  doppelte 
Gerade  des  Gebüsches.  Nun  enthält  das  Gebüsch  vier  doppelte  Geraden 
(Beje,  I.  Abth.,  S.  202),  K*  constituirt  mit  jeder  derselben  einen  Büschel 
sich  doppelt  berührender  Kegelschnitte,  und  mit  jedem  dieser  vier  Büschel 
hat  das  gegebene  Netz  einen  Kegelschnitt  gemeinsam.  Demnach  giebt  es 
in  einem  Netze  vier  Kegelschnitte,  welche  einen  gegebenen  doppelt  berühren. 
Jedes  Flächennetz  schneidet  die  unendlich  ferne  Ebene  in  einem  Kegelschnitt- 
netze, in  welchem  also  vier  Curven  den  unendlich  fernen  Kugelkreis  doppelt 
berühren.     Daraus  folgt: 

In  jedem  Flächennetze  giebt  es  vier  Botationsflächen. 

Da  die  Mittelpunkte  der  Flächen  eines  Netzes  in  unserem  Gebüsche  auf 
einer  Fläche  F^  dritter  Ordnung  liegen,  für  welche  die  Tetraederecken 
Knotenpunkte  sind,  so  lässt  sich  aus  der  Anzahl  ihrer  Schnittpunkte  mit 
der  Baumcurve,   welche  die  Mittelpunkte  der  Botationsflächen  enthältipi^e, 
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Ordnung  der  letzteren  erkennen.  Non  schneidet  aber  diese  Baomcurve  die 
Flttche  F^  ausser  in  den  Mittelpunkten  der  vier  Botationsflfichen  des  Netzes 
auch  noch  in  den  vier  Tetraederecken  je  zweimal ,  hat  also  mit  ihr  zwOIf 
Punkte  gemein  und  die  Curve  der  Mittelpunkte  der  Rotations- 
flächen des  Gebüsches  ist  daher  eine  BaumcurTe  vierter  Ord~ 
nung. 

Weil  dieselbe  die  Mittelpunktsebene  eines  Flächengewebes  in  vier  Punk- 
ten schneidet,  so  geht  daraus  hervor,  dass  auch  jedes  Gewebe  unseres 
Systems  vier  Rotationsflächen  enthält. 

§12. 
45.  Der  Inhalt  eines  Ellipsoids  mit  den  Halbazen  a,  5,  c  ist  bekanni- 
lieh  ahc.n.  Bei  einem  imaginären  Ellipsoid  und  bei  einem  Hyperboloid 
kann  von  einem  Inhalt  eigentlich  nicht  die  Rede  sein,  aber  wir  wollen  auch 
bei  diesen  Flächen  das  Product  ihrer  Halbazen  multiplicirt  mit  n  ihren  In- 
halt nennen.  Bei  einem  geradlinigen  Hyperboloid  ist  das  Product  der  Halb- 
azen imaginär,  ebenso  bei  einer  imaginären  Fläche,  dagegen  ist  es  reell  bei 
einem  zweimanteligen  Hyperboloid  und  bei  einem  reellen  EUipsoid.  Das 
Product  der  Halbazenquadrate  ist  femer  bei  den  beiden  ersten  Flächen 
negativ,  bei  den  letzteren  positiv.  Bezeichnen  wir  nun  mit  JETi,  H^^H^yH^ 
die  vier  Hohen  des  gemeinsamen  Polartetraeders  und  mit  P^,  Pg,  P3,  P^ 
die  aus  dem  Mittelpunkte  einer  Fläche  unseres  Systems  auf  die  vier  Tetra- 
ederebenen gefällten  Lothe,  femer  mit  v  das  Volumen  des  Tetraeders,  so 
ist  das  Product  der  drei  Halbazenquadrate  der  Fläche: 

(Vergl.  Schroeter,  Oberfl.  2.  Ordn.,  S.  639.)    Wir  sehen,  da  der  Factor 

p^    rr    rr    TT   constant  ist,  dass  das  Inhaltsquadrat  einer  Fläche  unseres 

Systems  proportional  ist  dem  Producte  der  vier  Lothe,  welche  man  aus 
ihrem  Mittelpunkte  auf  die  Ebenen  des  gemeinsamen  Polartetraeders  fällt. 
Demnach  werden  die  Mittelpunkte  aller  Flächen  unseres  Systems  mit  glei- 
chem Inhaltsquadrat  eine  solche  Lage  haben ,  dass  das  Product  der  aus  ihnen 
gefällten  Lothe  constant  ist,  also  die  Beziehung  besteht:  P^.P^,P^,P^=^e, 
Denken  wir  uns  nun  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Coordinatensystem  im 
Räume  durch  einen  Punkt  als  Anfangspunkt,  den  wir  der  Einfachheit  halber 
im  Innern  des  Polartetraeders  annehmen,  und  stellen  die  Gleichungen  der 
vier  Ebenen  des  Polartetraeders  .in  der  Normalform  auf,  so  werden  deren 
linke  Seiten  durch  Einsetzen  der  Coordinaten  eines  Punktes  bis  auf  das  Vor- 
zeichen gleich  den  Lothen  aus  diesem  Punkte  auf  die  Tetraederebenen.  Be- 
zeichnen also  Xy  y^  g  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  einer  zu  unserem 
System  gehörigen  Fläche,  /\,  P^,  P3,  P^  die  aus  demselben  auf  die  Tetra- 
ederebenen gefönten  Lothe,   so  sind  /'i  =  0,   Pj  =  0,   P^^Oj  ^f=0  die 
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Gleiehmigen  der  yier  Ebenen.  Die  Bedingongsgleichnng  fdr  die  Mittelpunkte 
aller  Flficben  mit  gleichem  Quadrat  des  Inhaltes  P^.P^.P^,P^^=e  stellt 
mithin  den  Ort  dieser  Mittelpunkte  dar.  Wie  inr  sehen,  ist  derselbe  eine 
Flfiche  vierter  Ordnung.  Denken  wir  uns  die  Gleichung  durch  e  homogen 
gemacht,  so  erkennen  ¥nr,  dass  jede  der  Tetraederebenen  ^^  =  0,  P%=^0^ 
P,=sO,  ^4  =  0  die  Fläche  dort  schneidet ,  wo  sie  auch  jei^ssO  trifft.  Also: 
Die  Mittelpunkte  aller  Flttchen  unseres  Systems  mit  glei- 
chem Inhaltsquadrat  liegen  auf  einer  Flttche  M^  vierter  Ord- 
nung, welche  sich  den  vier  Tetraederebenen  asymptotisch  an- 
schmiegt, und  zwar  so,  dass  jede  Gerade  in  einer  Tetraeder- 
ebene die  Fläche  im  Unendlichen  in  vier  zusammengefallenen 
Punkten  schneidet. 

46.  Das  Product  der  aus  einem  Punkte  U  auf  die  Tetraederebenen  ge- 
ftllten  Lothe  ist  positiv,  wenn  entweder  alle  vier  Lothe  negativ,  oder  zwei 
derselben  negativ  und  zwei  positiv  sind.  Das  Erstete  ist  der  Fall,  wenn 
Jf  innerhalb  des  Polartetraeders  liegt,  also  Mittelpunkt  eines  imaginären 
Ellipsoids  ist  (§  6  Nr.  2),  das  Zweite,  wenn  M  zu  dem  Mittelpunkte  der 
einmantligen  Hyperboloide  gehOrt  Dagegen  wird  das  Product  der  Lothe 
negativ  sein,  wenn  entweder  eines  derselben  positiv  und  die  drei  anderen 
negativ,  oder  wenn  eines  negativ  und  die  drei  anderen  positiv  sind ,  ¥ne  es 
der  Fall  ist,  wenn  M  sich  unter  den  Mittelpunkten  der  zweimantligen  Hyper- 
boloide oder  der  reellen  Ellipsoide  befindet.  Demnach  wird  die  Fläche  M^ 
die  Mittelpunkte  geradliniger  und  imaginärer  Flächen  .enthalten,  wenn  c 
positiv  ist,  dagegen  die  Mittelpunkte  der  reellen  nicht  geradlinigen  Flächen, 
wenn  c  negativ  ist.  Auf  der  Fläche  M^  liegen  also  stets  die  Mittelpunkte 
verschiedenartiger  Flächen,  welche  nicht  gleichen  Inhalt,  aber  gleiches  In- 
haltsquadrat  haben;  indessen  da  die  Mittelpunkte  verschiedenartiger  Flächen 
in  verschiedenen  Bäumen  des  Polartetraeders  liegen,  muss  3f*  in  verschiedene 
Theile  zerfallen,  welche  höchstens  im  Unendlichen  zusammenhängen,  so  dass 
jeder  Theil  die  Mittelpunkte  von  Flächen  gleichen  Inhalts  enthält« 

47.  Die  Mittelpunktsfläche  F^  eines  Flächennetzes  unseres  Systems 
sehneidet  die  Fläche  M^  in  einer  Baumcurve  zwölfter  Ordnung.  Demnach 
giebt  es  in  einem  solchen  Netze  einfach  unendlich  viele  inhalt-sgleiche  Flä- 
chen, deren  Mittelpunkte  auf  einer  Baumcurve  zwölfter  Ordnung  liegen. 
Eine  beliebige  Ebene  trifft  M^  in  einer  Baumcurve  vierter  Ordnung.  In 
einem  Flächengewebe  unseres  Systems  sind  mithin  einfach  unendlich  viele 
inhaltsgleiche  Flächen  vorhanden,  deren  Mittelpunkte  eine  ebene  Curve  vierter 
Ordnung  bilden.  In  einem  Flächenbüschel  aber  giebt  es  je  zwölf 
und  in  einer  Flächensohaar  je  vier  Flächen  von  gegebenem 
Inhaht,  da  die  Mittelpunktscurve  eines  Büschels  eine  Baumcurve  dritter 
Ordnung,  die  einer  Schaar  eine  Gerade  ist. 
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VII. 

Das  Gesetz  zwischen  Ausdehnung  und  Stronostarke 

fiir  einen  von  galvanischen  Wechselströmen  durch- 

flossenen  Leiter. 

Von 

Dr.  Carl  Cranz. 


Hierzu  Taf.  in  Fig,  1—7. 


Für  die  Messang  der  Spannung  bei  Wechselströmen  verwendet  man  jetit 
vielfach  die  Erwärmung  durch  den  Strom.  Zuerst  hat  Cardew  in  einem 
Messapparat  davon  Oebrauoh  gemacht,  bei  dem  die  Ausdehnung  des  von  dem 
galvanischen  Strome  durchflossenen  Drahtes  gemessen  wird  (Cardew,  Prac- 
tica! eleotricity).  Ein  verbesserter  Apparat  wurde  von  Ayrton  und  Perry 
besprochen,  welche -die  Cardew'sche  Zahnrftderübersetzung  in  eine  reibungs- 
lose Spiralfederttbertragung  umwandeln  und  dadurch  den  ganzen  Apparat 
kürzer  und  leicht  tragbar  gestalten  („Lumidre  61ectrique**,  10*ann6e,  tome 
XXVII,  Nr.  2:  Voltm^tres  transportables  pour  la  mesure  des  diffi§rences 
de  potentiel  alternatives). 

Die  Verwendung  dieser  Apparate  legt  es  nahe,  auf  die  hierbei  in  Be- 
tracht kommenden  Gesetze  zwischen  Temperatur  oder  Ausdehnung  des  Drahts 
einerseits  und  der  Stromstärke,  dem  Durchmesser,  dem  Ausstrahlungsver- 
mOgen  etc.  andererseits  etwas  näher  einzugehen. 

Bei  Anwendung  constanter  Ströme  wird  meist  —  auf  Grund  gewisser 
Näherungsbetrachtungen  —  die  Erwärmung  des  Drahts  proportional  dem 
Quadrat  der  Stromstärke  und  umgekehrt  proportional  dem  Ausstrahlongs- 
vermögen  und  dem  Cubus  des  Drahtdurchmessers  genommen.  Es  fragt  sich, 
in  welcher  Weise  sich  dieses  Gesetz  bei  Anwendung  von  Wechselströmen 
modificirt,  wie  die  Temperatur  und  Länge  des  Drahts  mit  der  Zeit,  mit 
dem  Durchmesser,  der  Stromstärke,  dem  Ausstrahlungs -  und  Wärmeleitungs- 
vermögen  u.  s.  w.  unter  Voraussetzung  von  Wechselströmen  sich  ändert.  Aus 
Anlass  einer  solchen  Berechnung  habe  ich  es  unternommen,  aUgeftaeiner 
überhaupt  den  Gang  der  Temperatur-  und  Läugenänderungen  eines  Drahts 
zu  untersuchen,  welcher  von  einem  constanten  oder  Wechselstrom  durch- 
flössen ist;  ferner  bei  Wechselströmen  ein  Maass  für  die  Grösse  der  auf- 
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tretenden  Temperatnrschwanktiiigen,  sowie  die  Gesetze  aufzustellen,  welchen 
diese  Schwankungen  folgen.  Der  vorliegende  Aufsatz  beschäftigt  sich  mit 
der  erwähnten  Aufgabe.  Die  Resultate  sind  am  Schlüsse  zusammengefasst; 
auch  ist  eine  numerische  Berechnung  angefügt 


§1. 
Die  Temperatur,  innerhalb  desselben  Auerschnitts  variabel  angenommen. 

Es  sei  ein  homogener  Draht  von  überall  gleichem  kreisförmigem  Quer- 
schnitt vorausgesetzt;  der  Durchmesser  sei  2i2,  die  Länge  2/,  die  Dichte  e, 
die  speeifische  Wärme  c,  das  innere  WärmeleitungsvermQgen  q^  das  äussere 
Wfirmeleitungsvermögen  oder  der  Ausstrahlungscoefficient  17 ,  der  speeifische 
elektrische  Widerstand  Wq  und  u  die  Temperatur  an  beliebiger  Stelle  des 
Drahts  im  variablen  Abstand  r  von  der  Axe  zur  Zeit  t  Die  Temperatur  u 
werde  von  der  der  Umgebung  an  gezählt,  die  Zeit  t  von  dem  Augenblick 
an  gerechnet,  wo  der  Strom  durch  den  Draht  geschickt  wird.  Die  Strom- 
stärke J  ist  bei  Constanten  Strömen  unabhängig  von  der  Zeit,  J=sa\  bei 
Wechselströmen  wird  dieselbe,  was  ihre  Abhängigkeit  von  der  Zeit  allein 
betrifft,   meist    proportion^kl    den  *  Ordinaten    einer  Sinusoide  angenommen, 

Anfstelliing  der  ]>ifferentialgleiohiuigen. 

Innerhalb  des  Drahts  wird  in  einem  beliebigen  Querschnitt  die  Tem- 
peratur u  von  Punkt  zu  Punkt  und  ebenso  mit  der  Zeit  eine  andere  sein, 
aber,  da  der  Draht  homogen  vorausgesetzt  ist,  zur  selben  Zeit  wenigstens 
constant  auf  der  Peripherie  eines  jeden  zum  Querschnittskreis  concentrisohen 
Kreises.  Wir  gehen  darauf  aus,  das  Gesetz  aufzustellen,  demzufolge  die 
Temperatur  u  erstens  von  der  Entfernung  r  von  der  Axe  und  zweitens  von 
der  Zeit  i  abhängt.  Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  uns  im  Drahtcylinder 
eine  unendlich  dünne  coaxiale  Bohre  (Fig.  1);  die  Badien  dieser  Bohre  seien 
r  und  r  +  dr^  die  Temperatur  auf  der  inneren  Fläche  der  Bohre  u,  auf  der 
äusseren  u  +  du. 

Welche  Wärmemenge  wird  in  einem  Zeitelement  dt  infolge  der  Wärme - 
Strömung  und  des  galvanischen  Stroms  in  dieses  Massenelement  ein- 
treten? 

Den  bekannten  Annahmen  über  die  Wärmeleitung  zufolge  fliesst  durch 
die  innere  Böhrenwand,  welche  den  Flächeninhalt  2ric.L  besitzt,  in  der 

Zeit  dt  die  Menge  Calorien:  q.2rnL,dt'  —  i  wobei  q  den  Coefficienten  der 

inneren  Wärmeleitung  vorstellt  Diese  Wärmemenge  geht  nach  der  Axe  zu, 
tritt  also  aus  dem  röhrenförmigen  Eörperelement  aus  (da  die  Temperatur 
der  inneren  und  äusseren  Böhrenwand  bezüglich  u  und  u  +  du  sein  soll), 

oder  umgekehrt  tritt  in  die  Bohre  ein  die  Menge:  ^q.2r7tL.dt' — ' 
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Durch  die  ftussere  Bohren wandang,  Tom  Flächeninhalt  2(r+^r)if.L, 

fliesst  in  der  Zeit  d^  die  Wärmemenge  g.2{r  +  dr)n.L.dtA:r-]        .   Und 

zwar  geht  diese,  weil  ebenMls  der  Axe  znfliessend,  in  die  Bohre  hinein. 
Im  Ganzen  tritt  also  zunächst  durch  Wftrmefluss  in  der  Zeit  di  fol- 
gende Wärmemenge  in  die  Bohre  ein: 

+,.2.z..,{.+.o-G-:l„,-KI;l)- 

Ausserdem  entsteht  durch  den  galvanischen  Strom  in  dem  Eörper- 
element  während  der  unendlich  kleinen  Zeit  dt  eine  gewisse  Wärmemenge: 

Im  ganzen  Draht  wird  während  der  Zeit  di  durch  den  galyanischen 
Strom  die  Menge  Calorien:  _ 

hervorgerufen;  denn  diese  ist  gemäss  dem  Joule'schen  Gesetz  proportional 
dem  Quadrat  der  Stromstärke  J^  der  Zeit  dt  und  dem  Drahtwiderstand 
(X  Länge,  IPn  Querschnitt,  k^q  specifischer  Widerstand);  /  ist  der  Propor- 
tionaJitätsfactor,  die  Wärmemenge,  welche  der  Strom  von  der  Intensität  1 
in  einem  Leiter  vom  Widerstand  1  in  der  Zeiteinheit  erzeugt  Das  Volumen 
unserer  unendlich  dünnen  Bohre  ist  t(''+<2r)'— r'j.Tr.I/  oder  mit  Weg- 
laesung  der  unendlich  kleinen  GrOsse  zweiter  Ordnung:  2rdrnL.  Auf 
dieses  Yolumelement  kommt  also  von  der  durch  den  galvanischen  Strom  im 
ganzen  Draht  erzeugten  Wärmemenge  der  Theil: 

y,J^.WQ.2rnL,dt.dr 

Zusammen  wird  also,  während  des  Zeitelements  df,  der  Bohre  die  Wärme- 
menge zugeführt: 

menge:  ^ 

1)  ^2n.dt.L\q.r.dr-^^.q.dr.j.^  +  '—^ 1. 

Daftlr  ist  noch  ein  zweiter  Ausdruck  aufzustellen.  Die  Temperatur  u  ist 
eine  Function  des  Orts  und  der  Zeit.  War  dieselbe  für  ein  bestimmtes  r 
zu  bestimmter  Zeit  tt(r,  ^),  so  ist  sie  an  derselben  Stelle,  zur  Zeit  t+dl^ 

u{r,t  +  dt),  alsodau(r,^  +  dO  =  t*(r,0  +  cJ^^^^  +  |d*«-^^^ 

so  ist  die  Temperaturänderung  tt(r,  t  +  dt)  —  u{r^  t)  an  demselben  Ort  gleich 

du 

^'dt.     Wenn  nun  e  die  Dichte  und  c  die  Wärmecapacität  des  Leiters  ist, 

so  sind,  um  das  Volumelement  2rnL.dr  um  jr^dt  Temperaturgrade  zu 
erhohen,  (^  ^^r^\r> 

Digitized  by  VjOOQIC 


Von  Dr.  C.  Cbanz.  96 

2)  €.c.2rnL.dr'^'dt 

Calorien  nothwendig. 

Setzt  man  beide  Ausdrücke  1)  und  2)  einander  gleich,  so  folgt: 

Hierin  ist  bei  Anwendong  von  constanten   Strömen  J=a,  bei  Wechsel- 

strOmen  J=^h.8inat.  Setzt  man  also  zur  Abkttrzang  -^  =  h  und  ^^  g^  =  m, 
beiw.  ^^n.sm^atf  so  ist  * 

für  constanten  Strom: 

«,  ,   du      a«u  ,   1    du. 

für  Wechselstrom: 

4)  ^'ä7°ä7s+7'3;^+^'^^^' 

Biese  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  dient  dazu,  die  Tem- 
peratur u  als  Function  der  Zeit  und  des  Orts,  u  =  /'(f,r),  zu  bestimmen. 
Dazu  konmien  zwei  Nebenbedingungen,  wovon  die  eine  sich  auf 
den  Anfangszustand ,  die  andere  auf  die  Verhältnisse  an  der  Grenzfläche  des 
Drahts  bezieht. 

a)  Anfangsbedingung. 
In  dem  Augenblick,  wo  der  elektrische  Strom  durch  den  Draht  zu 
fliessen  beginnt  und  von  welchem  an  die  Zeit  t  gerechnet  werden  soll,  habe 
der  Leiter  noch  die  Temperatur  seiner  Umgebung;  oder,  da  inr  von  der 
Temperatur  der  Umgebung  an  diejenige  des  Körpers  zählen,  so  ist  an  be- 
liebiger Stelle  des  Leiters 

5)  für  *  =  0:  tt  =  0. 

h)  Grenzbedingung;  die  Oberfläche  des  Drahts  strahlt  Wärme  aus. 
Fassen  wir  speciell  ein  röhrenförmiges  Volumelement  ins  Auge ,  dessen 
ftnaaere  Mantelfläche  die  Grenzfläche  des  Drahts  selbst  ist  (Fig.  2).  Die 
Radien  dieser  unendlich  dünnen  Bohre  sind  jR  und  E  — dr.  Zufolge  Be- 
trachtungen, die  den  früheren  ganz  analog  sind,  erhält  man  für  die  Wärme- 
menge, welche  durch  die  innere  Böhrenwand,  vom  Flächeninhalt  2[R  —  dr)n.Lt 
während  di  in  das  Volumelement  hereinfliesst,  den  Ausdruck: 

-q.2{R-'dr)it.LM'^^' 

Durch  die  äussere  Böhrenwand  tritt  durch  Strahlung  während  dt  eine  Wärme- 
menge aus  dem  Element  aus,  welche  man  proportional  dem  Temperatur- 
unterschied u  —  O  des  Körpers  an  der  betreffenden  Stelle  und  der  Umgebung, 
feiner  der  Oberfläche  2Bn.L^  der  Zeit  dt  und  einer  Constanten  17,  dem 
Ausstrahlungscoefflcienten  oder  äusseren  Wärmeleitungsvermögen  anninont,      j 
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also  die  Menge  +2BnL,dt,ifi.u^  oder  die  entgegengesetzte  Menge  tritt  in 
das  Element  ein. 

Drittens  wird  durch  den  galvanischen  Strom  in  dem  Vobimelement  die 
Wärmemenge  hervorgerufen 

y.J^.iCf,,2B7tL.dr.di 

Im  Ganzen  ist  somit  die  Erhöhung  der  Wärmemenge,  welche  das  Grenz- 
element  des  Körpers  durch  die  Wärmeströmung  und  durch  den  galvanischen 
Strom  in  dem  Zeitelement  dt  erfährt,  vorgestellt  durch  den  Ausdruck: 

—  q.2{R^dr)nL.dt- ri.2R7tL.dt.u+- ^ 

Und  diese  ist  andererseits  gleich  dem  Product  aus  Masse  i.2BnL.dr  und 

du 
Wärmecapacität  c  des  Elements  in  die  Temperaturzunahme  dt'-^i  also 

et 

=  c.i.2RnL.dr.dt~' 

et 

Setzt  man  beide  Ausdrücke  einander  gleich  und  geht  zur  Grenze  über,  I8sst 
also  dr  und  dt  sich   der  Null  nähern,   so  bleibt  als  die  gesuchte  Greni- 
bedingung 
für  r=Ä: 

6)  —  =  — -^.u. 

dr q 

Integration  der  Differentialgleiohiing  (für  constante  Ströme). 

Diese  war 

,    du         d^u  ,  du  , 

mit  den  Nebenbedingungen: 

a)  ftti-  t  =  0  ist  w  =  0;     b)  für  r=Ä  ist  |^=--5..u. 
'       '  dr  q 

Nimmt  man  versuchsweise  an,  das  vollständige  Integral  von  v,  als  Func- 
tion von  r  und  t,  lasse  sich  in  der  Form  einer  nach  steigenden  Potensen 
von  r  fortlaufenden  Beihe  darstellen: 

u  =  A^+Äir  +  Ä^r^+A^v^  +  Ä^r^  +  ''*. 

wo  die  Coefficienten  Aq^  A^^,  A^^  ...  nur  von  t  abhängen,  so  findet  man, 
dass  die  sämmtlichen  Coefficienten  A^^  A^^  A^^  ...  sich  recurrent  bestim- 
men; nur  ÜQ  bleibt  als  willkürliche  Function  von  t  unbestimmt;  wir  bezeich- 
nen sie  mit  ip{f)  und  erhalten 

Wie  es  sein  muss,  ist  also  u  eine  gerade  Function  von  r,  /"(— r)==A+^)* 
Angenommen,  der  Badius  B  des  cylindrischen   Drahts  sei  ein  so  kleiner 
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Bniehiheil  der  Längeneinheit,  dass  R\  A^,  ...  vemaclilässigt  werden  kön- 
nen, 80  gilt  Letzteres  anch   für  r,   da  r^22.     Annäherungsweise  ist  dann 

7)  u^q>{t)+l^ ^ 

Die  wiUkürliche  Function  (p  bestimmen  wir  aus  der  Bedingung,  dass  an 
der  Oberfläche   des  Drahts  Wärme  ausgestrahlt  wird,  also  dass  für  res E 

r- = u  oder,  da  -— =  2r« — . —  ist,  aus  der  Bedingung: 

or  q  dr  4  ~o     © 

Letzteres  ist  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen 
9  und  iy  von  der  sogenannten  Eul  er 'sehen  Form 

2f9  Ifi 

wo  zur  Abkürzung   -4=  -p— — -^i    -0  =  17  gesetzt   wurde.     Deren 

'««(■+if) 

Integral 

V  =  j  +  C.e-^', 

wo  C  eine  sogleich  zu  bestimmende  Integrationsconstante  ist,  zeigt,  dass  q) 

sich  mit  wachsender  Zeit  immer  mehr  dem  Qrenzwerthe  -r-  nähert 

A 

Verwenden  wir  den  gefundenen  Werth  von   97   und   den  zugehörigen 
von  qt  in  7),  so  wird 

Hier  ist  Alles  bestimmt  ausser  der  willkürlichen  Constanten  C.  Diese  ergiebt 
sich  aus  der  obenerwähnten  Voraussetzung,  dass  im  Anfang,  in  dem  Augen- 
blick, wo  der  galvanische  Strom  durch  den  Leiter  zu  fliessen  beginnt,  letz- 
terer in  allen  Theilen  die  Temperatur  der  Umgebung  besitze,  also  aus  der 
Bedingimg,  dass  u=:0  ist,  wenn  ^s=0.     Es  wird  so 


also 
oder 


o-|-^„..(:_e-), 


Durch  diese  Gleichung  ist  die  Temperatur  «  fttr  jede  beliebige 
Zeit  t  in  beliebiger  Entfernung  r  von  der  Aze  des  ojlindrischen 
Dtahts  gegeben. 
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Wenn  der  Temperaturzastand  ein  stationftrer  geworden  ist,  also  die 
Temperatur  an  einer  bestimmten  Stelle  des  Drahts  sich  nicht  mehr  mit  der 
Zeit  ändert  —  was  in  Wirklichkeit  nach  wenigen  Minuten ,  theoretisch  ftr 
^  =  00  eintritt  — ,  so  ist  die  Temperatur  u  an  beliebiger  Stelle  r: 

^*^  "»        B^n*q  \2fi^      4     J 

Speciell  an  der  OberflSohe  des  Drahts,  für  r  =  B,  ist  dieselbe 

also  nur  abhängig  von  der  Stromstärke  J,  dem  specifischen  Widerstand  w^, 
dem  Durchmesser  2R  und  dem  äusseren  WärmeleitungSYermOgen  17,  dagegen 
unabhängig  von  Dichte  e,  Wärmecapacität  c  und  innerem  Wärmeleitongs- 
vermögen  q.  Diese  specielle  Formel  Ib),  welche  auch  durch  physikalische 
Ueberlegungen  leicht  abgeleitet  werden  kann,  wird  in  der  Praxis  bis  jetzt 
meist  benützt  (vergL  auch  Wiedemann,  Elektricitätslehre,  Bd.  II;  Zecb, 
Elektrotechnisches  Formelbuch,  Anhang). 

In  der  Axe    des  cylindrischen  Drahts  (für  r  =  0)  ist  die  Temperatur: 


und  die   Differenz  D  der  Temperaturen  im  Innern  und  an  der 
Oberfläche  des  Drahts  ergiebt  sich  zu: 

Ffir  Wechselströme: 

Bei  Anwendung  Yon  Wechselströmen  ist  die  Intensität  J  eine  Function 
der  Zeit  ^,  und  wie  erwähnt,  wird  dafür  allgemein  eine  einflEiche  Sinns- 
function  angenommen:  .      ,     .    ^    v 

"b  ist  also  bei  dem  periodischen  Oange  von  J  die  höchste  Stromordinate, 
während  a  durch  die  Anzahl  der  Wechsel  in  der  Secunde  bestimmt  isi 
Die  partielle  Differentialgleichung  4)  war  in  diesem  Falle 
.du         d^u  ,  du  ,  .  ,   , 

wo  Ä;  =  —  und  n=    '     \  ^   ist.     Die  Nebenbedingungen  sind  dieselben  wie 

oben.    Wendet  man  auch  in  diesem  Falle  die  Methode  der  Beihenentwicke- 
lung  an,  so  werden  die  Coefficienten  Aq^  A^^  A^  etc.  die  folgenden: 

,  _k.q>'{t)  —  n.8in^at                   k.(p"{t)-n.a.sin2at 
^ 4 »     A^  =  k ^-jj , 

.  _,,  k.ip'"(t)-^2n.i»^.c082ai     ' 
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und  unter  den  gleichen  Voraassetzungen  über  die  Grösse  yon  r,  wie  oben, 
erhält  man  so:  ,     ,,^.  .  «    ^ 

8)  «c=,p(0  +  r^-*-^^^^~/-^"^ 

Die  Euler'sche   Differentialgleichung    zur   Bestimmung   der   willkürlichen 
Function  q>{f)  lautet  in  unserem  Falle  von  Wechselströmen: 

Wenn  man  zur  Abkürzung ^r-  =  Ä  setzt,  so  wird  das  In- 

tegral  dieser  Differentialgleichung  für  97,  mit  C^  als  willkürlicher  Constante, 


n  . 


2a 
-       cos2a^  +  -T- 5m2a^ 
1  A 


+  C,.e-^«. 


Diesen  so  erhaltenen  Ansdrock  fQr  <p  and  <p'  hat  man  in  8)  einzuführen 
nnd  dann  die  Constante  C^  ans  der  Anfangsbedingung  zu  berechnen;  es 
wird  so 


(j       COs2at+~8in2ut\ 


—r-C0s2at  —  asin2at        1  « 


4 

Die  Bedingung,  dass  fOr  t  =  0  u  =  0  sein  soll,  giebt  nach  wenigen  Be- 
dactionen  2«a* 

nnd  damit  wird  in  unserem  Falle  eines  Wechselstroms  die  schliessliche 
Gleichung,  welche  die  Temperatur  u  zu  jeder  Zeit  t  in  jeder  Ent- 
fernung r  von  der  Axe  erkennen  ISsst: 

wobei  Ä=: r-^ — =r-»  k  =  —  ist.    Speciell  die  Temperatur  an  der 

OberflBohe  des  Leiters  ist  (fUr  r  =  R): 

y.b'.Wo    I    1  o    ,    Ä  +  B'ka*  .  ,.   ^        «qRk 

na)  -'*'''°^-r-'^    2.^n^»+4a»)|- 
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Ebenso  erhält  man  aus  II)  die  Innentemperatur  (für  r^O),  Der 
Unterschied  D  der  Innentemperatur  gegenüber  der  Ober- 
flächentemperatur ist  natürlich  ebenfalls  eine  Function  der  Zeit  t;  wenn 
die  Temperaturverhältnisse  stationär  geworden  sind  (e^'^'^O),  so  ist  dieser 
Unterschied : 

"»»)  ^  =  fei:^gl""^''^'^U«  +  4««)-^^"^-2(^'+4a«)  +  -2-r 
Wenn  die  Gleichung  Ds=0  reelle  Wurzeln  hat,  so  wird  periodisch 
dieser  Unterschied  negativ,  also  die  Temperatur  an  der  Oberfläche 
grösser  als  diejenige  im  Innern  des  Drahts.  Für  das  unten  durch- 
gerechnete numerische  Beispiel  findet  dies  in  der  That  statt  (s.  §  3). 

Der  Ausdruck  IIa)  für  die  Temperatur  an  der  Oberfläche,  den  wir  mit 
abkürzender  Bezeichnung  der  constanten  Coefficienten  kurz  in  der  Form 
schreiben  können: 

u=id'-e.cos2at  ^f,$in2ai'^g.8kfittt'-h.e^'^*, 

zeigt,  dass  die  Temperatur  anfangs  einen  unrein  periodischen 
Verlauf  besitzt  und  sich  mit  wachsender  Zeit  immer  mehr 
einem  Zustande  mit  rein  periodischen  Schwankungen  nähert 

Wenn  der  stationäre  Zustand  eingetreten  ist  —  theoretisch  für  ^  =  00, 
g-ifc  —  O  — ,  besitzt  die  Temperatur  einen  mittleren  Werth  u  =  d,  und  um 
diesen  mittleren  Werth  wird  —  abwechselnd  kleiner  und  grösser  werdend  — 
die  Temperatur  schwanken.  In  Fig.  3  ist  dementsprechend  der  Gang  der  Tem- 
peratur u  als  Function  der  Zeit  t  graphisch  dargestellt,  ohne  dass  übrigens 
die  Zeichnung  einen  Maassstab  für  die  Grösse  der  Schwankungen  geben  soll. 

Die  Schwankungen  S  sind  dargestellt  durch 

8  =  e  ,cos2  at  +  f,sin2  at  +  g  ,sin*  at 
Die  Discussion  dieser  Function  liefert  den  in  Fig.  4  graphisch  dargestellten 
Verlauf  von  8,     So  oft  at  um  n  gewachsen  ist,  erhält  8  wieder  denselben 

Werth:   die  Dauer  der  Schwankungen  ist  also  —  *  somit  die  Hälfte 

a 

von  denjenigen   der  Intensität  «7=  &.ma^  des  Wechselstroms; 

denn  diese  letztere  Intensität  ist,  auch  dem  Zeichen  nach,  wieder  dieselbe, 

2n 

SO  oft  t  um    —  zunimmt.     Das  Maximum  von  8  nach  der  einen  oder  an- 
a 

2f 
dem  Seite  wird  erreicht,  so  oft  tg2at=^ci —       wird. 

ze—g 

Der  mittlere  Werth  Jlf,  den  die  Temperatur,  abgesehen  von 

diesen  Schwankungen,  besitzt,  wird,  wenn  man  die  Werthe  von  iL 

und  k  einsetzt:  ,, 

Y^l>\Wo       1 

oder 
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Man  sieht  also  —  was  die  eingange  aufgestellte  Frage  anlangt  — ,  dass 
bei  Anwendung  von  Wechselströmen  die  Abhängigkeit  dieses  mittleren  Tem- 
peratnrwerthes  von  der  StromintensitSt  die  analoge  ist,  wie  bei  constanten 
StrSmen,  dass  aber  die  Temperatur  mit  dem  Drahtdurchmesser 
nach  einem  andern  Gesetz  sich  ändert. 

Was  endlich  die  Ausdehnung  A  des  Drahts  betrifft,  so  kann  die- 
selbe, falls  der  Unterschied  der  Temperatur  des  Drahts  in  der  Axe  und  an 
der  Oberfläche  vernachlässigt  werden  darf  und  falls  die  Temperatur  u  keine 
hohe  ist,  proportional  der  Temperatur  u  zu  beliebiger  Zeit  gesetzt  werden. 
Denn  in  jedem  kleinsten  Augenblick  findet  eine  ganz  bestimmte  Beziehung 
zwischen  Temperatur  und  Länge  des  Drahts  statt,  und  man  misst  ja  eben 
die  Temperatur,  auch  die  mit  der  Zeit  variable ,  durch  die  Ausdehnung  von 
EOrpem,  wie  z.  B.  von  Quecksilber,  Weingeist  oder  von  Metallstreifen. 

In  dem  späteren  Beispiele  wird  sich  der  Temperaturunterschied  D  innen 
und  aussen  zu  0,0007  bis  0,0002^  C.  ergeben,  darf  also  vernachlässigt 
werden. 

Falls  jedoch  dieser  Temperaturunterschied  ein  merklicher  ist,  kann  die 
Ausdehnung  nicht  ohne  Weiteres  der  Temperatur  proportional  genommen, 
sondern  müsste  dann  theoretisch  daraus  berechnet  werden,  dass  jeder  zum 
Drahtcylinder  coaxiale,  aus  dem  Körper  ausgeschnittene  Cylinder  sich  anders 
auszudehnen  strebt,  weil  jeder  eine  andere  Temperatur  besitzt;  indem  man 
80  den  Draht  als  aus  unendlich  vielen  ineinander  geschobenen  Röhren  be- 
stehend ansieht,  welche  miteinander  fest  verbunden  sind,  müsste  sich  die 
Aasdehnung  des  Drahts  als  ein  gewisser  Mittelwerth  ergeben.  Ein  Versuch, 
diese  Betrachtung  in  analytische  Berechnung  umzusetzen,  fCdirte  auf  so  com- 
plieirte  Ausdrücke ,  dass  die  Praxis  keinenfalls  daraus  Nutzen  ziehen  könnte. 

§2. 
Die  Temperatur  innerhalb  desselben  Querschnitts  als  constant 
vorausgesetzt  * 

Die  Lösung  der  in  Rede  stehenden  Aufgabe  vereinfacht  sich  erheblich 
in  denjenigen  Fällen,  wo  vorausgesetzt  werden  darf,  dass  zu  einer  und  der- 
selben Zeit  alle  Punkte  des  gleichen  Querschnitts  auch  die  gleiche  Temperatur 
besitzen.  Dies  ist  m  praxi  nahezu  der  Fall  bei  sehr  dünnen  Drähten,  und 
wir  könnten  auch  leicht  aus  den  vorhergehenden  Formeln  I)  und  II)  die 
hierher  gehörigen  durch  passende  Annahme  über  die  Grösse  von  R  ableiten. 
£b  ist  jedoch  von  Interesse  ^  die  betreffenden  Gesetze  selbständig  abzuleiten. 

Zu  einer  bestimmten  Zeit  t  sei  die  Temperatur  des  Drahts  u.  Die 
Oberfläche  des  Drahts  strahlt  Wärme  aus.  In  dem  Zeitelement  dt  tritt 
durch  Strahlung  aus  dem  Draht  eine  Wärmemenge  aus,  welche  propor- 
tional der  Oberfläche  2Rn.L,  der  Temperaturdifferenz  u  —  O  von  Draht 
and  Umgebung,   der  Zeit  dt  und   dem  als   constant  angenommenen ^us-      ^ 
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strahlnngsvermögen  i}  ist,  also  ri.2rnL.u.dt\  oder  auch,  es  geht  die 
entgegengesetzte  Wftrmemenge  ^2fiRnLudt  in  den  K5rper  herein.  Fer- 
ner  werden   in  der  Zeit  dt   durch  galvanische   Erwärmung  im  Draht 

'     '   ^^^  Galerien  erzeugt  ' 

Zusammen  wird  somit  die  Wärmemenge  des  Drahts  in  dem  Zeitelement 
dt  um  die  Grösse     r  ..   ts  ..    jja 

— ^-^1 — 2,  fj.B. 7t. L.u.dt 

vermehrt.     Dies  ist  andererseits  gleich  dem  Product  ans  Wärmecapacitftt  e 

du 
und  Masse  ».R^.n.L  des  Drahts  in  die  Temperaturerhöhung  dt'-^^  also 

=  e.i.ffn.L.dt'^,> 

et 

Das  Oleichsetzen  heider  Ausdrücke  ergiebt  ftlr  constante  Ströme,  wo 
die  Intensität  /  =  a  ist,  folgende  Differentialgleichung  zur  Bestimmung  der 
Temperatur  u  in  beliebiger  Zeit  ti 

^  dt^c^R  Ä*.««.c.e' 

Durch  Integration  dieser  Gleichung  und  Bestimmung  der  willkürlichen  In- 
tegrationsconstante  aus  der  Anfangsbedingung  (ut=o  =  0)  erhält  man 

für  constante  Ströme: 

WO  J?  =5  — ^  igt.     Diese  Temperatur  nähert  sich  asymptotisch  dem  Werthe 
e.c.  R 

(die  bekannte  Formel,  die  wir  auch  oben  durch  Specialisirung  erhielten  ftr 
die  Temperatur  an  der  Oberfläche  eines  Drahts,  der  im  ganzen  Qaer- 
söhnitt  nicht  dieselbe  Temperatur  haben  sollte). 


mpei 
Wec 


Bei  Anwendung  von  Wechselströmen  ist  die  Differentialgleichung 

dt   Ce.R  R^.nKcB  ' 

deren  vollständiges  Integral  ist,  nachdem  die  willkürliche  Integrationscon- 
staute  wiederum  daraus  bestimmt  ist,  dass  der  Leiter  anfangs  die  Tempe- 
ratur 0  der  Umgebung  haben  soll,  die  folgende  Gleichung  zwischen  u  und  t: 

für  Wechselströme: 

a 


IV)  u^l^^Y""   '(ölü-^^^^^'o/^iA  ^.-sin2at 

R*,n^.C.6    [2Ä^  2{Ä  +  4a^) 


A{A*  +  4a*) 


„  "^        2A^{Ä^  +  4a^)i 

wo  ul  =  -— ^  ist. 
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Die  graphische  Darstelliing  dieser  Function  u  von  t  zeigt  einen  ähn- 
lichen Verlauf  wie  oben  in  Fig.  3.  Wenn  der  Temperaturzustand  sta- 
tionftr  geworden  ist,  schwankt  die  Temperatur  —  und  dementsprechend 
die  Ausdehnung  —  des  Drahts  um  den  festen  Werth: 

und  die  Schwankungen  iS  sind  dabei  angegeben  durch: 

Diese  Function  d.a>52a^  +  ^*^2<>^  der  Temperaturschwankungen  ergiebt 
alsCurye  aufgezeichnet  (Fig.  5)  eine  Maximal-  oder  Minimalordinate,  sooft 

ig2at=i r- 

V 
geworden  ist;  für  diejenigen  Verhältnisse,  welche  in  der  Praxis  meistens  in 

Betracht  kommen,  tritt  dies  sehr  nahe  dann  ein,  wenn  2at  ein  Vielfaches  von 
lg 

-^  geworden  ist.     Daraus  folgt,  dass  die  grösste  und  kleinste  Ordi- 
nate der  Schwankungen  dargestellt  ist  durch  den  Ausdruck: 


IVc) 


2.ij.Ä8.7r*  Ä'  +  Aa* 


2v 
Hier  zeigt  der  Werth  von  il  =  -^-^  >  dass  A^  um  so  mehr  gegen  4  a'  vernach- 

RCB 

iXssigt  werden  kann,  je  grösser  R,  je  dicker  also  der  Draht  ist.  In  dem 
unten  durchgerechneten  numerischen  Beispiele,  bei  einem  Draht  von  1  mm 
Durchmesser,  kommt  A^  gegen  4o*  nicht  mehr  in  Betracht,  und  dann  folgt 

die  Grösse  a     'l    \      der  Temperaturschwankungen  einem  ähnlichen  Ge- 
o.i|.  «*.»*•« 

setz,  wie  die  Temperatur  des  Drahts  bei  constanten  Strömen,  unter  Vor- 
aussetzung gleicher  Temperatur  innerhalb  desselben  Querschnitts. 

Der  in  IVa)  angegebene  feste  Mittelwerth  der  Temperatur,  um  den  die 

Schwankungen  erfolgen,   -^ — '    ^^  '    >  weist,   was  die  Abhängigkeit  vom 

o .  fi  ,  hr,  n 

Badius  R  betrifft,  ein  anderes  Gesetz  auf,  als  die  Temperatur  bei  constan- 

ten  Strömen,  für.  welche  wir  den  Ausdruck      ^  ^^  \  fanden. 

fl,J  R\  n^ 

Wenn  also  durch  einen  Draht  vom  Badius  /?,  der  Dichte  e,  der  Wärme- 

capacität  e  und  dem  Ausstrahlungsvermögen  i}  einmal  ein  Wechselstrom  von 

der  maximalen  Stromordinate  h  .xmd  andererseits  ein  constanter  Strom  von 

der  Intensität  Jfliesst,  so  ist  die  Erwärmung  (und  Ausdehnung)  beim 

Wechselstrom  grösser  als  bei  constantem  Strom  im  Verhältniss 
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Die  Ausdehnung  des  Drahts  ist  bei  mittleren  Temperataren  proportinal 
der  Temperatur  in  jedem  Augenblick,  also  hat  man,  um  die  Ausdehnung 
zu  erhalten,  nur  die  Formeln  IV)  bis  IVc)  mit  dem  Ausdehnungscoefficien- 
ten  zu  multipliciren ,  um  die  betreffenden  Grössen  für  die  Ausdehnung  des 
Drahts  und  die  Grösse  der  Ausdehnungsschwankungen  etc.  zu  erhalten ;  bei 
höheren  Temperaturen  u  folgt  die  Ausdehnung  A  aus  A^a^u-i-a^u^j  wo 
die  Zahlenwerthe  von  a^  und  o,  schon  oben  angegeben  sind. 

§3. 
Hnmeriiche  Bereohnimg  ftr  Wechselströme. 

Es  ist  von  Interesse,  auf  ein  praktisches  Beispiel  die  Formeln  anzu- 
wenden, also  die  Erwärmung  u  und  Ausdehnung  A  bei  constantem  und 
bei  Wechselstrom  zu  vergleichen,  femer  das  Gesetz,  nach  welchem  sich  u 
und  A  mit  der  Zeit  t  ändern,  durch  Zahlen  auszudrücken  und  endlich  die 
Grösse  der  bei  Wechselströmen  auftretenden  Schwankungen  von  Temperatur 
und  Länge  des  Drahts  kennen  zu  lernen,  um  entscheiden  zu  können,  ob 
die  periodischen  Ausdehnungsänderungen  unter  Umständen  wahrgenommen 
werden  und  ob  sie  für  die  Praxis  in  Betracht  kommen  könnten. 

Als  Beispiel  wurde  ein  Eupferdraht  von  1  mm  Durchmesser 
und  657  cm  Länge  gewählt,  durch  welchen  der  Strom  einer 
Siemens'schen  Wechselstrommaschine  (730  Touren  pro  Minute 
und  8  Spulen)  mit  der  mittleren  Stromintensität  6,4  Amp. 
fliesst.  Welches  ist  die  Temperatur  u  an  der  Oberfläche  und  die  Aus- 
dehnung A  des  Drahts  zu  beliebiger  Zeit  t\  welches  ist  das  Verhältniss  von 
Temperatur  und  Ausdehnung  zu  derjenigen  bei  constantem  Strom,  und 
welches  ist  die  Grösse  der  Schwankungen  von  Temperatur  und  Länge 
des  Kupferdrahts? 

Die  Einheiten  seien  cm.,  gr.,  sec,  Amp.,  Volt.,  Cels.  Die  Tempe- 
ratur u  an  der  Oberfläche  war  folgende  Function  zur  Zeit  t: 


y.y.lOo     f    l  o    ,     Ä  +  R^a^  .    ^    ,        aqRk 


g.k. R^.7cH2ä^  2Ä{Ä*  +  4a^)         2»?(^«  +  4a«) 

.  ,      Ä«ÄJ  .^  ««(4-Ä«Ä^)l 


wo  Ä  =  -^»  Ä=^ 7-^ ^  ;  und  wenn  der  cjlindrische  Leiter  so  dünn 


'    "«('+17)' 


2q. 

ist,   dass   die  Temperatur  im   ganzen  Querschnitt  als  constant  angesehen 
werden  kann: 


2(4,« +  4«*)  il,M,*+4««) 

_e-^.. ^ 1. 
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1.  Die  Constante  y  im  Jonle'schen  Gesetz  oder  die  Wärmemenge, 
welche  im  Draht  yom  Widerstand  1  Ohm,  bei  Intensitfit  1  Ampere,  in 
l  Secnnde  dnrch  den  galvanischen  Strom  entwickelt  wird,  ist  0,24014. 
(Eohlransch,  Praktische  Physik.) 

2.  Specifisches  Gewicht  des  Kupfers  8,9»  specifische  Wftrme  c  =  0,0952, 
specfischer  elektrischer  Widerstand  (für  Centimeter  u.  0^  «;o  =  0,0160.10-*. 

3.  Das  innere  Wftrmeleitungsyermögen  g,  oder  die  durch  die  Flächen- 
einheit bei  dem  Abstände  Eins  in  der  Zeiteinheit  fliessende  Wärmemenge, 
ist  fttr  sec,  cm.,  Cels.:  g=  ^^^^y^  (nach  Wiedemann). 

4.  Das  äussere  Wärmeleitungsvermögen  oder  der  Ausstrahlungscoeffl- 
cient  71  des  Kupfers  scheint  nicht  in  absoluter,  sondern  nur  in  relativer 
Weise  bestimmt  zu  sein  (Mousson,  Physik,  Bd.  II).  Es  wurde  daher  nach 
dem  Vorschlag  von  Herrn  Professor  Dr.  Dietrich  folgender  indirecte  Weg 
eingeschlagen. 

Nach  der  oben  abgeleiteten  und  auch  sonst  bekannten  Formel  für  die 
Temperatur  u  bei  einem  constanten  Strom  von  der  Intensität  /  ist 

Beobachtet  man  also  J  und  u  oder  beobachtet  man  wenigstens  die  Aus- 
dehnung A  bei  constantem  Strom  und  berechnet  dazu  die  Temperatur  u^ 
80  sind  sämmtliche  Grössen  auf  der  rechten  Seite  und  damit  der  Ausstrah- 
Inngscoefficient  17  gegeben.  Diesbezügliche^  im  elektrotechnischen  Labora- 
torium des  Polytechnikums  in  Stuttgart  ausgeführte  Versuche  ergaben  für 
einen  Strom  von  10»  23,  35  Ampere  Stromstärke  eine  Ausdehnung  des 
Drahts  von  bezw.  2,57;  13,23;  30,02  mm.  Aus  dieser  Ausdehnung  A  wurde 
die  Temperatur  h  berechnet  mittels. 

A  =  ay^u  +  a^u\ 
wo  ai  =  10-*. 0,14686,  0,  =  10-8.0,8.     Es  fand  sich  in  den  drei  Fällen 
bezw.  folgende  Temperatur  u  des  Drahts  (von  der  der  Umgebung  als  Null 
an  gerechnet):  23,95,  123,34,  279,80 ^  Cels.;  und  endlich  hieraus  der  Aus- 
strahlungscoefücient  17,  bezw. 

1?  =  0,0006504,    0,0006681,    0,0006821. 

5.  Die  Constanten  h  und  c* 

Die  Abhängigkeit  der  Stromstärke  /  des  Wechselstroms  von  der  Zeit  t 
wird  in  der  Form  vorausgesetzt:  J^=^h.8in{at).  Hier  ist  also  h  die  maxi- 
male Stromordinate,  welche  sich  aus  der  mittleren  constanten  Strominten- 
sität von  6,4  Amp.  leicht  berechnen  lassen  wird.     Denn  es  ist  (Fig.  7): 


6^4^Jh.8in{at)M^^^  also  5 « 6,4 • -J  =  10 Amp. 

/Google 
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Ferner  wird  die  Stromstärke  Js=l},8m(at)  Null,  wenn  ttt  =  n  oder  t=  — 

^  ff 

geworden  ist.     Da  die  Tonrenzahl  730  in  der  Minnte,  die  SpolenzaM  8ge- 

730  8 
geben  ist,  so  geschieht  dieses  Nnllwerden  in  der  Secunde      ^'    -mal  oder 

3E.730.8  QAR  Q 

a  =  — gjr —  =  öüDjö. 

Jetzt  sind  sämmtliche  in  der  Rechnung  vorkommende  Grössen  bestimmt; 
6  =  10,    7  =  0,24014,     e  =  -^,    c  =  0,0962,    ic^o  =  0»016.10-*, 
1^  =  0,00065,    5=119,699.360-«'     Ä  =  0,05,    i  =  657,    «  =  305,8, 
woraus  ^ 

ii  =  -5^  =  0,30L 

Die  Temperatur   u  des  Drahts  bei  Anwendung  yon  Wechselströmen, 
ausgedrückt  als  Function  der  Zeit  t  oder 

y.h\wQ  f   1  o   ^  1  .  n   ^ 

^-^r^^iX;to--^^^^^2U»+4a»)"'^^^ 


2(^«+4a«)      ""^         A(Ä^  +  4a^) 


—  6' 


At. 


4a«  \ 

:^*+4««)r 


2A\A*  +  4.a\ 

wird  daher,  mit  Zahlencoef&cienten ,  im  vorliegenden  Falle  (für  <  =  od): 
V)      ti  =  39,7-co3(2.305,8. 0.0,94.10-^- m(2. 306,8.0. 0,01967 

und  damit  die  Ausdehnung  A  des  Drahts  zu  irgend  einer  Zeit  ti 

Va)  ^  =  0,448- CQ3(2. 306,8.0. 0,106. 10-«-gin(2.305,8.0.0,0002209. 

Der  mittlere  Werth  der  Ausdehnung,  um  welchen  periodisch  die  Schwan- 
kungen erfolgen,  ist  somit  0,448cm.  Die  Schwankungen /S  der  Ausdehnung^ 
sind  dabei  dargestellt  durch 

5=0,106. 10-«. 005(611. 0  +  0,0002209.m(611.0. 
Die  Schwankung  erreicht  ihren  numerisch  grössten  Werth,  wenn 

^(611.0=  -^ — ^-^f  oder  sehr  nahe,  wenn  611.<  =  -s-  ist 
ly  2 

Daraus  folgt,   dass  sehr  nahe  der  Coef&cient  0,0002209  zugleich  den 
Maximalwerth  der  Schwankungen  angiebi     Das  Glied  mit  e~^'  oder  das 

^^^^^  FTTo — At  ^  ^®  Ausdehnung,  macht  schon  nach  22  seo.  nicht  mehr 

0,01  mm  ans.  Also:  Die  Ausdehnung  des  Drahts,  welcher  fflr  das 
Beispiel  angenommen  wurde,  nähert  sich  dem  Werthe  4,48  mm 
unter  kleinen  regelmässigen  Schwankungen,  deren  Maximal- 
werth gegenüber  dem  Mittelwerth  4,48  der  Ausdehnung  nur 
0,0022  mm  beträgt  Die  zugehörige  Maximalschwankung  der  Temperatur 
ist  0,019^  Cels.  Es  ist  also  nicht  anzunehmen,  dass  diese  Schwankungen 
fQr  die  Praxis  irgendwie  in  Betracht  kommen. 
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Gegenüber  der  Verwendung  von  constantem  Strome  /  ist  die  Tempe- 
ratur,  und  dementsprechend  nahe  auch  die  Ausdehnung,  bei  Wechselstrom 

2 
mit  maximaler  Stromstärke  b,  also  mittlerer  Stromstärke  —  •&,  grösser  im 

Verhältniss: 

oder 


y.fPp.c.g    2.R^n^.fi    „      e.s.R    b^ 


falls  beidemal  derselbe  Draht  verwendet  wird. 

Wenn  also  das  eine  Mal  ein  constanter  Strom  von  der  Intensität  6,4 
Amp.,  das  andere  Mal  ein  Wechselstrom  von  maximaler  Stromintensität 
10  Amp.  oder  von  mittlerer  Intensität  6,4  Amp.  einen  Eupferdraht  von 
1  mm  Durchmesser  und  657  cm  Länge  erwärmt,  so  ist  bei  Anwendung  des 
Wechselstroms  die  Erwärmung  und  Ausdehnung  des  Drahts  der  Rechnung 
gemäss  höher  nahezu  im  Verhältniss  4.  Diese  Zahl  4  scheint  eine  etwas 
zu  hohe  zu  sein  (der  Grund  würde  dann  in  der  ungenauen  Bestimmung 
von  1}  liegen).  Denn  die  Werthe  der  Energie,  welche  in  dem  Strom 
einerseits  durch  einen  Wechselstrom  von  maximaler  Stromstärke  &,  an- 
dererseits durch   einen    constanten  Strom  von  der   Stromstärke  a   in   der 

IL 
a 

gleichen  Zeit  entwickelt  wird,  verhalten  sich  wie  jV.sivfat.di  zu  a*-  — 

oder  wie   -^r  zu  a'.     Hat  man  also  das  eine  Mal  einen  Wechselstrom  von 

2 

maximaler  Stromstärke    10  Amp.   oder   von   mittlerer   Stromstärke    10  •  — 

=  6,4  Amp.,  andererseits  einen  constanten  Strom  von  der  Stromstärke 
6,4  Amp.,  so  verhalten  sich  die  Energiewerthe  wie  9k':8.  Versuche  konnten 
darüber  nicht  angestellt  werden. 

Es  fragt  sich  endlich,  ob  die  Differenz  der  Temperaturen  im 
Innern   des  Drahts  und  an  der  Oberfläche  vernachlässigt  werden 

kann.  Dieser  Temperaturunterschied  D=  /'  *  ^  bei  constanten  Strö- 
men  wird  für  7  =  5,4  Amp.: 

D  =  0,00047  ^Cels. 

Bei  Anwendung  von  Wechselströmen  ist  die  Temperaturdifferenz  D 
eine  periodische  Function  der  Zeit  t^  und  zwar  im  Falle  unseres  Beispiels 
die  folgende:  r^nno^A  f<^^»t      sin2at_^sin'at\ 

Trägt  man  diese  Differenz  D  als  Function  der  Zeit  t  graphisch  auf,  die  t 
als  Abscissen,  D  als  Ordinaten ,  so  erhält  man  eine  Curve  von  periodischem 
Verlauf.  Dem  grössten  Theile  nach  verläuft  die  Curve  im  ersten  Quadran- 
ten, auf  der  Seite  der  positiven  D;  auf  eine  kurze  Strecke  greift  jedoch  die 
Corve  auf  die  Seite  der  negativen  D  regelmässig  über.  Man  hat  somit  das 
interessante  Resultat,  dass  zwar  im  Allgemeinen  die  Temperatur  im  Innern     t 
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des  Drahts  eine  höhere  ist  als  an  der  Oberfl&che,  dass  aber  aaf  kurze 
Zeit,  in  regelmftssiger  Wiederkehr,  der  Draht  an  der  Ober- 
fläche eine  höhere  Temperatur  besitzt  als  im  Innern. 

Das  Maximum  des  üeberschusses  der  Innentemperatur  gegenüber  der 
Oberflächentemperatur  (also  der  positiven  D)  ist  nahezu  0,002^  Gels.,  das 
Maximum  der  negativen  D  ungeföhr  0,0007^  Cels. 


§4. 
Zusammenstellnng  der  Betnltate. 

Es  bedeute: 

R  den  Radius  des  cjlindrischen  Drahts, 

L  dessen  Länge, 

c  die  specifische  Wärme, 

E  die  Dichte, 

Wq  den  specifischen  elektrischen  Widerstand, 

q  das  innere  Wärmeleitungsvermögen  und 

17  das  äussere  Wärmeleitungsvermögen  (oder  den  Ausstrahlungscoefficien- 
ten)  fttr  das  Material,  aus  welchem  der  Leiter  besteht, 

y  die  Constante  im  Joule'schen  Gesetz  (0,24014),  die  Wärmemenge, 
welche  im  Draht  vom  Widerstand  1  Ohm  in  1  Secunde  durch  den  gal- 
vanischen Strom  bei  Stromintensität  1  Ampdre  entwickelt  wird;  femer 

J  die  Stromstärke  des  durch  den  Draht  fliessenden  galvanischen  Stroms 
[bei  Wechselströmen  ist  J=:h.sin{at)]^  t  Zeit;  dabei 

h  die  maximale  Stromstärke  des  Wechselstroms,  welche  nach  der  einen  oder 
andern  Seite  auftritt,   so  oft  a^  ein  ungerades  oder  abgekünt  un- 

gerades  Vielfaches  von  -^  geworden  ist,  also 

a  =  ff  X  Tourenzahl  pro  Secunde  X  Spulenzahl, 

u  die  Temperaturdifferenz  des  Drahts  gegenüber  der  Umgebung, 

A  die  Ausdehnung  des  Drahts. 

1.   Wenn    die    Temperatur    u    innerhalb    desselben    Quer- 
schnitts nicht  als  constant  angenommen  wird,   so  ist  die  Tempe- 
ratur u  zu  beliebiger  Zeit  t  in  beliebiger  Entfernung  r  von  der  Axe  an- 
gegeben durch  folgenden  Ausdruck 
für  Wechselströme: 
y.hKw^    (   l  ,^     .     Ä  +  f^,k.a^  .   ,^     .   4a-r«.Ä:.a.i 


7       «-c       J    J  2« 

wo  Ä;= —  und  A  = —^ — — -  ist. 


2iy 
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Wenn  der  stationäre  Zustand  eingetreten  ist,  ist  die  Temperatur 
an  der  Oberfläche  des  Drahts: 

Der  Unterschied  D  der  Innentemperatnr  gegen  die  Oberflächentempe- 
ratur,  der  ebenfalls  periodisch  sich  ändert  und  auch  negativ  werden  kann 
(§3),  ist: 

Die  Temperatur  an  bestimmter  Stelle  des  Drahts  zeigt  —  was  ihre 
Abhängigkeit  von  der  Zeit  betrifft  —  anfangs  einen  unrein  periodischen 
Verlauf,  der  sich  mit  wachsender  Zeit  immer  mehr  einem  Zustande  mit  rein 
periodischen  Schwankungen  nähert 

Der  mittlere  feste  Werth,  den  die  Oberflächentemperatur  schliesslich 
besitzt  (in  Wirklichkeit  nach  4 — 5  Min.,   theoretisch  für  fssoo),   und  um 
welchen  die  Schwankungen  nach  beiden  Seiten  erfolgen,  ist: 
y.V.WQ.c.B  (       fi.R\y 
8.71. R^.n^  V^  2qJ 

Die  Periode  der  Schwankungen  der  Temperatur  (und  Ausdehnung)  ist 
die  Hälfte  von  derjenigen  der  Intensität  des  Wechselstroms. 

Für  Constanten  Strom 
von  der  Intensität  /  ist  die  Temperatur  u  des  Drahts  zu  beliebiger  Zeit  t 
und  in  beliebiger  Entfernung  r  von  der  Axe  des  Drahts  dargestellt  durch: 

Ih 

Wenn  der  Temperaturzustand  ein  stationärer  geworden  ist,  so  ist  die 
Temperatur  u^  in  beliebiger  Entfernung  r  von  der  Axe: 


und  speciell  an  der  Oberfläche  des  Drahts: 

Die  Differenz  D  der  Temperatoren  in  der  Axe  and  an  der  OberflBche  ist: 


B^l 


,JKw, 


0 


4RKn\q 

2.   Wenn  die  Temperatur  im  ganzen  Querschnitt  gleich  vor- 
aasgesetzt  wird,  so  dass  die  Temperatur  u  nur  von  der  Zeit  t  abhängt, 
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bei  constantem  Strom  J: 

wo  B=i — ^  ist,  und  wenn  der  stationäre  Zustand  eingetreten  ist: 


Bei  Wechselströmen 

2b 
mit  maximaler  Stromstärke  h  oder  mittlerer  Stromstärke  —  ist  die  Tem- 
peratur u  des  Drahts  zu  irgend  einer  Zeit: 


4««  \ 

,»(A*+4«»)r 


wo  Ä,  =  ^ 

*     A.c.« 

Wenn  einige  Zeit  verflossen  ist,  schwankt  die  Temperatur  um  den  festen 

Mittelwerth  .. 

und  die  periodischen  Schwankungen  der  Temperatur  um  diesen  Mittelwerth 
(deren  Periode  auch  jetzt  die  Hälfte  von  deijenigen  der  Stromstärke  des 
Wechselstroms  ist)  haben  einen  Mazimalwerth ,  der  sehr  nahe  angegeben 
ist  durch:  ^^ 

Gegenüber  der  Verwendung  von  constanten  Strömen  ist  bei  Wechsel- 
strömen die  Erwärmung  (und  Ausdehnung)  grösser  in  dem  Verh&ltniss: 

wo  h  die  Maximal •  Stromstärke  des  Wechselstroms,  J  die  Stärke  des  con- 
stanten Stroms  darstellt. 

Wenn  z.  B.  ein  Wechselstrom  mit  6,4  Amp.  mittlerer  Stromstärke,  bei 
730  Touren  pro  Minute  und  8  Spulen,  einen  Eupferdraht  von  1  mm  Durch- 
messer und  657  cm  Länge  erwärmt,  so  beträgt  der  Maximalwerth  der  Tem 
peraturschwankungen  0,019^  Cels.  und  derjenige  der  Schwankungen  in  der 
Ausdehnung  des  Eupferdrahts  0,00022  cm«  falls  der  stationäre  Zustand  ein- 
getreten ist. 

Technische  Hochschule  Stattgart,  Juli  1888. 
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T.  Znr  meohanisohen  Wärmetheorie. 

Mit  p,  Vy  T  bezeichnen  wir  der  Reihe  nach  Druck,  specifisches  Volumen 
and  absolute  Temperatur  einer  Substanz,  und  nehmen  an,  es  existire  zwi- 
schen diesen  drei  Grössen  eine  Relation 

die  wir  «charakteristische  Oleichung**  der  Substanz  nennen  wollen. 

Es  sei  femer  e  die  innere  Energie  der  Einheit  der  Masse  der  Substanz. 
Bekanntlich  ist  dieses  $  ein  bestimmte  Function  des  Zustandes  der  Substanz, 
also  eine  Function  von  je  zwei  der  Grössen  p^  t?,  T;  und  zwar  wollen  wir 
znnSchst  annehmen,  es  sei 
2)  •  =  v(f,J). 

Der  Zweck  der  vorliegenden  Notiz  besteht  nun  darin,  eine  interessante 

Relation  zwischen  den  Functionen  F  und  ^  herzuleiten.     Diese  Relation 

llsst  sich  aus  einem  Satze  von  W.  Thomson  entwickeln,  nSmlich  aus  dem 

Satze,  der  durch  die  auf  eine  isentropische  Zustandsftnderung  der  Substanz 

bexflgliche  Gleichung 
jT  dT     T.v.a 


aoggedrackt  wird,  ' 

In  der  Gleichung  3)  bezeichnet  o  den  thermischen  Ausdehnungscoeffi- 
cienten  der  Substanz  unter  constantem  Drucke,  Cp  ihre  WärmecapacitKt 
unter  derselben  Bedingung. 

Denken  wir  uns,  die  Substanz  (von  der  wir  die  Einheit  der  Masse 
voraussetzen)  habe  eine  unendlich  kleine  Zustandsänderung  erlitten,  infolge 
deren  jp,  i?,  T  sich  xun  dp^  dv,  dT  ändern.  Zwischen  dpy  dv^  dT  besteht 
dann  die  Gleichung 

Wir  nehmen  jetzt  an,  diese  Zustands&nderung  sei  eine  isentropische,  und 
wollen  diese  Bedingung  analytisch  ausdrücken. 

Bei  einer  unendlich  kleinen  Zustandsänderung  nimmt  die  Substanz  die 
Wfirmemenffe  /       a«.\  a^ 

auf.    Für  eine  isentropische  Veränderung  haben  wir 
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und  daher 

6)  (,+|2).,.+|i..T=0. 

Indem  wir  dv  aus  4)  und  5)  eliminiren,   bekommen  wir  für  eine  isentro- 
pische  Veränderung  folgende  Gleichung: 

gx  dT  V^dvJ'dp 


Aus  3)  und  6)  haben  wir 

K^^dvJ   dp  T.v.cc 


dF  Cp 


dv'dT     X^'^dv)' 
^        d€  .  d€fdv\    .     fdv\       d<p  ,  f    ,  d(p\ 

^^'='df+rAdT)+ndT)r^^\^'^ 

/dv\ ^.^ 

KdTJp'^     dT'dv' 


Indem  wir  diese  Werthe  von  Cp  und  ».a  in  7)  substituiren,   erhalten  wir 
schliesslich  die  gesuchte  Belation  zwischen  F  und  tp  m  der  Form 

Es  soll  zunächst  q>  als  gegeben  betrachtet  werden,  und  wollen  wir  F 
durch  Integration  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung 8)  bestimmen.     Bei  dieser  Integration  muss  v  als  constant  betraditet 

werden,  weil  die  Gleichung  8)  den  Differentialquotienten  ^—  nicht  enth&lt. 

ov 

Das  System  simultaner  Differentialgleichungen,  welches  der  partiellen 
Gleichung  8)  entspricht,  ist  folgendes: 

dp     ^dT     dF 
,dq>       T  ^    O' 

Zwei  erste  Quotienten  dieses  Systems  geben  die  gewöhnliche  Differential- 
gleichung erster  Ordnung 

9)  Tdp-pdT  =  ^'dT, 

cv 

d  w 
wo  ^  eine  gegebene  Function  der  Veränderlichen  T  und  des  constantea 

Parameters  v  ist. 

Die  Gleichung  9)  hat  1 :  T'  als  integrirenden  Factor,  und  ihre  Lösung  ist 
p        rdq>  dT^   ,  , 
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wo  T  eine  willktlrliche  Fonotion  bezeichnen  soll;  mithin  ist  das  allgemeine 
Integral  der  Qleichnng  8) 

wo  %  eine  willktlrliche  Function  bedeatet.    Wir  gelangen  also  zn  dem  Satze: 
Ist  die  Energie  einer  Substanz  (e)  als  Function  von  v  und 
Tgegebeui  so  muss  die  charakteristische  Gleichung  der  Sub- 
stanz die  Gestalt 

haben. 

Ein  besonders  interessanter  specieller  Fall  entspricht  der  Annahme,  dass 

Dann  haben  wir  als  charakteristische  Gleichung  der  Substanz 

11)  l,+|i=2'.r(r). 
Beispiele.    L  Fttr  vollkommene  Gase  ist 

nach  11)  muss  also  die  charakteristische  Gleichung  solcher  Gase  die  Gestalt 
haben 

12)  p^T.xif)). 

In  der  That  bildet  die  Gleichung  von  Bojle-Gaj-Lussac  den  spe- 

c 
deUen  Fall  der  Formel  12),  wenn  nämlich  x{v)^—  ist 

n.  In  meiner  in  russischer  Sprache  publicirten  Arbeit  „  Studien  über 
die  kinetische  Theorie  der  Constitution  der  Körper^  betrachte  ich  ein  wirk- 
liches Gas  als  ein  System  kleiner  homogener  Kugeln  (Moleküle)  vom 
Durchmesser  q  und  der  Masse  m^  die  in  Wärmebewegung  begriffen  sind 
und  sich  gegenseitig  mit  den  Kräften  anziehen,  welche  in  die  Verbin- 
dungslinien   der  Centra   von  je  zwei   Kugeln  fallen  und  im  umgekehrten 

Verhältnisse  zu  der  ii^°  Potenz  der  Entfernung   stehen   (es  ist  also  die 

Grösse  der  Anziehung  zwischen  zwei  Molekeln  durch  A*-^  gegeben).    Für 
ein  solches  System  erhalte  ich  die  Formel 

13)  «=iflP--  +  <»IM<- 

Hier   bezeichnet  Q^   das    mittlere  Quadrat    der  Moleculargeschwindigkeit, 

«  das  Volumen  des  (}ases  (der  Einheit  der  Masse);  für  a  bekomme  ich  den 

Ausdruck  o  , 

2it h 

*""(n-l)(n-4)'^»-*' 
fcllsii>4ist,  und  V         A         /  V 

Wlsn  =  4ist.  ^  ^ 
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Nehmen  wir  nun  an,  es  bezeichne  Q*  eine  Function  der  Temperatur 
allein,  h  und  q  dagegen  reine  Constanten,  so  gelangen  wir  auf  Grund  Ton 
11)  und  13)  zu  dem  Besultat,  dass  die  charakteristische  Gleichung  wirk- 
licher Gase  folgende  Gestalt  haben  muss: 

14)  p  +  ^  =  T.r{v). 

Die  Gleichung  14)  enthält  die  bekannte  yan  der  Waals'sche  Formel 
als  einen  speciellen  Fall,  wenn  nämlich  T{v)  =  c:(t>—h)  ist. 

Wir  haben  bis  jetzt  vorausgesetzt,  es  sei  die  Function  g>  gegeben; 
wenn  dagegen  F  gegeben  ist,  so  haben  wir  aus  der  Gleichung  8): 

^dF  ,     dF 

15)  .  =  (p(t;,T)  =  «   /   —  ^gjp  ^^  'dv  +  m{n 

Hier  bezeichnet  a>  eine  willktlrliche  Function ;  aus  dem  Ausdrucke ,  der  unter 
dem  Integralzeichen  steht,  muss  p  mit  Hilfe  von  1)  eliminirt  werden,  T 
wird  bei  der  Integration  als  constant  betrachtet. 

Sehen  wir  jetzt  t  als  Function  von  p  und  T  an,  etwa 

«=Ap,r), 

so  erhalten  wir  die  Relation  zwischen  F  und  f  in  der  Form 
Iß,  dF,„dF     df  dF     ^ 

Aus  16),  falls  /*  gegeben  ist,  ergiebt  sich: 

^-Mt'I     J-t\       ä^+T 

Hier  ist  n  eine  willkürliche  Function;  bei  der  auf  T  bezüglichen  Integra- 
tion wird  c  als  constant  })etrachtet.    Wir  haben  also  den  Satz: 

Ist  €  durch  p  und  T  ausgedrückt,  so  muss  die  charakte- 
ristische Gleichung  der  Substanz  folgende  Gestalt  haben: 

IT,  ,  =  ...(.^|-y-p"|l). 

Falls  J^  gegeben  ist,  haben  wir  aus  16): 

18)  ,^f^p^T)^  I  —  3J,   ^^dp  +  io{T). 

Hier  muss  vor  der  Integration  v  mit  Hilfe  der  Gleichung  1)  eliminirt  wer- 
den; T  wird  bei  der  Integration  als  constant  angesehen. 

Betrachten  wir  endlich  p  und  v  als  unabhängige  Veränderliche  und 
setzen  demgemäss 
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80  erhalten  wir 

^  V^dvJ   dp^     dT     dp    dv 

Die  Integration  der  Oleichang  19)  in  Bezug  auf  F  redncirt  sich  anf  die 
Integration  des  Systems  simultaner  Gleichungen 

dp     _dT_    dv     ^dF 

^^dv  dp 

Die  Integration  von  19)  bezüglich  S  kommt  zurück  auf  die  Integration  des 
Sjstems  dt;     ^  dp  ^  dS 

_dF  dF  ^_Etm^J^    ' 

dp        dv         ^dp^     dT 
wobei  T  ans  den  Coefficienten  von  dv^  dp,  d&  mit  Hilfe  der  charakteristi- 
sehen  Oleichung  eliminirt  werden  muss. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  die  Gleichungen  16)  und  19)  sich  entweder 
aus  dem  Thomson 'sehen  Satze  oder  aus  den  Gleichungen  8)  ufad  1)  ab- 
leiten lassen.  Wollen  wir  z.  B.  die  Gleichung  16)  aus  8)  ableiten,  so 
denken  wir  uns  die  Variable  p  in  dem  Ausdrucke 

durch  die  Variablen  v  und  T  mit  Hilfe  der  Gleichung  1)   ersetzt;   infolge 
davon  muss  f{p,  T)  sich  in  q>{Vj  T)  verwandeln.    Wir  haben  also 

dv       dp  KdvJr' 


nun  folgt  aber  aus  1) 
also  ist 


rdp\  ^_iP,^^ 

Kdv/T  dv'dp^ 

^__d£  dF,dF^ 
dv  dp    dv  'dp 


Sabetitniren  wir  diesen  Ausdruck  für  -r^  in  8),  so  bekommen  wir  16). 

cv 

Die  Gleichungen  8);  16)  und  19)  lassen  sich  auch  gerade  aus  dem 
zweiten  Hauptsatze  der  mechanischen  Wärmetheorie  ableiten.  Wollen  wir 
X.  B.  die  Gleichung  8)  auf  diesem  Wege  ableiten,  so  wählen  wir  v  und  T 
als  unabhängige  Veränderliche.  Dann  erhalten  wir  für  die  von  der  Sub- 
stanz bei  einer  unendlich  kleinen  Zustandsänderung  aufgenommene  Wärme- 
menge den  Ausdruck  /       o    \  o 

„.(,+ii).„+ii..r. 

Da  nun  nach  dem  zweiten  Hauptsatze 

T 
ein  vollständiges  Differential  sein  muss,  so  haben  wir 
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1      d^q> 


oder 


T  dvdT 


Ans  1)  folgt  weiter 

^      ^  (dp\ dF  dF 

und  20)  verwandelt  sich  in  8). 

Warschau.  B.  W.  Stankbwitsoh, 

Dooent  a.  d.  kAiierL  üniTeniULt. 


VI.  Ermittelung  der  Tragweite  der  Vennerprobe,  bei  Kenntniss  der 
enbjeotiven  Genauigkeit  des  Reohnenden. 

I.  Von  der  Astronomie  ist  es  bekannt,  dass  man  den  Resultaten,  die 
Yon  einem  bestimmten  Beobachter  geliefert  werden,  nicht  unbedingte  Sicher- 
heit zuspricht,  sondern  sich  dieselben  mit  einem  Fehler  behaftet  denkt  und 
dementsprechend  weiter  yerwerthet.  Die  Grösse  dieses  Fehlers  ist  je  nach 
der  Individualität  des  Beobachters  verschieden  —  sein  wahrscheinlicher  Be- 
trag wird  durch  Versuchsreihen  ermittelt. 

Auch  für  das  reine  Zifferrechnen  darf  die  Einführung  eines  analogen 
Begriffs,  eines  „Fehlerfactors"  oder  der  „Wahrscheinlichkeit  des  Falsch- 
rechnens für  Zifferrechnungen  von  gegebenem  Umfang  {7"  geeignet  erschei- 
nen, da  schliesslich  auch  der  vollendetste  Rechner  im  Verlaufe  einer  unend- 
lich ausgedehnten  Zifferrechnung  nicht  fehlerlos  arbeiten  wird. 

Angenommen ,  ein  Rechenezempel  F  sei  vorgegeben ,  dessen  Durchfüh- 
rung im  Ganzen  g  Ziffern  anzuschreiben  nöthigt;  dann  kann  man  füglich 
—  mit  ungefährer  Annäherung  —  diese  Zahl  e  als  Maass  ansehen  für  die 
Summe  der  in  der  Berechnung  von  F  niedergelegten  Denkarbeit.  Für  eine 
und  dieselbe  Person  wird  dann  die  „Wahrscheinlichkeit,  sich  zu  verrechnen" 
abhängig  sein  von  jener  Summe,  dem  „umfang  U  der  Rechnung**,  der 
durch  0  gemessen  wird;  sie  bildet  also  eine  Function  {w)  von  e. 

Für  eine  bestimmte  Person  kann  man  zu  jedem  0  das  zugehörige  w 
beliebig  genau  ermitteln  durch  Herstellung  von  genügend  langen  Versucha- 
reihen. 

Hat  man  beispielsweise  ermittelt,  dass  Jemand  sich  für  5  =  90  ein- 
mal auf  drei  Fälle  verrechnet,  so  ist  für  ihn  „das  zum  umfang  i»s90 
gehörige  «?**  =-J. 
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II.  Wir  stellen  nas  nnnmehr  die  Aufgabe: 

,iEin  Bechenexempel  F  sei  gestellt  nnd  durch  Zififerrechnongen  vom 
UmfEuig  U  [mit  M  Ziffern]  darobgefUhrt  worden,  nebst  der  controlirenden 
Nennerprobe;  es  soll  die  Wahrscheinlichkeit  W  bestimmt  werden  dafür, 
dass  das  ermittelte  Resultat  wirklich  genau  ist,  nachdem  die  Neuner- 
probe* stimmt,  d.  h.  nachdem  das  Parallelrechnen  mit  den  Quersummen 
der  in  F  vorgegebenen  Zahlen  seinerseits  für  den  Modul  9  einen  kleinsten 
Best  r  ergab,  der  gleich  ist  dem  Beste  R  {mod.  9)  des  für  F  ermittelten 
Beeultats*  Hierbei  sei  die  Wahrscheinlichkeit  ftir  den  Bechnenden:  inner- 
halb eines  Complexes  von  Zifferrechnungen  U  [mit  e  Ziffern]  einen  Fehler 
zu  begehen,  ermittelt  als  fr'>0." 


Zahlenbeispiel  für  die  Möglichkeit  einer  Tftasehang  über  die  Richtigkeit 
eines  Resultats  ^  bei  Anwendung  der  Nennerprobe. 


F:  Problem:  2"  •   ZT 

256.32  =  768 
512 
8192  =  2» 
8192»  =  64 
161 
1458 
81 
•   32764 
67108864  =  2« 
X2 


134217728  =  2*7. 

1+8-f  4-f  2+1+7+7 -H2-l-8=  36  =  8  =  5. 

Neunerprobe:  2"  =  2". 8,  2^=1, 
(2«)*  =  1,   1.8=8  =  r; 

l7-Controle:  Ä-r  =  0. 


F:  Problem:  2"  Jjf 

213^28.25  =  256.32,  »=»«• 
256.32  =  768 
512 

8192  =  2", 
8192«  =  64 

161  ...  Fehler 
1468 
81 

32764 
81598864  =  2« 

X2 
163197728  =  2«. 

14-6+8+1+9+7+7+2+8  =  44  =  8  =  5. 

(Falsches  Besultat.) 

Neunerprobe:  r  =  8; 

D^-Controle:  iJ  — r  =  0. 


(Die  Onrichtigkeit  in  ü"  findet  sich  in  der  zweiten  Zeile  der  Qua- 
drimng  von  8192,  indem  dieselbe  um  eine  Stelle  nach  links  yerschoben 
wurde.) 

Die  Uebereinstimmung  R=^r  kann  im  zweiten  Falle  den  Bechner  ver- 
anlassen, das  Besultat  seiner  falsch  durchgeführten  Bechnung  als  richtig 
anzunehmen. 


*  Matthiessen-HeiB,  Sammlung  von  Beispielen  und  Aufgaben  aus  der 
Arithmetik  und  Algebra,  8  28.  Die  dort  gegebene  Bemerkung:  „die  Neunerprobe 
sei  auch  fOr  Division  höchst  praktisch*',  ist  ungenau,  wie  das  Beispiel  60: 15  =  4 
zeigt.  Vielmehr  darf  die  Neunerprobe  bei  Division  nur  mit  besonderen  Vorsichts- 
maanegeln  angewendet  werden. 

Digitized  by  VjOOQIC 


1 18  Kleinere  MittheilungexL 


Die  auf  üreaehen  rttckwärts  Behliessende  WahrscheiDlichkeitsreohnung 
wird  nns  in  den  Stand  setzen,  die  Wahrscheinlichkeit  eines  solchen  Vor- 
kommnisses, d.h.  einer  Täuschung  durch  die  Nennerprobe,  bei  gegebenem 
Fehlerfactor  w  des  Bechnenden  zu  bestimmen. 

Nach  Laplace,  Theorie  analjtique  des  probabilit^s ;  introduction, 
Yjm*  principe,  hat  man  den  Satz: 

jyZwei  Ursachen  A^  B  eines  Ereignisses  E  mögen  a  priori  die  Wahr- 
scheinlichkeiten resp.  a,  h  haben  für  ihr  Bestehen. 

Es  seien  ferner  a,  |3  die  Wahrscheinlichkeiten ,  mit  welchen  sie  das 
Ereigniss  E  herbeiführen,  wenn  sie  bestehen. 

Ist  dann  das  Ereigniss  E  constatirt ,  so  verhalten  sich  die  Wahrschein- 
lichkeiten fCLr  das  Gewirkthaben  der  Ursachen  A  oder  B  wie  die  Producte 
aa:  ft/J." 

Die  constatirte  Uebereinstimmung  R^^r  (sie  ist  das  Ereigniss  E  obigen 
Satzes)  kann  folgende  beiden  Ursachen  haben:* 

A.  der  Rechner  hat  richtig  gerechnet; 

B.  der  Rechner  hat  falsch  gerechnet. 

Die  Hypothese  A  hat  die  Wahrscheinlichkeit  a  priori  \-~w\  die  Hypo- 
these B  hat  die  Wahrscheinlichkeit  a  priori  w,  1  — «;  und  w  sind  die 
Werthe  a  und  h  des  citirten  Satzes. 

Wenn  A  besteht,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit ,  dass  die  Neunerprobe 
stimmt,  jR  — r  =  0  eintritt,  =l(a). 

Wenn  B  besteht,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Neunerprobe 
Ä-r  =  0  liefert,  =i(/3). 

Denn  eine  falsche  Rechnung  kann  den  absoluten  Werth  von  R-^r  liefern 
Ä  —  r  =  0  oder  1  oder  2  . . .  oder  8 
mit  Yollkommen  gleicher  Berechtigung  der  neun  Ziffern. 

Dafür  aber,  dass  unter  den  neun  gleichberechtigten  Zahlen  0,  1,  2,  ...,  8 
der  Zufall  (der  falschen  Rechnung)  gerade  die  Zahl  0  als  Werth  von  R  —  r 
ergebe,  ist  die  Wahrscheinlichkeit  \, 

Es  sei  nun  W  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  der  Rechner  richtig 
gerechnet  hat  [Hypothese  A]^  so  dass  ihn  die  Neunerprobe  nicht  täuschte, 
W'  die  Wahrscheinlichkeit  der  Hypothese  J9,  d.  h.  dafür,  dass  trotz  der  Ueber- 
einstimmung R  —  r  ein  Fehler  sich  eingeschlichen  und  das  Resultat  werthlos 
gemacht  hat,  oder  dass  die  Neunerprobe  getäuscht  hat,  dann  sind  die  Zahlen 
a,  5,  o,  /?  des  obigen  Satzes  resp.  =  1  -  k;,  «;,  1,  -^ ,  und  man  hat  das  Resultat: 
„Wenn  die  Neunerprobe  stimmt,  so  ist 

Wahrscheinlichkeit  für  Richtigkeit  des  Resultats 
Wahrscheinlichkeit  für  Nichtrichtigkeit  des  Resultats 

=  ^  =  ilZL!^tt    wobei  selbstverständlich  W+W'^\. 

*  Die  NeuDOrprobe  selbst,  sowie  die  Controle  ü  —  r  denken  wir  nns  fehlerfrei. 
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Demnach  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  durch  das  Eintreffen  der  Neuner- 
prohe  nicht  getftoscht  worden  zu  sein, 

9-9«; 


W= 


9-8ir 


die  Wahrscheinlichkeit,  trotz  Eintreffens  der  Neunerprohe  getftuscht  worden 
XU  sein  (TT'), 

10 


«1-TF= 


9-8ir 


Die  Function  W  verschwindet  ftlr  ir  e=  1 ;  sie  wird  » 1  (Gewissheit) 
fOat  w  =  0.  Diese  rechnerisch  gewonnenen  Eigenschaften  entsprechen  den 
Forderungen  der  Logik. 

Der  Werth  des  Bruches  FT,  der  ein  Maass  giebt  ftbr  das  Vertrauen 
auf  ein  der  Neunerprobe  genügendes  Resultat  eines  bestimmten  Rechners, 
f&llt,  wenn  Letzterer  innerhalb  U  nur  überhaupt  Öfter  richtig  rechnet  als 
£ftl8ch,  d.  h.  für  «;<  4>  so  lut^o  an  die  Einheit,  dass  der  Werth  der  Neuner- 
probe ins  beste  Licht  gesetzt  wird. 

Verrechnet  sich  Jemand  durchschnittlich  einmal  auf  drei  Aufgaben  wie 
obiges  U,  i€=i^^  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  für  die  Richtigkeit  eines 
Resultats,  das  der  Neunerprobe  genügt,  =^. 

Für   die  Elferprobe   ist   die  Sicherheit  noch  grösser;    es  ergiebt  sich 

W=  T-j — yK — ;  für  w  =  I  wäre  beispielsweise  Wf=  ^f.    Doch  bietet  gegen 

diesen  Vortheil  die  umständlichere  Handhabung  der  Parallelrechnung  ein 
Gegengewicht. 

München,  September  1888.  Dr.  Fbitz  Hofmann. 


n 
2 


Vn.  Heber  das  Integral   ilagsinfp'      .  =  und  emige  andere 

0 
mit  demselben  zusammenhängende  Integrale. 

I. 

Der  Werth  des  obigen  Integrals,  der  gewöhnlich  mittels  Reihenent- 
wickelung abgeleitet  wird  [vergl.  Schlömilch,  Compendium  der  höheren 
Analjsis,  II,  2.  Aufl.  1874,  S.  313  flgg.],  ergiebt  sich  durch  Benutzung 
eines  complezen  Integrationsweges  und  unter  Anwendung  elementarer  For- 
meln ans  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  folgendermassen.  ^  t 
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Man  seile 


80  wird 


=  <*! 
9m*  <p 


ö  0 

Weiterhin  betrachte  man  das  Integral 


/• 


log{mu)du 

in  dem  complezen  Gebiet  u.  Wählt  man  einen  geschlossenen  Integrationsweg, 
der  keine  singalSren  Punkte  nmschliesst,  so  ist  der  Werth  des  Integrals 
s=0.  Ein  Integrationsweg,  der  diese  Forderung  erfaUt,  ist  der  umfang 
eines  Rechtecks,   dessen  Ecken  den  folgenden  Werthen  yon  u  entsprechen: 

1.  u=:6,  2.  u  =  ä:,  3.  u^K+%K\  4.  u  =  €  +  tJSr', 
wobei  c  eine  kleine  positive  Grösse  ist.  [Dadurch,  dass  die  Seite  41  des 
Rechtecks  nicht  mit  der  imaginftren  Axe  zusammenfUlt,  sondern  in  dem 
Abstand  e  derselben  parallel  läuft,  sind  die  Punkte  u  =  0  nnd  u«=«JSr',  in 
denen  log{$nu)  unendlich  wird,  zunächst  ausgeschlossen.]  Das  ganxe  Inte- 
gral zerfUlt  in  yier  über  je  eine  der  Rechteckseiten  zu  erstreckende  Inte- 
grale.   Es  ist  daher 

K  K-^xK'  t-^iK'  ff 

1)   I  logisnu)  du  + 1  log{snu)  du  + 1  log{8nu)du  +  l  log{8nu)du=^0. 

In  dem  zweiten  dieser  Integrale  setze  man 

u^K+iv, 
so  wird  dasselbe,  da 

clfi(tf;)       dn^ip) 

'S'^idki)'^' 
0 

Mit  dem  Index  1  an  den  Functionszeichen  m,  en,  du  ist  hier  beieiok- 
net,  dass  an  Stelle  des  Moduls  k  der  complementäre  Modul  ik|  zu  nehmen  igt 

Im  dritten  Integral  von  1)  ist 

u^v  +  iE' 
zu  setzen,  so  geht  dasselbe  wegen 

über  in 
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K 
=  (E—  e)  löffk  +1  log{8nv)  dv. 

8 

Im  yieiten  Integral  endlich  setze  man 
flo  wird  ,  . 

nnd  somit  wird  das  yierte  Integral 

0  K' 


/' 


WC^^)^— ''•'»'+</W(5l^l)  "■ 


0 

Die  Gleichung  1)  geht  demnach,  wenn  man  überall  die  Integrations- 
▼ariable  mit  u  bezeichnet,  in  folgende  über: 

K  K' 

e  0 

Zerlegt  man  nnn  x' 

J    '^  \«n,  (u  — tc)d»,  u/ 
0 

in  die  Summe  zweier  anderen,   deren  Ghrenzen  0  und  \R\  resp.  \R'  und 
K'  sind,  und  setzt  in  dem  zuletzt  genannten 

80  Wird  /    I  .  \ 

All  u  =  df»!  (JST'— v)  =  ^— > 
und  man  erh&lt       '  ' 


3)  /W(  ?^"r:^  )<i» 

0 


V 


0 
2)  wird  daher 
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K 

2b)  2jlog{8nu)du  +  {E-s)logk-iE'logi 

B 

J    "^^on^iu  +  ii)  wi|(u  — *«)/ 
0 
Jetzt  gehe  man  cur  Grenze  fttr  es=0  über,  so  wird 

Um  (^ahS^tui^)  ^  1       i^(^(^  +  i'))^i 
f=o«/       Vonj(w  +  »€)  «nj(u  — »€)/ 


also 


Daher  ist 


0 

K 


lim  riog{, 

.=0./ 


[8nu)du 


s 

endlich,  and  die  Gleichung  2a)  ergiebt 
K 

4)  2Jlog{snu)  du  +  Klogh-  iE' legi  =  0. 

0 
Die  scheinbare  Vieldeatigkeit  von  legi  fUlt  sogleich  fort,  wenn  man 
beachtet,  dass  im  Besnltat  der  Logarithmus  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie 
in  dem  ursprünglichen  Integral.  Hier  aber  war  unter  log  derjenige  Werth 
des  Logarithmus  zu  yerstehen,  der  für  die  Logarithmen  positiTer  Zahlen 
Reelles  giebt.    Daher  ist 

.    ,      in  .-     .      JT 

also  ^  ^ 

T  K 

n. 

Eine  andere  Ableitung  der  eben  bewiesenen  Formel  ergiebt  sich  ans 
der  Productenentwickelung  der  elliptischen  Functionen,  ffier  ist  zunSchflt 
vorauszuschicken,  dass  in  dem  zu  untersuchenden  Integral  die  Integration 
von  9  =  0  (also  auch  von  us=0)  an  gestattet  ist,  da  man  weiss,  dass 

m 

T 

log(sinip)dqf 
endlich  ist.  ^  r^  T 
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Nach  der  Definition  des  bestimmten  Integrals  ist 
K 


1)  J^Jhg[mu)du^lm,^^^ 

Nun  ist  [yergl.  Jacobi,  Fandamenta,  §36]: 

(K\     2«%      (^\fT       l-2«"«»(j)+«** 


m\ 


m\ 


etc.  etc. 
Durch  Multiplication  folgt  hieraus 


t)P 


••(f)»©-»(^^) 

-f^r-fe)-S-:)--(!^)-. 

«    [l-23»*««(^)+j"][l-23«*««(^)  +  9"]  ...  [l-2«"««(^-^)  +  *"] 

iJ  [i-2j«-»ca»Q+<r**-j[l-2a"»«»(^)+?«-»]  ...  [l-2?"-'«*(^-^) +  ?«»-»] 

ist.    Durch  Anwendong  der  bekannten  Zerlegong 

1-«»- 

aus  der  für  ir=s  1 

•=^'-"<^G-.)-S-:)-'*'(^Tr=) 

folgt,  geht  2)  über  in 

oder,  da  

fr  i-g^*  =7/^-^.1 

y  1_,4*-J      /^  2«   «^ 
ist,  in  

,.,  „(f)„e^)....(<^).(^)y./-0 -£, 

Also  ist 

/Google 
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Nun  ist  Um  — Io^n=»0  und  Um  —log[  — )«=:0. 

11=00  fl  nrsoD  tl  ^  xL  / 

Femer  wird  ^s=0  fttr  n&=oo,  daher 

Somit  folgt  aus  4),  da  logq  = =r-  ist, 

was  genau  mit  dem  früheren  Resultat  übereinstimmt. 

m. 

Von  den  dem  oben  behandelten   analogen  Integralen  ergiebt  sich  am 
leichtesten  das  Integral  ^ 

/2c^(cifiu)ciu. 
0 
Denn  durch  die  Substitution  vt^K—u  und  Anwendxmg  der  Formel 

clfi(2r-t;)=  A 
folgt  sofort  ^  ^^ 

1)  '        Jlog[dnu)du^^KJcg\^Klog{fk,). 

0 
Wendet  man  die  Substitution  v  a  K-~  u  auch  auf  das  in  den  beiden 
ersten  Abschnitten  behandelte  Integral  an,  so  folgt 
K  K 


flog{^u)du^flog{^)dv, 


1  ö 

also  ^ 

2)  J^log{mu)du^Klog(j/^)^^E\ 

0 
ein  Resultat,  das  sich  auch  direct  mittels  der  in  I  und  II  dargelegten  Me* 
thoden  ergiebt 

Weitere  Formeln  ergeben  sich  durch  Anwendung  der  Gleichungen  fttr 
Verdoppelung  und  Halbirung  des  Arguments  der  elliptischen  Functionen. 
Aus  der  Formel  für  8n{2ü)  folgt: 

K  K  K    ^ 

3)  jlog{\-}o^sn^u)du^Klog2+Jhg{<mu)du+Jhg{dnu)du 

0  0  0 

während  die  Formel  fttr  dn{^2u)  das  Resultat  ergiebt: 
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K  K  K 

0  0  0 

-ir^(2/y)-ir. 

Beachtet  man,  daes 

c»«u  =  d»'u  «n*(J!r— u) 

ist,  so  nimmt  die  vorstehende  Gleichung  die  Form  an: 

K  _ 

4a)     jJcg[l^Vm^ufm\K-u)]du  =  Khg{2T/^')^^K'. 
0 
Aus  der  Formel  für  ofi(2u)  ist  eine  analoge  Folgerung  nicht  abzuleiten, 
da  cnu  fOr  K<u<2K  negativ  ist.     Dagegen  erkennt  man  leicht,  dass 
8Jr  %K  K 

5)  jlog{\  +  cnu)du^jlog{i  —  enu)du^  2 jlog{mu)du 

0  0  0 

ist     Weiter  ergeben  sich  ans  den  vorstehenden  Formeln  und  den  ftir  die 
Halbirung  des  Arguments  giltigen 

,/u\      1— c»t*  1  1  +  cfiu         i/w\      cnu+dnu 

^'"[2) 

die  folgenden  Integrale: 

K  K 

6)        flogO  +  dnu)du  =  -'Jlog{8nu)du  =  Klog{j/k)  +  jE\ 

0  0 

K  K 


7)  Clog{\-dnu)du^  ^jlog{ßnu)du  +  2Kloglc^Klog{\/h)'-\nK\ 

b  b 

%K  2K 

8)  Jlog{dnu  +  cnu)du=Jlog{dnu  —  cnu)du  =  Khg\^-^^ 
0  0 

üebrigens  kann  man  den  Formeln  6)  und  7)  durch  Anwendung  der 
Substitution  u^K^v  die  Form  geben: 
K 

6a)  Jlog{dnu  +  k,)^Klog{ykk,)  +  jK\ 

0 
K 

7a)  Jlog{dnu-h;)^  Klogiyhh,)-\nK\ 

Digitized  by  VjOOQIC 


126  Kleinere  Mittheilnngen. 


Zam  Schluss  mögen  noch  die  folgenden  beiden  Gleichungen  Platz  finden: 
K  K 

9)  Jhgieiu)) du ^jlog[S[u+K)]dH  =  A^^[(J)^- (2ÄÄir>^]  +  J^', 


0  0 

K  K 

10)  jlogiE{u))du  =:flog[H{u+J^)] du  =  ^'^[(J? ' (2**0^] -  j^\ 

0  0 

Die  Formel  9)  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  Gleichung  3)  dieses  Ab- 
schnitts in  Verbindung  mit  der  Formel 

während  10)  aus  9)  und  dem  zu  Grunde  gelegten  Integral  folgt;  übrigens 
sind  beide  Formeln  auch  leicht  nach  der  Methode  des  zweiten  Abschnitts 
abzuleiten. 

Halle  a.S.,  December  1888.  Wanoebin. 


VIL  Heber  den  Tangentenkegel  einer  Flftohe  iweiter  Ordnung. 

Für  den  Satz  über  die  Lage  der  Azen  des  von  einem  Punkte  an  eine 
Fläche  zweiter  Ordnung  gelegten  Berührungskegels  erlaube  ich  mir  eine 
Ableitung  mitzutheilen ,  die  ausser  dem  Begriff  der  confocalen  Flächen  nur 
die  Formeln  für  die  Transformation  der  Flächen  zweiter  Ordnung  auf  ihre 
Hauptazen  benutzt 

Ist  die  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Coordinatensystem  X,  F,  Z 
bezogene  Mittelpunktsgleichnng  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 

1)     a,^X^  +  a^T^  +  a^Z*  +  2a,^XT+2a,,XZ+2a^TZ^f, 
während  die  auf  die  Hauptazen  bezogene  Gleichung 

ist,  so  sind  die  Coefficienten  Li,  L^,  L^  die  Wurzeln  einer  Gleichung  dritten 
Grades,  die  sich,  falls  keine  der  Grössen  a,,,  Oi,,  o^s  verschwindet,  auf  die 
Form  bringen  lässt 

3)  1 1 \ I \ ^ =0 

o^j^iL-a)      ai^\L-h)     a^^^L-c)     a^^a^j^a^^ 

Dabei  ist 

Femer  sind  die  Bichtungscosinus  a^  ßii  7i  derjenigen  Hauptaze,  welche 
der  Wurzel  Li  von  3)  entspricht;  durch  die  Gleichungen  bestimmt: 

4)  088  (A  --«)«<  =  «18  (J^.—  V)ßi  =  a^^(Li  -  c)y,- . 

Diese  bekannten  Besultate  wende  ich  auf  den  Tangentenkegel  an,  der 
vom  Punkte  x^,  y^,  jer,  an  die  Fläche  ^  j 
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gelegt  ist.    Die  Gleiohnng  des  Kegels  ist,  auf  die  Azen  x,y,  e  bezogen, 

oder,  wenn  man   vom  System  x^  y^  e  zu  einem  parallelen  Azensjstem  X, 
F,  Z  Übergeht,  dessen  Anfangspunkt  der  Scheitel  0?^,  y^,  0^  des  Kegels  ist: 

Die  hier  anftretende  Constante  g  ist 

7)  ^  =  ?l!  +  ?L  +  fL-l 

^  ^      A^  B^  C 

Die  Yergleichung  von  6)  mit  1)  ergiebt,  dass  hier 

wird.    Demnach  wird  die  Gleichung  3)  für  nnsem  Fall 

B^C^  Ä^C*  Ä^B^  A^B^C^  _^ 


„■.,.{x-5)  ..•v(x-|)  .,v(^-f)  '■■'■"■■ 

oder 

8)  5l! + ?l! + !l +1  =  0 

^  il(ilX-^)  ^B{BL^g)  ^CiflL^gy         ^' 

Andererseits  sind  die  Parameter  A|,  X^^  A3  der  drei  durch  den  Pnnkt^i, 
jfi,  »^  gelegten,  zu  5)  confocalen  Flächen  durch  die  Gleichung  bestimmt 


^  ^+A^5+A^C7+A""    * 


A+k^  B+X  "^C+l 
eine  Gleichung,    die    nach  Subtraction    der   die  Constante  g    definirenden 
Gleichung  7)  die  Form  annimmt: 

Die  Yergleichung  Yon  8)  und  9a)  zeigt,  dass  die  Gleichung  für  l  dieselbe 

ist  wie  die  fflr  —  :^-     Die  drei  Wurzeln  von  8)  hängen  daher  mit  den 

Parametern  Aj,  A,,  A3  der  obengenannten,  zu  5)  confocalen  Flächen  durch 
<iie  Gleichungen  zusammen 

10)  x,=-£,     L.=-L,  !.._£. 

Die  Gleichung  6)  des  Bertthrungskegels  wird  also,  auf  die  Eegelazen  be- 
rgen: ^  , 
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oder 

11)  -T-  +  ^+-x=o- 

—  Aj         —  A,        —  A5 

Die  Oleichangen  4)  ergeben  femer  die  EUchtangscosinas  a^,  ßt,  yt  der  der 
Wurzel  Li  entsprechenden  Eegelaxe  gegen  die  Axen  Z,  F,  Z,  also  aach 
gegen  die  parallelen  Axen  x^  y^  b.    Es  wird 


""^BCK    li      a)     ^^AG\     A<      b)     ^'AB\    U      c) 

r=^ —  =  ßi  — - —  =  n  — - — » 


d.h.  -  ^' 

12)  ctußnyts: 


Vx 


A+li' B^UC+Xi 
Diese  Gleichungen  lehren,  dass  die  Hauptazen  des  Berflhrungskegels  zusam- 
menfallen mit  den  Normalen  der  drei  durch  den  Scheitel  des  Kegels  gehen- 
den, zur  gegebenen  Fl&che  confocalen  Flftchen.  Aus  11)  sieht  man,  dass 
die  Goefficienten  der  auf  seine  Hauptazen  bezogenen  Kegelgleichung  die 
reciproken  Parameter  jener  drei  Flächen  sind.  Endlich  folgt  aus  11)  un- 
mittelbar, dass  die  von  demselben  Punkte  x^^  jf|,  b^  an  eine  Schaar  confo- 
caler  Flftchen  zweiter  Ordnung  gelegten  Bertthrungskegel  coaxial  und  con- 
focal  sind. 

Die  vorstehenden  Beweise,  die  sich  mit  Leichtigkeit  auf  die  FftUe  über- 
tragen lassen,  in  denen  eine  oder  zwei  der  Orösseno;, ,  y^,  B^  verschwinden, 
oder  auch  auf  den  Fall,  dass  an  Stelle  der  Fläche  5)  eines  der  Paraboloide 
tritt,  scheinen  mir  einfacher  zu  sein  als  die  Salm on*schen  Beweise  [vergL 
Salmon-Fiedler,  Analytische  Oeometrie  des  Baumes,  Bd.  I,  1.  Aufl., 
S.  254 flgg.]  und  als  die  sehr  elegante  Darstellung  des  Herrn  H.  A.  Schwan 
[Bestimmung  der  scheinbaren  Grösse  eines  EUipsoids  etc. ,  (}dttinger  Nachr. 
1883,  S.  39]. 

Halle  a.  S.,  den  6.  December  1888.  Wahgbrih. 
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VIII. 

Ueber  die  Flächen  dritter  Ordnung  (^«)  und  vierter 

Ordnung  mit  Doppelkegelschnitt  (-^*),  insbesondere 

über  deren  Geraden. 

Von 

Prof.  Küpper 

In  Prag. 


Aafttellimg  von  fttnf  quadratischen  Transformationen,  dnrch  welche 
eine  F^  in  sich  selbst  verwandelt  wird. 

F^  sei  eine  Fläche  dritter  Ordnung  ohne  Doppelpunkt,  a*  ein  auf  ihr 
befindlicher  Kegelschnitt,  2!  die  Ebene  des  a',  q  die  Gerade,  welche  £ 
ausser  a*  noch  ans  F^  schneidet.  Durch  q  gehen  fünf  Ebenen,  die  F^ 
ausserhalb  q  berühren.  Ist  a  einer  der  fünf  Berührungspunkte ,  so  schneiden 
sich  in  a  zwei  Gerade  ?,  A  der  F^,  welche  beide  q  treffen. 

Eine  beliebig  durch  a  gezogene  Gerade  schneidet  aus  F^  ein  Punkte- 
paar r,  Q]  der  Punkt  a\  welcher  von  a  durch  dieses  Paar  harmonisch  ge- 
trennt ist,  hat  zum  Ort  Zq^,  die  quadratische  Polarfläche  von  a  in  Bezug 
auf  F\  E^  enthält  ?,  k  und  hat  femer  mit  F^  eine  Raumcurve  vierter 
Ordnung  i^  gemein ,  welche  der  Ort  der  Berührungspunkte  der  aus  6  an  F^ 
möglichen  Tangenten  ist. 

Diese  ^  ist  Basis  eines  Büschels  {q>^) ,  in  welchem  die  Fläche  E^  vor- 
kommt. 

Wenn  man  jede  dieser  q?  mit  der  Polarebene  von  <y  in  Bezug  auf  die- 
selbe schneidet,  so  ist  der  Ort  der  erhaltenen  Schnittlinien  zweiten  Grades 
eine  cabische  Fläche,  welche  die  vorliegende  F^  längs  ^  berühren  und  die 
Oenden  Z,  X  enthalten  wird.  Daher  wird  sie  mit  F^  identisch  sein.  Die 
ebengedachten  Polarebenen  müssen  dnrch  eine  feste  Gerade  gehen,  die  Con- 
JQgirte  von  a  in  Bezug  auf  den  Büschel  (ip^),  und  es  wird  diese  Gerade 
^r  J^'  angehören,  folglich  identisch  mit  q  sein,  da  sie  in  der  Ebene  IX 
liegen  muss.  In  dem  Büschel  (<p^)  kommt  mithin  auch  eine  Fläche  vor, 
welche  dnrch  a'  geht;  diese  sei  H^.  Die  Ebene  E  ist  nun  Polarebene  von 
ff  in  Bezug  auf  EP. 

Diese  Constmction  von  F^  zeigt  sogleich,  dass  ein  beliebiges  Paar  r,  q 
durch  H*  harmonisch  getrennt  ist,  so  dass,  wenn  die  Flächen  2^^,  H}  vor- 
liegen, sftmmtliche  Paare   der  F^  leicht  zu  consirniren  sind.    Es  ist  aj>er       . 
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zweckmässig,  eine  andere  Fläche  zu  henutzen,  nämlich  die  Polarfignr  0^  ▼on 
£q^  in  Bezug  auf  H*.  Weil  2q^  die  Geraden  l,  k  enthält,  wird  Q^  die 
Ebene  £  in  den  conjugirten  Polaren  von  {,  X  schneiden.  Diese  beiden 
Geraden  der  Q^  sollen  beziehlich  mit  l\  k'  bezeichnet  werden,  q^  sei  ibr 
Schnittpunkt. 

1.  Wir  betrachten  zuerst  die  Qaadriflächen  JP*,  welche  den  Kegel- 
schnitt a^  enthalten,  und  F^  überdies  in  zwei  anderen  Kegelschnitten 
0^,  y^  durchdringen.  Wird  eine  solche  F*  vorausgesetzt,  und  nennt  man 
o; ,  y  die  beiden  Punkte ,  welche  a;',  y^  gemein  haben ,  X,  Y  die  Ebenen  von 
«^  y\  so  gehen  durch  rt*,  y*  oo*  Flächen  ^*,  von  denen  jede  eine  Curve  f 
aus  F^  schneiden  wird.  Dabei  fallen  diese  i^  in  die  durch  q  möglichen 
Ebenen.  Nun  befindet  sich  unter  den  tf;'  auch  das  Ebenenpaar  X,  F. 
Wenn  sodann  die  Gerade  xy  die  F^  in  0  durchstösst,  so  müssen  in  z  zwei 
Gerade  von  F^  zusammentreffen,  die  in  den  Ebenen  X,  T  sind  und  auf  q 
stehen.  Mithin  folgt,  dass  0  einer  der  fünf  mit  <;  bezeichneten  Punkte  sein 
muss.  In  der  Ebene  X  liegt  ausser  sc^  eine  durch  0  gehende  Gerade  von  F\ 
also  entweder  l,  oder  i,  etwa  2,  so  dass  Y  durch  l  gehen  wird. 

Wenn  umgekehrt  <s  ausgewählt  ist  und  durch  l  eine  beliebige  Ebene  X 
gelegt  wird,  welche  x*  aus  F^  schneiden  möge,  so  hat  man  in  a*,  a?  die' 
Basis  eines  Büschels  (F^) ,  durch  dessen  Flächen  aus  F^  alle  y*  geschnitten 
werden,  deren  Ebenen  die  Gerade  X  enthalten.  Folglich  ezistiren  fünf 
Systeme  solcher  JF*,  wie  wir  sie  betrachten  wollten,  den  fünf  Punkten  tf 
entsprechend;  jede  F^  berührt  F^  in  zwei  Punkten  «,  y,  deren  Verbin- 
dungslinie einen  der  a  enthält.  Zur  Untersuchung  eines  dieser  Systeme 
bedienen  wir  uns  einer  Abbildung  der  JP^,  die  man  oft  mit  Nutzen  anwen- 
den kann. 

2,  Yerknüpfnng  einer  bekannten  Transformation  der  Punkte  r,  q 

des  Baumes  mit  dessen  Ebenen  B. 

Ist  eine  Quadrifläche  H*  gegeben,  und  wird  ausserhalb  H^  ein  Punkt  6 
als  fest  angenommen ,  so  hat  man  in  den  Punkten  r,  g ,  die  auf  den  Strahlen 
r  von  a  liegen ,  und  welche  in  Bezug  auf  jBT'  conjugirt  sind,  eine  quadra- 
tische Transformation  (r,  g)  des  Baumes. 

Nun  lassen  wir  den  Paaren  rg  die  Ebenen  R  des  Baumes  in  folgender 
Weise  entsprechen:  unter  £  die  Polarebene  von  a  in  Bezug  auf  H*,  unter 
a^  den  Schnitt  von  2^,  H^  verstanden,  müssen  sich  die  beiden  Kegel,  welche 
a*  aus  den  Punkten  r,  g  eines  beliebigen  Paares  projiciren,  auf  jff*  in  einer 
ebenen  Curve  r*  durchdringen 5  die  Ebene  der  r*  seiÄ,  sie  entspricht 
dem  Paare  rg.  Weim  man  andererseits  H^  mit  irgend  einer  JR  in  r* 
schneidet  und  mit  r,  g  die  Spitzen  der  Quadrikegel  bezeichnet,  welche* dnrcb 
a^  r^  möglich  sind,  so  fallen  diese  bekanntlich  auf  den  Strahl  von  0,  wel- 
cher zur  Schnittlinie  R2  conjugirt  ist  in  Bezug  auf  ff',  und  es  ist  anch  r 
von  g  durch  H*  harmonisch  getrennt 
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Wesentlich  aber  ist,  dass  der  Pol  ö'voni?  in  Bezug  auf  5*\!  • 
im  Strahle  erliegt  und  von  <;  durch  r^  harmoniscH  getrennt^i^t.' 

Denn  projicirt  man  r,  p  aus  der  Geraden  22^  durch  zwei  Ebenen,  so 
haben  diese  ^ ,  r  zu  Polen  bezüglich  B}  und  sind  offenbar  durch  die  Ebenen 
^,  Z  harmonisch  getrennt.  Demnach  sind  die  Pole  dieser  yier  Ebenen 
harmonische  Punkte:  r,  ^,  a,  tf^ 

Femer  ist  hervorzuheben ,  dass ,  wenn  r  irgend  eine  Gerade  9  des  Baumes 
beschreibt  —  also  q  einen  Kegelschnitt  der  Ebene  <;g  durchläuft  — ,  R  einen 
Qaadrikegel  umhüllen  wird,  dessen  Spitze  in  Z  liegt.  Denn  da  R  stets 
die  conjugirte  Polare  von  <yr  bezüglich  H^  enthält,  so  geht  sie  durch  den 
Pol  der  Ebene  <;g;  schneidet  letztere  J7^  in  l)^,  c?  in  den  Punkten  1,  2,  so 
braucht  man  nur  r  aus  1,  2  auf  h^  zu  projiciren,  um  zwei  Punkte  der 
Geraden  zu  finden,  welche  R  mit  der  Ebene  (fg  gemein  hat.  Es  leuchtet 
aber  sofort  ein,  dass  die  so  construirte  Gerade  einen  Kegelschnitt  umhüllt. 

B.  Dnroh  die  Transformation  (r^)  werden  folgende  Gebilde  in  sich  selbst 

rerwandelt: 

a)  Gewisse  Quadriflächen  P^.  Wenn  P^  von  den  Strahlen  durch  a 
in  Paaren  r^  getroffen  wird,  so  ist  der  Ort  des  Punktes  <F^  welcher  von  0 
durch  rp  harmonisch  getrennt  wird,  eine  Ebene;  folglich  enthalten  nach  2. 
die  zogehörigen  R  einen  festen  Punkt  p,  den  Pol  jener  Ebene.  Wenn 
daher  P' existirt,  so  gehört  sie  zu  einem  bestimmten  Punkte  p. 

umgekehrt:   Zu  jedem  Punkte  |7  des  Baumes  gehört  eine  P^. 

Beweis.  Durch  p  seien  irgend  zwei  Ebenen  jß^,  R^  gelegt,  die  aus 
H*  die  Linien  r^*,  r^*  schneiden.  Alsdann  sind  a^  rj*  und  a*,  r,*  die  Basen 
zweier  Büschel  von  Quadriflächen,  die  auf  jeder  durch  p  gezogenen  Geraden  p 
die  nttm liehe  Involution  j  ausschneiden;  denn  in  den  Involutionen,  welche 
jene  Büschel  liefern,  sind  zwei  gemeinschaftliche  Paare:  erstens  die  Schnitt- 
punkte von  p  mit  H^,  zweitens  p  selbst  und  der  Durchstosspunkt  von  p 
in  2,  Nun  sind  die  Doppelpunkte  der  j  zwei  Kegelspitzen  r;  denn  wird 
(2.)  r  auf  p  variabel  gedacht,  so  umhüllt  R  einen  Quadrikegel,  und  es 
ereignet  sich  zweimal,  dass  ein  R  durch  jp  geht.  Die  diesen  Lagen  von  R  ent- 
sprechenden Kegelspitzen  sind  offenbar  die  Doppelpunkte  der  j.  Es  erübrigt 
zu  zeigen,  dass  sie  für  alle  p  auf  einer  bestimmten  Quadrifläche  liegen: 
r,  sei  ein  solcher  Doppelpunkt,  dem  die  Ebene  R^  entspreche.  Es  giebt 
eine  einzige  Quadrifläche,  welche  r^  enthält,  und  den  Kegel,  der  aus  p 
die  Curve  a*  projicirt,  längs  a^  berührt;  sie  sei  P^,  Sucht  man 
auf  p  die  Involution  conjugirter  Pole  für  P^^  so  liegt  von  dieser  ein  Paar 
vor  in  p  und  dem  Schnittpunkte  p27,  ein  zweites  besteht  aus  den  Punkten, 
in  welchen  p  den  Kegel  durchdringt,  der  r^  mit  a^  verbindet  —  Man 
erkennt  dies  sogleich,  wenn  man  den  Schnitt  von  P^  mit  der  Ebene  r|p 
betrachtei  —  Somit  erhellt,  dass  j  selbst  die  gesuchte  Involution  ist,  dass 
also  fj  ein  Punkt  von  P^  ist 
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Liegt  p  in  H*,  so  wird  P^  der  Kegel  mit  der  Basis  a\  der  Spitze  p\ 
liegt  p  in  £,  so  zerfällt  P*  in  £  und  die  Polarebene  P  von  j»  in  Bezug 
auf  HK 

h)  Die  Kegelschnitte  g^  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  die 
Ebene  eines  in  sich  transformirbaren  g^  durch  ö  gehen  muss.  Bestimmt 
man  dann  die  Punkte  a\  so  erfUllen  sie  die  Polare  von  a  bezüglich  g^  und 
die  den  Paaren  rg  zugewiesenen  iß  werden  einen  Büschel  bilden,  dessen 
Aze  9  jener  Pole  in  Bezug  auf  ^^  conjugirt  ist.  Wir  sagen,  zu  g  ge- 
hört g^.  Wird  g  beliebig  angenommen,  so  ezistirt  auch  g';  denn  zu  irgend 
zwei  Punkten  p^^  p^  der  g  gehören  jPj*,  -Pg*,  welche  ausser  a*  noch  einen 
Kegelschnitt  gemein  haben;  dieser  ist  g^ 

Zwei  in  derselben  —  durch  a  gelegten  —  Ebene  befindliche  g^  haben 
zwei  Punkte  auf  a^  gemein  und  überdies  ein  Paar  r^;  die  g,  zu  welchen 
sie  gehören,  treffen  sich  auf  2,  und  umgekehrt.  Vor  Allem  ist  zu  be- 
achten, dass  g^  zerfällt,  wenn  H^  von  g  berührt  wird;  geschieht 
dies  in  p,  so  besteht  g^  aus  zwei  Kanten  des  Kegels  P^^  nämlich  aus  den- 
jenigen, welche  P^  mit  der  Polarebene  des  in  2*  befindlichen  Punktes  von  9 
gemein  hat.  Wird  hingegen  H^  von  g  in  zwei  getrennten  Punkten  p^ ,  p^ 
getroffen,  so  kann  g*  deshalb  nicht  zerfallen,  weil  die  Kegel  Pj*,  P^ 
nicht  zwei  gemeinsame  Kanten  haben  können. 

c)  Die  biquadratischen  Raumcurven  f*.  Hier  muss  natürlich  a 
die  Spitze  eines  der  durch  r*  möglichen  Quadrikegel  sein,  etwa  von  <s*. 
Alsdann  liegen  die  Punkte  a  in  der  Ebene  P,  welche  die  drei  anderen 
Kegelspitzen  enthält,  mithin  auf  der  Schnittlinie  von  P,  aK  Demzufolge 
umhüllen  die  B  einen  Quadnkegel,  die  Polarfigur  jener  Schnittlinie  be- 
züglich H^,     Das  Inverse  ist  offenbar. 

d)  Die  in  sich  transformirbaren  cubischen  Flächen  FK 
Zunächst  leuchtet  ein,  dass  eine  solche  F^  durch  a  gehen  muss,  da  jede 
durch  a  denkbare  Gerade  r  die  F^  in  einem  Punktepaare  rg  durchstössi 
Betrachtet  man  eine  Tq,  welche  H^  in  Tq  —  auf  a*  —  tangirt,  so  wird  r^ 
zu  jedem  auf  Xq  möglichen  Paare  gehören.  Somit  muss  F^  durch  a^  gehen, 
und  es  fällt  in  2  eine  Gerade  q  der  Fläche.  Nun  ist  jeder  Punkt  auf  q 
mit  einem  Nachbarpunkte  von  a  gepaart,  folglich  wird  die  Ebene  aq  Tan- 
gentialebene von  F^  in  a  sein  und  mit  F^  zwei  in  JS  zusammenstossende 
Gerade  Z,  X  gemein  haben. 

Bestimmt  man  jetzt  die  Punkte  ö\  so  erhält  man  als  Ort  für  sie  die 
Polarfläche  £q^  von  6  für  die  F^^  und  es  werden  die  den  Paaren  rg  auf 
F^  zugewiesenen  jß  Tangentialebenen  der  Quadrifiäche  0*  sein,  welche  ab 
Polarfigur  von  £q^  in  Bezug  auf  H^  als  Grundfläche  auftritt.  Sind  wieder 
r,  X*  die  conjugirten  Polaren  von  2,  A,  also  in  2  gelegen,  so  nimmt  Q^ 
diese  Geraden  auf  und  berührt  2  in  ihrem  Schnittpunkte  q^.  Hieraus  sieht 
man,  dass  eine  F\  wie  wir  sie  voraussetzten,  zu  einer  bestimmten,  die 
Ebene  2  berührenden  Quadrifläche  0^  derart  gehört,  dass  den  Tangential- 

Digitized  by  LjOOQIC 


Von  Prof.  Küpper.  133 

ebenen  von  0^  die  Paare  der  F^  in  eindeutig  umkehrbarer  Weise  entspre- 
chen.   Die  Inversion  gestaltet  sich  sehr  einfach: 

Geht  man  von  0^  aas ,  so  ergiebt  sich  zunächst  £^y  ihre  Polarfigur  als 
Ort  der  Punkte  a\  Das  auf  6  6  befindliche  Paar  rq  ist  dadurch  bestimmt, 
dass  es  sowohl  durch  ff,  ff',  als  durch  H^  harmonisch  getrennt  wird,  d.  h. 
dass  rq  die  Doppelpunkte  der  auf  den  Geraden  r  durch  die  Flächen  £^^ 
fP  bestimmten  Involutionen  sind.  Dass  auf  jeder  r  ein  Paar  auftritt,  folgt, 
wenn  man  durch  die  conjugirte  Polare  r'  von  t  bezüglich  H^  die  von  2 
verschiedene  Tangentialebene  It  von  Q^  beachtet.  Will  man  die  in  Rede 
stehenden  Doppelpunkte  construiren ,  so  kann  man  folgendermassen  vorgehen : 
J9P,  E^  durchdringen  sich  in  einer  Raumcurve  ^^,  welche  Basis  eines  Bü- 
schels von  Quadriflächen  ist.  Zieht  man  von  ff  an  sämmtliche  Flächen  dieses 
BtUchels  Tangenten,  so  erhält  man  in  den  Berührungspunkten  die  frag- 
lichen Doppelpunkte;  aber  so  resultirt  eine  cubische  Fläche,  der 
auch  der  Kegel  umbeschrieben  ist,   welcher  t^  aus  ff  projicirt. 

4.  Uebergang  zur  F^  —  ihre  16  Geraden, 

Mit  Hilfe  der  zwischen  F^y  Q^  etablirten  Abhängigkeit,  die  nach  1. 
stets  möglich  ist,  lassen  sich  die  JP^  welche  a^  nebstdem  noch  zwei  Kegel- 
schnitte a^,  y^  mit  F^  gemein  haben  und  das  System  ff  constituiren ,  klar 
erkennen:  Bedeutet  g  eine  Gerade  von  C^^  z.  B.  auf  V  stehend,  so  gehört 
zu  ihr  ein  Kegelschnitt  9^  auf  JP^,  dessen  Ebene  die  Gerade  {  enthält,  weil 
die  Polarebene  des  Punktes  q.rden  ^  aufnehmen  muss.  9'  ist  also  einer 
der  of.  Durch  eine  Gerade  der  andern  Schaar  von  Q^  würde  man  einen  y'^ 
erhalten ,  und  zum  Schnittpunkt  f  beider  Geraden  wird  eine  F^  gehören ,  die 
a^  ^t  y^  enthält,  d.  L:  das  System  ff  besteht  aus  den  zu  allen  Punkten 
Ton  0*  gehörigen  Quadriflächen,  diese  berühren  F^  in  je  einem 
Punktepaar  rq. 

Durch  ein  beliebig  im  Räume  gewähltes  Paar  r^q^  gehen  einfach  un- 
endlich viele  JP*,  nämlich  sie  gehören  zu  den  Punkten  /",  welche  die  durch 
r^q^  mitbestimmte  Rq  mit  Q*  gemein  hat,  und  werden  von  einer  F^ 
eingehüllt,  welche  die  Doppelcurve  a^  die  Doppelpunkte  Tq,  q^ 
besitzt  und  der  F^  längs  einer  Raumcurve  vierter  Ordnung  o* 
umbeschrieben  ist  (vergl.  9.,  wo  anstatt  F^  nur  F^  zu  setzen  ist). 

Jetzt  soll  eine  beliebige  F^  mit  der  Doppelcurve  a^  betrachtet  werden, 
fo  sei  irgend  ein  Punkt  der  Fläche.  Dem  Kegel,  welcher  a*  aus  q^  pro- 
jicirt, beschreibe  ich  längs  a'  die  Quadrifläche  GP  ein  und  nenne  (rff)  die 
Transformation,  deren  Centrum  p^,  deren  Ordnungsfläche  G^ 
ist  Durch  diese  wird  F^  in  eine  F^  übergeführt,  welche  a*  einfach  ent- 
hllt,  somit  eine  Gerade  q  aus  der  Ebene  S  schneidet,  in  der  a'  liegt  Eine 
der  fttnf  Tangentialebenen  von  JP^  die  durch  q  möglich  sind,  berühre  JP' 
in  8\  dann  ist  s  nach  1.  das  Centrum  einer  Transformation  [rq)^  welche-^'        t 
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in  sich  yerwandelt.  In  dieser  gehöre  r^  zum  angenommenen  Punkte  q^. 
Nach  dem  eben  Gesagten  giebt  es  durch  a^,  r^,  Qq  qo^  QuadrifiSchen  J^, 
welche  F^  in  ihren  gepaarten  Punkten  berühren.  Diese  F^  werden  durch 
die  erste  Transformation  (ra)  in  Ebenen  verwandelt,  welche  den  Punkt  «q 
aufnehmen,  in  den  r^  sich  transformirt,  und  so  finden  wir  oo^  Bitangential- 
ebenen  der  F^,  zugleich  mit  deren  Enyeloppe,  der  transformirten  oben  an- 
gegebenen F^  mit  den  Doppelpunkten  r^^  Qq. 

Vor  Allem  muss  man  die  Kegelschnitte  x^,  y^  in  Betracht  ziehen,  welche 
Yon  den  F^  aus  F^  geschnitten  werden:  Sind  t,  ^  die  in  s  sich  treffenden 
Geraden  der  F^  so  besteht  ein  beliebiges  Paar  aus  einem  x^,  dessen  Ebene 
durch  X  9  einem  y',  dessen  Ebene  durch  ^  geht  Hierbei  ist  aber  jedem  sf 
ein  bestimmter  y*  zugewiesen,  da  es  nur  eine  F^  giebt,  die  a\  a?  und 
den  Punkt  Qq  enthalt. 

Durch  die  Transformation  wird  ix^,  y^  wieder  in  ein  Eegelschnittpaar 
—  T*>  9*  —  verwandelt,  weil  F^,  auf  welcher  a?*,  y*  sind,  in  eine  Ebene 
übergeht  und  die  Transformation  centrisch  ist.  Denkt  man  die  oo^  durch 
a\  a?  mögliche  Quadriflächen  X^,  so  enthalten  diese  sämmtliche  y^\  unter- 
wirft man  diese  X^  der  Transformation  (ro)^  so  gehen  sie  in  Quadriflfichen 
X^  über,  weil  a^  auf  allen  X^  liegt.  Da  ferner  die  resultirenden  1?  einen 
Büschel  mit  der  Basis  (a^,  oi?)  bilden,  sie  daher  noch  einen  variabelen  Kegel- 
schnitt mit  F^  gemein  haben,  der  kein  anderer  als  ^^  sein  kann,  so  folgt 
für  F*: 

„Nimmt  man  aus  einer  willkürlichen  Bitangentialebene  einen  Kegel- 
schnitt x^  and  benutzt  ihn  mit  a'  als  Basis  eines  Büschels  (X^),  so  schnei- 
den dessen  Flächen  noch  einen  variablen  Kegelschnitt  ^'  aus  F^,  dessen 
Ebene  einen  festen  Punkt  cTq  der  Ebene  des  x^  enthält.^  Zieht  man  von^o 
an  die  f}  Tangenten,  so  ergiebt  sich  als  Ort  für  ihre  Berührungspunkte 
eine  Quadrifläche  H^,  Jede  durch  o^  gehende  Gerade  r  wird  von  zwei 
Flächen  J?  berührt  —  in  den  Punkten,  wo  r  die  jSq*  trifft  — ,  von  den 
übrigen  aber  in  Punktepaaren  geschnitten ,  die  durch  jene  Berührungspunkte 
harmonisch  getrennt  sind.  H^  geht  durch  a^  und  berührt  längs  a'  den 
Kegel,  dessen  Spitze  Cq  ist.  Also  werden  die  X^  demzufolge  auch  F^ 
durch  die  Transformation,  von  welcher  6q  das  Centrum,  H^  die  Ordnungs- 
fläche ist,  in  sich  selbst  verwandelt. 

Bestimmt  man  endlich  für  jeden  auftretenden  ^'  die  Polare  des  Punk- 
tes 00,  so  erfüllen  dieselben  ein  Hyperboloid  2)^  (vergl.  7.),  dessen  Polar- 
figur in  Bezug  auf  H^  eine  Quadrifläche  Q^  liefert ,  deren  Berührungsebenen 
jß  den  Paaren  der  F^  in  der  unter  2.  angegebenen  Weise  entsprechen.  Vor- 
stehendes lässt  sich  so  zusammenfassen: 

Eine  F^  mit  der  Doppelcurve  a*  kann  durch  fünf  Trans- 
formationen der  hier  definirten  Art  in  sich  übergeführt  wer- 
den,   und   es   entsprechen   die   Paare,    welche   b^i   einer  dieser 
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Transformationen  anf  F^  erscheinen,  den  Tangentialebenen 
einer  gewissen  Quadriflfiche.* 

Wäre  umgekehrt  die  Transformation  gegeben  durch  ihr  Centram  a^ 
ihre  OrdnnngsflSche  H^^  wodurch  a^  sich  bestimmt,  so  gehört  auch  zu  jeder 
beliebigen  Quadrifläche  ö*  eine  F^  mit  der  Doppellinie  o*. 

Beweis,  Q^  denke  man  erzeugt  durch  die  yariable  Gerade  e,  welche 
zwei  festgehaltene  Gerade  Qj,  gj  in  p^^  p^^  die  Ebene  2  —  des  a*  —  in  p 
trifft.  Zu  g^,  g2>  ^  mögen  die  Kegelschnitte  g^',  gj^,  e^  gehören;  dann  be- 
schreibt e^  die  F^\  Denn  die  Flächen  P^^,  P^  beschreiben  zwei  Büschel| 
deren  Basen  in  a*,  g^*  und  a*,  gg*  vorliegen.  Sieht  man  die  beiden  Flächen 
als  homologe  an,  welche  denselben  e^  enthalten,  wie  z.  B.  P^^  P^y  so  sind 
die  Büschel  projectivisch  aufeinander  bezogen.  Nämlich  die  P^  entsprechen 
projectivisch  den  Punkten  P|,  weil  diese  die  Pole  der  festen  Ebene  Z  in 
Bezag  auf  die  P^  sind  (3a).  Ebenso  verhält  es  sich  mit  den  P^  und  p^y 
und  da  die  p^  den  p^  projectivisch  zugeordnet  sind  ^  so  gilt  Gleiches  für  die 
P,*,  P^y  folglich  beschreibt  e*  eine  FK  Erwägt  man,  dnss  die  zu  p  ge- 
hörige P^  ebenfalls  ^  enthalten  muss,  dass  aber  diese  P^  die  Polare  Pdes^ 
in  Bezug  auf  H^  als  Bestandtheil  hat ,  so  folgt ,  dass  die  Ebene  P^  die  sich 
am  6  dreht,  Bitangentialebene  von  F^  ist,  indem  sie  ausser  e^  noch  einen 
Kegelschnitt  aus  F^  schneiden  wird.  Da  ferner  der  Ort  für  p  die  Curve 
9^  ist,  welche  Q\  Z  gemein  haben,  so  umhüllt  P  den  Quadrikegel  a*,  wel- 
cher die  Polarfigur  von  g*  bezüglich  H^  ist 

Die  in  sich  transformirbaren  Kegelschnitte  der  F*  liegen  hiernach  paar- 
weise in  den  Bitangentialebeuen  P]  wenn  e^^e^^  ein  solches  Paar  in  P  ist, 
so  gehören  sie  zu  zwei  sich  in  p  treffenden  Geraden  e^ ,  €2  der  Q  *,  die  beiden 
Berührungspunkte  r,  q  von  p  und  F^  entsprechen  der  Ebene  e^  Cg  =  B. 

Nun  giebt  es  acht  Gerade  ej,  ...,  Cg  auf  C^^,  welche  jff^  berühren ,  von 
denen  vier  (die  mit  ungeradem  Index)  der  einen,  die  vier  anderen  62,64, 
eg,  63  der  zweiten  Schaar  angehören.  Die  zugehörigen  e^  zerfallen  in  Ge- 
radenpaare (3  5) ,  und  zwar  liefern  jene  vier  Geraden  die  Paare  act^  hß,  cy^ 
d6,  diese  a^cc^^  ^ißn  <^iYi'>  ^i^i>  ^^  zwei  Gruppen  I,  II  so  vertheilt,  dass 
irgend  ein  Paar  von  I  von  jedem  aus  II  in  zwei  Punkten  r,  q  geschnitten 
wird,  während  eine  Gerade,  aus  I  entnommen,  von  den  nicht  mit  ihr  ge- 
paarten in  I  nicht  geschnitten  wird,  wohl  aber  von  vier  Geraden  der 
Groppe  IL** 

Diese  16  Geraden  sind  die  einzigen  der  J^^. 

Beweis,  p^a  sei  eine  Gerade  von  P*,  wobei  a  auf  a*,  p^^  ebenfalls 
aaf  B^  liege.     Durchläuft   r  die  Gerade  p^a,   so  bleibt  auch   q  auf  einer 


*  Dass  diese  fünf  Transformationen  die  einzigen  ihrer  Art  sind,  wurde  von 
mir  bewiesen  (Abh.  d.  k.  böhm.  Ges.  d.  Wiss.   VII.  Folge  2.  Bd.). 

**  Diese  Ableitung  der  F^  aus  einer  Q^y  sowie  die  Construction  ihrer  16  Ge- 
raden, welche  sofort  das  von  Clebsch  angegebene  Arrangement  zeigt,  habe  ich 
merst  mitgetheilt  (a.  a.  0.  VI.  F.  Bd.  5). 
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durch  Pq  gehenden  Geraden  jp^o,  die  auch  ganz  in  F^  liegt.  Ist  e  der  Pol 
der  Ebene  ajpo«  i^  Bezug  auf  JT*,  so  berührt  ep^  die  H^  in  p^^  und  es 
entsprechen  den  durch  bPq  gehenden  Ebenen  R  jene  Paare  rg.  Aber  alle 
Paare  der  F^  rühren  von  Tangentialebenen  der  Q^  her,  mithin  muss  cpo 
eine  Gerade  von  Q^  sein,  w.  z.  b.  w.     Man  kann  demnach  schliessen: 

Jede  Gerade  a  der  F^  wird  ron  fünf  anderen  unter  sieb 
windschiefen  der  sechzehn  geschnitten. 

Welche  Modification  dieser  Ausspruch  erleidet,  wenn  die  Flächen  H\ 
0*  nicht  unabhängig  voneinander  sind,  soll  später  erörtert  werden;  zunächst 
bildet  er  die  Grundlage  der  Untersuchung  über: 

5,  Das  gegenseitige  Yerhalten  der  16  Geraden. 

Unter  einem  Geradenpaar  sind  zwei  sich  schneidende  der  sechzehn  zn 
rerstehen.  Ist  eine  der  16  Geraden  mit  mehreren  gepaart,  so  soll  sie  die 
Transversale  derselben  heissen.  Windschiefe  nennen  wir  n  Gerade, 
wenn  unter  ihnen  kein  Paar  ist.  Da  jede  beliebige  a  Transversale  von 
fünf  Windschiefen  ist,  so  liegen  nie  drei  Gerade  in  einer  Ebene,  und 
es  ezistiren  *-:AA  =  40  verschiedene  Paare. 

a)  Zwei  Windschiefe  a,  b  haben  zwei  Transversalen  C|,  dy 
Das  durch  a^  a,  b  mögliche  Hyperboloid  hat  mit  F*  noch  einen  Ort  zweiter 
Ordnung  gemein;  durch  einen  Punkt  x  desselben,  welcher  auf  keiner  der 
drei  Linien  a\  a^  b  liegt,  geht  eine  Gerade,  welche  die  drei  schneidet 
und,  da  sie  fünf  Punkte  von  F^  enthält,  unter  den  sechzehn  sein  moss. 
Jener  Ort  besteht  daher  aus  zwei  Transversalen  von  ab;  sie  seien  c,,  <2j. 

b)  Drei  Windschiefe  a,  b^  c  besitzen  eine  einzige  Trans- 
versale c2|.  Denn  das  Hyperboloid  {abc)  hat  mit  dem  eben  benutzten 
ausser  a,  b  noch  zwei  Gerade  gemein,  wovon  die  eine  der  c  auch  dem 
Kegelschnitte  a^  begegnet,  die  andere  somit  fünf  Punkte  von  /^^  aufnimmt; 
diese  letztere  werde  mit  d^  bezeichnet,  und  die  beiden  Geraden,  welche 
ausser  abc  noch  auf  d^  stehen,  sollen  d,  8^  heissen. 

c)  Die  Geradenvier  3S.  Vier  Windschiefe  a,  6,  c,  d  können  nach 
b)  höchstens  eine  Transversale  besitzen.  Aus  diesem  Grunde  können  sie 
auch  nicht  hyperboloidisch  liegen,  da  bei  dieser  Annahme  die  in  b)  ge- 
brauchte Schluss weise  für  sie  vier  Transversalen  ergäbe.  Sollen  aber  abed 
eine  Transversale  haben,  so  muss  d^  diese  sein;  alsdann  muss  d  entweder 
mit  ö  oder  6^  zusammenfallen. 

Könnte  demnach  eine  zu  a,  b,  c  windschiefe  Gerade  d  gefunden  wer 
den,  verschieden  von  6,  5,,  so  würden  a,  5,  c,  d  keine  Transversale  — 
auf  F^  —  haben.  Eine  solche  d  ist  nun  offenbar  die  Transversale ,  welche 
S,  dj  ausser  d^  noch  besitzen.  Denn  würde  sie  z.  B.  a  treffen,  so  hätten 
8y  d^,  a  drei  Transversalen.  Nennen  wir  diese  d,  so  haben  a,  &,  e,  <2  die 
Eigenschaft,  dass  die  Transversalen  von  je  dreien  aus  dieser  Gruppe  mit 
der    vierten  windschief  sind;    wir  nennen   {ab cd)   eine  JG,er ad eJi vier  3?, 
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bezeichnen  die  vier  auftretenden  Transversalen  mit  aj,  &j,  Cj,  d^f  je  nach- 
dem sie  beziehlich  windschief  zn  a,  hy  c,  d  sind.  Da  diese  letzteren  jetzt 
als  Transversalen  von  ai^h^^  c^,  dj^  erscheinen,   so  ist  auch  {a^h^^c^d^)  eine 

Vier  3Sj,  und  es  liegt  eine  Doppelvier  vor:  gS53i  =  (^  b  c  d)' 

Die  zwölf  von  den  S3  verschiedenen  Geraden  lassen  sich  nunmehr  leicht 
überblicken.  Da  die  Transversalen  von  zwei  beliebigen  der  33  in  fß^  vor- 
kommen, so  giebt  es  unter  den  übrigen  acht  keine  Gerade,  welche  mehr 
als  eine  der  S5  schneidet.  Aber  a  wird  von  fünf  Geraden  getroffen,  von 
denen  &|,  C|,  d|  drei  sind;  bleiben  zwei,  o,  o^,  und  diese  müssen  unter 
den  acht  sein.  Ebenso  werden  (,  c  beziehlich  von  ß,  ßi;  y^  Yi  ^°^  ^y  ^^® 
schon  angenommen,  von  8^  8^  geschnitten.  Die  hier  aufgezählten  acht  sind 
sSmmtlich  verschieden,  da  keine  derselben  zwei  der  93  schneiden  kann, 
irgend  eine  aber  stets  einer  33  begegnet.  Gegen  die  33|  verhalten  sie  sich 
ebenso ;  also  muss  a ,  ebenso  a^  eine  der  33i  treffen ,  und  zwar  eine ,  die  zu  a 
windschief  liegt,  d«  h.  a|.     Es  sind  somit  a,  a^  die  Transversalen  von  aa^^ 

ß,  ßi  die  von  bhi  etc. 

i 
Hier  zeigt  sich,  dass  überhaupt  keine  zu  allen  33  —  oder  33^  —  Wind- 
schiefe existirt.  Weil  ferner  a^ ,  h^,  c^ ,  tf ,  5,  von  den  in  33  befindlichen  die 
d  schneiden,  so  muss  jede,  von  diesen  fünf  verschiedene  Gerade  entweder  a, 
oder  hy  oder  c  treffen,  mit  anderen  Worten:  eine  Gerade,  die  mit  ahc  wind- 
schief liegt,  muss  unter  den  fünf  Genannten  sein;  folglich  sind  diese  8,  8^ 
und  d.  Da  endlich  weder  8,  noch  8^  mit  ahc  eine  Vier  liefern,  so  folgt: 
Durch   drei  Windschiefe  a,  h,  c  ist  eine  Vier  (abcd)  eindeutig 

bestimmt.    Auch  hat  man  sofort  die  Doppelvier  \a  h  c  a  )  ^^^  ^^^  Sätze: 

Sind  gegeben  vier  Windschiefe,  so  bilden  sie  entweder  eine  Vier 
(ah cd),  oder  nicht  —  ahc8y  ahc 8^.  Im  ersten  Falle  existirt  keine  zu 
allen  vieren  windschiefe,  im  zweiten  nur  eine  —  8^  oder  8,  Eine  Gruppe 
von  sechs  Windschiefen  ist  unmöglich,  eine  solche  von  fünf 
hat  stets  eine  einzige  Transversale. 

Änordnimg  der  acht:  «ofj,  ßß^  etc.  a  wird  geschnitten  von  a,  a^, 
somit  noch  von  drei  Geraden,  welche,  da  a  weder  eine  Gerade  in  33  ausser  a, 
noch  in  33 j  ausser  a^  treffen  kann,  unter  den  sechs  ßß^,  yyi^  ^^i  ^^^~ 
kommen  müssen.  Da  nun  die  Transversalen  von  ßß^^  yy^,  88^  in  33,  33| 
enthalten  sind ,  so  muss  a  entweder  ß  oder  ß^ ,  y  oder  y^ ,  8  oder  8^  treffen. 
Ba  uns  die  Bezeichnung  der  Getroffenen  noch  freisteht,  so  seien  ß^y  y^  8i 
diese.  Keine  von  ihnen  kann  von  a,  getroffen  werden,  weil  die  Transver- 
salen von  a,  a^  in  a,  a|  vorliegen,  und  da  a^  mit  der  Transversale  o  von 
ßi,  yj,  Ä,  windschief  liegt,  so  bilden  «j,  ft,  y^,  8^  eine  Vier  33\. 

ffj,  welche  weder  /3, ,  noch  y^y  noch  dj  trifft,  muss  hiemach  sowohl  j3, 
als  y,  als  ()  treffen,  und  man  hat  in  {cißy8)  eine  Vier  33'.     33'33\  isi  eine   t 
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Doppelvier  (^v  g  «  ^  )>  ^^^^  ^  iß*  windschief  gegen  a,  /3,  y,  muss  also 
nach  dem  eben  Gesagten  «j,  ß^  und  y^  schneiden  u.  s.  w. 

d)  Die  fünf  Systeme  S  von  Geradenpaaren,  aa  sei  irgend 
eines  der  40  möglichen  Paare.  Es  giebt  —  ausser  a  —  vier  Gerade,  die  a, 
und  ebenso  vier,  welche  a  treffen ;  die  übrigbleibenden  sechs  sind  also  wind- 
schief zu  a  und  or.  &  sei  eine  dieser  sechs;  nach  Abzug  der  beiden  Trans- 
versalen von  &,  a,  der  beiden  von  b,  a  bleibt  noch  eine  Gerade  übrig, 
welche  b  schneidet,  aber  weder  a,  noch  a  trifft,  mithin  zu  jenen  sechs 
gehört;  sie  sei  ß.  Auf  diese  Weise  gewahrt  man,  dass  durch  ein  Paar  aa 
drei  andere  bß^  cy^  dö  bestimmt  sind,  so  dass  von  diesen  vier  Paaren  jedes 
gegen  die  anderen  windschief  liegt.  Vier  solche  Paare  bilden  deshalb  eine 
unzertrennbare  Gruppe  L 

Ist  dl  die  Transversale  von  abc,  so  muss  d^  entweder  d  oder  ö  treffen, 
da  die  zu  (2  und  d  windschiefen  sechs,  mit  dd  zusammengenommen,  die 
Gruppe  I  ausmachen  müssen.  Indem  wir  6  als  die  von  d^  geschnittene 
Gerade  annehmen,  liefern  nach  3.  {ab cd)  eine  Vier  $}.  Ich  behaupte, 
{aß yd)  ist  ebenfalls  eine  Geradeifvier  SS':  {aibiC^d^)  sei  die  Vier  93 j,  welche 
9}  zur  Doppel  vier  9}lBj  ergänzt,  dann  gehören  o,  ß,  y,  d  zu  den  acht  6e 
raden  [vergl.  c)] ,  welche  nicht  in  fß  SS ^  vorkommen ;  denn  keine  der  Geraden 
a,  ßy  y,  ö  befindet  sich  in  93i,  weil  jede  zu  drei  in  SS  enthaltenen  wind- 
schief liegt.  Ziehen  wir  die  Transversale  über  a,  ß^  y,  so  ist  diese  noth- 
wendig  weder  in  SS,  noch  in  SS| .  Nach  der  unter  c)  gegebenen  Aufzählung 
der  acht  Geraden  aa,,  ßß^y  yy,,  dö^  trifft  eine  in  SS  oder  SS,  befindliche 
Gerade  nur  zwei  dieser  Genannten  —  a  trifft  aa, ,  b  trifft  jSjS,  etc.  Die 
eben  gezogene  Transversale  kann  offenbar  keine  der  a,,  ß^,  y^  sein,  da 
a,  c,,  ebenso  ßy  ßi,  y,  yi  je  zwei  Windschiefe  sind;  die  Transversale  muss 
auch  von  8  verschieden  sein,  weil  6  gegen  a^  ß,  y  windschief  liegt,  folg- 
lich kann  sie  nur  d,  sein.  Da  hiemach  8  windschief  zu  a,  j3,  y  ist  und 
auch  ihre  Transversale  nicht  trifft,  so  bildet  {cißy8)  nach  c)  eine  Geraden- 
vier 3} ,  und  diese  wird  durch  (a,  j5,  y,  8^)  =  SS',  zur  Doppel  vier  ergänzt 
Es  ist  klar,  dass  die  Paare  a,a|,  b^ßi,  ^i7iy  ^i^i  ^^^^  ^^^^  Gruppe  II 
liefern,  welche  man  als  durch  I  schon  gegeben  ansehen  kann,  und  die  in- 
sofern als  Ergänzung  von  I  anzusehen  ist,  als  I  und  II  sämmtliche  16 
Gei-aden  umfassen.  Zwei  solche  Gruppen  bilden  ein  System  S  von  Paaren. 
Insofern  eine  bestimmte  a  der  16  Geraden  mit  fünf  anderen  —  &,,  c,,  d,« 
a,  a,  —  gepaart  erscheint,  giebt  sie  Anlass  zu  fünf  differenten  Grup- 
pen und  zu  ebenso  vielen  Systemen  S,  in  welchen  sodann  alle 
40  Paare  untergebracht  sind. 

6.  Die  Knmmer'sehen  Kegel  tf'. 
Lehrsatz.     Die   acht  in  einem  S  vorkommenden  Paare  ao) 
bß,  ...,  a,«,,  6,ft,  ...  sind  in  acht  Ebenen  J.,  ^i\'a^4\^^i^  ••• 
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enthalten,  welche  durch  denselben  Punkt  a  gehen  und  einen 
Quadrikegel  <s^  berühren. 

Der  Beweis  beruht  auf  folgendem  Satze: 

Hat  man  zwei  Büschel  (T*),  (Z*)  von  Quadriflftchen,  von  welchen  jener  die 
Kegelschnitte  a^,  &',  dieser  a^,  c^  zur  Basis  hat,  so  enthalten  die  Ebenen  F,  Z, 
aufweichen  sich  irgend  zwei  Flächen  F^  Z*  durchdringen,  einen  festen  Vunkt  a: 

Eine  solche  Ebene  Fj  Z^  schneide  die  Ebene  B  des  h^  in  h^ ,  die  Ebene 
C  des  c^  in  Cj ,  und  es  sei  a  der  Punkt  ft^c,;  er  liegt  auf  der  Schnittlinie 
BC.  Sind  F^  Z^  zwei  willkürliche  der  Flächen,  so  gehen  Z^«  und  Z« 
dnreh  a^  auf  F^  durch  (?  ausserhalb  F';  folglich  schneiden  sich  die 
Ebenen  Fj  Z^ ,  Fj  Z  in  einer  unveränderlichen  Geraden  der  Ebene  C  des  c^, 
d.h.  in  C|;  also  hat  F^Z  mit  J?  eine  variabele,  aber  durch  ö  gehende  Ge- 
rade mit  B  gemein ,  etwa  b.  Die  Flächen  F^^  und  F^  gehen  beide  durch  a^ 
auf  Z',  durch  h^  ausserhalb  Z';  folglich  müssen  die  Ebenen  T^Z,  TZ  sich 
auf  der  Ebene  B  schneiden,  also  in  5,  und  TZ  geht  durch  <y,  w.  z.  b.  w. 

Jedes  Paar  der  Gruppe  I  wird  von  jedem  der  II  geschnitten ,  daher  liegen 
zwei  Paare  aus  verschiedenen  Gruppen  stets  auf  einer  durch  c?  gehenden 
Qoadrifläche.  Setzt  man  demnach  hß^nh^^  cy^c^^  so  schneiden  sich  dem 
Satze  zufolge  die  sechs  Ebenen  £,  C,  /4^^  B^,  C^,  D^  in  einem  Punkte  <s. 
Wenn  man  alsdann  den  Paaren  ao,  dö  die  Rolle  von  hß^  cy  überträgt, 
so  ergiebt  sich  die  oben  aufgestellte  Behauptung. 

Nach  4)  werden  die  Paare  5/5  =  6*,  cy  =  c^  durch  zwei  Windschiefe 
der  Quadrifläche  Q^  geliefert,  z.  B.  durch  e^,  e^.  Schneidet  eine  variable 
Gerade  e  von  Q*  diese  «j,  e^  in  y,  jp,  und  heissen  F^  Z'  die  zu  diesen 
Paukten  gehörigen  Flächen,  so  sind  diese  in  den  Büscheln  (a*,  t*),  (a*,  c^ 
nnd  durchdringen  sich  in  c*  auf  F\  d.  h.  JP*  wird  durch  diese  projectivisch 
aufeinander  bezogenen  Büschel  erzeugt  (siehe  4.,  wo  e^,  e^  durch  g^,  gg 
vertreten  werden).  Dabei  geht  die  Ebene  JS  des  e^  stets  durch  <y,  und 
schneidet  F*  in  einem  zweiten  Kegelschnitt  Cj*,  welcher  zu  der  Geraden  e^ 
von  Q^  gehört,  die  mit  e  auf  der  Ebene  £  —  in  s  —  zusammentrifft. 
E  ist  Polarebene  von  e  in  Bezug  auf  JB"*,  und  weil  q^  der  Ort  von  s  ist, 
umhüllt  ^  einen  Qaadrikegel  g^;  endlich  berührt  JE7  doppelt  die /^^,  nämlich 
in  den  Punkten  rg,  die  der  Ebene  ee^^R  zugewiesen  sind  und  sowohl 
in  e^  als  «1^  liegen  müssen.  Die  fünf  mit  einer  bestimmten  Geraden 
a  Gepaarten  liegen  in  fünf  durch  a  gehenden  Ebenen,  und  in 
jeder  von  diesen  Ebenen  liegt  die  Spitze  a  eines  der  F^  doppelt 
umbeschriebenen  Quadrikegels  cK 

Der  Ort  von  s  ist  g^,  die  Schnittlinie  von  ^,  Q\  in  b  ist  die  Ebene 
ee^  Tangentialebene  von  Q^,  also  enthält  ee^  den  Pol  e  von  2  in  Bezug  auf  Q^ 
und  das  ihr  zugewiesene  Paar  rg  liegt  zugleich  auf  der  zu  0  gehörigen  Z* 
und  F\  mithin  auf  einer  Baumcurve  vierter  Ordnung  a^, 

7.  Der  in  der  vorigen  Nummer  angezogene  Satz  über  die  Büschel 
(F^),  (Z^)  führt  unmittelbar  zu  der  Consequenz,  dass  diese  BüscheKauf     t 
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jedem  Strahle  des  fixen  Punktes  a  identische  Involutionen  j  aus- 
schneiden. Die  Doppelpunkte  dieser  Involutionen  haben  zum 
Ort  eine  Quadriflftche  JB"'. 

Beweis.  Y^  sei  dem  einen  Büschel  entnommen  und  werde  von  irgend 
einer  durch  6  gelegten  Ebene  Y  in  y^  geschnitten.  Es  leuchtet  sofort  ein, 
dass  di^  Fläche  des  Büschels,  der  a^y^  zur  Basis  hat,  einerlei  welches  y 
genommen  wird,  die  nämliche  j  ausschneiden,  da  eine  solche;  bestimmt  ist 
durch  ein  Paar,  wovon  der  eine  Punkt  a  ist,  der  andere  in  der  Ebene  des 
a'  liegt,  und  durch  ein  zweites  auf  Y^,  Wird  nun  Y  variabel  gedacht^ 
so  liegen  nach  ^a)  die  Spitzen  der  Kegel,  welche  zugleich  a'  und  y^  ent- 
halten, auf  einer  Quadrifläche,  diese  heisse  H^.  Jeder  Strahl  von  c  durch- 
dringt jET'  in  zwei  Punkten,  die,  wie  man  sieht,  die  Doppelpunkte  der  auf 
diesem  Strahle  erscheinenden  j  sein  werden.  Nachdem  dies  erkannt,  Iftsst 
sich  zeigen,  dass  die  Tangentialebenen  der  fünf  Kegel  a^  die  ein- 
zigen Bitangentialebenen  der  F^  sind. 

Gesetzt,  B  sei  eine  Bitangentialebene ,  sie  enthalte  die  beiden  Kegel- 
schnitte ^^  e^  der  F\  Man  wähle  a^  W  als  Basis  eines  Büschels  (7*), 
lege  durch  a^  ^  irgend  eine  Quadrifläche  Z',  so  wird  diese  aus  F^  den 
Kegelschnitt  (?  schneiden.  In  a^,  (?  gewinnt  man  die  Basis  eines  zweiten 
Büschels  (Z^),  und  mittels  dieser  Büschel  lässt  sich  F^  projectivisch  er- 
zeugen. Nach  6)  werden  die  Ebenen,  auf  welchen  sich  homologe  Flächen 
durchdringen,  einen  festen  Punkt  Ct  enthalten,  durch  den  By  sowie  die 
Ebene  C  des  e^  geht  Zieht  man  von  o^  an  alle  ^^  Z^  Tangenten,  so 
stritt  gemäss  unserer  vorausgeschickten  Bemerkung  als  Ort  ihrer  Berührungs- 
punkte eine  gewisse  Hi^  auf.  Bestimmt  man  femer  von  6i  in  Bezug  auf 
die  Kegelschnitte  c*,  in  welchen  F^  von  je  zwei  homologen  F^,  Z*  geschnitten 
wird,  die  Polaren,  so  erzeugen  diese  eine  Regelfläche  £^\  denn  die  Polar- 
ebenen von  a  in  Bezug  auf  die  Y^  und  Z*  drehen  sich  um  zwei  feste 
Gerade  und  sind  einander  projectivisch  zugeordnet.  Dabei  umhüllt  die 
Ebene  E  des  variabelen  e^  einen  Quadrikegel  of\  man  überzeugt  sich  davon, 
wenn  man  eine  beliebige  Ebene  jß  auffasst,  welche  a^  in  x^x^'^  Vmy^yi\ 
<?  in  jer,  z^^  schneiden  möge,  und  beachtet,  dass  in  B  zwei  Büschel  mit  den 
Grundpunkten  {xx^yy^  und  (xx^zz^  zu  denken  sind,  deren  Erzeugniss 
eine  C^  mit  den  Doppelpunkten  Xy  x^  sein  wird,  wo  dann  bekanntlich  die 
Geraden,  welche  die  construirten  Punktepaare  der  C^  tragen,  einen  Kegel- 
schnitt zur  Enveloppe  haben.  Betrachtet  man  die  Polare  von  Ci  in  Bezog 
auf  einen  e^,  so  trifft  dieselbe  e'  stets  dann  in  zwei  getrennten  Punkten, 
wenn  e*  nicht  zerfällt,  und  zwar  sind  dies  auch  Punkte  der  Hf,  Wenn  es 
sich  ereignet,  dass  diese  beiden  Punkte  coincidiren,  so  muss  e^  zer&llen. 
Aber  auf  Z*  liegen  acht  Polaren  —  in  jeder  Geradenschaar  vier  — ,  welche 
H*  tangiren.  Folglich  sind  unter  den  ^  acht  Geradenpaare,  die  in  zwei 
Gruppen  von  je  vier  Paaren  genau  so  angeordnet  sind,  wie  in  einem  der 
fünf  oben   mit  8  bezeichneten  Systeme.     Ihre  acht  Ebenen  müssen  sowohl 
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den  Kegel  Ct^  als  auch  einen  der  fünf  unter  6.  mit  a*  bezeichneten  Kegel 
berühren^  woraus  die  Identität  von  tSi^  mit  diesem  einen  a^  erhellt. 

8.  a)  Zusammenhang  der  Kegel  ö^.  Auf  geometrischem  Wege 
fanden  wir  diese  Eigenschaft  einer  Curve  C^  mit  zwei  Doppelpunkten: 
,C^  besitzt  vier  unterschiedene  Paare  von  Doppeltangenten,  welche  vier 
Schnittpunkte  a,  a\  (i\  a"  haben;  von  einem  derselben,  etwa  a,  gehen  an 
0^  ausser  dem  Doppeltangentenpaar  vier  einfache  Tangenten,  deren  Be- 
mhrangspunkte  t  paarweise  auf  Geraden  liegen,  die  durch  je  einen  der 
Punkte  ö,  a\  q'"  gehen.«* 

Indem  wir  künftig  nur  unsere  Construction  der  F^  mittels  der  0'  zu 
Grunde  legen,  und  die  Polarfigur  von  0^  in  Bezug  auf  ^^  wie  bei  F^  mit 
^  bezeichnen,  erkennen  wir,  dass  ausser  den  durch  a  gehenden  Bitangen- 
ten, ab  einfache  Tangenten,  die  Verbindungslinien  von  6  mit  jedem  Punkte  t 
der  Baumcurve,  in  welcher  ^^  Z^  sich  durchdringen,  erscheinen,  und  dass 
es  sonst  keine  giebt.  Diese  Baumcurve  heisse  iK  Man  lege  jetzt  durch 
zwei  Kegelspitzeu,  z.  B.  durch  (f ,  (J^,  Ebenen,  so  schneiden  diese  gewisse  C^ 
aus  F^  und  ^  in  je  vier  Punkten  Tj,  ...,  T4,  so  dass  die  0,  r  einfache 
Tangenten  der  C^  sind.  Also  gehen  durch  6^  die  Verbindungslinien  zweier 
Paare  der  vier  t,  etwa  TjT),  x^x^.  Dreht  sich  demnach  die  schneidende 
Ebene  um  00^,  so  erkennt  man  a^  als  die  Spitze  eines  durch  i^  gehenden 
Qnadrikegels.  Gleiches  gilt  von  den  nicht  betrachteten  Spitzen  a^^  03,  04, 
d.h.:  das  Quadrupel  conjugirter  Pole  für  ^^,  Z^  oder,  was  das- 
selbe ist,  für  B}^  ö^  besteht  aus  ff,,  ffj,  ffg,  Ö4. 

h)  Die  Baumearven  ff^  (vergl.  6.).  Die  zu  a  gehörende  0^  ergab  sich 
als  Durchdringung  von  F*^  mit  einer  durch  a'  gehenden  Flftche  Z^  näm- 
lich derjenigen  Quadrifläche,  welche  zum  Pol  z  von  £  in  Bezug  auf  Q^ 
gehört;  sie  ist  (nach  3a)  dem  Kegel  5(a^)  längs  0?  umbeschrieben.  Dieser 
Punkt  z  nun  ist  seiner  Lage  nach  unabhängig  von  der  Wahl 
der  0,  er  ist  durch  JP^  allein  schon  bestimmt.  Dies  nebst  Anderem 
folgt  aus  einer  Construction  der  Tangentialebenen  in  irgend  einem  Paar  r,  p 
der  /**,  die  wir  jetzt  herleiten  wollen. 

r,  q  seien  erhalten  durch  die  Ebene  i2  =  ea,,  die  von  den  Geraden  e,  6, 
der  ^  bestimmt  wird.  Die  zum  Schnittpunkte  jp  von  e,  e,  gehörige  P' 
schneidet  aus  ¥^  die  Curven  e',  t^^  auf  welchen  r  und  p  liegt,  und  berührt 
deshalb  J^^  in  r,  p ;  daher  handelt  es  sich  um  die  Ermittelung  der  Tangen- 
tialebenen von  P^,  Trifft  t  die  H.^  in  Pq ,  ^^^  so  sind  dies ,  wie  am  Schlüsse 
von  3a^  bemerkt  wurde,  die  Spitzen  zweier  zugleich  durch  a^  und  ^  gehen- 
den Quadrikegel,  folglich  fällt  der  Pol  der  Ebene  B  —  in  welcher  i?  ist  — 
bezüglich  P^  auf  e,  etwa  nach  p,  und  ebenso  liegt  der  Pol  )>|  der  die  e^ 
enthaltenden  JE7|  auf  t^ ;  mithin  sind  r  p  p| ,  ^ ))  Pi,  die  gesuchten  Tangential- 
ebenen.   Was  die  Lage  von  p,  p,  gegen  p  betrifft,  so  ist  leicht  darzuthun. 
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dass  p  von  p  durch  Pq  ,  p^^  harmonisch  getrennt  wird  und  dass  demgemSss 
]))>,  einerlei  ist  mit  der  Polare  von  p  in  Bezug  auf  die  von  der  Ebene  B 
aus  H^  geschnittene  Linie  r^.  Nämlich  jene  harmonische  Trennung  sagt 
aus,  dass  pp  zn  der  Inyolution  j  als  Paar  gehört,  die  vom  Büschel  {P*) 
mit  der  Basis  (a^  e^)  auf  e  bestimmt  wird.  Ein  Paar  von  j  besteht  ans 
den  Punkten  e,  b\  wo  e  den  Ebenen  J?,  E  begegnet,  ein  zweites  liegt  aaf  PK 
Dieses  letztere  trennt  aber  gleichzeitig  harmonisch  p,  £  und  p»  e',  woraus 
bekanntlich  hervorgeht,  dass  pp  selbst  ein  Paar  von^'  sein  muss.  Man  darf 
nicht, ausser  Acht  lassen,  dass  (3. a)  p  der  Pol  von  2  bezüglich  P^  ist  — 
p  ist  der  von  E. 

unsere  Construction  zeigt  deutlich  den  biplanaren  Charakter  eines  der 
auf  a^  beliebig  gewählten  Doppelpunkte  x  der  F^i  das  Paar  r^,  von  wel- 
chem X  der  eine  Punkt  ist,  befindet  sich  auf  dem  Strahl  ax^  und  die 
Ebene  jß,  von  welcher  es  herrührt,  muss  £  in  der  zu  aa;  bezüglich  E^ 
conjugirten  Geraden  schneiden  (2.)  und  Q^  berühren.  Die  Conjugirte  zu  ex 
ist  aber  die  Tangente  xt  von  a^,  und  durch  sie  gehen  zwei  Tangentialebenen 
JSi,  JBj  an  ö*.  Berührt  z.  B.  R^  die  Ö^  in  p,,  und  schneidet  sie  H*  inf,^ 
so  wäre  die  Polare  von  p^  in  Bezug  auf  r^'  mit  x  durch  eine  Ebene  zu  ver- 
binden, wodurch  offenbar  die  R^  selbst  hervorgeht.  Wenn  man  x  in  einen 
der  vier  Punkte  U^,  t/j,  t/g,  U^  verlegt,  wo  die  Tangente  des  a*  zugleich 
Q^  tangirt,  so  resultirt  nur  eine  Ry  und  zwar  die  Tangentialebene  des 
obigen  Kegels  z(a^)y  d.h.  die  Punkte  U  sind  üniplanarpunkte  von 
F^  und  ihre  Berührungsebenen  haben  einen  Punkt  (g)  gemein. 
Auch  erkennt  man,  dass  0  von  der  Ebene  £  durch  R^y  R^  harmonisch  ge- 
trennt liegt.  Ist  hiernach  e  von.  2  oder  Q  unabhängig,  so  kann  man  von 
den  fünf  Baumcurven  o^  aussagen^  dass  durch  jede  und  a'  eine  Qua- 
drifläche  Z*  sich  bestimmt,  welche  dem  Kegel  0{a^)  längs  fl* 
einbeschriebenist.  Berücksichtigt  man ,  dass  die  Tangentialebene  von  F* 
in  einem  U  auch  den  Kegel  sf{q^)  berührt  und  aus  diesem  Grunde  eine  B 
ist,  welcher  zwei  Punkte  der  a^  entsprechen  müssen,  wovon  U  selbst  einer 
ist,  so  sieht  man,  dass  die  ß^  die  vier  üniplanarpunkte  TT  enthalten. 

Je  zwei  der  Baumcurven  a^  liegen  auf  einer  Quadri- 
fläche  V- 

Beweis.  Durch  0*  geht  Z^,  durch  ff^*  geht  Zj*,  welche  beiden  Flächen 
a^  aufnehmen  und  sich  längs  a^  berühren;  deshalb  sind  aS  a^^  die  Grund- 
curven  zweier  Büschel  (g>^),  (<3Pi)*,  mittels  welcher  sich  F^  projectivisch  er- 
zeugen lässt.  Da  nun  der  Kegel  a^  im  ersten  Büschel  auftritt,  und  dieser 
F*  längs  (F^  berührt,  so  muss  die  ihm  homologe  Fläche  des  zweiten  Bfl- 
schels  die  0*  selbst  aus  F^  schneiden,  und  diese  sei  ^o*- 

Aus  diesem  Satze  folgt,  dass  <y*,  a/  ausser  ü^,  ...,  U^  noch  vier  Punkte 
U\y  ...,  U\  einer  gewissen  Ebene  X  gemein  haben;  wir  werden  zeigen,  dass 
X  mit  S  coincidirt  oder  dass  die  Punkte  U'  den  U  unendlich  nahe  sind: 
Ar'  sei  einer  der  oo^  Kegelschnitte,   welche  durch  die  U  möglich   sind;  if 
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bestimmt  mit  <s^  eine  Fläche  ip^,  mit  a^^  eine  t^^'.  Yariirt  dabei  Ä;',  so 
resaltiren  zwei  projectivisch  aufeinander  bezogene  Büschel  (i|;')  A  {%*)»  Das 
Erzengniss  dieser  Bttschel  besteht  zunächst  aus  2^,  dann  aus  einer  Ebene  X 
durch  die  U'  —  indem  zwei  sich  entsprechende  Flächen  ausser  Ä;^  offenbar 
einen  durch  die  U'  gehenden  Jcj*  gemein  haben  müssen  — ,  endlich  aus  der 
gemeinsamen  Fläche  tf/Q*.  Nun  muss  X  der  £  aus  dem  Grunde  unendlich 
nahe  liegen,  weil  bei  der  Annahme  k^  =  a^  statt  ip'  die  Z\  statt  ^^^  die 
Zj*  hervorgeht,  welche  nach  Obigem  den  Kegel  z{a^)  längs  a*  berühren, 
d.  h.  in  zwei  unendlich  nahe  liegenden  Kegelschnitten  durchdringen,  von 
denen  a^  der  eine  ist ,  während  der  andere  in  X  fällt  Wir  schliessen  hier- 
aus, das  je  zwei  o^  sich  in  den  U  berühren  und  dass^zwei  homologe  ^', 
^i'  sich  längs  k*  berühren  müssen. 

9.  Die  Curven  a*  gehören  einer  oo^  Schaar  von  Curven  5* 
an,  längs  welchen  F^  von  Quadriflächen /**  berührt  wird.  Wie 
gesagt,  lässt  sich  F^  durch  zwei  Büschel  von  ip^  projectivisch  erzjBugen, 
wovon  der  eine  die  Basis  c\  der  andere  a^^  hat  Wenn  daher  q>^  beliebig 
darch  a*  gelegt  wird,  so  schneidet  sie  aus  F*  noch  8\  so  dass  auch  durch 
«*,  Oj*  eine  «Pj*  geht.  Daher  sind  auch  «*,  5*  die  Grundcurven  zweier  zur 
Erzeugung  der  F^  dienlichen  Büschel  ((p^),  (/*').  Weil  aber  im  ersten 
Büschel  eine  Fläche  vorkommt,  welche  die  s^  enthält,  so  muss  dieser  im 
zweiten  eine  F^  entsprechen,  die  F^  längs  5*  berührt. 

Die  0^  gehört  ferner  zu  einer  oo^  Schaar  von  Raumcurven 
vierter  Ordnung,  welche  aus  a  durch  Quadrikegel  projicirt 
werden,  und  längs  welchen /**  von  Flächen  vierter  Ordnung  Fg* 
berührt  wird,  die  nebst  der  Doppelcurve  a'  zwei  Doppelpunkte 
haben. 

Beweis.  Rq  sei  eine  beliebige  Ebene  des  Baumes,  sie  habe  mit  0^  H* 
die  Kegelschnitte  Qq^  r^^,  wovon  letzterer  sich  aus  den  Punkten  Tq,  Qq  in 
a*  projicirt  Die  Flächen  P*,  welche  den  Punkten  p  der  Linie  Qq*  gemäss 
i.a)  zugewiesen  sind,  gehen  alle  durch  r^,  p^,  berühren  doppelt  die  F^ 
nnd  werden  von  F,^  eingehüllt,  welche  r^,  ^o  zu  Doppelpunkten, 
a*  zur  Doppelcurve  hat:  Jedem  Punkte  p  von  g^*  entspricht  P%  welche 
durch  die  Kegelschnitte  e',  e^^  von  F^  geht,  die  den  in  p  sich  treffenden 
Geraden  e,  e^  von  Q^  entsprechen.  Aber  irgend  zwei  der  in  Betracht  kom- 
menden Flächen  P',  P^^  schneiden  sich  in  dem  der  Geraden  pp^  zugeord- 
neten Kegelschnitte.  Berührt  pp^  den  q^^  in  p^  so  ist  der  zugeordnete 
Kegelschnitt  p^  die  Schnittourve  zweier  unendlich  nahen,  in  P^  vereinigten 
Flächen,  und  der  Ort  von  p*  ist  die  Enveloppe  von  P*;  er  ist  leicht  pro- 
jectivisch abzuleiten.  Zu  dem  Ende  nehme  man  zwei  feste  Tangenten  I  und 
n  von  g^  und  schneide  sie  in  p^,  p^  durch  eine  variabele  Tangente  pp. 
Wenn  die  den  Geraden  I,  II  zugehörigen  Kegelschnitte  |?^^  p^*  heissen,  so 
wird  /\*  dem  Büschel  (a*,  j)|^,  Pj*  dem  Büschel  mit  der  Basis  (a\p^^)  an- 
gehören, und  sie  werden  sich  in  dem  p^  durchdringen,  der  zur  Qendeujpp 
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gehört.  Da  nun  {P^*)?^  C^i*),  so  beschreibt  p*  eine  F^\  wie  sie  im  Saiie 
definirt  wurde.  Jede  P*  berührt  F^*  längs  p*,  welche  der  Tangente  von  q^* 
im  Punkte  p  entspricht.  Diese  Tangente  pp  liegt  aber  in  der  Ebene  ee^ 
welche  das  Paar  tq  liefert,  mithin  fallen  r,  q  auf  |7^,  und  F^  wird  in  r,Q 
von  P^^  also  auch  von  F^^  berührt.  Durchl&uft  endlich  p  die  g^',  so 
dreht  sich  die  Ebene  ee^  um  einen  festen  Punkt  },  den  Pol  von  22^  in 
Bezug  auf  (>^  folglich  ist  der  Ort  des  Paares  rg  die  Raumcurve  vierter 
Ordnung,  in  welcher  F^  von  der  zu  j  gehörigen  y  ausser  a*  noch  ge- 
schnitten wird.  Weil  die  Paare  rg  auf  durch  o  gehenden  Strahlen  liegen, 
befindet  sich  diese  Raumcurve  auf  einem  Quadrikegel  mit  der  Spitxe  0. 
Wird  £  an  die  Stelle  von  Bq  gesetzt,  so  entsteht  auf  diese  Weise  0^; 
/^2^  zerfällt  in  den  Kummer *schen  Kegel  <y'  und  die  doppeltgerechnete  Z 


Fi^  mit  i  Doppelpunkten  A  aasserhalb  der  Doppellinie  a', 
die  binäre  Gerade. 

10.  Zum  Verständniss  des  Folgenden  wird  es  wesentlich  beitragen, 
wenn  wir  auf  unsere  Construction  einer  F^  mittels  der  Quadrifläche  Q*  etwas 
näher  eingehen  (vergl.  4.).  Die  gebrauchten  Bezeichnungen  halten  wir  fest, 
nur  ist  unter  einer  Ebene  R  stets  eine  Tangentialebene  von  Q^  zu  verstehen, 
die  entsprechenden  r,  q  sind  also  auf  F\  Auf  einem  beliebigen  Strahle  t 
von  0  liegen  zwei  Paare  r^,  welche  man  also  findet:  Durch  die  in  ^  fei- 
lende Coi^'ugirte  zu  r  bezüglich  H^  gehen  zwei  Ebenen  A,,  A,,  welche 
diese  Paare  liefern.  Wenn  diese  Conjugirte  Tangente  von  ö*  —  oder  g*  — 
ist,  so  decken  sich  die  entsprechenden  Paare  und  r  wird  Bitangente  der/**. 

Berührt  eine  B  die  j^^  in  r,  so  sind  in  t  auf  ex  zwei  gepaarte  Punkte 
vereinigt,  und  at  ist  einfache  Tangente  der  F\  Hier  f&Ut  t  auf  die  Polar- 
fläche £q^  von  Q^  bezüglich  £^^  und  hat  zum  Ort  t*^  die  Curve  vierter 
Ordnung ,  nach  welcher  sich  H^,  £q^  durchsetzen ;  denn  die  Tangentialebene 
von  H^  in  irgend  einem  Punkte  r  dieser  ^  ist  eine  B,  daher  muss  t  auf 
F*  sein;  aber  F\  E^  können  ausser  a',  ^  keinen  gemeinschaftlichen 
Punkt  haben. 

Nehmen  wir  an,  auf  Q^  gäbe  es  eine  Gerade  e,  welche  H^  berührt 
—  ia  Pq  — ,  so  muss  Pq  der  ^  angehören;  denn  die  Tangentialebene  von 
H^  in  Pq  enthält  dann  e  und  ist  somit  eine  B.  Wird  andererseits  voraus- 
gesetzt, Po  sei  einer  der  acht  Punkte,  welche  0^  mit  ^  gemein  hat,  so 
wird  die  Tangentialebene  von  H^  in  p^  die  Fläche  Q^  berühren,  z.  B.  in  «, 
alsdann  ist  xPq  eine  Gerade  von  Q^  und  tangirt  H^  in  p^. 

Wir  bezeichnen  mit  r*  die  Schnittlinie  von  H^y  Q\  mit  p^  einen  der 
acht  Punkte,  die  r*  und  ^  gemeinsam  sind,  mit  ei  die  in  Pq  die  Fläche  H^ 
berührende  Gerade  der  QK  Da  durch  Ci  eine  B  geht,  welche  in  p^  die  (?^ 
eine,  welche  im  selben  Punkte  H*  berührt,  so  muss  e,-  Tangente  von  i^ 
in  Pq  sein.     Nun    wird   et  bekanntlich   noch   von   vier^angeujten   der  f* 
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getroffen,  die  offenbar  unter  den  sieben  übrigen  e  vorkommen  müssen; 
also: 

„Die  acht  Geraden  e  werden  ans  Q^  durch  die  Tangenten- 
flftche  der  r^  geschnitten^  vier  dieser  e  gehören  zureinen,  die 
Tier  anderen  zur  zweiten  Geradenschaar  der  QK*' 

Die  im  Satze  genannte  Tangentenflftche ,  die  wir  künftig  benutzen  wer- 
den, um  uns  die  e  zu  verschaffen,  ist  achter  Ordnung*  sie  kann  ausser  der 
doppelt  gerechneten  r^  nur  noch  Gerade  der  Q^  enthalten,  somit  muss  sie 
deren  genau  acht  aufnehmen. 

a)  Wenn  H\  Q*  sich  ausserhalb  a*  in  Dj  berühren,  wobei  D^  Doppel- 
punkt der  r*  wird,  so  erhält  auch  F^^  den  Doppelpunkt  Dj. 

Beweis,  Zur  Construction  des  Schnittes  C^  von  F^  mit  irgend  einer 
durch  0  gelegten  Ebene  F  verfahre  man  also:  f  sei  der  Pol  von  F  in 
Bezug  auf  H*;  die  durch  f  gehenden  H  liefern  die  in  F  auf  C^  befind- 
lichen Paare  rg.  h^  sei  die  Schnittlinie  von  JP,  H^y  und  habe  auf  a*  die 
Punkte  ^,  Ti  alsdann  kann  man  die  fraglichen  rg  durch  Benutzung  der 
Tracen  der  durch  f  gehenden  ß  finden.  Diese  umhüllen  einen  Kegelschnitt 
9,^  und  man  erlangt  ein  Paar,  indem  man  aus  x  und  r  die  Punkte  proji- 
cirt,  welche  irgend  eine  Tangente  des  g,^  mit  h^  gemein  hat  —  als  Schnitt- 
punkte der  Projicirenden.  Auf  einer  Geraden  durch  x,  welche  h^  in  y 
schneidet,  treten  nur  zwei  Punkte  r  auf,  entsprechend  den  von  y  an  q^^ 
möglichen  Tangenten,  wobei  die  Paarlinge  g  auf  xy  fallen.  Daraus  folgt, 
dass  Xf  X  Doppelpunkte  der  C*  sind.  Wenn  nun  H^,  Q^  sich  in  D^  be- 
rOhren,  so  dass  ftlr  jede  durch  aD^  gehende  F  der  Pol  f  in  die  gemein- 
schaftliche Tangentialebene  von  H^y  Q^  fällt,  so  berühren  sich  auch  A^  q^^ 
in  Dj .  Bestimmt  man  sodann  die  auf  xD^  —  oder  x  -Di  —  vorkommenden 
r  der  C\  so  zeigt  sich,  dass  diese  beiden  Punkte  in  D^  coincidiren,  weil 
die  beiden  von  D^  an  ^i^  möglichen  Tangenten  zu  einer  einzigen  vereinigt 
sind.  Folglich  haben  xD^^  und  xDi  je  zwei  in  D^  zusammenfallende  Punkte 
mit  F^  gemein,  und  es  bekommen  alle  Schnitte  dieser  Fläche  mit  den  durch 
0D|  denkbaren  Ebenen  in  D^  einen  Doppelpunkt. 

In  2>i  treffen  sich  zwei  Gerade  e^,  ß,  der  Q^  und  berühren  H\  sie 
liefern  zwei  Geradenpaare  aa^  a^a^^  der  F^.  um  sie  zu  construiren,  ziehe 
man  von  den  Punkten  £|,  f,,  in  welchen  q*  von  e^,  e^  getroffen  wird,  an 
0*  die  Tangenten  f^a,  1^0,  s^a^,  Cgorj,  verbinde  deren  Berührungspunkte 
mit  Dl  und  nenne  die  Geraden  b^a^  D^a  etc.  kurz  a,  a  etc.  Das  Paar 
a«  musa  mit  a^a^  ein  Punktepaar  rg  gemein  haben,  welches  nämlich  der 
Ebene  e^e^^R  zukommt.  Daher  ist  a  windschief  zu  einer  der  Ge- 
raden Ol,  a^;  diese  sei  a^,  so  dass  a,  a^  sich  schneiden. 

Wir  beweisen  jetzt  den  Satz:  „Befindet  sich  auf  einer  Geraden  (a)  der 
F^  ein  Doppelpunkt  (2>|)  ausserhalb  a^  so  enthält  F^  eine  der  a  benach« 
birte,  gegen  a  windschiefe  Gerade  (b).^  ^  j 
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Nftmlich  die  Ebenen  $[  des  Büschels  durch  a  schneiden  F^  in  cubischen 
Cnrven,  welche  sämmtlich  2>j  und  den  zweiten,  auf  a  und  a'  befindlichen 
Doppelpunkt  enthalten  und  a  nebstdem  in  einem  variablen  Punkte  ü, 
a'  gleichzeitig  in  t  trefifen.  Dabei  entsprechen  die  Punkte  a,  r  jeneo 
Ebenen  projectivisch ;  also  beschreibt  ax  ein  Hyperboloid  Ä^^  das  in  jedem 
Punkte  a  dieselbe  Tangentialebene  hat  wie  F^^  mit  anderen  Worten ,  dessen 
der  a  benachbarte  Gerade  b  ganz  in  F^  liegt. 

Nach  Nr.  4  muss  5  von  irgend  einer  e  der  Fläche  Q^  abgeleitet  werden 
können,  die  deshalb  die  benachbarte  von  e^  sein  muss,  weil  5  mit  allen 
ihren  Punkten  unendlich  nahe  der  a  ist,  somit  auch  H*  in  einem  D,  be- 
nachbarten Punkte  trifft,  e^  sei  die  Nachbargerade  von  e^,  ihr  Durchstoss- 
punkt  €3  in  2  liegt  unendlich  nahe  bei  Cj,  daber  berühren  die  von  ihm  an 
a'  gezogenen  Tangenten  in  zwei  beziehlich  a,  a  benachbarten  Punkten  h,ß 
und  wir  erlangen  zugleich  mit  h  eine  benachbarte  Gerade  zu  a ,  nämlich  ß» 
Auf  dieselbe  Weise  liefert  die  zu  62  benachbarte  e^  zwei  zu  a^,  0|  benach- 
barte Gerade  &|,  ßi  der  F^.  Die  vier  Geraden  a,  o,  a^,  aj  heissen 
binäre,  weil  ihnen  beziehlich  die  Geraden  &,  /?,  ft^,  ft  von  F^  benachbart 
sind.  Sie  sind  Kanten  eines  Quadrikegels ,  dessen  Spitze  D^  ist,  und  wel- 
cher den  Ort  für  die  Tangenten  in  D^  der  durch  diesen  Punkt  geführten 
ebenen  Schnitte  der  F*  darstellt;  wir  nennen  ihn  den  Osculations- 
kegel  für  D^.  Am  einfachsten  gelangt  man  zu  diesem  Kegel  durch  eine 
Transformation  der  F^  von  der  Art ,  wie  sie  unter  2.  definirt  wurde ,  wenn 
man  D|  zum  Centrum,  eine  Quadrifläche  €P  zur  Ordnungsfläche  der  Trans- 
formation macht,  die  durch  a*  geht  und  längs  a^  dem  Kegel  Diia^  ein- 
beschrieben ist.  Alsdann  gebt,  wie  man  ohne  Weiteres  sieht,  F^  in  eine 
Quadrifläche  F*  über,  von  welcher  ein  Ä*  in  der  Ebene  £  sein  wird,  und 
eine  sich  von  selbst  aufdrängende  üeberlegung  zeigt,  dass  die  Verbindungs- 
linie von  D|  mit  irgend  einem  Punkte  der  k^  noch  einen  dem  D^  unendlich 
nahen  Punkt  der  F^  aufnimmt,  dass  also  in  Dj(^)  der  Osculationskegel 
vorliegt  Es  ist  klar,  dass  die  vier  binären  Geraden  auf  ihm  liegen,  sowie 
dass  er  mit  dem  Kegel  Di{a*)  überdies  keine  Kante  gemein  haben  kann, 
weil  sonst  jede  seiner  Kanten  eine  Gerade  von  F*  wäre. 

Die  Transversalen  von  a,  b.  Das  oben  benutzte  Hjperboloid  A* 
hat  noch  mit  F^  die  beiden  Transversalen  dieser  benachbarten  a,  b  gemein. 
Wir  dürfen  sie  mit  c^,  d^  wie  früher  (5a)  bezeichnen,  wenn  erwiesen 
ist,  dass  keine  derselben  durch  2)^  geh^  Dies  aber  ergiebt  sich  sofort, 
wenn  man  beachtet,  dass  die  Gerade  von  Ä*^  welche  a  in  D^  trifft,  in  der 
Ebene  liegt,  die  längs  a  den  Osculationskegel  berührt,  mithin  nicht  zur  F* 
gehören  kann.  Hieraus  ziehen  wir  die  Folgerung:  Die  vier  binären 
Geraden  zusammen  mit  ihren  Nachbarn  ordnen  sich  in  eine 
Doppelvier  an.  Eine  Gerade,  welche  a  in  D^  trifft,  muss  windschief 
zu  b  sein  (wie  eben  hervorgehoben).  Wenn  aber  eine  solche  Gerade  (etwa 
Ulf  siehe  zu  Anfang  dieser  Nummer)  gegen  a  windsc^ef  J^^so  muss  sie 
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h  treffen ,  denn  sie  schneidet  nothwendig  die  mit  a  gepaarte  a ,  folglich  die 
benachbarte  ß  nicht,  demnach  die  mit  ß  gepaarte  h.  Hiernach  schneidet  a 
erstens  «,  zweitens  «i  —  weil  a,  a^  windschief  sind  — ,  drittens  dj  —  als 
benachbarte  von  a|.  und  b  kann  als  Nachbar  von  a  keine  der  drei  Ge- 
nannten treffen,  h  liegt  ferner  windschief  gegen  deren  Transversale ;  folglich 
ist  (ft^iorttj)  eine  (}eradenvier  93.     Schreibt  man  unter  jede  in  fß  befindliche 

Gerade  ihre  benachbarte,  so  entsteht  die  Doppelvier  \QQ^ßßji   Aenu  da 

s.  B.  o  windschief  za  &,  5^,  cr^  ist,  so  mnss  a  die  Nachbarn  a,  a^,  /?, 
schneiden,  liegt  aber  gegen  die  ß  windschief.  Die  in  der  gefundenen  Doppel- 
vier  nicht  enthaltenen  Geraden  kann  man  mittels  der  Tangentenfläche  von  r^ 
erhalten:  diese  ist  wegen  des  Doppelpunktes  D|  der  r^  von  sechster  Ordnung 
und  schneidet  0'  in  der  doppelt  gezählten  B^  und  in  vier  Geraden,  die 
paarweise  verschiedenen  Schaaren  apgehören  und  unserer  Schreibweise  con- 
form  ^9  «7;  ^si  e,  heissen  werden.  Diese  e  liefern  vier  Geradenpaare  c/, 
dö^  CiT'i,  c2(d,,  die  nun  wieder  eine  Doppel  vier  bilden  müssen ,  wie  aus  der 
Auseinandersetzung  (5c)  deutlich  hervorgeht,  und  zwar  ist  diese  Anordnung: 

\dd,yYj 

Der  Satz,  dass  eine  durch  D^  gehende  Gerade  als  binäre  aufzufassen 
ist,  läset  sich  umkehren:  Ezistirt  auf  F*  eine  Gerade  a,  längs  wel. 
eher  F^  von  einem  Hyperboloid  berührt  wird,  so  kommt  auf  a 
ein  Doppelpunkt  D  ausserhalb  a^  vor. 

In  einem  willkürlich  auf  a  gewählten  Punkte  f  wird  F^  von  einer 
durch  a  gehenden  Ebene  F  berührt  und  in  einer  C^  geschnitten,  die  den 
Punkt  f,  femer  einen  Punkt  von  a^,  endlich  einen  Punkt  D  mit  a  gemein 
hat.  Im  letzteren  giebt  es  eine  Tangentialebene  F^  der  F\  die  auch  durch 
a  geht,  nicht  aber  die  Tangente  der  C^  im  Punkte  D  enthält,  weil  F^  von  F 
verschieden  ist.  D  ist  nun  Doppelpunkt  der  F^,  weil  es  in  D  die  Tangen- 
tialebene F|  und  eine  Tangente  der  F^  ausserhalb  F^  giebt. 

Existirt  aber  durch  a  eine  Ebene  F,  welche  F^  längs  a  berührt,  so 
liegen  auf  a  zwei  Doppelpunkte  D;  denn  eine  von  F  verschiedene  durch 
a  gehende  Ebene  F^  schneidet  aus  F*  eine  C^  die  mit  a  ausserhalb  o* 
noch  zwei  Punkte  2)  gemein  hat  Da  die  Tangenten  von  G^  in  diesen  D 
nicht  in  der  Tangentialebene  F  liegen  und  doch  Tangenten  der  F^  sind,  so 
müssen  die  D  Doppelpunkte  sein. 

b)  Berühren  sich  H\  0'  in  D^,  D^  ausserhalb  a',  so  werden 
diese  Punkte  Doppelpunkte  der  F^\  Hier  sind  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden. 

Erstens:  f^  besteht  ans  zwei  Linien  zweiten  Grades,  weshalb  dann  in 
Q^  keime  Tangente  von  r*  sein  kann.  Daher  ergeben  sich  wie  unter  a) 
vier  in  D,  zasammenstossende  binäre  Gerade  a,  a,  a, ,  cr^  und  vier  zu  D, 
gebürige  c»  y,  c^,  y^^  die  zusammen  mit  den  acht  benachbarten  &»  &k..*» 
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d,  d,  ...  die  16  umfassen.  Wir  erhalten  fOr  jeden  Doppelpunkt  ein  Doppel- 
quadrupel  in  solcher  Beziehung,  dass  irgend  zwei  henachharte  des  einen, 
etwa  a ,  5,  zu  Transversalen  zwei  benachbarte  des  andern  haben  müssen  — 
C|,  (ij.  Oben  bezeichneten  wir  mit  c^^  d]  die  beiden  Transversalen  von  o,  h; 
es  ist  daher  noch  nachzuweisen ,  dass  diese  im  vorliegenden  Falle  benachbart 
sind:  Weil  0|  sowohl  a  als  h  trifft,  so  sind  a,  h  Gerade  des  Hyperboloids, 
welches  sich  der  F^  längs  c^  anschmiegt;  alsdann  aber  muss  sowohl  a  als  6 
die  benachbarte  Oerade  von  q  treffen,  d.  h.  diese  letztere  ist  Transversale 
von  a,  &,  also  mit  d^  identisch. 

Die  uns  vorliegende  F^^  ist  gleich  der  in  Nr.  9  behandelten  die  £n- 
veloppe  von  oo*  Flächen  P*,  die  alle  die  Doppelcurve  enthalten :  eine  Ebene  F, 
durch  DjDg  gelegt,  schneidet  Fg*  in  einer  C*  mit  vier  Doppelpunkten,  d.  h. 
in  zwei  durch  D^ ,  Dg  gehenden  Kegelschnitten  h\  6*,  welche  sich  noch  auf 
a*  begegnen.  Durch  a*,  c*  lege  man  eine  beliebige  Fläche  Z^*,  welche  aus 
F^^  die  Linie  c*  schneiden  möge;  C*  geht  durch  D^,  D^  und  hat  mit  a* 
zwei  Punkte  gemein.  In  (a*,  6*),  (a*,  c*)  liegen  jetzt  die  Grundcurven  zweier 
Büschel  (r*),  (Z*)  vor,  mit  Hilfe  deren  F^*  projectivisch  erzeugt  werden 
kann.  Wenn  sich  die  homologen  Flächen  T^\  Z^  dieser  Büschel  in  y^  auf 
F^  durchsetzen,  so  kann  man  sich  zur  Erzeugung  dieser  Fläche  auch  der 
Büschel  (a*,  ^*),  («*,  c*)  bedienen;  denn  Y^  geht  durch  Vy  und  es  giebt 
im  zweiten  Büschel  eine  Fläche  3i^)  welche  ebenfalls  H^  enthält  —  a',  5^  c* 
liegen  auf  einer  Quadrifläche,  weil  je  zwei  dieser  Kegelschnitte  je  zwei 
Punkte  gemein  haben.  In  der  neuen  projectivischen  Beziehung  sind  3i^ 
Y^  homolog;  aber  im  Büschel  (a*,  <?)  kommt  Z^  vdr,  welche  y^  ausschnei- 
det^ und  dieser  muss  eine  durch  (a^,  y^)  gehende  Quadrifläche  entsprechen, 
welche  F^  längs  y'^  berührt,  mithin  eine  P^, 

Zweitens:  r*  besteht  aus  der  Geraden  D^D^  und  einer  durch  D(,  D, 
gehenden  r^.  Da  jede  durch  JD^B^  gelegte  Ebene  H*  und  Q^  berührt,  so 
ist  A-^8  ^^°  T)m\.  der  Baumcurve  t^,  und  es  wird  F^  längs  DiB^  von 
einer  durch  0  gehenden  Ebene  berührt 

Die  Tangentenfläche  der  r*  ist  vierter  Ordnung  und  hat  mit  0*  die 
doppelt  gezählte  r*,  nebstdem  zwei  Gerade  e^^  e^  gemein.  Letztere  ergeben 
zwei  Paar  unäre  Gerade.  Durch  D^  geht  eine  von  DiD,  verschiedene  e, 
der  0\  sie  liefert  zwei  binäre  Gerade  des  Dj,  und  ebenso  verhält  es  sich 
bei  D,.  Wendet  man  endlich  auf  1>,  D^,  die  eine  e  repräsentirt,  weil  sie 
H*  in  jedem  ihrer  Punkte  berührt,  unsere  Construction  (4.)  an,  so  ist  zu 
beachten,  dass  D^D,  die  Ebene  2  auf  a^,  etwa  in  Sq  trifft,  dass  demnach 
die  beiden  an  a*  aus  Bq  zu  ziehenden  Tangenten  zusammenfallen,  ihre  Be- 
rührungspunkte in  fc,  vereinigt  sind.  Mithin  fallen  die  zwei  binären  Ge- 
raden, welche  durch  D^D^  geliefert  werden,  mit  ihr  selbst  zosammen,  so 
dass  die  Geraden  der  F^'^  vorliegen:  in  zwei  Paar  binären  («od),  der  qna- 
ternären  B^D^  (=4)  und  vier  unären  Geraden.  ^  , 

Digitized  by  VjOOQIC 


Von  Prof.  Küpper.  149 


c)  Berühren  sich  J?',  i^'  in  drei  Punkten  D|,  D^i  -Z^si  und  besteht  i^ 
ans  den  Geraden  DgA«  -^sA»  nebst  einem  Kegelschnitt  r^  durch  2>|,  D,, 
so  geht  durch  D^,  D^  noch  je  eine  Gerade  e  der  Q^y  durch  welche  man 
zwei  Paar  binSre  Gerade  bekommt.  Durch  Dg  gehen  nur  noch  die  quater- 
nären  D^D^y  ^8-^t>  ^°^  sonst  hat  F^^  keine  Gerade. 

d)  Berühren  sich  H^^  Q^  in  vier  Punkten ,  so  kommen  z,\xi  F^  die  Ge- 
raden I>sAi  ^s-^s»  ^A^\9  -^4-^8  ^^^  quaternftre  vor.  Weil  eine  quater- 
öftre  Gerade  S)  stets  den  Elftchen  J5^^  Q^  gemeinsam  ist,  so  liegt  der  Pol  a 
einer  durch  ^  gehenden  Ebene  12  in  Bezug  auf  H^  stets  auf  2),  welche 
somit  ein  Theil  der  ^  ist.  Hieraus  folgt,  dass  eine  Gerade,  die  von  a  nach 
irgend  einem  Punkte  der  2)  gezogen  wird,  hier  die  F^  berühren  muss,  und 
dass  ^  im  Falle  c)  aus  zwei  Geraden  und  einem  Kegelschnitt,  bei  d)  aus 
?ier  Geraden  besteht 

e)  Die  Begelflftche  F^.  Berühren  sich  J5^^  Q^  längs  ÜD,  welche 
die  in  2  befindlichen  Curven  a^,  q^  im  nämlichen  Punkte  Z)  durchdringt, 
so  nehme  man  £  beliebig  auf  c^  an.  Die  Gerade  6  der  Q^^  welche  durch  s 
geht  undZ)schneidet,  z.  B.  m  p^^  berührt  in  diesem  Punkte  JET^  liefert 
also  zwei  Gerade  PQÜ^p^a  der  F*,  wo  a,  a  die  Berührungspunkte  der  von  £ 
aD  a'  möglichen  Tangenten  sind:  in  jedem  Punkte  von  Sb  begegnen  sich 
daher  zwei  Gerade  von  F\  deren  Ebene  einen  Quadrikegel  einhüllt,  die 
Polarfigur  von  ^  in  Bezug  auf  H^,  Legt  man  ferner  durch  ^  irgend  eine 
Ebene  F,  welche  a^  in  b  und  a  schneide,  zieht  in  a  die  Tangente  des  a^ 
welche  zwei  Punkte  £|,  e,  ^^^  9^  enthält,  so  ergeben  die  zu  €^,  ^  gehöri- 
gen e  zwei  Paare  von  Geraden,  von  welchen  je  eine  Gerade  durch  a  geht, 
beide  aber  in  F  sein  werden. 

Die  Fläche  dritter  Ordnung  F^  und  ihre  27  Geraden. 

11.  Von  nun  an  setzen  wir  voraus,  dass  Q^  die  Ebene  £  im  Punkte 
q  berührt,  dass  somit  q^  aus  zwei  Geraden  e,  e^  der  Q^  besteht;  sie 
sind  einerlei  mit  den  im  Eingange  T,  A' genannten  Conjugirten 
zu  Z,  l  bezüglich  H^,  Bedeutet  wieder  R  eine  variable  Tangentialebene 
der  Q*^  rg  das  ihr  zugewiesene  Paar  auf  einem  Strahle  r  von  a,  a'  den 
Pol  von  B  bezüglich  H\  so  ist  r  von  g  harmonisch  getrennt  einmal  durch 
0,  a\  sodann  durch  H^  und  es  ist  auf  jedem  r  das  Paar  rg  bestimmt, 
sobald  0  bekannt  ist.  Der  Ort  von  a  ist  aber  die  Polarfigur  Z^^  von  Q^ 
in  Bezng  auf  H^  die  hier  durch  <r,  den  Pol  von  27  gehen  wird. 

Nimmt  man  die  Baumcurve  ^,  in  welcher  H*,  S^  sich  durchsetzen, 
ab  Basis  eines  Büschels  (9^)  an,  so  bemerkt  man,  dass  die  Punkte  r,  g 
auf  r  die  Doppelpunkte  der  auf  r  von  den  «p^  bestimmten  Involution  sind, 
da  H^  and  S^  in  diesem  Büschel  vorkommen.  Also  ist  der  Ort  von  rg 
einerlei  mit  dem  Orte  für  die  Berührungspunkte  der  von  6  an  die  q>^  mög- 
lieben Tangenten,  d.h.  mit  dem  Erzeugniss  F^  des  Büschels  (<p^)  und  dem 
projecüvischen  Büschel  der  Polarebene  von  a  in  Bezug  auf  <^i^r)^^'^^^l?tS?)OQlc 
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Die  Aze  q  des  Polarenbüscbels  wird  dann  eine  Gerade  von  F^  sein,  nSm- 
lich  die  Schnittlinie  von  £  —  Polarebene  von  a  bezüglich  H^  —  mit  der 
Tangentialebene  Ton  £q*  im  Pankte  c»  somit  die  Polarebene  q  von  q  in 
Bezug  auf  a*.  F^  enthält  ferner  a*  —  als  Schnitt  von  Z,  jö^  —  und  die 
beiden  Geraden  2,  l  der  2^^,  die  durch  a  gehen  und  in  der  eben 
erwähnten  Tangentialebene  liegen.* 

Die  auf  F^  denkbaren  Geraden  ordnen  sich  naturgemäss  in  zwei  Kate- 
gorien, solche  S,  welche  auf  a',  und  solche  SB*  die  auf  q  stehen.  Jeser 
giebt  es  16,  die  nach  Nr.  4  bestimmt  werden  mittels  yier  e  der  £)^  welche 
e  treffen,  und  vier  anderen  e,  welche  e^  treffen.  Was  die  möglicherweise 
vorhandenen  93  angeht,  so  kann  in  einer  durch  q  gelegten  Ebene  F  nur 
dann  eine  solche  vorkommen,  wenn  der  Kegelschnitt ,  den  F  mit  der  ent. 
sprechenden  q)*  gemein  hat,  zerfällt  Und  damit  dies  geschehe,  muss  ent- 
weder Berührung  zwischen  F  und  9'  stattfinden ,  oder  qjl^  muss  eine  Kegel- 
fläche sein.  Soll  Ersteres  eintreten,  so  muss  der  Pol  von  F  bezüglich  qf 
auf  dieser  qn^  selbst  liegen,  d.  h.  qp^  muss  die  durch  a  gehende  2^^  sein, 
und  so  ergeben  sich  die  beiden  Geraden  2,  il;  was  die  zweite  Möglichkeit 
betrifft,  so  existiren  im  Büschel  tp*  —  oder  durch  t^  —  vier  Kegel,  deren 
Spitzen  wir  gleich  anfangs  mit  c^,  ...,  a^  bezeichnet  haben.  Mithin  geht 
durch  jeden  dieser  Punkte  ein  Geradenpaar  (resp.  2|A^,  l^X^  etc.),  und  ausser 
den  fünf  Paaren  Ik,  l^k^^  ...  giebt  es  keine  Gerade  der  /^^  welche  q  trifft; 
daher  enthält  F^  im  Ganzen  27  Gerade. 

12.   Arrangement  der  27.     Wir  haben  in  Nr.  5  gezeigt;  wie  man 

^  fabcd\ 

acht    Gerade    der    Abtheilung    31   in    eine   Doppelvier:    «33i  =  l-^-^l 

bringen  kann.  Durch  beliebige  Wahl  von  drei  Windschiefen  a,  hy  c  ist  S, 
demnächst  93i  bestimmt;  und  da  man  drei  Windschiefe  ausSSS^  nur  ent- 
weder in  SB,  oder  in  3$|  finden  kann,  so  lässt  sich  mit  diesen  acht  Geraden 
keine  zweite  Doppelvier  bilden.     Die  übrigen  acht  ordnen  sich  hierauf  von 

selbst  ^^  ^^  i=^\a  B  y  A  )  ^^  (vergl.  5c).  Sodann  haben  wir  die  40 
möglichen  Geradenpaare  in  fünf  Systeme  S  eingereiht,  wovon  jedes  durch 
ein  einziges  Paar  vollkommen  bestimmt  ist.  Durch  aa  ist  zunächst  die 
Gruppe  I,  bestehend  aus  aa,  hß^  cy,  döy  gegeben;  die  fehlenden  Geraden 
constituiren  in  eindeutiger  Weise  die  Gruppe  II:  a|0|,  h^ß^j  Cj/j,  diii- 
Da  das  Paar  aa  auf  jedem  der  Gruppe  II  steht,  so  lassen  sich  durch  a^ 
aa  und  die  Paare  von  U  vier  Quadriflächen  F*  legen,  welche  einem  der 
unter  1.  betrachteten  Systeme  angehören.  Dabei  müssen  die  Ebenen  Ä^^ 
B^,  ...  der  Paare  o^ai,  ^ißu  •••  durch  eine  der  zehn  Geraden  S  gehen, 
z.  B.  durch  il^,  während  die  Ebenen  J.,  By  ...  der  Gruppe  I  alsdann  noth- 
wendig  sich  in  Z|  schneiden.  Jede  der  zehn  Gruppen  hat  demnach  eine 
Gerade  der  Abtheilung  8  zur  Transversale,  und  es  leuchtet  ein,  dass  man 
durch  jene  Gruppen  sämmtliche  93  erhält.     Jede  Gerade>  l  wird  somit  ge- 
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troffen  von  q,  k  and  vier  Paaren  ans  %.  Aber  l  kann  auch  von  keiner 
ferneren  Geraden  geschnitten  werden;  denn  wftre  eine  solche  unter  den  S« 
80  fiele  q  nebst  drei  Gieraden  in  eine  Ebene ;  wäre  sie  eine  Gerade  m  der  ^, 
80  mfieste  in  der  Ebene  Im  noch  eine  fi  von  %  vorkommen.  Durch  m,  fk 
wäre  sodann  eine  der  zehn  Gruppen  bestimmt;  diese  jedoch  wurden  alle 
benutzt,  um  die  93  herzuleiten. 

Fassen  wir  endlich  eine  a  der  Abtheilung  ^  auf.  Sie  ist  mit  fünf 
Windschiefen  der  91  gepaart;  also  wird  a  noch  von  fünf  Windschiefen  ge- 
schnitten, welche  offenbar  unter  den  93  sind,  weil  a,  q  sich  nicht  treffen. 
Damit  ist  dargethan,  dass  jede  der  27  von  fünf  und  nur  fünf 
Paaren  geschnitten  wird.* 

Unter  q  sei  jetzt  eine  willkürliche  der  27  verstanden,  die  übrigen  26 
sind  in  zwei  Abtheilnngen  91',  93'  zu  denken,  von  welchen  93'  die  fünf  auf  q 
stehenden  Paare  Jty.,,n^  umfassi  Es  entsteht  die  Frage,  ob  den  16  Gera- 
den %'  die  Eigenschaften  zuzusprechen  sind,  welche  den  auf  a^  stehenden  % 
zukommen ,  und  es  wird  diese  Frage  bejaht  werden  müssen ,  wenn  erwiesen 
ist,  dass  jede  der  16  von  fünf  Windschiefen  unter  ihnen  geschnitten  wird; 
denn  hierauf  allein  beruht  Alles,  was  wir  über  das  gegenseitige  Verhalten 
der  9  in  Nr.  5  vorgebracht  haben,  um  den  erforderlichen  Nachweis  zu 
erbringen,  construiren  wir  die  V!  mit  Hilfe  der  als  gegeben  angesehe- 
nen  93',  was  nach  dem  soeben  Hervorgehobenen  zulässig  ist. 

Sind  TTj ...  TT^  irgend  vier  Paare  der  93',  und  bezeichnet  VU  das  fehlende, 
so  entnehme  man  jenen  vier  Windschiefe.  Da  diese  die  Transversale  q  haben, 
so  liefern  sie  eine  zweite,  welche  zu  den  91'  gehören  muss.  Wendet  man 
dasselbe  Verfahren  so  oft  an,  als  es  die  Paare  »^...^^  gestatten,  nämlich 
2^£=  16  mal,  so  erlangt  man  die  91'  sämmtlich,  weil  dieselbe  Gerade  nicht 
zweimal  erscheinen  kann,  da  sie  bei  dieser  Annahme  in  der  Ebene  eines 
der  vier  Paare  n  läge,  was  unmöglich  ist.  Nun  wird  die  Gerade  V  ausser 
von  q  X'  noch  von  vier  Geradenpaaren  geschnitten ,  die  ersichtlich  unter  dem 
9'  sein  müssen;  X'  trifft  dann  die  vier  fehlenden  Paare.  Hieraus  folgt, 
dass  jede  der  construirten  Geraden  91'  fünf  Windschiefen  93'  begegnet;  und 
da  sie  q  nicht  trifft,  ebenso  wenig  eine  der  fünf  anderen  93',  im  Ganzen 
aber  doch  von  zehn  Geraden  getroffen  wird,  so  müssen  unter  diesen  zehn 
fünf  Windschiefe  91'  sein.  Bedenkt  man  ferner,  dass  q,  welche  aus  den  27 
beliebig  herausgegriffen  wurde,  gegen  jede  91'  und  nur  gegen  eine  solche 
windschief  ist,  so  kann  man  sagen:  ^Je  zwei  Windschiefe  der  27 
haben  fünf  Transversalen  unter  ihnen.^  Da  jede  der  27  mit  zehn 
anderen  gepaart  ist,  so  giebt  es  lI^M=z  135  verschiedene  Paare.    Wenn 

*  Für  die  Fol^e  ist  anzumerken:  Durch  eine  beliebige  Gerade  (q)  ist 
eme  Ebene  unmöglich,  die  zwei  Punkte  ü  enthält;  denn  in  einer  solchen  lägen  vier 
Gerade  und  q.  Und  schneidet  eine  von  q  verschiedene  Gerade  irgend  eine  der 
febn  anf  q  stehenden,  so  kann  sie  die  mit  ihr  gepaarte  nicht  treffen,  da  sonst  in 
dar  Ebene  dieses  Paares  vier  Gerade  wären.  r^^^^^T^ 
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mfi  ein  solches  ist,  so  liegt  in  seiner  Ebene  noch  eine  Gerade,  etwa  n. 
Nun  giebt  es  noch  acht  Gerade,  welche  m  treffen,  dagegen  ^  nicht ,  acht 
andere,  welche  fi,  nicht  aber  m  treffen:  die  fehlenden  27—16  —  3  =  8 
Geraden  x  sind  deshalb  windschief  sowohl  zu  m,  als  auch  zu  (i.  Da  auf  n 
ausser  dem  Paare  nifi  vier  Paare  stehen,  deren  Gerade  weder  m^  noch  fi 
treffen,  so  umfassen  diese  die  acht  «,  d.  h.: 

Jedes  Paar  m(i  bestimmt  eine  einzige  Gruppe  von  fünf 
Paaren,  unter  welchen  es  selbst  vorkommt;  die  Ebenen  dieser 
Paare  schneiden  sich  in  einer  bestimmten  der  27  Geraden  — 
in  n.     Somit  vertheilen  sich  alle   135  Paare   auf  11^  =  27  ver* 

5 

schiedene  Gruppen,  welche  einerlei  mit  denjenigen  sind,  die 
auf  je  einer  der  27  stehen. 

13.  Die  Geradensechs  ®.  a,  &,  c  seien  drei  Windschiefe;  einer 
derselben,  c,  ertheilen  wir  die  Rolle  der  q,  so  dass  a,  b  zur  Abtheilung  ^' 
gehören.  Zu  ab  ergaben  sich  eben  fünf  Transversalen,  von  welchen  ge- 
mäss 5a)  zwei  in  %'  sich  befinden,  folglich  sind  die  drei  anderen  in  S' 
und  treffen  c;  d.h.:  Drei  Windschiefe  haben  drei  Transversalen. 
Wieviele  schneiden  keine  der  angenommenen  a,  &,  c?  Ausser  den  nach- 
gewiesenen drei  Transversalen  hat  jede  der  Gombinationen  ah,  ae^  hc  deren 
noch  zwei,  ferner  wird  a  ausschliesslich  von  10  — 3  — 4=: 3  anderen  Ge- 
raden geschnitten,  und  Gleiches  gilt  für  &,  e.  Also  bleiben  27  —  3  —  3.2 
—  3.3  —  3  =  6,  von  welchen  jede  zu  a,  5  und  c  windschief  ist. 

Vier  Windschiefe  besitzen  zwei  Transversalen ,  daher  können  fOnf  solche 
höchstens  zwei  Transversalen  haben.  Weisen  wir  der  e,  welche  unter 
fünf  Windschiefen  irgend  eine  sei ,  die  Bolle  von  q  zu ,  so  können  die  vier 
anderen  unter  den  %'  befindlichen  entweder  eine  Vier  {ab cd)  bilden,  oder 
nicht  {abcö).  Wenn  Ersteres  stattfindet,  so  liegt  von  den  beiden  Trans- 
versalen (nach  5c)  keine  in  der  Abtheilung  %',  und  beide  müssen  auf  e 
stehen.  Alsdann  giebt  es  in  %'  keine  zu  a,  &,  c  und  d  windschiefe,  also 
existirt  überhaupt  keine,  die  zu  a,  b,  c,  (2  und  e  windschief  w&re.  Wird 
umgekehrt  angenommen,  dass  abcde  zwei  Transversalen  besitzen,  so  können 
ab  cd  keine  in  S' fallende  Transversale  haben,  folglich  bilden  sie  dann  eine 
Vier,  und  es  muss  jede  der  22  fehlenden  Geraden  wenigstens  eine 
dieser  fünf  schneiden. 

Wenn  zweitens  ab  cd  keine  Vier  darstellt,  abc  aber  durch  d  zur  Vier 
ergänzt  wird,  so  muss  von  den  beiden  Transversalen  eine  d^  unter  den  S' 
vorkommen,  während  die  zweite  auf  e  steht  Hier  haben  somit  ahc6e 
diese  letztere  zur  einzigen  Transversale.  Nun  wird  d^  von  a,  &,  c,  d  und 
einer  6^  unter  den  %'  getroffen,  und  es  sind  d,  d,  d^  die  einzigen  gegen 
a,  b  und  c  Windschiefen  in  %'  (vergl.  5  c),  Mithin  sind  dies  auch  die  ein- 
zigen zu  a&c  windschiefen;  d  aber  schneidet  d,  dagegen  schneiden  sich  ^,  d, 
nicht.  D.  h.:  Es  existirt  nur  die  eine  Gerade  ^,  welche  keiner 
der    fünf   Windschiefen    a,    b,   c,   ö,  e   begegn^t;>     Hiermit   ist  be- 

Digitized  by  VJOO^ 


Von  Prof.  Küpper.  153 

wiesen,  dase  mehr  als  sechs  Windschiefe  überhaupt  nicht  anzutreffen  sind, 
und  dass,  wenn  a,  5,  e,  d,  6,  /*  sechs  Windschiefe  sind,  je  fünf  derselben 
eine  einzige  Transversale  haben.  Es  geht  auch  deutlich  aus  unserer 
Betrachtung  hervor,  dass  fünf  Windschiefe  wenigstens  eine  Transversale  zu- 
lassen; wenn  aber  noch  eine  vorhanden  ist,  so  giebt  es  keine  sechste  zu 
ihnen  windschiefe,  im  andern  Falle  kommt  eine  und  nur  eine  Gerade 
vor,  welche  mit  den  fünfen  sechs  Windschiefe  liefert,  eine  Oeraden- 
sechs  @. 

Die  Construction  einer  Sechs  abcdef  ist  im  Gesagten  enthalten.  Denkt 
man  der  f  die  Bolle  der  q  ertheilt,  so  dass  a^  hy  c,  d,  e  fünf  Windschiefe 
der  Abtheilung  %'  werden,  so  haben  diese  nach  Nr.  5  unter  den  %'  eine 
einzige  Transversale,  welche  zu  f  windschiefliegt;  sie  können  (unter  den  99) 
keine  zweite  besitzen,  weil  sonst  f  nicht,  wie  vorausgesetzt,  gegen  alle 
fünf  windschief  läge.  Fünf  Windschiefe  der  Abtheilang  31'  sind  nur  die 
ftlnf  Geraden,  welche  auf  irgend  einer  der  21'  stehen:  Eine  Gerade  f  ge- 
hOrt  somit  zu  16  verschiedenen  @.  Es  ist  zweckmässig,  die  Geraden  einer 
6  mit  Ol  ...Oq  zu  bezeichnen,  ihre  Gesammtheit  mit  (a).  Je  fünf  a  haben 
eine  einzige  Transversale  &,  windschief  gegen  die  fehlende  sechste  a;  der  h 
ertheile  man  den  Index  dieser  a  und  schreibe  sie  unter  diese  a.  Dann  werden 
je  zwei  h  die  Transversalen  der  nicht  über  ihnen  stehenden  a  sein,  dem- 
nach windschief,  und  wir  erlangen  eine  Sechs  (&),  die  mit  (a)  die  Doppel- 

sechs  Ij.)  bildet.  Aus  der  Construction  von  [j^j  erhellt,  dass  a{  die 
Transversale  der  fünf  5  ist,  denen  der  Index  i  nicht  zukommt,  dass  mithin 
K  j  durch  ein  und  dasselbe  Verfahren  erlangt  wird,  man  mag  von  den  a 
oder  5  ausgehen. 

Wie  schon  bemerkt,  hat  jede  Combination  von  vier  a  ihre  beiden 
Transversalen  in  (5),  auch  jede  Combination  von  drei  a  hat  die  ihrigen  in 
(5);  dagegen  hat  eine  beliebige  Ambe  aus  a  von  ihren  fünf  Transversalen 
nur  vier  in  (&).    Also  entspricht  der  Ambe  CHak  eine  bestimmte,  nicht 

in  (  X  )  befindliche  Gerade  ca,  und  es  werden  die  15  auf  diese  Weise 
hervorgehenden  e  voneinender  verschieden  sein ,  weil  sonst  eine  c  mindestens 
drei  a  träfe,   also  in  {h)  vorkäme.     Durch  Cik  sind  demgemäss  sämmtliche 

15  ausserhalb  K  j  liegende  Gerade  der  F^  dargestellt. 

Zur  Bestimmung  von  ctk  kommt  man  sofort,  wenn  man  bedenkt,  dass 
die  Oeradenpaare  üibk^  akh  von  der  Schnittlinie  ihrer  beiden  Ebenen  in 
vier  Punkten  getroffen  werden ,  dass  diese  Schnittlinie  eine  der  27  sein  muss 
und  weder  in  (a)  noch  (b)  vorkommen  kann ,  da  a  nur  Windschiefe  zu  Oj , 
{h)  nur  Windschiefe  zu  &,•  enthält.  Bleibt  i  dasselbe ,  während  k  die  von  i 
verschiedenen  Werthe  annimmt,  so  erhält  man  in  den  dk  die  fünf  (wind- 
schiefen) Transversalen  von  Oibi,  Daher  liegt  eine  c  mit  a.*  —  oder  h  — 
in  derselben  Ebene,  wenn  ihr  der  Index  i  zukommt     Hat  c  diesen  Judex     ^ 
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nicht,  80  sind  Cy  Ot  —  und  c,  6^  —  windschief.  Denn  <h  wird  von  den 
fünf  c  geschnitten,  welche  i  haben,  überdies  von  fünf  &,  also  nicht  mehr 
von  einer  c.  Cik  liegt  gegen  jede  c  windschief,  welche  den  Index  t  oder  Jt 
trfigt,  und  wird  von  jeder  andern  c  geschnitten.  Denn  ctk  wird 
von  zwei  Geraden  a,  von  zwei  Geraden  b  getroffen,  also  noch  von  sechs 
Geraden  c,  von  welchen  keine  einen  der  Indices  t,  k  haben  kann.  Auch 
giebt  es  nur  sechs  c,  unter  deren  Indices  weder  i,  noch  kist',  von  dieses 
c  allein  wird  mithin  Cik  geschnitten. 

14.  Die  Constmetionen  der  Doppelsechs  f  ^V 

Zu  Qi  ist  in  {h)  nur  ht  windschief,  ihre  homologe«  Sollen  daher  in 
( ^  )  mehr  als  zwei  Windschiefe  möglich  sein,  so  müssen  diese  sftmmtUch 
entweder  zu  (a),  oder  zu  (h)  gehören. 

a)    l.j  ist  bestimmt  durch  zwei  willkürliche  homologe  Oj, 

&j :  Von  den  zehn  auf  \  stehenden  Geraden  scheide  man  die  fünf  Trans- 
versaleu von  a, 2>|  aus,  so  bleiben  fünf  Windschiefe  02***0^  übrig.  Soll 
die  Doppelsechs  nun  möglich  sein,  so  muss  dieselbe  fdnf  Gerade  a  enthal- 
ten,  die  alle  von  &|  geschnitten  werden  und  zu  a,  windschief  sind.  Offen- 
bar sind  a^,.»afi  die  allein  möglichen,  und  durch  die  sechs  Windschiefen a 
ist  (h)  bestimmt. 

ß)  Durch  vier  beliebige  Windschiefe  ist  (ij  bestimmt 
Die  vier  Geraden  können  entweder  nur  in  (a) ,  oder  nur  in  (h)  vorkommen, 
sie  seien  »^...a^.  Von  den  drei  Transversalen  über  a^€^a^  stehen  zwei 
auf  a^y  die  dritte  muss  zu  a^  windschief,  mithin  deren  homologe  b^  sein. 
Die  Doppelsechs  ist  [o)]  jetzt  bestimmt;  sie  muss  die  fünf  Geraden  ent- 
halten, welche  b^  schneiden  und  zu  a^  windschief  liegen;  a%(i^a^  sind  offen- 
bar drei  derselben. 

y)  Wären  von  K  j  drei  Gerade  a|,  a^,  a,  gegeben,  so  muss  sie  die 
Transversalen  b^^  ^5,  b^  ebenfalls  enthalten.  Von  diesen  b  abgesehen,  haben 
aber  Oj,  a^  noch  zwei  Transversalen,  von  denen  keine  a^  schneidet  Eine 
von  diesen  muss  die  homolge  der  a^  werden.  Nimmt  man  als  5^  irgend 
eine  der  beiden,  so  ist  [er)]  die  Doppelsechs  bestimmt  und  enthSlt  ^2»  ^1 
wie   die   Constraction    o)    zeigt.     Ea   ergeben   sich   somit  zwei  Lösungen, 

wovon  die  eine  die  vorliegende  K  j  selbst,  die  zweite  von  ihr  verschieden 
ist.  Man  kann  aber  die  letztere  sofort  hinschreiben:  Es  handelt  sich  um 
drei  Gerade,  welche  mit  a^,  a^,  a^  die  eine  Hälfte  der  Doppelsechs  bilden. 

Unter  ihnen  kann  keine  a  vorkommen,  da  sonst  nach  ß)  die  Ij^)  selbst 
hervorginge,  aber  auch  kein  &,  weil  ein  b  nur  zu  einer  einzigen  a  wind- 
schief ist     Die  gesuchte  Hälfte  wird  also  drei  c  enthalten  müssen,  und 
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nach  dem  Vorigen  dürfen  die  c  keinen  der  Indices  1,  2,  3  aufweisen;  sie 
Bind  deshalb  C45,  c^^  c^* 

S)  Soll  eine  {-A  zwei  gegebene  Windschiefe  enthalten  (nicht  als  homo- 
loge, was  erledigt  wurde),  so  seien  es  z.  B.  W^  dann  sind  in  ihr  von  den 
fftnf  Transversalen  über  W  irgendwelche  vier  als  a^a^a^a^.  Nimmt  man 
diese  an,  so  ist  auch  nach  ß)  die  Doppelsechs  bestimmt,  es  ist  klar,  dass 
65  5g  darin  vorkommen. 

e)  Läge  eine  Gerade  a^  der  aufzustellenden  i^A  vor,  so  muss  und  kann 

man  als  homologe  &|  irgend  eine  der  16  zu  a^  windschiefen  Geraden  setzen. 

{;)    Die    beste  Classification   s&mmtlicher   @   gewinnt  manr,    wenn   bei 

Zugrundelegung  einer  bestimmten  {^\  man  die  Frage  beantwortet:  welche 
©  sind  von  (a)  verschieden?  Vier  a  kann  eine  solche  ©  nicht  enthal- 
ten, und  es  giebt  eine  einzige  @,  welche  drei  vorgegebene  Gerade  aus  (a) 
besitzt  [/)].  Können  in  ©  zwei  a  (und  nicht  mehr]  auftreten?  In  diesem 
Falle  mflssten  aus  dem  in  y)  angegebenen  Grunde  die  fehlenden  vier  Geraden 
den  c  entnommen  sein.  Daraus,  dass  vier  windschiefe  c  zu  je  zwei  einen 
Index  gemein  haben  mttssen,  folgt  sofort,  dass  bei  allen  vieren  ein  und 
derselbe  Index  auftreten  muss.  Hat  man  beispielsweise  Cj^,  Cjj,  i;,^,  Cj^, 
so  ist  dadurch  @  bestimmt.  Nun  sind  a^,  2>g  sowohl  windschief  gegen 
diese  c ,  als  gegen  einander,  sie  ergänzen  deshalb  die  c  zur  @.  Wir  schliessen 
hieraus: 

Erstens:  Hat  ©  mit  (a)  weniger  als  drei  Gerade  gemein,  so  kann  © 
höchstens  eine  a  enthalten,  und  enthält  sodann  stets  die  homologe  h.  Wie 
diese  @  zu  schreiben  ist,  wenn  a,-,  hi  in  ihr  vorausgesetzt  werden,  bedarf 
nach  dem  Vorangehenden  keiner  Erläuterung. 

Zweitens:    Eine  ©  kann  höchstens  vier  c  enthalten,   und  wenn  sie  so 

viele  enthält,  sind  in  ihr  zwei  homologe  von  (jA* 

Drittens:  Soll  in  ©  kein  a  eintreten,  so  müssen  mehr  als  zwei  h  darin 
sein,  da  mehr  als  vier  c  zur  ©  nicht  brauchbar  sind.  Wenn  aber  drei  h 
in  @  sind ,  so  ergänzt  ©  eine  derjenigen  Geradensechs ,  die  drei  a  enthalten, 
zur  Doppelsechs.     Sind  mehr  als  drei  2)  in  ©,  so  folgt  ©  =  (&). 

15.  F*  mit  i  Doppelpnnkten  Di  ausserhalb  a*. 

a)  Wenn  J7*,  Q^  sich  in  D|  berühren,  und  zufolge  10.  J)^  Doppelpunkt 
von  F<^  wird,  so  fallen  in  D,  zwei  der  Kegelspitzen  0,  z.  B.  03,  a^,  und 
01,  0,  finden  sich  in  der  gemeinsamen  Tangentialebene  von  JET^,  ^^  für  den 
Punkt  D,.  Jetzt  vereinigen  sich  die  (windschiefen)  Geradenpaare  /3A3  und 
{4I4,  und  wir  fassen  l^l^^  X^k^  als  benachbarte  Windschiefe  auf.  Ersioht- 
Hoh  finden  die  Sätze  aus  Nr.  10  a)  auch  hier  Anwendung.  Zu  den  vier 
binären  Geraden  a,  o,  a|,  «i  der  Kategorie  91  treten  also  noch  zwei  hinzu: 
2,,  A3,  die  gleich  ihren  benachbarten  Z^,  A^  zu  5B  gehören,  d.  i.  auf  q  stehen. 

Digitized  by  LjOOQIC 


156  Ueber  die  Flftohen  dritter  Ordnung  (f)  etc. 

Wenn,  wie  oben,  das  Paar  aa  von  e^  a^a^  von  eg  berrührt,  wo  e,,  e^  be- 
ziehlicb  in  s^y  i^  die  Geraden  t,  t^  treffen,  so  geben  die  unendlich  nahen 
Ebenen  aa^  hß  durch  l  —  die  Conjugirte  der  c  in  Bezog  auf  H^  — , 
während  die  Ebenen  a^a^^   h^ß^   durch  k  gehen.     Die  unären  Geraden  be- 

(cc  öö  \ 
ddvv)^   aus   den   drei   Paaren:   II 

(durch  a),  \l.^  (durch  cF|),  1^1^  (durch  a,),  endlich  aus  q,  die  von  den  auf- 
gezählten Paaren  getroffen  wird,  ebenso  wie  von  l^l^^  hK^  ^^■ 

Betrachten  wir  eine  binäre  Gerade  a;  sie  ist  mit  &|,  o,  a^  gepaart, 
und  es  müssen  die  drei  Ebenen  a^j,  aa.  aa^  je  eine  Gerade  von  S  ent- 
halten. Nun  kann  eine  dieser  Ebenen  nicht  durch  2g  oder  k^  gehen,  wenn 
der  Osculationskegel  von  F^^  in  D^  nicht  zerfällt  Die  Ebene  aa  geht 
nach  der  Construction  dieses  Paares  durch  Z,  mithin  müssen  die  Ebenen 
aoT],  a&i  je  eine  der  Geraden  Zj,  Jl^,  Z,,  k^  aufnehmen,  z.  B.  Z^,  Z^.  Zu 
jedem  der  genannten  Paare  giebt  es  ein  benachbartes  (&j3  zu  aa,  hß^  zn 
act^^  &ai  zu  a&i),  und  deren  Ebenen  müssen  A^  Aj,  A,  resp.  enthalten  (12.): 
„Die  sechs  Ebenen,  welche  je  zwei  der  binären  Geraden  ver- 
binden, gehen  durch  je  eine  Z  oder  k  der  sechs  unären  Geraden 
der  Abtheilung  S3|  und  durch  eine  dieser  Z  geht  noch  eine  un- 
endlich nahe  Ebene,  in  der  zwei  binäre  Gerade  aus  3[  sind.* 
Die  auf  einer  Z  stehenden  Paare  sind  sonach  qX,  dann  zwei  benachbarte 
Paare  binärer  Geraden,  und  die  beiden  fehlenden  Paare  k5nnen  nur 
in  der  Doppelvier  93  iB|  anzntrefifen  sein ,  natürlich  so ,  dass  eine  Gerade  in 
9J,  die  benachbarte  in  93^  ist.  Aber  SS  hat  zwei  Transversalen ,  welche  beide 
in  S3  sein  müssen,  nicht  aber  unäre  dieser  Abtheilung  sein  können,  weil, 
wie  oben  erkannt  wurde,  eine  solche  Z  nur  zwei  Geraden  aus  93,  zwei  an- 
deren aus  ißi  begegnet.  Hieraus  folgt,  dass  die  beiden  Transversalen  über 
die  $  nur  Z^,  Z^  oder  iL,,  k^  sein  können.  Nehmen  wir  Ersteres  an,  so  sind 
noth wendig  A3,  A4  die  Transversalen  über  die  S, .  So  hat  man  die  Doppel- 
sechs:   {^J**'}*J*t  (^^Iff«^»»  ^^^  1*W- 

b)  Berühren  sich  jGT^,  Q^  in  D^,  D^  ausserhalb  a^  so  werden  diese  zu 
Doppelpunkten  der  F^K     Zwei  Fälle  sind  zu  unterscheiden. 

Erstens:  f^  besteht  aus  zwei  durch  D^,Z),  gehenden  r'.  Nacb 
106)  ist  die  resultirende  ^^3*  die  Enveloppe  von  oo*  Quadriflächen  P*.  Die 
Construction  der  %  liefert  vier  in  B^ ,  vier  in  B^  zusammenstossende  binäre 
Gerade.  Die  Gerade  B^B^  liegt  ganz  auf  F,'  und  muss,  da  sie  J5^*  inDj, 
D2  durchstösst,  daher  keinen  Punkt  mit  a'  gemein  hat,  auf  q  stehen.  In 
dem  Büschel  (<p*)  mit  der  Grundcurve  ^  kommen  die  Kegel  (tf|),  (tfj)  vor, 
und  an  die  Stelle  der  beiden  anderen  Kegel  treten  zwei  Ebenen  2|,  ^ 
durch  2)|,  D,.  Weil  nämlich  f^  in  der  angegebenen  Weise  zerfällt,  so  sind 
Q^y  H^  zwei  Quadrikegeln  einbesohrieben  längs  Curven  t^^  t^^  die  zusam- 
men ^  ausmachen  (10.);   2^^,  2^  sollen  aber  die  Ebenen  von  ^^  t^  be- 
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zeichnen.  Mithin  ist  das  Paar  S^  S^  eine  g>^  und  schneidet  ans  F,'  die  dop* 
peltgezShlte  Gerade  D^Ds;  die  in  der  zn  Grunde  liegenden  projectivischen 
Beziehung  dieser  besonderen  g>*  entsprechende  Ebene  ist  (11.)  qD^D^,  nnd 
es  schneidet  diese  aus  Fg*  zwei  in  DjDg  vereinigte  bin&re  Gerade  —  eine 
qaaternftre  {3  —,  welcher  Z^,  X3,  k^  unendlich  nahe  sind.  Die  Kegel  ((Tj), 
(02)  liefern  zwei  unftre  Paare  Z^A^,  l^X^,  auf  q  stehend;  endlich  besteht  noch 
das  unäre  Paar  IL 

Zweitens:  r^  besteht  aus  der  Geraden  DjD,  oder  23,  und  einer 
D,,  D)  enthaltenden  Baumcurve  dritter  Ordnung  r^.  Nicht  wie 
im  vorigen  Falle  wird  q  von  l^  getroffen,  sondern,  da  Z3  den  FlSchen  H^,  Q* 
gemeinsam  ist,  so  muss  sie  Z  in  einem  Punkte  Sq  durchstossen ,  der  sowohl 
anf  a^  als  auf  den  in  e,  e^  zerfallenden  q^  fällt;  Sq  liege  auf  e^.  Durch  Dj 
gehen  zwei  Gerade  der  Q^,  nämlich  l^  und  e|,  deren  benachbarte  63  heisst, 
80  dass  die  Durchstosspunkt«  f,,  (^  einander  unendlich  nahe  auf  e  liegen. 
Analog  hat  man  in  D^  die  e^  mit  dem  Durchstosspunkte  s^  auf  e,  sowie 
ihre  benachbarte  e,  aufzufassen. 

6}  nnd  e^  liefern  die  unendlich  windschiefen  Paare  aor,  hß;  ^5,  e^  er- 
gaben cy,  dö^  wobei,  wie  früher,  a,  &;  Cf  d  unendlich  nahe  liegen,  daher 
auch  er,  j?;  y,  £.  Die  Polarebenen  der  Punkte  von  t  bezüglich  H*  gehen 
dorch  eine  bestimmte  Gerade  der  Fläche  2^,'^  gemäss  der  in  Nr.  11  ein- 
gangs betonten  Uebereinkunfb,  durch  l.  Diese  l  müssen  also  die  Ebenen 
der  eonstmirten  vier  Paare  enthalten. 

Die  Tangentenfläche  der  r^  schneidet  aus  Q^  zwei  Gerade,  welche  des- 
halb znr  nämlichen  Schaar  wie  l^^e^  gehören,  weil  l^  Secante  der  r^  ist, 
und  welche  demzufolge  mit  e^,  e^  zu  bezeichnen  sind.  Ihre  Dnrohstosspnnkte 
f«,  eg  in  £  befinden  sich  daher  in  t^.  Ans  e^,  e^  leiten  sich  zwei  Paare 
flifi,  nv  unärer  Geraden  ab,  deren  Ebenen  l  enthalten  werden.  Die  Polar-' 
ebene  von  $q  in  Bezug  auf  iST'  ist  die  Tangentialebene  dieser  Fläche  in  Sq, 
enthält  mithin  l,  nnd  geht  ebenfalls  durch  L  Von  den  vier  Punkten  a^ ...  04^ 
aus  welchen  sich  r*  durch  Quadrikegel  projicirt,  sind  nur  mehr  zwei  vor- 
handen, nnd  zwar  D^^  D^:  denn  die  Spitzen  der  durch  r^  möglichen  Quadri- 
kegel kommen  allein  auf  r*  vor;  soll  also  ein  solcher  Kegel  überdies  die 
Gerade  DiD^  enthalten,  so  muss  offenbar  seine  Spitze  einer  der  D  selbst 
sein.  Ans  diesen  Punkten  und  nur  aus  diesen  projicirt  sich  auch  ^  durch 
Kegel  zweiten  Grades:  denn  Z3 ^D^D^  ist  ein  Bestandtheil  dieser^,  welche 
der  in  Nr.  11  wiederholten  Definition  zufolge  der  Ort  für  die  Berührungs- 
pookte  derjenigen  Tangentialebenen  von  H^  ist,  welche  Q^  gleichfalls  be- 
rühren, d.  h.  Ebenen  12  sind,  l^  ist  gemeinsame  Gerade  von  H^,  Q*,  Jede 
dmreh  l^  gelegte  Ebene  F  berührt  aber  sowohl  H^,  als  Q^  auf  Zg,  die  erstere 
etwa  in  X'^  F  schneidet  somit  H*  in  einer  durch  x  gehenden  Geraden  f, 
Durch  diese  f  läset  sich  an  P'  eine  von  F  verschiedene  Tangentialebene 
^gen,  die  sodann  H^  in  y  anf  f  berühi^n  wird.  Während  sich  /'um  die 
Axe  l^  dreht,  beschreibt  x  die  Gerade  ^,  y  hingegen  einen  zweiten  Theil  fi       , 
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oder  f^.  Kommt  F  in  die  Lage^  wo  sie  in  D^  oder  D,  die  J?'  berfllirt, 
80  gelangen  jedesmal  die  Punkte  x,  y  gleichzeitig  nach  D, ,  bez.  D,.  t^  gebt 
somit  durch  D^l)^  und  wird  aus  diesen  zugleich  mit  der  Oeraden  l^  durch 
zwei  Kegel  D^^  D^  projicirt;  alsdann  aber  gehören  diese  Kegel  zu  den 
Flächen  qi^.  Die  Polarebenen  yon  o  in  Bezug  auf  D^y  B^  schneiden  ans 
diesen  fp^  zwei  Paare  binärer  Geraden  I^X^,  l^i^.  Die  27  Geraden  der  F^ 
werden  nunmehr  dargestellt  durch  sieben  unäre  q,  2,  A,  m,fi,n,  v,  durch 
Tier  Paare  binärer  ao,  cy^  {^Aj,  l^X^  und  die  quatemäre  Gerade  l^.  Eine 
Gerade,  welche  a  mit  irgend  einem  Punkte  t  auf  2g  yerbindet,  muss  in  t 
die  /\^  berühren,  weil  x  zu  <^  gehört;  demnach  berührt  die  Ebene  <r2,  die 
Fläche  längs  2^,  diese  Ebene  ist  aber  einerlei  mit  der  Polarebene  von  9^  in 
Bezug  auf  H^. 

c)  F^  mit  den  Doppelpunkten  D^,  i),,  i),.  Berühren  sich  Ä', 
0^  in  drei  Punkten  i>,  so  dass  R^  zerfällt  in  zwei  Gerade,  z.  B.  DsDp 
B^B^  und  einen  durch  D^,  B^  gehenden  Kegelschnitt  r',  so  muss  i^  eben- 
falls aus  diesen  Geraden  und  einem  durch  Dj,  B^  gehenden  fi  bestehen. 
Die  drei  Verbindungslinien  der  B  sind  quatemäre  Gerade,  die  eine  2>|D,=:2, 
trifft  q,  die  beiden  anderen  B^B^^  ^s^t  stehen  bez.  in  Cq,  Bq  auf  a^  durch 
iQ  geht  e,  durch  e'^  sodann  tj.  Durch  D|  geht  ausser  B^B^  noch  die 
Gerade  e^  von  0^  welche  e^  in  f^  trifft;  durch  D,  geht  ausser  B^B^  noch  «|, 
welche  e  in  e,  trifft. 

Mittels  ^1,  6,  construiren  wir  die  binären  Paare  aa,  a^et^,  wobei  in 
üebereinstimmung  mit  der  von  uns  befolgten  Bezeichnungsweise  a,  «1  sich 
schneiden,  etwa  in  r,  ebenso  Oj,  a  in  ^,  so  dass  in  rp  das  Punktepaar 
Ton  F^^  vorliegt Y  welches  der  Ebene  eie^^B  in  der  bekannten  Art  zu- 
gewiesen ist. 

In  dem  Büschel  (ip*)  befindet  sich  der  Kegel  2)3',  welcher  aus  B^  die 
zerfallende  ^  projicirt,  die  Polarebene  von  0  in  Bezug  auf  D3*  schneidet 
aus  dieser  Kugelfläche  das  binäre  Paar  l^l^^  auf  q  stehend.  In  demselben 
Büschel  {q>^)  ist  auch  ein  Ebenenpaar  2^|  2^ ,  dessen  eine  Ebene  alle  drei  D 
enthält,  indess  die  andere  t^  aufoimmt.  Dieses  schneidet  die  quatemäre 
Gerade  l  doppelt  aus ,  indem  die  dem  £j  2^  projectivisch  entsprechende  Ebene 
(durch  q)  die  Fläche  F^^  längs  2,  berühren  muss.  Die  unären  Geraden  ),  1 
sind  wie  in  allen  anderen  Fällen  vorhanden.  Wie  gezeigt  wurde,  berührt 
die  Polarebene  von  Bq  bezüglich  H^  die  F^^  längs  B^B^^  die  analoge  Ebene 
von  ('0  berührt  längs  B^B^  unsere  Fläche,  und  in  jener  kommt  noch  die 
unäre  2,  in  dieser  i  vor.  Wir  haben  drei  quatemäre,  sechs  binäre 
und  drei  unäre  Geraden. 

d)  Fj*  mit  vier  Doppelpunkten  D.  Berühren  sich  Ä*,  (?*  in  vier 
Punkten  D,  den  Ecken  eines  Tetraeders,  so  dass  r*  —  und  ebenso  f^  — 
aus  den  vier  Geraden  /^s^n  ^z^%i  ^i^iy  ^i^%  besteht,  so  werden  diese 
quatemäre  Gerade  der  F^  sein.  Sie  stehen  auf  a^  zu  gleicher  Zeit  paar- 
weise auf  e,  C].     Aber  auch  die  Geraden  B^B^y  D^JD^^ treten  als  quatar^ 
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nttre  auf,  und  da  sie  H^  in  D^,  D^  —  bez.  D^y  B^  —  dnrchstossen,  so 
begegnen  sie  dem  a^  nicht,  sondern  q.  Durch  die  erste  Grnppe  quaternärer 
Geraden  lässt  sich  kein  Kegel  legen,  wohl  aber  zwei  Ebenenpaare  S^y^^^ 
2^2*^,  von  denen  jenes  als  Schnittlinie  D^D^^  dieses  die  Schnittlinie  Dg  D^ 
habe.  Die  Polarebene  Yon  0  in  Bezug  auf  -^j^g  schneidet  die  doppelt  ge- 
rechnete Oerade  i^iDg  aus  F^^j  sie  geht  durch  q  und  berührt  die  Fläche 
Iftngs  Dii^f.  Ebenso  yerhftlt  sich  die  Ebene,  welche  durch  q  und  D^J)^ 
bestimmt  ist.  Ausserdem  wird  F^^  längs  jeder  quatemären  Geraden  der 
ersten  Gruppe  von  der  Ebene  berührt,  welche  aus  dieser  Geraden  den 
Punkt  a  projicirt.  Die  unären  q,  2,  A  sind  hier  allein  als  solche  vorhanden, 
binäre  giebt  es  nicht. 

e)  Auftreten  eines  Biplanarpunktes.  Wir  gehen  auf  F^^  mit 
den  Doppelpunkten  D^^l)^^  wie  sie  unter  h)  zuerst  gefunden  wurde ,  zurück. 
H  bestand  aus  t^^  t^^  denen  die  Punkte  D^,  D,  gemeinsam  sind;  jetzt 
nehmen  wir  an,  dass  diese  Punkte  auf  der  Geraden  Z3  einander  unendlich 
nahe  liegen  oder  dass  t^y  t^  in  Dj  die  ^3  zur  gemeinsamen  Tangente  haben. 
In  D|  hat  man  die  vier  binären  Geraden  a,  a,  Oj,  a^  durch  die  e^,  e^  wie 
im  Falle  a)  erhalten.  Mit  diesen  erscheinen  nun  bei  der  neuen  Annahme 
die  vier  binären  des  D^  vereinigt,  so  dass  sie  als  quatemäre  Gerade  zu 
gelten  haben,  üeberdies  föUt  einer  der  Kegel  (<Jj),  (a,)  fort,  z.  B.  (a^)  mit 
seinem  unären  Paar  Z^^t*  Ss  bestehen  mithin  nur  noch  fünf  unäre  Gerade 
q,  l,  X,  l^y  A,,  vier  quatemäre  a,  a,  a^,  o^,  endlich  {3. 

Aus  der  Untersuchung  a)  erhellt,  dass  von  den  drei  Ebenen  aa,  a^otif 
«(,  die  erste  durch  l  geht;  die  zweite  muss  irgend  eine  andere  der  auf  q 
stehenden  Geraden  enthalten ,  etwa  \ ,  die  übrigbleibende  dritte  Ebene  kann 
nach  der  in  Nr.  12  gemachten  Bemerkung  weder  durch  o^,  noch  0^  gehen, 
weil  bei  dieser  Voraussetzung  a  in  der  Ebene  IX  oder  \X^  läge  und  somit 
q  träfe,  was  nicht  angeht.  Da  aber  in  der  in  Rede  stehenden  Ebene  eine 
deijenigen  Geraden,  welche  auf  q  stehen,  vorkommen  muss,  so  kann  ^3 
allein  diese  sein,  mit  anderen  Worten:  Verbindet  man  l^  mit  einer  der 
Tier  in  2),  zusammenstossenden  quatemären  Geraden  durch  eine  Ebene ,  so 
ftUt  in  diese  stets  noch  eine  der  vier.  Demnach  giebt  es  durch  l^  zwei 
Ebenen,  die  je  drei  Oerade  der  F^  aufnehmen,  und  es  zerfällt  der  zu  Dj 
gehörige  Osculationskegel.  Auch  erhellt  aus  dieser  Betrachtung ,  dass  Z3  die 
Bolle  Ton  2|,  A^  übernommen  und  somit  als  sechs  Gerade  zu  zählen  hat. 

Man  kann  die  Anzahl  distincter  Geraden  der  F^  weiter  reduciren, 
indem  man  den  einen  Theil  t^  der  ^  durch  zwei  Gerade  e,,  ^  ersetzt, 
welche  sieh  in  2>|  schneiden.  Es  läuft  dies  darauf  hinaus,  Q^  durch  t,  e^ 
mid  zwei  Gerade  e|,  e^  der  H^  zu  legen,  von  welchen  die  eine  {e^  in  Sj 
auf  e,  die  andere  in  «^  auf  t^  steht.  Alsdann  fällt  der  Kegel  (tf^)  aus,  mit 
Qun  die  unären  Geraden  \,  A^^;  es  bleiben  solcher  übrig:  q,  3,  A.  Die 
Polarebene  Ton  e^  in  Bezug  auf  H^  geht  durch  l  und  berührt  F^  längs  e^ ; 
Analoges  gilt  für  die  Ebene  Ae«,  Polarebene  von  ^.    Das  Paar  quatepärer      t 
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Geraden,  welches  wir  yorher  mittels  e^  herleiten  konnten,  vereinigt  sich  hier 
mit  6^  selbst,  nnd  so  verhält  es  sich  auch  mit  e^:  F^^  hat  nnr  noch 
drei  Gerade  Z,,  e^,  eg,  wovon  jede  für  acht  zählt.  Der  Oscalaüons- 
kegel  des  Dj  hat  die  Ebene  e^  e^  zum  Bestandtheil  nnd  kann  keinen  zweiten 
haben:  denn  sonst  würde  dieser  von  l  —  oder  l  —  in  einem  Punkte  ge- 
troffen, der  mit  Dj  verbunden  eine  in  der  Ebene  le^  —  oder  Je,  —  be- 
findliche Gerade  der  F^^  ergäbe,  was  unmOglich  ist. 

Die  zuletzt  besprochenen  Specialfölle  werden  umfasst  von  diesem  all- 
gebieinen  Ausspruch:  Wenn  die  Grundcurve  t^  des  zur  Erzeugung 
des  F^  (11.)  dienenden  Büschels  (9^  eine  Spitze  D  besitzt,  so 
wird  diese  zum  Biplanarpunkte  der  F^,  Der  Beweis  beruht  anf 
einer  Constrnction  der  Curve  dritter  Ordnung  C^^  mit  Rückkehrpunkt,  von 
deren  Richtigkeit  man  sich  leicht  überzeugen  wird.  Nämlich :  hat  man  einen 
Büschel  (f*)  von  Kegelschnitten,  die  einander  alle  im  selben  Punkte  D  oscn- 
liren,  und  zieht  an  die  f^  aus  einem  festen,  sonst  beliebigen  Punkte  p 
Tangenten,  so  liegen  die  Berührungspunkte  auf  einer  C7,',  die  in  D  eine 
Spitze  und  als  Rückkehrtangente  die  allen  /^  in  2>  gemeinschaftliche  Tan- 
gente &  besitzt. 

Die  q>*  berühren  in  D  eine  bestimmte  Ebene  J^  weshalb  D  Doppel- 
punkt von  F^  wird.  D  ist  Spitze  eines  durch  ^  gehenden  Quadrikegels  D', 
und  es  berührt  dieser  J  längs  ^;  in  D  liegt  die  Spitze  (fj  des  zweiten» 
durch  ^  möglichen  Kegels  {a^)\  dieser  berührt  J  längs  der  Greraden  «iD, 
welche  zu  <&  coigugirt  ist  bezüglich  jeder  g>K  Der  Schnitt  von  F\  /f ,  ist 
eine  C^,  für  welche  ^  Rückkehrtangente  in  D  ist.  Wenn  man  nun  durch 
d  einen  von  C^  verschiedenen  ebenen  Schnitt  C^^  nachweisen  kann,  der 
gleichfalls  ^  zur  Rückkehrtangente  hat,  so  muss  der  Kegel,  auf  welchem 
die  in  D  die  F^  osculirenden  Geraden  sind,  zerfallen  (andernfalls  gäbe  es 
durch  irgend  eine  Osculirende  nur  eine  C^  dieser  Art,  nämlich  in  der 
Tangentialebene  des  gedachten  Kegels).  Bekanntlich  kommt  dem  Punkte  0, 
in  Bezug  auf  alle  9'  dieselbe  Polarebene  a,  zu,  sie  geht  als  Polarebene 
für  D^  durch  Q-  und  föUt  nicht  mit  J  zusammen.  S^  wird  von  (^')  in 
einem  Büschel  (p)  geschnitten,  dessen  Curven  sich  in  D  osculiren  und  9 
tangiren.  Verbindet  man  den  Punkt  0  (11.)  mit  aj  und  nennt  p  den  Duroh- 
stosspunkt  von  00^  in  X^,  so  wird  die  Polarebene  des  a  in  Bezug  auf  eine 
9*  zur  Trace  in  iS*^  die  zu  ao^  conjugirte  Polare  haben.  Diese  Trace  ist 
daher  einerlei  mit  der  Polare  des  p  in  Bezug  auf  den  von  g>*  aus  ^  ge- 
schnittenen f^  und  trifft  /"*  in  zwei  Punkten  der  Schnittlinie  C^^  von  2?,  F^. 
Hier  liegt  offenbar  die  angeführte  Construction  vor,  zufolge  welcher  C^^  die 
Rückkehrtangente  O bekommt;  folglich  zerfällt  der  OsculationskegeL 
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IX. 
üeber  die  Breohung  des  Lichtes  durch  Prismen. 

Von 

A.  Gleichen, 

Mftthemfttiker  am  Friedrich  Wilhelms -Gjmnailnm  in  B«rlin. 


Hierzu  Tftf.  IV  Fig.  1—7. 


Herr  von  Helmholtz  hat  in  seiner  physiologischen  Optik  gezeigt, 
dass  ein  Strahlenhdndel ,  welches  im  Minimum  der  Ablenkung  durch  ein 
Prisma  geht,  nach  der  Brechung  homocentrisch  bleibt.  Dieses  Resultat  ist 
unter  der  Voraussetzung  gewonnen,  dass  die  Dicke  des  Prismas  yernach- 
ISssigt  werden  darf.  Bei  der  immer  mehr  zunehmenden  Wichtigkeit  spec- 
troskopischer  Untersuchungen  dürfte  die  Frage  von  Interesse  sein,  inwie- 
weit der  Satz  von  Helmholtz  sich  modificirt,  wenn  man  die  oben  an- 
gedeutete Beschränkung  fallen  lässt.  In  den  nachfolgenden  Untersuchungen 
werden  wir  diese  Frage  beantworten,  indem  wir  die  eigenthttmlichen  Be- 
ziehungen aufdecken,  welche  bestehen  zwischen  dem  Falle  der  Minimum- 
ablenkung und  den  Bedingungen  der  Homocentricität  bei  der  Brechung  des 
Lichtes  durch  Prismen. 


L  Form  einat  imandlioli  dünnen  gebrochenen  Strahlonbttndelt. 

Wenn  yon  einem  leuchtenden  Punkte  ein  unendlich  dünner  Strahlen- 
kegel ausgeht,  so  werden  die  Strahlen  desselben  im  Allgemeinen  nach  der 
Brechung  an  einer  Fläche  nicht  wieder  in  einen  Funkt  vereinigt.  Das  ge- 
brochene unendlich  dünne  Strahlenbündel  zeigt  vielmehr  nach  den  Unter- 
sachungen  von  Hamilton,  Kummer  und  Helmholtz  eine  eigenthüm- 
Hche  Form.  An  zwei  Stellen  wird  das  gebrochene  Strahlenbündel  durch 
eine  Ebene,  welche  senkrecht  zur  Richtung  des  Bündels  steht,  in  zwei 
iniendlich  kleinen  geraden  Linien  geschnitten,  während  an  allen  übrigen 
Stellen  die  Schnittcurve  eine  elliptische  Form  hat.  Jene  beiden  unendlich 
Ueinen  Oeraden,  durch  welche  alle  Strahlen  des  Bündels  hindurchgehen, 
^at  man  die  beiden  Brennlinien  genannt ,  und  die  beiden  Punkte,  in  denen 
^  die  Axe  schneiden,  die  beiden  Brennpunkte.     Diese  beiden  Punkte  sind 
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dadurch  ausgezeichnet,  dass  sich  in  ihnen  zwei  der  Strahlen  wirklich  schnei« 
den,  d.  h.  dass  ihre  Entfernung  yoneinander  von  der  zweiten  Ordnung  un- 
endlich klein  ist. 

um  sich  eine  klare  Vorstellung  von  diesen  Verhältnissen  zu  machen, 
denke  man  sich  eine  Ellipse  (Fig.  1),  in  deren  Mittelpunkt  M  ein  Loth  zur 
Ebene  der  Ellipse  errichtet  ist.  Dieses  Loth  bezeichnen  wir  als  die  Aze 
des  Strahlenbündels.  Die  Strahlen ,  welche  von  den  Punkten  A  und  B^  d.  h. 
den  Endpunkten  der  einen  Ellipsenaxe  ausgehen,  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  P^  der  Axe  des  Bündels;  ebenso  schneiden  sich  die  von  den  beiden 
Punkten  B  und  C7,  den  Endpunkten  der  anderen  Ellipsenaxe,  ausgehenden 
Strahlen  in  dem  Punkte  P^  der  Axe  des  Strahlenkegels.  Die  Punkte  Py 
und  P^  sind  die  obenerwähnten  Brennpunkte  und  die  ihnen  entsprechenden 
Querschnitte  des  Bündels  die  schon  erwähnten  geradlinigen  Brennlinien. 
Dieselben  sind  parallel  den  Axen  des  elliptischen  Querschnittes,  und  zwar 
so,  dass  die  Brennlinie,  in  der  sich  die  von  A  und  B  herkommenden 
Strahlen  schneiden,  der  Axe  CD  parallel  gerichtet  ist.  Analog  ist  die  an- 
dere Brennliuie  in  P^  dem  Durchmesser  AB  parallel.  Die  Wirkung  eines 
solchen  gebrochenen  Strahlenkegels  auf  das  Auge  wird  nun  eine  wesentlich 
andere  sein ,  wie  diejenige  eines  Strahlenkegels ,  der  direct  von  einem  leuch- 
tenden Punkte  ausgeht. 

Man  stelle  sich  jetzt  einen  leuchtenden  Punkt  vor,  von  dem  aus  die 
Strahlen  in  die  Papille  des  Auges  gelangen.  Die  Oe£fhung  der  Pupille  ist 
gleichsam  die  Basis  des  hier  in  Betracht  kommenden  Strahlenkegels.  Ver- 
möge der  Einrichtung  unseres  Sehapparates  wird  in  dem  Beobachter  die 
Vorstellung  erregt,  als  befinde  sich  der  leuchtende  Punkt  in  der  Spitze  des 
Lichtkegels ,  welcher  in  das  Auge  dringt  Gelangt  jedoch  das  Licht  von  dem 
leuchtenden  Punkte  8  (Fig.  2)  nicht  direct  in  die  Pupille,  sondern  wird 
dasselbe  zuvor  durch  das  System  B  gebrochen,  so  wird  der  Effect  ein  an- 
derer sein.  Das  Licht  gelangt  in  diesem  Falle  so  in  das  Auge,  als  kfime 
es  von  der  Brennlinie  P^^  und  der  Beobachter  wird  die  Vorstellung  erhal- 
ten, als  befinde  sich  der  leuchtende  Punkt  an  dieser  Stelle;  da  jedoch  an- 
statt des  Punktes  jetzt  eine  unendlich  kleine  Linie  erscheint»  so  wird  die 
Schärfe  des  Bildes  dadurch  beeinträchtigt  werden.  Öleichzeitig  muss  man 
bemerken ,  dass  auch  die  zweite  Brennlinie  in  P,  nicht  ganz  ohne  Wirkung 
auf  das  Auge  sein  wird,  da  die  sämmüichen  Strahlen  des  Kegels  auch  durch 
diese  Linie  gehen.  Die  ündeutlichkeit  des  Bildes  in  P,  wird  dadurch  jeden- 
falls noch  vermehrt  werden.  Nach  den  Erfahrungen,  die  man  bis  jetzt 
hierüber  gemacht  hat,  sieht  ein  Auge  den  leuchtenden  Punkt  in  dem  ihm 
zunftchstliegenden  Brennpunkte,  und  zwar  ist  das  Bild  um  so  schärfer,  je 
geringer  die  Entfernung  der  beiden  Brennpunkte  ist. 

In  dem  Falle,  dass  durch  die  Brechung  ein  sogenanntes  virtuelles  Bild 
erzeugt  wird,  divergiren  die  einzelnen  Strahlen  des  Lichtkreis  nach  der 
Brechung  beständig.     Nichtsdestoweniger  ist  der  Eindruck  für  ein  in  ihrem 
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Gange  befindliches  Auge  ein  analoger,  indem  die  Verlängerung  sttmmtlicber 
Strahlen  im  entgegengesetzten  Sinne  der  Lichtbewegung  in  derselben  Weise 
eine  erste  und  zweite  Brennlinie  bilden.  Helmholtz'  Verdienst  ist  es, 
znerst  darauf  hingewiesen  zu  haben ,  dass  man  nur  dann  ein  absolut  scharfes 
Bild  des  leuchtenden  Punktes  sieht,  wenn  der  erste  und  zweite  Brennpunkt 
zusammenfallen.  In  diesem  Falle  gehen  sämmtliche  Strahlen  nach  der  Brech- 
ung wieder  durch  einen  Punkt  und  man  bezeichnet  ein  solches  Strahlen- 
bOndel  als  homocentrisch. 

Ersichtlich  spielt  bei  Untersuchungen  über  die  Bedingungen,  unter 
denen  Licht  nach  der  Brechung  homocentrisch  bleibt,  die  Entfernung  der 
beiden  Brennpunkte  voneinander  eine  grosse  Bolle.  Wir  wollen  diese  Ent- 
fernung die  „homocentrische  Differenz''  nennen  und  im  Folgenden  immer 
mit  dem  Buchstaben  A  bezeichnen. 


n.  Brechung  an  einer  ebenen  Fläche. 

Die  oben  dargestellte  Form  eines  unendlich  dünnen  Strahlenkegels  setzt 
uns  jetzt  in  den  Stand,  die  Lage  der  Brennpunkte  eines  Strahlenkegels 
anzugeben ,  der  an  der  ebenen  Trennungsfläche  eines  Mediums  gebrochen  wird. 

Von  dem  Punkte  8  (Fig.  3)  falle  ein  Strahlenkegel  auf  die  brechende 
Flache  ^,  sein  Einfallsloth  sei  dargestellt  durch  die  Linie  OJV.  |)ie  Strahlen 
des  Bündels,  welche  in  der  Einfallsebene  SO'N  yerlaufen,  schneiden  sich 
nach  der  Brechung  offenbar  in  einem  Punkte,  eben  weil  die  gebrochenen 
Strahlen  in  derselben  Ebene  yerlaufen.  Dadurch  ist  aber  die  Richtung  der 
Axe  AB  der  elliptischen  Basis  des  Strahlenkegels  festgelegt,  sowie  die  Lage 
des  einen  Brennpunktes  in  P^,  der  sich  im  Schnittpunkte  der  beiden  Ge- 
raden AÄ  und  B'ß  befinden  muss.  Errichte  ich  jetzt  in  0,  der  Mitte 
von  AB  \ii  der  Ebene  JEJ,  ein  Loth  CD,  so  stellt  dies  die  andere  Axe  der 
Ellipse  AB  CD  dar.  Die  von  C  und  D  ausgehenden  Strahlen  legen  den 
andern  Brennpunkt  P,  des  Strahlenbündels  fest.  Wollte  man  noch  die  Rich- 
tung der  Brennlinien  angeben,  so  hätte  man  den  Strahlenkegel  senkrecht 
zu  durchschneiden.  Die  beiden  Axen  des  dadurch  entstehenden  elliptischen 
Schnittes  aßyö  geben  dann  die  Richtungen  der  Brennlinien  in  P^  und  P^ 
an,  und  zwar  ist  die  Brennlinie  in  P^  zu  y6  und  diejenige  in  P^  zu  aß 
parand. 

Nach  den  soeben  angestellten  Betrachtungen  haben  wir  also,  um  die 
Brennpunkte  des  gebrochenen  Strahlenkegels  zu  bestimmen,  nur  zwei  Strahlen- 
paare zu  beti*achten,  nämlich  diejenigen,  welche  in  der  Einfallsebene  sich 
befinden,  also  SA  und  SB^  und  ferner  die  Strahlen  SC  und  SD,  welche 
STmmetrisch  zu  beiden  Seiten  der  Ein£allsebene  yerlaufen,  so  dass  die 
Verbindungslinie  ihrer  Fusspunkte  senkrecht  zu  dieser  Ebene  steht.  Es 
braucht  wohl  kaum  bemerkt  zu  werden,  dass  der  gebrochene  Strahlenkegel, 
welcher  in  Fig.  3  dargestellt  ist,  mit  seinen  beiden  Brennpunkten  yirtuelHst. 
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Die  angestellten  Betrachtungen  lassen  sich  sofort  auf  den  Fall  aus- 
dehnen, dass  das  Strahlenbündel  beliebig  viele  Brechungen  an  ebenen  Fis- 
chen erfährt,  sobald  wir  voraussetzen,  dass  die  Einfallsebene  unverSndert 
dieselbe  bleibt.  Dieser  Fall  tritt  z.  B.  ein  bei  der  Brechung  des  Lichtes 
durch  Prismen,  deren  brechende  Kanten  alle  parallel  sind,  vorausgesetzt, 
dass  das  Strahlenbündel  in  einer  zur  Richtung  der  brechenden  Kante  senk- 
rechten Ebene  verläuft.  Da  dieser  Fall  bei  der  Brechung  durch  Prismen 
allein  praktisch  von  Interesse  ist,  so  beschränken  wir  uns  im  Folgenden 
auf  die  Untersuchung  der  hierbei  auftretenden  Erscheinungen. 

Wir  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe,  die  Entfernungen  OP^  und  OP^ 
(Fig.  3)  der  Brennpunkte  von  der  brechenden  Fläche  zu  berechnen,  falls 
uns  die  Strecke  OS  oder  die  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes  von  der 
Trennungsfiäche  bekannt  ist.  Die  Brennlinie  in  P^  entsteht  an  der  Stelle, 
wo  sich  zwei  unendlich  nahe  in  der  Einfallsebene  verlaufende  Strahlen 
schneiden;  man  bezeichnet  sie  als  primäre  Brennlinien  und  den  Punkt  Pi 
als  primären  Brennpunkt. 

Die  beiden  von  S  ausgehenden  Strahlen  SB  und  SÄ^  welche  hier  zu- 
nächst in  Betracht  kommen,  mögen  mit  dem  Einfallsloth  (Fig.  4)  die  Winkel 
er  und  a  +  dot  bilden.  Wie  man  leicht  sieht,  ist  alsdann  auch  der  Winkel 
ÄSB  =  da  und  man  hat  aus  dem  Dreieck  SAB  nach  dem  Sinussatze,  wenn 
man  noch  Ä8=^a  und  ÄB  =  ds  setzt: 


ds  a 

oder 

1)  ada  =  dscosa. 

Für  das  gebrochene  Strahlenpaar,  welches  sich  in  P^  schneidet,  wird 
analog  sein,  wenn  man  den  Brechungswinkel  J?'i?^'=2/'5/^'  =  /3  setzt  und 
die  Entfernung  ÄP^  des  primären  Brennpunktes  von  der  Trennungsebene 
durch  h  bezeichnet, 

2)  hdß  =  dscosß. 

Durch  Division  der  Gleichungen  1)  und  2)  entsteht: 
ov  a   da  ^  cosct 

^  ~b'dß^^sß' 

Ist  nun  das  Brechungsgesetz,   also  a,   als  Function  von  ß  gegeben,   so  ist 

auch   -r-5  bekannt,  und  durch  Gleichung  3)  lässt  sich  die  Entfernung  h  des 

primären  Brennpunktes  von  der  Trennungsebene  für  jeden  Werth  von  ß 
oder  «  angeben. 

Um  ferner  die  Entfernung  des  zweiten  oder  secundären  Brennpunktes 
von  der  brechenden  Fläche  zu  finden ,  müssen  wir  beachten ,  dass  die  Strahlen 
CG  und  DQ  (Fig.  5),  deren  Schnittpunkt  nach  der  Brechung  eben  der 
secundäre  Brennpunkt  ist,   mit  dem   Einfallsloth  dieselben  Winkel  bilden. 
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Ihr  Sciinittpankt  P^  nach  der  Brechung  muss  also  auf  dem  Lotbe  liegen, 
welches  man  von  G  aus  auf  die  £bene  E  milen  kann.  In  dem  Dreieck 
PjffC  ist  nun  der  Winkel  CP^G^ß  und  Winkel  P^8C=7t  —  a.  Wenn 
wir  ferner  die  Strecke  CP2  mit  h^  bezeichnen,  so  wird,  da  CS=a  ist: 

A\  a       sinß 

4)  ^  =  -r-^  • 

0^^       s%na 

Hierdurch  ist  die  Entfernung  &,  des  secundären  Brennpunktes  von  der  Tren- 
nungsfläche bekannt,  sobald  a,  die  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes, 
und  Winkel  ß  oder  «,  welche  ja  durch  das  Brechungsgesetz  aneinander 
gebunden  sind,  gegebene  Werthe  haben. 

Mit  Hilfe  der  Formeln  3)  und  4)  sind  wir  nun  auch  in  den  Stand 
gesetzt ,  die  Bedingungen  anzugeben ,  unter  denen  das  gebrochene  Strahlen- 
böndel  homocentrisch  wird. 

Aus  3)  folgt: 
.,.  ^  cosß  da 

cosa  dp 
aus  4) 

*        sinß 
Dui'ch  Subtraction  dieser  beiden  Gleichungen  entsteht: 

'  ^  \8tnß      cosa  dßJ 

Ist  ^  =  0,  so  fallen  die  beiden  Brennpunkte  zusammen,  und  der  Strahlen- 
kegel ist  homocentrisch.     Die  Bedingung  hierfür  ist: 

sina ^cosß  da^^ 
sinß     cosa  dß'^ 
oder 
jj  da sina  cosa 

dß      sinß  cosß 

Wir  wollen  unsere  Formeln  jetzt  nur  anwenden  auf  den  Fall,  dass  das 
Medium  einfach  brechend  ist,  dass  also  das  Gesetz  von  Snellius  Giltig- 
keit  hat. 

Sei  in  Fig.  3  S  ein  leuchtender  Punkt  im  dichteren  Medium ,  also  etwa 
in  Glas  oder  in  Wasser,  so  wird  der  Strahlenkegel,  welcher  ein  in  dieses 
Medium  hineinblickendes,  iil  AB'  befindliches  Auge  trifft,  im  Allgemeinen 
nicht  homocentrisch  sein  —  der  leuchtende  Punkt  wird  in  dem  dem  Auge 
zunächst  liegenden  Brennpunkte  P^  erscheinen.  Ist  n  der  Brechungsexpo- 
nent  der  Substanz,  so  ist,  da  das  Licht  in  das  dünnere  Medium  übertritt, 
das  Brechungsgesetz  in  der  Form 

sm  a  =  —  smß 
n       ^ 

anzawendexu  ^  t 
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Man  hat  demnach: 


and  die  Formel  7)  wird: 


äoc  _^  l  cosß 
dj5""  n  cosa 


n  \       cosa*/ 

Da  in  unserem  Falle  ß  ">  a  ist,  so  ist  — -  <  1  und  J  beständig  positiv, 
^  cosa 

also  hat  man  h^  >  h. 

Der  primäre  Brennpunkt  liegt  also  dem  Auge  näher  wie  der  secundäre. 

In  dem  ersteren  wird  uns  also  das  Bild  des  Punktes  S  erscheinen.     Die 

Bedingung  dafür,  dass  der  Strahlenkegel  homocentrisch  ist,  wird: 

— ^=1,    «na==  — «Miß. 
cosa*  n 

Dieser  Gleichung  wird  nur  genügt,  wenn  man  hat: 

„Also  nur  in  dem  Falle,   dass  die  Strahlen  senkrecht  zur  bre- 
chenden Fläche  austreten  oder,  was  dasselbe  heisst,  wenn  das  Auge 
senkrecht  in   das   Medium   hineinschaut,    sind   die   Strahlen   homo- 
centrisch.^ 
Tritt  der  Lichtkegel  aus  dem  dünneren  Medium  in  ein  dichteres,   so 
bleibt  die  Bedingung  für  die  Homocentricität  unverändert.     Man  erhält  in 
diesem  Falle   zunächst,   da  man   das  Brechungsgesetz   in   der  Form  sina 
=^nsinß  anzuwenden  hat: 

A      cosß^\ 

^  =  nal  1 =-i  )• 

\       cosar/ 

In  diesem  Falle  ist  aber  a'^ß  und  demnach  5>&|.  Das  Bild  von  8  würde 
also  einem  im  dichteren  Medium  befindlichen  Auge  im  secundären  Brenn- 
punkte erscheinen.  Es  ist  dies  deshalb  bemerkenswerth^  weil  man  in  den 
Lehrbüchern  diese  Verhältnisse  so  dargestellt  findet,  als  erscheine  das  Bild 
im  primären  Brennpunkte. 

in.  Brechung  an  einer  beliabig  grossen  Aniahl  ebener  Begreninngsfiächen. 

Wir  wollen  jetzt  den  Gang  eines  Strahlenbündels  betrachten,  der  durch 
eine  beliebige  Anzahl  brechender  Medien  mit  ebenen  Begrenzungsflächen 
hindurchgeht  Wir  betrachten  zunächst  die  in  der  Einfallsebene  yerlaufen- 
den  Strahlen,  deren  Durchschnittspunkt  nach  der  Brechung  uns  Aufschluss 
giebt  über  die  Lage  des  primären  Brennpunktes. 

In  Fig.  6  sei  L^  der  leuchtende  Punkt.  Der  Gang  der  beiden  unend- 
lich nahen  Strahlen  sei  S^AiA^.».Äm  und  SiB^B^...  Bm»  Nach  der  letz- 
ten Brechung  bei  AmBm  werden  die  Strahlen,  wenn  man  sie  hinreichend 
verlängert,  sich  in  einem  Punkte  /Sm+i  schneiden,  in  welchem  ein  Auge, 
das  sich  in  C  befindet,   den  leuchtenden  Punkt  S^  erblickji.     Denken  wir 
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uns  jetzt  die  einzelnen  geradlinigen  Stücke  des  Strahlenpaares,  welche  zwi- 
schen den  einzelnen  Ebenen  liegen,  im  entgegengesetzten  Sinne  der  Licht 
bewegung  verlängert,  so  entstehen  dadurch  m  neue  Strahlenkegel,  deren 
Spitzen  wir  mit  S^,  ^3,  ...,  8m  bezeichnen.  Der  Lichtstrahl  SÄ^Ä^..,Am 
bilde  an  der  J^  Flftche  den  Einfallswinkel  a^  und  den  Brechungswinkel  ßk . 
Die  Lftnge  des  zugehörigen  einfallenden  Strahlenkegels  St  Am  sei  gleich  at 
und  die  Länge  des  zugehörigen  gebrochenen  Strahlenkegels  5^  4.1  ^Ia  sei  ht^ 
dann   hat  man,   wenn  man  fdr  die  Js^  brechende  Ebene  die  Gleichung  3) 

anwendet:  . 

ak  äak 008 a/c 

hk  Jßk" cosßk 

Setzt  man  noch  Xk  =  — ^  -r--  *   so  hat  man : 
oasßk  dak 

1)  a*  =  A*&A. 

Bezeichnet  man  femer  die  Strecke  Ak^\Äk^  welche  der  Strahl  zwischen 
der  J^^  und  k  +  V*^  Ebene  zurttcklegt,  mit  dky  so  hat  man  offenbar: 

2)  a*+i  — &)k  =  (?fc. 

Wendet  man  jetzt  Gleichungen  1)  und  2)  auf  die  Brechungen  an  den 
sämmtlichen  Ebenen  an,  so  entsteht  das  folgende  System: 
aj  =  Aj  5j ,  «8—^1       =^11 

und 

Aus  dem  letzten  Gleichungssjstem  erhält  man  durch  Elimination  der  Grössen  a: 

A363-&2       =<i2» 
A4  K^h       =  ^3> 


Maltiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  A^,  die  zweite  mit  AjAg, 
die  dritte  mit  AjA^Aj  u.  s.  w.,  und  setzen  wir: 

Ai  Aj  Aj  . . .  Aür  =  Ajt  I , 
80  wird  durch  Addition  aller  Gleichungen: 

—  6iAi  +  &„Am,=  /,*Ajndjk. 

Es  war  unsere  Absicht,  einen  Zusammenhang  zu  finden  zwischen  a, 
and  &n  oder  zwischen  der  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes  S^  von  der 
ersten  Ebene  und  der  Entfernung  des  Bildes  Sm  4.  t  von  der  letzten  brechen- 
den Fläche.     Setzen  wir  also: 
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ö,  =  «,     6«=y, 
so  wird,  da  man  in  der  letzten  Formel  b^l^  durch  a^  ersetzen  kann: 

3)  yX^^^x^^kl^^dk 

oder  ^_j 

Ganz  analoge  Betrachtungen,  wie  für  den  primftren  Brennpunkt,  gelten 

auch  für  den  secundttren.     Nur  ist  die  oben  aufgestellte  Gleichung  r-  -rr 

oosak  ^*^P* 

==  — -ö-  voi  ersetzen  durch  die  folgende: 

ak  ___8inßk 

wo  Qk  und  hk  jetzt  die  Entfernungen  der  beiden  Spitzen  des  einfallenden 
und  gebrochenen  Strahlenkegels  an  der  If*^  Trennungsflftche  bedeuten,  wenn 
wir  dasjenige  Strahlenpaar  betrachten,  welches  symmetrisch  zur  Axe  des 
gesammten  Strahlenbttndels  immer  in  Ebenen  yerläuft,  die  zur  Einfallsebene 
senkrecht  sind.  Wir  gelangen  durch  ganz  ähnliche  Betrachtung  zu  einer 
Gleichung  von  der  Form  3),  nur  dass  in  dem  jetzigen  Falle 

;t  -=!^* 

zu  setzen  ist  **^«* 

Nennen  wir  nun,  wie  oben,  x  die  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes 
Ton  der  ersten  brechenden  Ebene  und  y^  die  Entfernung  des  secundSren 
Brennpunktes  Ton  der  letzten  brechenden  Ebene,  so  hat  man: 


'.(£-!).,-=.  J*^0.*- 


Bewegt  sich  der  leuchtende  Punkt  S^  in  Richtung  A^8^^  so  verändert 
sich  auch  die  Lage  der  Brennpunkte,  während  die  Grössen  a,  ß^  d  unver- 
ändert bleiben.  Da  nun  die  Ausdrücke  4)  und  5)  linear  sind  in  Bezug  auf 
Xy  y  und  y^,  so  wird  man  die  Coefficienten  dieser  Grössen  bestimmen  können, 
sobald  man  für  zwei  Werthe  des  x  die  zugehörigen  Werthe  der  Grössen  $f 
und  y^  kennt. 

Wir  wollen  die  Formeln  4)  und  5)  jetzt  auf  den  Fall  anwenden,  dass 
die  Strahlen  nach  dem  Gesetz  von  Snellius  gebrochen  werden.  Also  bat 
man  das  System  von  Gleichungen: 

si»a,  =nj  sifift,  dft  _   1   cosa^ 

sina^  =«2  sinß^^  do,  "*  n^  cosßi 


3inam  =  nmSinßr„y         dßj^_   l^  (Msa^ 
und  es  ist;  ^"^      '*"•  ^^^'' 
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dadurch  wird  Formel  4): 

Ferner  ist  infolge  des  Gesetzes  Ton  Snellins: 

Setzen  wir  jetzt  der  Kürze  halber: 

60  werden  die  Formeln  6)  and  7): 
9)  yA-»^B,    y^Ä^^x=^B,. 

Die  Grösse  y^  —  ^  =  ^  hatten  wir  die  homocentrische  Differenz  genannt. 
Von  dieser  Grösse  hfingt  die  Schärfe  des  Bildes  ab,  welches  wir  durch  ein 
System  Yon  Prismen  betrachten.  Es  wird  im  Folgenden  namentlich  unsere 
Aufgabe  sein,  die  Bedingungen  aufzusuchen,  unter  denen  diese  Grösse  ein 
Minimum  ist  oder  gar  yerschwindet. 

Aus  den  Formeln  8)  folgt  nun  leicht: 


8) 


"^  -M+'(i;4)- 


IV.  Bedingung  fftr  die  Minimumablenlning  durch  beliebig  viele 

Prismen. 

Wir  wollen  jetzt  die  Bedingungen  aufstellen,  unter  denen  ein  Strahl 
ein  System  yon  Prismen  mit  parallelen  Kanten  so  durchlSufli,  dass  seine 
Ablenkung  yon  der  ursprünglichen  Richtung  ein  Minimum  ist.  Wir  werden 
dadurch  auf  einen  eigenthümliohen  Zusammenhang  hingewiesen,  den  dieser 
Fall  mit  der  Frage  nach  den  Bedingungen  für  die  Homocentricität  des 
Lichtes  darbietet,  um  den  Untersuchungen  die  yolle  Allgemeinheit  zu  lassen, 
setzen  wir  zunächst  yoraus,  dass  der  Lichtstrahl  an  jeder  der  m  Begren- 
zungsflSchen  nach  einem  willkürlichen  Gesetz  gebrochen  werde.  Nur  machen 
wir,  wie  immer  in  dieser  Abhandlung,  die  eine  Einschränkung,  dass  der 
Lichtstrahl  in  einer  zu  den  brechenden  Kanten  senkrechten  Ebene  verläuft. 

Die  Anzahl  der  brechenden  Flächen  sei  m^  die  Anzahl  der  Prismen  also  ^* 
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Die  Winkel,  welche  die  brechenden  Flfichen  miteinander  bilden,  seien  der 
Reihe  nach  <r|,  <jg,  ...,  0^.1;  die  Winkel,  welche  der  Strahl  der  Reibe 
nach  mit  der  Normale  beim  Eintritt  und  Austritt  der  einzelnen  Prismen 
bildet,  seien  der  Reihe  nach  tj,  t^,  ...,  t„;  diejenigen  Winkel  dagegen, 
welche  der  Strahl  innerhalb  der  Prismen  mit  den  Normalen  bildet,  be- 
zeichnen wir  durch  r^y  r,,  ...,  ra«. 

Die  Gesammtablenkung  .Q,  welche  der  Strahl  erföhrt,  ist  gleich  der 
Summe  der  Ablenkungen  der  einzelnen  gebrochenen  Theile.  Nun  ist  die 
Ablenkung  w,,  welche  der  Strahl  bei -4^  (Fig.  7)  erfthrt,  WjS=i^  — r^;  der 
Theil  Ä^A^  erf&hrt  bei  A^  die  Ablenkung  wg  =  «g— r,  u.  s.  w.  Allgemein 
hat  man 

Die  Gesammtablenkung  beträgt  demnach: 

Assi  *=!  4=1 

»sm  *=«!  k=im 

Nun  bestehen  aber  zunfichst  die  Oleiohungen: 


^«•-1 +^»  =  «111—1,    »«-»  +  »»— i  =  öi» -2  • 
Aus  diesen  letzten  Gleichungen  folgt  durch  Addition 

y^  r*  =  <yj  +  tfj  +  <^6+  •  •  •  +  <^"— i 

sl 


und 

irssl 


denmach: 

Bezeichnet  man  die  constante  Grösse 

öj  —  Ö2  "I"  ^'s "~  ^4  ■!■  • "  ~  ^»"-1 
mit  5,  80  wird 

3)  Ä  =  »i  +  i«.-iS. 
Die  Bedingung  für  das  Minimum  ittt  nun 

oder 

4)  di,  +  du  =  0. 

Wir  haben  in  unserem  Falle  2m  Variable,  nämlich  i^,  i^,  ...,  im  ^ 
fi,  r^i  ...,  fjii.     Ausser  den  m  — 1  Bedingungsgleichunsep  unter 2) 

05l< 
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noch  für  jede  Fläche  das  Brechungsgesetz,  welches  wir  in  der  folgenden 
Form  schreiben   wollen:  An  der  h^^  Fl&che  sei  das  Gesetz  der  Brechung: 

wo  die  Grösse  q  eine  Function  von  ü  und  tm  bedeutet.  Setzt  man  für  k 
der  Reihe  nach  die  Werthe  1,  2,  .•.,  m,  so  erhält  man  noch  m  Beding- 
uiigBgleichungen  zwischen  den  hier  in  Betracht  kommenden  Variabeln: 

^»1  +ffi  <*n  =0, 

5)  ; 

dim  +  amdrm^O. 
Die  Gleichung  4)  wird  noch  eine  Bedingungsgleichung  zwischen  den 
Variabein  liefern,  so  dass  man  alsdann  2m  Gleichungen  mit  2m  unbekann- 
ten besitzt,  aus  denen  man  die  Grössen  i  und  r  berechnen  kann. 

um  nun  die  Bedingung  für  das  Minimum  zu  finden,  wollen  wir  uns 
einer  von  Lagrange  angegebenen  Methode  bedienen. 

Wir  multipliciren  die  Gleichungen  2),  nachdem  wir  sie  differentürt 
haben,  der  Beihe  nach  mit  unbestimmten  Coefficienten  il^,  A,,  ...,  Am— i 
und  addiren  sie  zu  Gleichung  4).  Darauf  multipliciren  wir  die  m  Gleich- 
ungen unter  5)  mit  Coefficienten  f«^,  fig,  ...,  (im  und  addiren  diese  Gleich- 
ungen ebenfalls  zu  4).    Dann  wird: 

dii  +  dim 
+  li{dr,  +  dr^)     +l^{dr^  +  dr;)     +•••  + A««i((Jr«-i  +  dr«) 

+  i^iidii  +  ft  (Jr,)  +  f4,  {di^+q^dr^)  +  "•+ fimidim  +  qm  dr«)  =  0. 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  die  Coefficienten  von  di|,  d^,  ...,  dim  und 
dfj,  dr,,  ...,  drm  einzeln  gleich  0,  so  erhält  man  2m  lineare  Gleichungen, 
aus  denen  man  die  2m— 1  Grössen  A|,  A^,  ...,  Am^i  und  fi|,  ^,  ...,  ihn 
leicht  eliminiren  kann.  Die  resultirende  Gleichung,  welche  nur  noch  die 
Grössen  q  enthält,  findet  man  in  der  Form: 

6)  ^.?i.?i  ...    ^"*    =1, 

qi    ft    ^6       S'"i-i 
wo 

dik 
qk^- 

ist. 


'"^'dFk 


Fflhrt  man  jetzt  wieder  die  früher  angewendeten  Bezeichnungen  ein, 
80  hat  man  zu  setzen: 

»'s  =  '^Ä  1       ^4  ~  *'4  »       ^6  ^=^  **«  »       •  •  • 

Die  Bedingung  für  das  Minimum  wird  dann: 
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oder 


g.  doi   da^  da^       dom  _  . 

^  dß,'dß,dß,'"dß^ 


(t^)     blöder    (^*)     =1. 

\dpk/ml  \dak/m\ 


Kdßk 

Nach  dem  Brechungsgesetz  von  Snellius  ist  nun 

dak cosßk 

dßk'~'^''cös7k'' 

also  wird  die  Bedingung  für  die  Minimumablenkung  in  diesem  Falle: 


10)  jf^)    =1. 


sßj 

Zu  bemerken  ist,  dass  für  den  Fall  der  Minimumablenkung  sämmt- 
liche  Winkel,  welche  der  Strahl  an  den  brechenden  Flächen  mit  der  Nor. 
malen  bildet,  bestimmt  sind  durch  die  Winkel  a,  welche  die  Seiten  der 
Prismen  miteinander  bilden.     Für  den  Fall  eines  Prismas  hat  man: 

oasa^       cosa^    ^       ^in tf^  =  fii  sinß^^ 

nicosß^  n^oosßf^    '     sina^==f^sinß^^ 

Wie  man  sich  leicht  überzeugt,  folgt  aus  diesen  Gleichungen: 

Oi=iß^  und  sina^^isinß^sz^n^sin-^' 

In  diesem  Falle  geht  der  Strahl  symmetrischer  durch  das  Prisma. 

Betrachtet  man  aber  ein  System  you  Prismen,  so  ist  der  Durchgang 
des  Strahles  im  Falle  der  Minimumablenkung  nicht  mehr  symmetrisch. 
Dieses  Letztere  kann  nur  in  ganz  speciellen  Fällen  eintreten,  wenn  die 
brechenden  Winkel  bestimmte  später  zu  berechnende  Werthe  haben. 

V.  Die  Grösse  der  homocentrischen  Differenz  für  den  Fall  der 
Minimnmablenkung. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  die  Prismen  sich  alle  in  demselben  Medium 
befinden,  also  etwa  in  Luft.  Alsdann  bestehen  zwischen  den  Brechungs- 
exponenten die  Beziehungen: 

ti^nj=l,    n^n^=l^    n^nQ=sl,     ...,     nm— it»in  =  l* 

Die  Bedingung  10)  in  IV  für  die  Minimumablenkung  wird 

1)  (^)  =1. 

XCOSßJm! 

Die  homocentrische  Differenz  hatten  wir  in  der  Form  erbalten: 
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(cos  €1^  \ 
^  j     schreiben : 

(cosct^ 
COSß^/m! 


Infolge  der  Gleichung  1)  ist  nun  dieser  Ausdruck  gleich  der  positiven  Ein- 
heit und  man  hat 

Ä=:l. 

Es  war  femer  A,  =  (—)  •  Wegen  der  oben  aufgestellten  Beziehungen 
zwischen  den  Brechnngsexponenten  ist  offenbar  auch 

A,  =  l. 

Man  hat  also: 
2)  J^B.'-B. 

Die  Grösse  /f  wird  in  diesem  Falle  also  unabhängig  yon  der  Grösse  x. 

Die  Grössen  B  und  B^  sind,  wie  man  ans  den  Formeln  8)  in  III  ersieht, 
abhängig  von  den  Wegen  des  Lichtbündels  in  den  einzelnen  Prismen  und 
verschwinden,  wenn  man  diese  der  Null  gleich  setzt. 

In  Gleichung  2)  ist  also  der  folgende  Satz  enthalten: 

„Geht  ein  Strahlenbündel  im  Minimum  der  Ablenkung  durch  ein 
System  von  Prismen,  so  ist  die  homocentrische  Differenz  constant, 
d.  h.  unabhängig  von  der  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes  von 
der  ersten  JTrennungsfläche.    Die  homocentrische  Differenz  wird  Null, 
sobald  man  den  Weg  des  Strahlenbündels  durch  das  Prismensjstem 
als  verschwindend  klein  annimmt." 
Aus  dem  Gange  unserer  Betrachtungen  geht  hervor,  dass  es  keine  an- 
dere Richtung  als   die  Miuimalablenkung  giebt,   in  welcher  die  homocen- 
trische Differenz   für  jede  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes  dieselbe  ist. 
Durch  diese  Eigenthümlichkeit  ist  die  Richtung  der  Minimumablenkung  vor 
allen  übrigen  ausgezeichnet. 

Wir  wollen  jetzt  noch  den  Fall  betrachten ,  dass  der  Strahl  symmetrisch 
durch  das  Prisma  geht.    Es  sei  also 

«i  =  ft  =  «8  =  /^4  =  ---  =  P» 
/5,  =  üfj  =  /?3  =  .-.  =q. 

Offenbar  muss  auch  sein: 

1 

n.=  —  =  n«  ^  •  •  •  =  Wot  • 

Die  Ausdrücke  8)  in  III  werden  nun: 

.1=1,     il,=  l, 


A=~K+d3+---+  )  +  d,  +  d^  +  '"  +  d„,^2. 
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Bezeichne  ich  nun  mit  D  den  Weg,  den  der  Strahl  in  dem  brechenden 
Medium,  mit  D^  den  Weg,  welchen  er  in  der  Luft  zurücklegt,  so  ist 

ncosq  *  '      n         * 

Die  Formeln  9)   in  III  für  die  Entfernungen  des  primSren  und  secnnd&ren 
Brennpunktes  lauten  für  diesen  Fall  sehr  einfach: 

ncosq*  1»     ^'i  ^  I 

Die  Bedingung   für   die   Minimumablenkung   ist   für   diesen   Fall  ebenfalls 
erfüllt,  wie  man  aus  der  Bedingung  1)  ersieht. 
Die  constante  homooentrische  Differenz  ist: 


1)  j  =  E(i-S^. 

'  n  \       cosqy 


Die  Winkel  p  und  q  sind  natürlich  abhftngig  yon  den  Grössen  tf ,  d.  L  Yon 
den  Winkeln ,  welche  die  Prismenflttchen  miteinander  bilden.  Ans  den  hier 
bestehenden  Gleichungen: 

folgt,  dass  alle  brechenden  Winkel  der  Prismen  einander  gleich  sein  müssen, 
sowie  auf  der  andern  Seite  diejenigen,  welche  die  einander  zugewandten 
Prismenflftchen  miteinander  bilden ;  bezeichnen  wir  die  ersteren  durch  <;,  die 
anderen  durch  0|,  so  ist: 

(T,  O 

Aus  sinp^nsinq  folgt: 

8%H  "^  —  fl  Sin  jz-  • 

Die  homocentrische  Differenz  kann  nie  der  Null  streng  gleich  werden ,  denn 

die  Bedingung  ^ 

^_cosp^Q 

cosq* 

würde  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  8inp  =  nsinq  zur  Folge   haben, 

dass  auch  psgrsO  sein  müssten.     Dann  hätte  man  aber  auch  <r=(r,  =  0. 

Der  brechende  Winkel  der  Prismen  müsste  also  gleich  Null  sein. 

Drückt  man  in  1)  p  und  q  durch  a  aus,  so  erhält  man: 

Bezeichne  ich  noch  die  senkrechten  Entfernungen  der  einzelnen  Theile 
des  Strahlenbündels  yon  den  Spitzen  der  Prismen  der  Reihe  nach  mit 
^1»  ^f  %*  **M  ^m— ii  B^  ^^^  man: 

Setzt  man  noch  e, +f3  +  ** -  +  ^111-1  =  E,  so  erhält  man  durch  Addition: 

D  =  2Etg<f/2 
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Also  ist:  ,_^ 

^  =  2.^2?  <^Y2'- 

Man  kann  also  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

„Will  man  eine  beliebige  Anzahl  von  Prismen  von  demselben 
Brechnngsexponenten  und  mit  demselben  brechenden  Winkel  a  so 
aufstellen,  dass  ein  Strahlenbündel  im  Minimum  der  Ablenkung 
symmetrisch  hindurchgeht,  so  hat  man  dieselben  so  aufzustellen, 
dass  die  einander  zugewandten  Seitenflächen  einen  Winkel  a^  mit- 
einander bilden,  welcher  durch  die  Gleichung 

sin  <^i/2  =  **  *»^  ^/2 
bestimmt  ist.     Die  homocentrische  Differenz  ist  dann  unabhängig  von 
der  Entfernung  der  einzelnen  Prismen  voneinander  und  ihrer  Grösse 
nach:  j__^- 

WO  E  die  Summe  der  senkrechten  Entfernungen  der  einzelnen  Theile 
des  Strahlenbttndels  in  den  Prismen  von  den  Kanten  der  zugehörigen 
Prismen  bedeutet 
Man  kann  J  also  entweder  dadurch  zum  Verschwinden  bringen,  dass 
man  die  Winkel  a  sehr  klein  macht,  oder  dadurch,  dass  man  das  Strahlen- 
bflndel  den  brechenden  Kanten  sehr  nahe  das  System  durchlaufen  Iftsst,  wo- 
durch die  Grösse  E  zum  Verschwinden  gebracht  wird. 

Wir  wollen  jetzt  noch  den  Fall  eines  einzigen  Prismas  betrachten. 
Die  Formeln  8)  in  III  geben,  da  die  Gleichung  n^n^^l  besteht: 

Die  Gleichungen  9)  in  III,  durch  welche  die  Lage  des  primären  und  secun- 
dSren  Brennpunktes  festgelegt  wird,  werden  in  diesem  Falle: 

^cosß^cosßj         ~  n  cos  ß^* 
und 

d 

n 

Fflr  den  Fall  der  Minimumablenkung  hat  man 

a,  =  /3g    und    ft  =  Oj, 
and  der  Werth  von  J 


n  \       cosßi^/ 


iSsst  sich  unter  Berücksichtigung  des  Brechungsgesetzes  und  der  Beziehung 
ßi+o^  =  a  in  der  Form: 
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schreiben.     Setzt  man   die  senkrechte  Entfernung  des  Strahles  im  Phsma 
Yon  der  brechenden  Kante  gleich  c,  so  wird 

Diese  Gleichung  stimmt  in   der  Form  vollständig  mit  der  überein,  welche 
für  den  symmetrischen  Durchgang  durch  eine   beliebige  Anzahl  von  Pris-    , 
men  gilt 

Die  Einstellung  in  den  Spectralapparaten  ist  in  der  Regel  eine  der- 
artige,  dass  das  Licht  im  Minimum  der  Ablenkung  parallel  das  Prismen-  I 
System  durchlauft.  Die  Formel  10)  in  III  zeigt,  dass  J  fUr  paralleles  Licht 
im  Allgemeinen  unendlich  gross  wird.  Infolge  dessen  muss  das  Bild  des 
leuchtenden  Punktes  nothwendig  undeutlich  erscheinen.  —  Wesentlich  anders 
ist  jedoch  der  Fall  der  Minimumablenkung.  Hier  bleibt  J  constant,  wenn  | 
der  Bildpunkt  und  nach  den  Formeln  8)  in  III  auch  die  beiden  Brennpunkte 
ins  unendliche  rücken.  Diese  endliche  Grösse  /4  ist  nun  als  verschwindend 
klein  anzusehen  gegen  die  unendlich  grossen  Entfernungen  der  Brennpunkte, 
so  dass  in  dem  letzteren  Falle  das  Strahlenbündel  nach  der  Brechung  durch 
die  Prismen  als  streng  homocentrisch  zu  betrachten  ist. 
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Ueber  die  Osoulationskreise  bei  Kegelschnitten. 

Von 

Dr.  A,  Weiler 

in  Zttrloh. 


ffierzu  Taf.  V  Fig.  12-24. 


Zweite  Mittheilung. 

5.  Der  feste  Kegelschnitt  %',  welcher  zunächst  keine  Parabel  sein  soll, 
werde  nun  als  Carve  zweiter  Classe  aufgefasst;  eine  bestimmte  seiner  Tan- 
genten werde  mit  t^  ihr  Berührungspunkt  mit  P  und  der  zugehörige  Oscu- 
lationskreis  mit  jo^  bezeichnet. 

Irgend  eine  Tangente  a  Yon  ^  schneide  t  in  Ä"',  die  in  Ä*'  auf  a  er- 
richtete Senkrechte  sei  a*  (Fig.  12),  sie  mag  die  Normale  n  des  Punktes  P 
in  A*  schneiden.  Lässt  man  a  den  Eegelfchnitt  k^  einhüllen,  so  wird  a* 
eine  Curve  dritter  Classe  c'  beschreiben.  —  Um  zu  beweisen,  dass  der 
Strahl  a*  bei  seiner  Bewegung  dreimal  durch  irgend  einen  Punkt  Q  der 
Ebene  hindurchgeht,  wie  eben  behauptet  worden  ist,  drehe  man  um  Q  einen 
Strahl  y^y  auf  welchen  man  je  im  Schnittpunkt  mit  t  eine  Senkrechte  y 
errichtet.  Alsdann  wird  y  eine  Parabel  umhüllen  mit  Q  als  Brennpunkt 
und  t  als  Scheiteltangente.  Diese  Parabel  hat  mit  Je*  yier  Tangenten  ge- 
mein: t  und  UyV^w,  Darauf  sind  UjVyW  die  einzigen  Tangenten  von  A;', 
deren  zugeordnete  Strahlen  u*,  v*,  tc*  durch  den  Punkt  0  hindurchgehen 

Grelangt  a  nach  t  und  damit  A"  nach  P,  so  wird  a*  mit  n  zusammen- 
faUen.  In  zwei  Lagen  wird  ferner  die  Tangente  a  auf  t  senkrecht  stehen 
und  somit  o*  mit  t  zusammenfallen«  Es  folgt  hieraus,  dass  die  Cunre  c' 
die  Normale  n  berührt  und  dass  sie  t  zur  Doppeltangente  hat. 

Die  Curve  dritter  Classe  c^  berührt  die  Normale  n  in  der 

Mitte  -^    zwischen  P  und  dem  Krümmungscentrnm  K.   —   Der 

Berührungspunkt  der  Curve  c^  mit  ihrer  Tangente  n  ist'  nämlich  aufzuflEissen 
Als  Orenzlage  iß*  des  bereits  erwähnten  Punktes  A*^  wenn  die  variable 
Tangente  a  von  Jf  in  die  t  unendlich  benachbarte  Lage  q  übergeht.  Die- 
selbe Orenzlage  bezüglich  9,  g*^  Q*  tritt  aber  auch  ein,  wenn  man  eine 
Tsriable  Tangente  r  des  Osculalionskreises  p*  in  die-  mit  t  unendlich  bejoach-      , 
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barte  Lage  übergeben  lässt  (denn  es  haben  p^  und  1^  die  Tangente  i  n^d 
deren  consecutive  Tangente  miteinander  gemein  —  vergl.  Nr.  2,  erste  Mit- 
theilnng).  —  Es  sei  nun  (Fig.  13)  r  eine  willkOrlicbe  Tangente  von  p*, 
B  ihr  Berührungspunkt,  r*  die  im  Schnittpunkte  H"  von  r  mit  <  auf  r 
errichtete  Senkrechte,  welche  n  in  22*  schneidet  Die  Dreiecke  KB^B** 
und  PB" B  sind  gleichwinklig,  weil  ihre  Seiten  paarweise  aufeinander  senk- 
recht stehen.  Das  letztere  Dreieck  ist  gleichschenklig,  also  ist  auch  KB*B'* 
ein  gleichschenkliges  Dreieck  und  es  ist  KB*^B*B".  Diese  Qleichheit 
besteht  für  alle  Tangenten  r  von  p^.     Rückt  nun  r  in  die  mit  t  unendlich 

benachbarte  Lage,  so  rücken  B"  nach  P  und  somit  JR*  in  die  Mitte  -ä 
zwischen  P  und  K, 

6.  Es  sei  nun  auch  o  (Fig.  12)  eine  feste  Tangente  von  A;',  welche  von 
der  veränderlichen  Tangente  a  im  Punkte  A  geschnitten  werde.  Ffillt  man 
aus  Ä'  auf  PA  die  Senkrechte  a, ,  so  wird  letztere  Gerade  eine  Parabel  (f 
umhüllen.  Ist  nämlich  Ä^g,  die  Richtung  von  a^ ,  so  sind  die  von  Ä'  auf  i 
und  von  A'  auf  der  unendlich  entfernten  Geraden  g^  beschriebeneu  Reihen 
projectiv,  weshalb  a^  in  der  Tbat  eine  Parabel  (mit  t  als  Tangente)  be- 
schreibt Nähert  sich  hierbei  a  der  Tangente  <,  so  rückt  PA  nach  t^  a^  ver- 
einigt sich  mit  a*  und  es  haben  der  Schnittpunkt  Ä"  von  a^  mit  n,  sowie 

A^  dieselbe  Grenzlage  in  n,  nämlich  den  Punkt  q-*  —  Die  Parabel  o' 

berührt  stets  die  Normale  n  in  -^* 

Es  lässt  sich  nun  p^  aus  <,  P  und  den  drei  weiteren  Tangenten  o,  a,  ( 
von  h^  in  folgender  Weise  construiren  (Fig.  14).  Man  schneide  a,  h  mito 
m  A,  B  und  mit  t  in  Ä\  B".  Fällt  man  aus  Ä\  B"  auf  PA,  PB  die 
Senkrechten  aj,  6|,   welche  n  in  -4'",  5'"  schneiden  mögen,   so  sind  <,  n, 

öj,  5,  vier  Tangenten  einer  Parabel  (o*),   welche  »  in  -^  berührt     In  an- 

K 

derer  Ausdrucksweise  sind  Ä\  Bt\  P  auf  i  und  Ä"y  B^'\  -^  auf  n  ent- 
sprechende Punkte  ähnlicher  Reihen. 

7.  Nach  vorangehender  Nummer  liefert  jede  Tangente  o  von  Ä^  eine 
Hilfsparabel  o*,  welche  t^  ferner  w  im  Punkte  ^>  berührt  Diese  Hilfs- 
parabeln bilden  somit  eine  specielle  Schaar  von  Kegelschnitten,  indem  zwei 
der  Grundtangenten  in  n  vereinigt  sind.  Für  zwei  Lagen  von  o  wird  dem- 
nach die  Hilfsparabel  in  zwei  Büschel  zerfallen ,  einmal  wenn  o  nach  i  fSllt, 
die  Scheitel  der  Büschel  sind  P  und  der  unendlich  ferne  E^inkt  von  n  (es 
ist  diesfalls  o*  zur  Construction  von  p^  nicht  zu  verwenden);   ferner  wird 

für  eine  andere  ausgezeichnete  Lage  von  o  das  eine  Büschel  den  Punkt  ^ 

zum  Scheitel  haben.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  die  projectiven,  von  il" 
auf  t  und  von  Ä  auf  g^^  beschriebenen  Reihen  perspectiv^sind.    Diese  Lage 
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von  0  ist  in  Fig.  15  zur  Anschauung  gebracht.  Man  legt  an  J^  die  mit  t 
parallele  Tangente  8  (vom  Berührungspunkte  T),  welche  n  in  £^  schneidet; 
ans  8  wird  o  als  zweite  Tangente  an  h^  gelegt.  (Man  wird  sich  überzeugen, 
dass,  unter  Beibehaltung  der  eingeführten  Bezeichnung,  die  Punkte  8'^^,  und 
S"  in  dem  g^  und  t  gemeinsamen  Punkte  vereinigt  sind.)   Ist  jetzt  a  irgend 

,  eine  Tangente  von  k\  so  schneidet  a^  die  Normale  n  stets  in   -^  •     Geht 

dabei  a  in  o  über,  in  welcher  Lage  sie  mit  })  bezeichnet  werden  soll,  so 
zeigt  es  sich,  dass  die  Senkrechte  aus  dem  Schnittpunkte  B"  von  o  mit  i^ 

K. 
auf  die  Polare  FB  dieses  Schnittpunktes  bezüglich  ^,   ebenfalls  n  in  ^ 

schneidet. 

In  Fig.  15  gehen  ans  8  zwei  Tangenten  ^,  o  an  X;*  mit  den  Berührungs- 
punkten T,  jB.  Femer  schneidet  n,  durch  S  gehend,  ä:*  in  P  und  jR.  Auf 
V  ist  somit  jB,  T;  P,  i2  eine  harmonische  Gruppe.  Projicirt  man  diese 
Punkte  aus  dem  P  unendlich  benachbarten  Punkte  von  V^  so  entstehen  die 
harmonischen  Strahlen  PB^  PT\  t^  n,  wobei  das  letztere  Paar  ein  Becht- 
winkelpaar  ist.  Also  bilden  PB  und  der  Durchmesser  PT  mit  n  und  mit  t 
gleiche  Winkel.  Wenn  man  endlich  in  der  Figur  auf  s  die  Strecke  8T^  ent- 
gegengesetzt gleich  8T  abtrfigt,  so  muss  PT^  durch  B  gehen. 

8.  Im  Vorangehenden  hat  man  in  Bezug  auf  die  festen  Elemente  P^t^n 
zu  jeder  Tangente  o  eine  Parabel  o^  in  folgender  Weise  construirt.  Jede 
Tangente  a  von  h*  schneidet  o  in  Ä,  t  in  Ä";  aus  Ä"  Wlt  man  auf  PÄ 
die  Senkrechte  Oj ,  welche  6^  berührt.  Es  soll  nun  direct  bewiesen  werden, 
dass  alle  diese  Parabeln  o'  auf  n  einen  festen  Berührungspunkt  haben. 

Wie  bereits  bekannt,  ist  6^  das  Erzeugniss  der  projectiven  Beihen  Ä" 
auf  t  und  A  auf  g^,  (Fig.  12).  Fftllt  a  nach  der  mit  t  parallelen  Tangente 
s  von  ib*,  so  rückt  S"  in  den  Schnittpunkt  von  t  mit  g^ .  Der  entsprechende 
Punkt  8'  ist  die  Richtung  der  auf  P8  senkrechten  Geraden ,  z.  B.  der  in  P 
auf  P8  errichteten  Senkrechten  o^.  Letztere  Gerade  ist  ein  Durchmesser 
der  Parabel  o*  und  PS  ist  ihre  Directrix.  —  Gelangt  ferner  a  in  die  Lage  u, 
welche  Tangente  sich  mit  o  auf  n  schneidet,  so  rückt  Ä'^  bezüglich  U'^ 
in  den  Schnittpunkt  der  Trftger  ty  ^»  jener  projectiven  Beihen.  Der  ent- 
sprechende Punkt  U''  ist  der  Berührungspunkt  der  Parabel  o*  mit  der 
TrSgertangente  t. 

Diese  zwei  Berührungspunkte  U'\  Ä«  als  Richtung  von  o, ,  von  o*  mit 
ihren  festen  Tangenten  t,  g^,  verändern  ihre  Lage,  wenn  o  als  Tangente 
von  V  sich  bewegt  Andererseits  soll  nun  der  Berührungspunkt  von  o*  mit 
n  construirt  werden  und  zwar  nach  einer  sehr  bekannten  speciellen  Form 
des  Brianchon 'sehen  Satzes.  Man  verbindet  den  Schnittpunkt  P  der  Tan- 
genten t,  n  mit  dem  Berührungspunkte  S^  der  Tangente  g^  und  erhält 
den  Strahl  o^.  Ebenso  ist  o^»  <)nfch  U"  parallel  mit  n  gezogen,  die  Ver- 
bindungslinie des  Berührungspunktes  der  Tangente  t  mit  dem  Schnittpunkte 
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der  Tangenten  n^  g^.  Durch  den  Schnittpunkt  von  o^  mit  o,  zieht  man  O3 
parallel  mit  t  und  schneidet  damit  n  im  zugehörigen  BertLhrungspunkte  N. 
Hält  man  nun  in  Fig.  12  P,  t,  n,8  fest,  während  0  den  Kegelschnitt 
Ä;*  einhüUt,  so  werden  o^  und  o^  zwei  perspectiye  Btlschel  beschreiben.  Vor 
Allem  nämlich  entsprechen  sich  die  Strahlen  o^,  0^  umkehrbar  eindeutig. 
Bückt  dann  0  nach  t^  so  fallen  O]  und  0^  mit  n  zusammen,  also  sind  die 
Büschel  perspecÜT.  Wird  endlich  0  zu  der  aus  dem  Schnittpunkte  Yon  s 
mit  n  an  %*  gezogenen  zweit<en  Tangente,  so  fSlli  o^  mit  t  zusammen, 
während  o,  unendlich  fem  liegt.  Es  folgt  hieraus,  dass  der  Schnittpunkt 
von  0|  mit  0^  sich  auf  dem  mit  t  parallelen  Strahle  O3  fortbewegt  und  dass 
die  Parabeln  0^  die  Normale  n  in  demselben  Punkte  N  berühren.* 

9.  Der  soeben  direct  nachgewiesene  gemeinsame  Berührungspunkt  N 
der  Parabeln  0'  mit  der  Normalen  n  muss  nach  Nr.  6  der  mit  -^  bezeich- 
nete Punkt  sein.  In  Nr.  2,  erste  Mittheilung,  sind  dagegen  Parabeln  an- 
gegeben worden ,  welche  n  in  X  berühren.  Diese  zwei  Resultate  niögen  an 
der  Hand  von  Fig.  16  zu  einander  in  Beziehung  gebracht  werden.  Hierbei 
haben  Z',  ^,  n,  JR,  5  die  in  früheren  Nummern  erwähnte,  theil weise  specielle 
Bedeutung. 

0  ist  das  in  Nr.  2  erwähnte  besondere  Centrum  auf  Ä^,  für  welches 
die  dort  erwähnte  Hilfsparabel  zu  dem  Büschel  vom  Scheitel  L  wird  (Fig.  8). 
Es  wird  also  in  Fig.  16  die  aus  B'\  auf  PB  gefällte  Senkrechte  die  Nor- 
male n  in  jL  schneiden.     Ferner  hat  0  die  specielle  Bedeutung  von  Nr.  7 

(Fig.  15),  und  die  aus  B'\  auf  PB  geföllte  Senkrechte  schneidet  n  in  -o* 

K 

Also  muss,  weil  PL  das  Vierfache  von  P-^  beträgt,  auch  PB'\  das  Vier- 
fache von  PB'\  betragen.  —  Zum  directen  Beweise  dessen  ziehe  nqch  BT^ 
welche  t  m  M  trifft,  und  durch  B  die  mit  t  parallele  Secante  BC  von  V, 
Auf  Ä^  wird  nun  P,  T;  B^  C  eine  harmonische  Oruppe  sein,  welche  man 
aus  dem  B  unendlich  benachbarten  Punkte  von  h^  als  Centrum  auf  die 
Tangente  t  projicirt.  Es  entsteht  wieder  eine  harmonische  Gruppe,  wobei 
die  Projection  von  C  unendlich  fern  liegt  und  somit  die  Projection  B"^  von 
B  in  die  Mitte  der  Strecke  PM  fällt  —  Auf  %*  hat  man  weiter  die  har- 
monische Gruppe  P,  R\  B^  T,  also  ist  auch  P^0\  Cy  T  eine  solche  (letztere 
ist  das  Bild  der  ersteren  in  der  involutorischen  centrischen  Collineation  von 
der  Axe  PT  mit  dem  Pol  dieser  Axe,  bezüglich  Jf^,  als  Centrum).  Projicirt 
man  auch  diese  Gruppe  P,  0;  C^  T  aus  B  auf  die  Tangente  t^  so  findet 
man,  dass  die  Projection  M  von  T  in  die  Mitte  der  Strecke  PB'\  ftlli 
—  Schliesslich  ist  nun  PB'\=:B'\M  und  PM^MB'\,  somit  in  der 
That  PB'\  das  Vierfache  von  PB'\. 


*  In  ganz  analoger  Weise  läset  sich  zeigen,  dass  die  in  Nr.  2  eingeiührteD 
Hilfsparabeln  n  in  demselben  Ponkte  berühren. 
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Der  Kegelsohnitt  1^^  sei  eine  Parabel. 

10.  Errichtet  man  in  dem  Schnittpunkte  Ä'  der  laufenden  Parabeltan- 
gente a  mit  der  festen  Tangente  t  auf  a  die  Senkrechte  a*,  so  umhüllt  die- 
selbe eine  Parabel  c^  (anstatt  eine  Curve  dritter  Classe  (?^  vergl.  Nr.  5; 
man  findet  nämlich,  dass  durch  a*  aus  den  Greraden  t  und  g^  projective 
Reihen  heransgeschnitten  werden).  Diese  Parabel  berührt  t  im  Fusspunkte 
der  auf  i  senkrechten  Tangente  yon  h^^  femer  nach  Nr.  5  die  Normale  n 

in  dem  Punkte  -^* 

Es  sei  nun  (Fig.  17)  die  Parabel  1^  gegeben  durch  i  mit  P  und  n, 
sowie  durch  die  zwei  weiteren  Tangenten  a,  5.  Man  construire  a*,  h^  (als 
Senkrechte  auf  a,  2>  in  den  Punkten  A'\  3")^  welche  n  in  Ä'*\  B'"  schnei- 
den; alsdann  sind  t,n^  a^^h*  vier  llangenten  einer  Parabel  {<?)y  welche  n 

in  -^  berührt;  auch  sind  Ä\  B'\  P  auf  t  und  Ä"\  B"\  -^  auf  n  ent- 
sprechende Punkte  ähnlicher  Reihen. 

Aber  auch   die  in  Nr.  6  (Fig.  14)  gegebene  Construction  von  -^  gilt  un- 

▼erändert,  wenn  A^  zu  einer  Parabel  wird;  auch  hier  werden  die  Hilfspara- 
beln 0*^  die  eine  specielle  Schaar  bilden,  yorhanden  sein.  Für  die  Tangente  o 
von  Jf  giebt  es  nun  eine,  nur  für  h^  als  Parabel  mögliche  ausgezeichnete 
Lage.  Es  ist  dies  o  als  unendlich  ferne  Gerade  her  Ebene,  nennen  wir 
sie  Oqb  ;  sie  veranlasst  eine  Hilfsparabel  o^ ,  welche  eben  mit  c^  identisch  ist. 
(Nach  Nr.  8,  mit  Fig.  12,  stehen  die  Durchmeser  von  Ä*  und  von  c*  =  o^ 
aufeinander  senkrecht.) 

11.  In  Nr.  7  mit  Fig.  15  ist  die  ausgezeichnete  Lage  der  Tangente  o 
von  k*  angegeben  worden ,  für  welche  die  Reihen  A"  auf  t  und  Ä'  auf  g^ 

perspectiv  werden,  womit  o'  zerfällt,  indem  die  Strahlen  a^  sich  in  -^  auf  n 

schneiden.  Wird  1^  zu  einer  Parabel,  so  rückt  $  unendlich  fern,  o  wird 
zu  der  auf  t  senkrechten  Parabeltangente  o  =  &  (Fig.  18).  (Die  in  Fig.  15 
verzeichnete  willkürliche  Tangente  a  von  k^  ist  in  Fig.  18  unterdrückt  wor- 

den.)     Die  Senkrechte  aus  B"  auf  PB  schneidet  n  in  -^*     Nun  bedenke 

man,  dass  die  Tangenten  f,  o  =  5  rechtwinklig  sind,  sich  also  auf  der 
Directrix  d  der  Parabel  %'  schneiden.  Die  Polare  PB  des  Punktes  B"  geht 
durch  den  Brennpunkt  F^  dasselbe  gilt  für  die  aus  B'*  (auf  d)  auf  dessen  Po- 
lare PB  gefällte  Senkrechte.    Errichtet  man  also  in  F  auf  dem  Radius  vector 

des  Punktes  P  eine  Senkrechte,   so  schneidet  sie  n  in  ö"     Weiter  folgt 

durch  Anwendung  auf  den  Punkt  JB,  dass,  wenn  man  die  Linie  B^-^r  mit 

■mr  Ä 

der  Normalen  m  des  Punktes  B  schneidet,  der  Schnittpunkt  -^  die  Mitte 
ha  Krflmmungsradius  BM  des  Punktes  B  ist.  —  In  Fig.  18  ist  die 
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^™'  "  ^™  l  ^   i 

B'  0  ein  Durchmesser  der  Parabel  Ä*  (sie  verbindet  den  Pol  B"  mit  der 

Mitte  der  in  die  Polare  fallenden  Sehne  PB);  es  folgt,  dass  die  in  ^"aaf 

B"C  errichtete  Senkrechte  d  die  Directrix  von  A;^  ist.     Sie  enthält  nament- 

lieh  die  orthogonal -symmetrischen  Punkte  von  -^  in  Bezug  auf  t  und  von 

^  in  Bezug  auf  h  [in  Nr.  14  d)  werden  sich  theil weise  Verallgemeinerangen 

dieser  Beziehungen  ergeben]. 

Anhang. 

Im  Punkte  P  des  Kegelschnittes  k\  in  welchem  die  Tangente  t  bekannt 
ist,  Iftsst  sich  der  Krümmungskreis  jo^  construiren,  wenn  man  neben  P,  t 
noch  drei  gleichartige  Elemente,  Punkte  oder  Tangenten,  kennt.  Bisher 
wurden  diese  Elemente  als  getrennt  liegende  behandelt.     Es  sollen  nun  die 

Constructionen  von  p^  (bezüglich  von'Ä',  L  oder  -^J   besprochen  werden, 

wenn  von  jenen  drei  weiteren  Elementen  zwei  oder  alle  drei  unendlich  nahe 
rücken. 

12.  Von  Ä^  seien  P  mit  t  und  n  und  drei  Punkte  bekannt,  von  denen 
zwei  unendlich  benachbart  sind. 

a)  Die  Anwendung  der  Construction  in  Nr.  1  a)  ist  in  diesem  Falle  so 
einfach,  dass  eine  Auseinandersetzung  überflüssig  erscheint. 

h)  Die  benachbarten  Punkte  bezeichne  man  mit  0,  Ä^  den  einzeln  ge- 
gebenen Punkt  mit  B,  und  wende  die  in  Nr.  3  (Fig.  7)  gegebene  Construc- 
tion an  [die  AusfQhrung  ist  in  Nr.  14a)  mit  Fig.  21  enthalten]. 

c)  Die  ebengenannte  Construction  ist  auch  dann  anwendbar,  wenn  man 
die  benachbarten  Punkte  mit  Ä^  B  bezeichnet,  den  einzeln  gegebenen  Punkt 
aber  mit  0.  Die  Verbindungslinie  von  Ä  mit  B  sei  g^  vergl.  die  schema- 
tisirte  Fig.  19.  Man  schneide  t  mit  OÄ  in  Ä'\  f&Ue  aus  Ä'  auf  PA  die 
Senkrechte  a.  Nun  denke  man  sich  diese  Construction  ftlr  B  wiederholt, 
es  würde  ein  dem  Strahle  a  unendlich  benachbarter  Strahl  h  entstehen  and 
darauf  wären  t,  n,  a,  h  vier  Tangenten  einer  Parabel,  welche  n  in  X  be- 
rührt. Von  diesen  Tangenten  sind  jedoch  a,  h  unendlich  benachbart  und 
man  hat  vorerst  deren  Schnittpunkt  X  zu  ermitteln,  worauf  man  von  der 
Hilfsparabel  die  Tangenten  t,  n,  a  und  den  Berührungspunkt  X  der  letz- 
teren kennt.  Verbindet  man  nun  0  mit  den  Punkten  Ä,  C,  ...  von  g  und 
construirt  man  in  der  angegebenen  Weise  die  Strahlen  a,  c,  ...,  so  um- 
hüllen diese  eine  gewisse  Hilfsparabel ,  welche  wieder  durch  vier  ihrer  Tan- 
genten, etwa  a,  ^,  c,  d,  bestimmt  ist  X  ist  alsdann  der  Berührungspunkt 
der  Tangente  a  mit  dieser  Hilfsparabel. 

13.  Von  J(^  seien  t  mit  P  und  n,  sowie  drei  weitere  Tangenten  bekannt, 
wovon  zwei  unendlich  benachbart  sind. 

a)  Am  einfachsten  wird  die  Construction  in  Nr.  6  mit  Fig.  14  an- 
gewandt,  indem   man  die  benachbarten  Tangenten  (deren  Schnittponkt  be* 
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kanot  sein  muss)  als  o  und  a,  -die  einzeln  gegebene  als  h  zählt  [vergl.  die 
Anwendung  in  Nr.  145)  mit  Fig.  22]. 

h)  Sind  aber  o  die  einzeln  gegebene  Tangente,  a  und  2>  die  benach- 
barten Tangenten ,  so  wende  man  ebenfalls  die  Construction  aus  Nr.  6  an, 
sowie  die  in  Nr.  12  c)  besprochene  Hilfsconstruction. 

c)  Ist  !(?  eine  Parabel ,  so  genügen  t  mit  P  und  n  und  die  benachbar- 
ten Tangenten  a,  h  zur  Bestimmung  von  k^^  sowie  zur  Construction  von^^ 
In  Nr.  10  (Fig.  17)  ersetze  man  a,  h  durch  die  Tangente  a  und  deren  Be- 
rührungspunkt A  (mit  der  Parabel  P).  Es  entsteht  Fig.  20,  worin  auch 
a*,  H^  zusammenfallen.  Die  Grenzlage  A*  ihnfs  Schnittpunktes  ist  der  Be- 
rührungspunkt von  a*  mit  der  Hilfsparabel  c*  i=  o^ .  Um  aber  diese  Grenz- 
lage zu  finden,  beachte  man,  dass  in  Fig.  17  die  Punkte  Ä\  B'\  die 
Schnittpunkte  von  a  und  h  und  von  a*  und  h*  auf  einem  Halbkreise  liegen, 
und  zwar  sind  die  letztgenannten  Punkte  die  Endpunkte  eines  Durchmessers. 
In  Fig.  20  ist  somit  A*  der  Endpunkt  des  in  A  beginnenden  Durchmessers 
desjenigen  Kreises,  welcher  durch  A  geht  und  t  in  Ä'  berührt.  Trägt 
man  daher  Ä'A^  auf  a  gleich  AÄ'  ab,  zieht  aus  A^  auf  t  eine  Senk- 
rechte,  so   wird   diese  a*  in   A*   schneiden.     Endlich   construirt  man  den 

Berührungspunkt  -^  derjenigen  Parabel  ((?  =  o\)  mit  n,  welche  i,  «  zu 
Tangenten  hat  und  a*  in  A*  berührt.  (In  der  Figur  sind  1,  2,  3  und  1',  2^, 
3'=~  entsprechende  Punkte  ähnlicher  Reihen.)  —  Wäre  speciell  a  auf  t 
senkrecht,  so  würde  nach  Nr.  10  die  Senkrechte  aus  Ä'  auf  PA  die  Nor- 
male n  in  ^j  schneiden. 

14.  Es  soll  endlich  Ä^  durch  P  mit  t  und  w,  ferner  durch  drei  unend- 
lich benachbarte  Elemente  bestimmt  sein.  Neben  P^t^n  werden  somit  ein 
Punkt  A^  seine  Tangente  a  und  der  zugehörige  Osculationskreis  a^  (vom 
Centrum  M)  bekannt  sein.     Es  soll  p^  construirt  werden. 

a)  Bei  der  in  Fig.  21  vollständig  ausgeführten  Construction  wird  nach 
Nr.  1  a)  der  vierte  Schnittpunkt  Aq^=^B  von  A;^  mit  a^  bestimmt.  Zu  diesem 
Zwecke  werden  P^  t  (eigentlich  P  und  dessen  unendlich  benachbarter  Punkt 
von  t)  aus  A  auf  den  Kreis  a*  ^projicirt",  es  entstehen  /'',  t\  Den  Schnitt- 
punkt von  i'  mit  t  verbindet  man  mit  A\  diese  Linie  a^  (in  Nr.  1  Sq  ge- 
nannt) wird  a^  zum  zweiten  Male  in  A^  =  B  schneiden.  —  Hierauf  wende 
man  die  in  Nr.  3,  Fig.  7,  bezüglich  Nr.  \2'b)  gegebene  Construction  an. 
Den  Punkt  0  von  h^  wählt  man  bei  -4,  projicirt  A  nach  A\  B  nach  J?" 
auf  die  Tangente  t  und  fällt  A"Ä"  auf  PA,  sowie  B" B'"  auf  PB  senk- 
recht  Schliesslich  gehören  A"j  B'\  P  auf  t  und  Ä'\  B"\  L  auf  n  ähn- 
lichen Reihen  an.  Im  üebrigen  wird  die  Verbindungslinie  der  Mitten  von 
Ä'Ä"  und  B''B"'  die  Normale  n  in  AT  selbst  schneiden.  ^  , 
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h)  Fig.  22.    Genau  ebenso  einfach  wird  die  Constrnction  für  -^  >  wenn 

man  erst  die  vierte ,  a^  und  Je^  gemeinsame  Tangente  Oo  =  &  construirt.  Es 
geschieht  dies  nach  der  Fussnote  zu  Nr.  1  mit  Fig.  3,  wobei  die  dort  mit 
a,  h  bezeichneten  Tangenten  von  k^  hier  in  t  vereinigt  sind,  mit  P  als 
Schnittpunkt;  die  dort  mit  a\  h'  bezeichneten  Tangenten  vereinigen  sich 
hier  in  t'j  mit  P'  als  Schnittpunkt  u.  s.  f.  Schliesslich  verfabre  man  nach 
Nr.  13  a). 

Ist  nun  aber  J^  eine  Parabel,  so  wird  sie  durch  Äj  a,  a*  und  die 
Tangente  t  bestimmt  sein.  Für  die  Constrnction  von  P  und  p^  ergeben  sich 
namentlich  die  folgenden  Möglichkeiten: 

c)  Man  wende  die  Constrnction  Nr.  13o)  zweimal,  direct  und  in  der 
ümkehrung,  an  (Fig.  23).  Es  schneide  t  die  Tangente  a  in  T'\  daselbst 
errichte  man  auf  t  die  Senkrechte  ^,  welche  die  Normale  m  des  Punktes  A 

in  T*"  schneidet;  auf  dieser  Normalen  m  sei  -^  die  Mitte  zwischen  A  und 

dem  Mittelpunkt  M  von  aK     Eine  erste  Hilfsparabel,   welche  m   in  -p-i 

femer  ^  und  a  berührt,  hat  nach  Früherem  an  ^  den  Berührungspunkt  P*. 
Die  aus  P*  auf  a  gezogene  Senkrechte  triflft  t  in  P^^  darauf  wird  F^T" 

T" P  gemacht  Aus  t^  P^  a^  A  wird  nach  Nr.  13c)  der  Punkt  -5-  direct 
construirt.  _. 

ä)  Fig.  24.    Es  seien  ii,  a,  -q  *  ^  bekannt    Der  eingeführten  Bezeich« 

nung  gemäss  werde  a  von  t  in  T"  geschnitten.  Der  Kreis  vom  Centrum  2, 
welcher  durch  A  geht  und  t  in  T"  berührt,  geht  durch  den  Brennpunkt  F 
der  Parabel.     Ebenso  (Nr.  11)  liegt  F  auf  dem  Kreise  vom  Centrum  1  über 

A  n    A^s  Durchmesser.     Es  ist  damit  F  als  Schnittpunkt  zweier  durch  A 

gehenden  Kreise  eindeutig  bestimmt.  (Man  wird  bemerken ,  dass  der  erstere 
Kreis  den  Durchmesser  T"T"'  besitzt,  dessen  Träger  mit  t^  übereinstimmt.) 
Ein  dritter  Kreis,  vom  Centrum  3,  welcher  durch  F  geht  und  a  in  T" 
berührt,  wird  t  zum  zweiten  Mal  in  /^schneiden.    (Sein  Durchmesser  T"A'" 

fällt  in  a*.)  In  Plege  man  nun  die  Normale  n  und  ziehe  noch  F-^  senk- 
recht zu  FF. 

In  Fig.  24  sind  T^'FT"  und  Ä'^FT"  rechte  Winkel.  Es  liegen  A" 
und  T"',  ebenso  2  und  3,  je  auf  einer  Senkrechten  zu  FT"  (was  für  die 
Construction  von  Ä"  und  P  leicht  benutzt  werden  könnte).  Weiter  sind 
die  Winkel  FFT"  und  AFT"  gleich  dem  ;,ftu8seren'',  von  a  mit  t  ein- 
geschlossenen Winkel;  es  liegen  die  Leitstrahlen  FA  und  FF  orthogonal- 

symmetrisch  in  Bezug  auf  FT".     Die  darauf  Senkrechten  F-^   und 

K  ^ 

F-n   liegen  also  ebenfalls  orthogonal-symmetrisch  zu  FT". 
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IX.  Heber  eiDen  Beweis  des  Fnndamentalsatses  der  Algebra. 

Die  folgende  Mittheilang  bezweckt,  eine  im  28.  Bande  dieser  Zeitschrift 
auf  S.  213  —  215  enthaltene  Arbeit  über  den  Fandamentalsatz  der  Algebra, 
deren  Fehlerhaftigkeit  noch  nicht  bemerkt  worden  zu  sein  scheint,  in  einen 
einwnrfsfreien  Beweis  umzuwandeln. 

Zu  jedem  Werthe  der  Variablen 

es=i0(co8(a  +  i.8inm) 
gehört  ein  eindeutig  bestimmter  Werth  der  Function 

deren  Coefficienten  in  der  Form 

Ak  =  akioo8ak  +  i8inak) 
gegeben  seien.*  Dieser  Werth  von  f{e)  wird  auf  die  bekannte  Art  durch 
einen  Punkt  in  einer  Ebene  dargestellt.  Einer  stetigen  Aenderung  des  Ar- 
gaments  0  entspricht  dann  immer  eine  stetige  Verschiebung  des  Punktes 
f(e).  Führt  man  nun  zwei  Werthe  von  q,  q  und  q\  vermittelst  der  Un- 
gleichungen 

Om  Q''  >  am-l  (»'*"■**  +  am-2  p'"""^  H H  «i p'+  «o» 

«0  >  «1  P"+  «ap"'  +  •  •  •  +  Om  ^"™ 
ein,  dann  gilt  der  Satz: 

Hat  p  den  Werth  q'  und  wftchst  m  dabei  von  einem  beliebigen 

2ä 

Anfangswerthe   (Dq  an  um   — »so  beschreibt  der  Punkt  f(e)  einen 

in 

Bogen  um  den  Nullpunkt  der  Ebene  herum;  hat  dagegen  q  den 
Werth  q'\  so  kann  f{0)  nicht  am  den  Nullpunkt  sich  herumbewegen. 
Der  Beweis  wird  a.  a.  ö.  unter  Benutzung  geometrischer  Hilfsvorstel- 
longen  erbracht ,  welche  sich  in  folgender  Weise  umgehen  lassen.  Wenn  e 
den  absoluten  Werth  g'  hat,  betrachtet  man  f(0)  als  Summe  von  Am0^ 
und  Äm^i0'"~^  +'"  +  ä^0  +  Äq'j  der  letzte  Summand  hat  dann  geringe- 
ren absoluten  Werth  als  der  erste,  woraus  man  leicht  schliessen  kann,  dass 
der  Abstand  des  Punktes  f{0)  vom  Punkte  Jm0^  kleiner  ist  als  derjenige 

2n 
des  Punktes  Afni^  vom  Nullpunkte.    Wenn  10  von  »q  an  um  —  wächst, 

so  beschreibt  der  Punkt  ^mj?*"  einen  vollständigen  Kreis  um  den  Nullpunkt, 
und  der  Punkt  f{0)  muss  sich  deshalb  gleichzeitig  um  den  Nullpunkt  herum - 

*  Die  Bezeichnung  der  genannten  Abhandlung  ist  beibehalten.  ^  j 
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bewegen.  —  Aehnlich  zeigt  man ,  dass  für  q  =  q"  der  Punkt  f{z)  sich  vom 
Punkte  ^Q  nie  um  die  Strecke  a^  entfernen  kann. 

Ein  Umstand  ist  nun  besonders  zu  beachten.     Wenn  g  irgendwie  fixirt 

ist  und  CO  von  einem  beliebigen  Anfangswerthe  an  um  —    wächst,  so  be- 
lli 

rechtigt  nichts  zu  der  Annahme,  dass  das  vom  Punkte  f{g)  beschriebene 
Curvenstück  immer  eine  Schleife  sei.  Aber  der  Verfasser  macht  diese  An- 
nahme wie  etwas  ganz  Selbstverständliches  und  schliesst  daraus:  Weil  die 

2n 

Curve ,   welche  zu  beliebigem   g  und  von  cdq  bis  a>Q  H gehendem  «>  ge- 

hört,  immer  eine  Schleife  ist  und  darum  f(lr  p  =  ^'  den  Nullpunkt  vollstän- 
dig umschliesst,  während  sie  ihn  für  (>  =  g'  nicht  mehr  umschliessen  kann, 
so  muss  sie  bei  ihrer  stetigen  Aenderung,  welche  der  Abnahme  des  g  von 
g'  bis  g"  entspricht,  über  den  Nullpunkt  hinweggehen.  Damit  hält  der  Ver- 
fasser die  Existenz  einer  Wurzel  von  f[z)  =  0  für  bewiesen ;  und  er  sagt 
weiter   etwa  Folgendes:  Wenn  man  diese  Betrachtung  für  jedes  der  m  In- 

.       .,     ^       2»    2n      Alt  2(m  — 1)«       ^      ,      1.    ft.1.  i    j    li 

tervalle   Ü..-  —  i    —  •••  —  >   •••»  — ^ ">  Zn    durchgeführt    denkt, 

tn      m        m  tn 

dann  erkennt  man  die  Existenz  von  genau  m  Wurzeln  von  f{e),  [IrrthOm- 
lich  glaubt  er,  dass  zu  diesem  Schlüsse  der  Satz,  dass  eine  Gleichung  m^'*^ 
Grades  höchstens  m  Wurzeln  haben  könne,  nicht  nöthig  sei;  er  übersieht 
dabei,  dass  jede  der  „Schleifen**  bei  ihrer  Bewegung  wohl  auch  mehrmals 
über  den  Nullpunkt  hinweggehen  könnte.] 

Dass  dieser  „Beweis'*  des  Fundamentalsatzes  fehlerhaft  sein  muss.  ist 
sofort  zu  sehen.  Das  Endergebniss  lässt  sich  nämlich  auch  so  aussprechen: 
Werden  die  Wurzeln  von  f(0)  =  0  durch  Punkte  einer  zweiten  Ebene  dar- 
gestellt, dann  lässt  sich  diese  Ebene  durch  m  vom  Nullpunkt  ausgehende, 
miteinander  gleiche  Winkel  bildende  Strahlen  so  zerlegen,  dass  jeder  Theil 
eine  und  nur  eine  Wurzel  von  f{e)  enthält.  Doppelwurzeln ,  mehrere  reelle 
Wurzeln  desselben  Vorzeichens  u.  A.  widersprechen  aber  diesem  Ergebnisse. 
—  Der  Fehler  der  ganzen  Beweisführung  liegt  in  der  Annahme,  dass  das 
besprochene  Curvenstück  immer  eine  Schleife  sei. 

Die  Untersuchung  lässt  sich  aber  sofort  in  einen  einwurfsfreieu  Beweis 
des  Fundamentalsatzes  der  Algebra  umwandeln,  wenn  man  die  Curve  be- 
trachtet, welche  der  Punkt  f{e)  bei  fixirtem  g  und  von  0  bis  2  n  gehendem 
(o  beschreibt.  Diese  geschlossene  Curve  wird  für  p  =  /  den  Nullpunkt 
der  Ebene  umschliessen  müssen  (in  m  Windungen)  und  für  ^  =  g"  kann  sie 
den  Nullpunkt  nicht  mehr  umschliessen.  Nimmt  also  g  von  g'  bis  g"  ab, 
so  geht  die  Curve  über  den  Nullpunkt  hinweg  (mindestens  einmal,  im  All- 
gemeinen sogar  mindestens  m-mal).  Mit  dem  Nachweis  der  Existenz  einer 
Wurzel  von  f{g)  =  0  aber  ist  der  Fundamentalsatz  der  Algebra  schon  voll- 
kommen bewiesen. 

Die  hiermit  berichtigte  Abhandlung  enthält  übrigens  eine  recht  inter- 
essante   Bestimmung    zweier   Grenzen,    zwischen    denen    <^e   Wurzeln   von 
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f(g)  =  0  ihren  absoluten  Werthen  nach  liegen.  Derartige  Einsohliessnngen 
Bind  schon  yerschiedene  bekannt ;  die  meisten  Werke  über  Algebra  enthalten 
einzelne  und  Gauss  gab  z.  B.  bei  Gelegenheit  seiner  Beweise  des  Funda- 
mentalsatzes  der  Algebra  mehrere  an.     Dahin  gehört  der  Satz: 

Die  Wurzeln  von  f{e)  =  -i«,  J»"  +  ^m-i  ^"^  +  •  •  •  +  -^,  5  +  ^^o  =  0 
liegen  ihren  absoluten  Werthen  nach  unter  der  einzigen  positiy^i  reellen 

Wurzel    von   o»^"*  — ^2  (a,„«i  ^"•"-' H höi^  +  öo)  =  0,  wenn  ajt  den 

absoluten  Werth  von  Ak  angiebt. 

Der  Beweis,  welchen  Gauss  hierfür  gab  (Gauss*  Werke,  III,  S.  76 — 77; 
Baltzer,  Elementarmathematik,  I),  ist  ziemlich  umständlich;  weit  einfacher 
ist  seinem  Beweise  und  seiner  Form  nach  der  folgende  Satz: 

Die  absoluten  Werthe  der  Wurzeln  von 

liegen  unter  oder  doch  nicht  über  der  einzigen  reellen  positiven  Wurzel  von 

und  über  oder  genauer  nicht  unter  der  positiven  Wurzel  von 
0«.  ^"^  +  a«, - 1  p»»-  *  +  • .  •  +  aj  ^  -  Oo  =  0. 

Dieser  Satz  ist  eine  einfache  Folge  der  anfangs  über  g  und  q"  an- 
gestellten einfachen  Betrachtungen.  Der  Beweis  beruht  nur  auf  den  Sätzen 
über  den  absoluten  Werth  einer  Summe  complezer  Grössen  oder  unter  Ver- 
wendung der  geometrischen  Darstellung  einer  Summe  auf  dem  Satze:  Ein 
geschlossenes  Polygon  lässt  sich  aus  gegebenen  Seiten  nicht  zusammensetzen, 
wenn  eine  derselben  grösser  ist  als  die  Summe  aller  übrigen.  —  Beachtens- 
werth  ist  ferner  noch ,  dass  unter  alleiniger  Benutzung  der  absoluten  Werthe 
der  Coefficienten  von  f{e)  sich  ein  kleineres  Intervall  für  die  absoluten 
Werthe  der  Wurzeln  von  f{g)  =  0  überhaupt  nicht  angeben  lässt,  wie  leicht 
za  sehen  ist. 

Zum  Schluss  muss  noch  erwähnt  werden,  dass  der  Grundgedanke  der 
besprochenen  Arbeit  durchaus  nicht  neu  ist.  Schon  in  Bd.  31  von  Cr  eile's 
Journal  gab  Herr  üllherr  zwei  Beweise  für  den  Fundamentalsatz  der  Al- 
gebra, in  denen  gezeigt  wird,  dass  für  to  =  f{z)  =  ^^o  +  ^i  ^  +  •  • '  +  ^»"  ^"* 
diejenige  Curvenschaar  in  der  u^- Ebene,  welche  der  Gesammtheit  aller  Kreise 
um  den  Nullpunkt  der  jer- Ebene  entspricht,  die  tr- Ebene  vollständig  be- 
deckt, dass  also  auch  zu  t<?  =  0  mindestens  ein  Werth  von  5  gehören  muss. 
Diese  Arbeit  und  eine  ähnliche,  aber  sicher  unabhängig  davon  entstandene 
von  Herrn  A.  Schmitz  in  Neuburg  a.  D.  (Zeitschrift  für  das  bajer.  Gjm- 
nasialwesen  XXI,  47 — 49)  sind  nahe  mit  der  hier  berichtigten  Arbeit  ver- 
wandt Weiter  ist  noch  der  Beweis  von  H.  Kinkelin*  (Math.  Annalen  I) 
zu  nennen  und  zu  bemerken,  dass  in  Herrn  Bausenberger's  Werk  über 
periodische   Functionen    sich    der   Uli  herrische   Beweis   im   Wesentlichen 

*  Der  von  Herrn  Netto  im  Jahrb.  üb.  d.  Fortschr.  d.  Math,  erwähnte  schwache 
Punkt  dieses  Beweises  lässt  sich  leicht  umgehen.  /^  i 
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Bezeichnet  man  in  dem  System  der  Adjuncten  drei  in  einer  Yertikal- 
reihe  stehende  Elemente  bez.  mit  otj,  cr^,  otj,  so  ist 

Im  allgemeinen  Falle,  d.  h.  so  lange  u  unbestimmt  ist,  ist  also  ^3  von 
y^  und  y^  abh&ngig,  während  y^  und  y^  voneinander  unabhängig  sind.  Setzt 
man  dagegen  u  =  0,  so  wird  «3  =  0  und  die  letzte  Gleichung  verwandelt 
sich  in  folgende:  ^ 

Dagegen  ist  jetzt  y^  von  ^^  und  y^  ganz  unabhängig.     In  dem  speciellen 
Falle  ist  demnach  das  Gleich  ungssjstem 

yi=0,    .Vj  =  0,    y3  =  l 
lösbar,  in  dem  allgemeinen  Falle  aber  nicht 

Heppenheim  a.  d.  Bergstr.,  im  Febr.  1889.        Dr.  Carl  Schmidt. 


Xn.  Ein  Satz  ans  der  ZaUenlehre. 

Ist  p  eine  Primzahl   >  3,   P  =  1 . 2 . 3 (p  —  1) ,  so  ist 

P      P       P  P 

[KB.    Für  jedes  ungerade  p  ist  bekanntlich  R^O  {modp).] 

P 
Beweis.     Bezeichnen  wir  den  Rest  der  Division  — :p,  wo  a  eine  der 

a 

Zahlen  1,  2,  ...,  jp  — 1  bedeutet,  durch  ra^  so  ist  zunächst  klar,   dass  die 
Reste  r  alle  verschieden  sein  müssen;  denn  wäre  z.  B. 

so  würde 

-=j{modp)  oder   P(a-6)  =  0, 

also,  da  nach  dem  Wilson*schen  Satze  P=  — 1  ist, 

a  — 5=eO,  d.  h.   a  =  5. 
Ferner  ist  P         P  P 


a     p  —  a      a(jp  — a) 
mithin ,   da   a  und  p  —  a  in  p  nicht  aufgehen   können ,   und  ra  und  r^  _ « 
beide  <|)  sind, 

ra+Tp^a^P, 

also 


' p  —  ay      ^p  ^a  —  "~^a 


Schreiben  wir  nun 

P        .         P 


so  erhalten  wir,  wenn  wir  mit  P  multipliciren  und  durch  p  dividiren , 
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*^'-Z—  T  I — r+ör — öT r 


p       1  p-1^2   p-2^  €zi    €±1 

2  2 

=  r,  .rp_i  ^-r,.rp_2^ hfp-i  -fp+i 


2 


-2 


Nach  Obigem  ist 

__p~i  _;>- 1  _p  — 1 

also  ^  "=*  *=' 

2  /  2  ■  2  \  a=p-l 


ösl  ^  »1  =  1  a=l  "^  0=1 

Da    nim   die  .'  —  1   Beste  r  alle  verschieden   und   alle   ^p  sind,   so  ist 
^^    Tt?  =  der  Summe   der  Quadrate  der  Zahlen  1,  2,  3,  ...,  i>  — 1,  d.  h. 

6 
mithin,  da  P=  — 1  (modjp)  ist,  * 

—  =  0  («lodp)   und  jR  =  0  (iwod^),    q.  e.  d. 
P 

Beispiele. 

1)  p  =  5/P  =  24,    B==50  =  2.5«; 

2)  p  =  7,     />=720,    Ä=  1764  =  36.7«. 

Für  p  =  9  haben  wir 

P=  40320,    B  =  109584  =  12176.9, 
wo  12176  den  Factor  9  nicht  enthält. 

Biga.  Staatsrath  Aüoüst  Bibke. 


^(P-1)P^(2^-1)^Q^^^^^ 


TTTT-  Bemerkung  zu  Dr.  W.  Braun*s  Hittheilung:  H^eber  die  Coeffl- 
denten  der  Eugelftmotionen  einer  Veränderlichen"  (S.  314  des  vorigen 

Bandes). 

Ich  möchte  darauf  hinweisen,  dass  sich  im  sechsten,  von  den  Eugel- 
fanctionen  handelnden  Capitel  meiner  „Beiträge  zur  Theorie  der  Functionen. 
Halle  1880"  auf  S.  61  far  die  Eugelfunctionen  Oter  Ordnung  die  Oleichung 

findet,  in  der  ersichtlich  der  aus  Fstcultäten  zusammengesetzte  Ausd: 
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^-(:S)(5)-c;-)(4,) 


2 

ist  Aus  dieser  Oieichnng  ergiebi  sich  hiemach  unmittelbar,  dass  ftir  posi- 
tive ganze  fi  die  Coefficienten  der  Eugelfanction  P*{x)  mittels  des  Factors 
2"  ganzzahlig  werden. 

Berlin,  20.  October  1888.  Lbopold  ScHBNDBii. 


ZIV.  Votiz  zu  dem  Artikel:  „Znr  Lehre  von  den  nnter  unbestimmter 
Form  ersoheinenden  Ausdrücken."* 

Wie  ich  bei  Benutzung  des  genannten  Artikels  sehe,  modificirt  sich  die 
dortige  Oleichung  7)  in  dem<  Falle,  dass  q>^^^{x)  für  a;s=:a  unendlich  wird; 
setzt  man  in  diesem  Falle  nftmlich: 

r    y(^-'>(g)     1       ^ 

L(«-a)ip<»>(«)L^.     ''' 

wobei  a  stets  zwischen  1  und  oo,  einschliesslich  der  Grenzen  liegt,  so  geht 

unter  Beibehaltung  der  dortigen  Bezeichnungen  die  genannte  Gleichung  in 

folgende  über:  ,       .  ^x  ^         ^ 

{an  +  l)va  =  ifm, 

wofür  der  Beweis  zunächst  für  n=  1  und  dann  allgemein  leicht  zu  finden  ist. 

*  Diese  Zeitschrift,  Jahrg.  XXXII  (1887),  8.  878. 

Königsberg,  im  December  1888.  Loüis  Saalschütz« 
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XL 
Ueber  Riemann's  punktirt  unstetige  Fonctioii. 

Von 

Dr.  J.  Frischauf. 


Als  erstes  Beispiel  einer  ponktirt  nnsietigen  und  dabei  integrirbaren 
Function  gilt  die  von  Biemann*  bebandelte 

wo   (jx)  den  Ueberscbnss  von  x  Ober  die  nSchste  ganze  Zahl  bedeutet  mit 
dem  Znsatz,  dass  (a;)  =  0  ist,  wenn  x  in  der  Mitte  zweier  Zahlen  liegt 
Im  Folgenden  mGge  die  allgemeinere  Form 

^  positiv  vorausgesetzt,  untersucht  werden.^ 

um   die  Untersuchung  nicht  zu  unterbrechen,   möge  eine  Bemerkung 
hinsichtlich  der  Summe 

Ä=l  +  — 1— +       4.-1— 

vorausgeschickt  werden.    Grenzwerthe  erhält  man  nach  Dirichlet*^  durch 
Bestimmung  des  Integrals 

a-hnb 


_       rdx      {a  +  nby-f^-a}-" 


a 
a  +  nb 

a 
zerlegt  man  nftmlich  dieses  Integral  in  Theile,  deren  Unterschied  der  Gren- 
zen   die  Grösse   b  beträgt,  so  erhält  man   f&r  den  Theil  von  a  +  rb  bis 
a  +  r  +  1.6 


*  Üeber   die  Daistellbarkeit  einer  Fonction  durch  eine  trigonometrische 
Beihe.    §6.                 t 

^*  Für  f»  =  1  enthält  §  13  einige  Sätze. 

^*^  Yorlesnngen  Über  Zahlentheorie,  Snpplement  II.  Di  richtet  behandelt 
nur  den  Fall  f»>l.  r^  \ 
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b  b 

(a+rby\a+r+l.by 
als  obere  and  untere  Grenze,  und  damit 

also  für  fi=:oo  als  Grenzwerthe  von  8 

Fftr  f<<Cl)  C  =  l  ^'i'*^  daher  8  unendlich  resp.  wie 

6(1-,)    '    6^(«  +  «*)' 
Liegt  die  Zahl  x  zwischen  den  ganzen  Zahlen  a  und  a  +  1»  so  ist  für 

ic-a  =  i:  (a:)=0, 

a;-a>i:  (»)=«— (a+1); 

es  genügt  daher,  in  {nx)  die  Zahl  x  von  0  bis  1  vorauszoBetsen.  Das 
Symbol  (nx)  bleibt  für  jede  Zahl  n  eine  stetige  Fanclion  von  «,  so  lange 
nicht  n  von  der  Form  {2r  +  l)q  und  zugleich  x  in  kleinsten  Zahlen  aus- 
gedrückt in  der  Form  xsss  ^  vorausgesetzt  wird.  Denn  für  einen  solchen 
Werth  von  x  folgt,  für  ltmc  =  0, 


und  ebenso  für  jede  beliebige  ganze  Zahl  r 


{2r  +  l.qx)^0,     (2r  +  l.g.a;-€)  =  +  i,     (2r  +  l  ,g.rr+0  =  - i- 
Ist  0?  irrational,  so  kann  (nx)  nie  Null  werden. 
Betrachtet  man  die  für  f{x)  angesetzte  Reihe  als  eine  unendliche,   so 
erhält  man  folgende  Sätze: 

I.  Für  jeden  rationalen  Werth  von  x  ist  die  Reihe  convergeni 

II.  Für  die  an  x  =  ^  anliegenden  irrationalen  Werthe  von  x  bildet  die 

Reihe   Sprünge,    welche   für   (i'^l   endlich ,    für   f*^l   unendlich 
gross  sind. 

Zu  I.    Ist  x  =  —  in  den  kleinsten  Zahlen  ausgedrückt,  so  sind  sämmt- 

liehe  Zahlen  up,  wo  u  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  mit  den  Zahlen  1, 2, 3,  ...,  g 
nach  dem  Modulus  q  congruent,  es  ist  daher 

(ux)  =     {ux) ,    t*  =     u  {mod.  q) ; 

(tia5)sa  — (üä),    ti  =  — u  (mod.q). 
Die  sämmtlichen  (nx)  der  Reihe  f{x)  lassen  sich  daher  in  Gruppen  von  q 
Gliedern  eintheilen.     Für  q  ungerade  sind  die  von  Null  verschiedenen  Glieder 
einer  jeden  Gruppe  mit  den  Zahlen 
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1  2  , i-l 

q       —  q  —    2g 
Ar  q  gerade  mit  den  Zahlen 

12  2-2 

ohne  Bttcksicht  anf  Ordnung  identisch. 

Ist  0  der  Index  einer  Gruppe ,  so  sind  die  Zahlen  n  einer  Gruppe 
q0  +  aj  qe+h^  ...,  q0  +  q  —  ay  qa  +  q  —  h, 
wo  die  Zahlen  a,  &,  ...,  9— a,  9  — b  mit  den  Zahlen  1,  2,  ...,  </  — 1  ohne 
Bflcksicht  auf  Ordnung  identisch  sind.  Sind  die  Werthe  von  {nx)  für 
n=:qß  +  ay  gg+h,  ...  positiv  a,  ß^  ...,  so  sind  die  Werthe  von  (nx) 
fllr  n^^qg  +  q  —  a,  qe  +  q  —  h^  ...  gleich  den  Zahlen  — a,  — /3,  ...  Die 
Glieder  von  f{x)  der  Gruppe  0  lassen  sich  daher  zusammenfassen  in 
-4,— J?,,  wo  ^  ^ 


Setzt  man  in  B^  statt  9— a,  q^^^^  •••  d  +  ^^i  (ü  +  ^9  •••1  so  werden  sämmt- 
lieh  Brüche  kleiner,  es  ist  daher 

Bm  >At^i. 

Die  Beihe  f{x)  Iftsst  sich  daher  umformen  in  eine  fallende  Beihe  mit  regel- 
mSssigem  Zeichen  Wechsel ,  sie  ist  daher  convergent  Dass  diese  Umformung 
gestattet  ist,  erhellt  daraus,  dass,  im  Falle  für  das  Schlussglied  die  Zahl  n 
nicht  als  ein  Vielfaches  von  q  aufgefasst  wird,  die  restirenden  Glieder  für 
hinreichend  grosse  Werthe  von  fi  verschwindend  klein  werden. 

Zu  IL    Ist  ap  =  n-«  2r  +  l  die  grOsste  in  —  enthaltene  ungerade  Zahl, 

80  wird  für  2tms  =  0 

f(x-.)-f{x)=     gL(^  +  ^  +  ...  +  _l_), 

A»+0-A«)--2^(pr+^+---+(27hj?)' 

welche  Ausdrücke  für  unendlich  grosse  Werthe  von  n,  also  auch  von  r  für 
ft  ^  1  endlich  sind ,  für  f«  <  1   aber  unendlich  werden  wie 


oder,  wegen  l  +  2r  = a,  0<a<2,  wie 


4(l-f)g 
Für  fi=  1  wird  f{x—t)^f(x)  unendlich  wie 
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Aus  der  Formel  fttr  die  Anzahl  aller  mit  2q  relativen  Primsahlen 
p<12q  folgt,  dass  die  Gesammtsumme  der  Sprünge  fOr  alle  Zahlen  g^ 
welche  dieselben  Primzahlen  enthalten,  constant  ist 


Das  Integral  der  Function  f{x)  wird  durch  Integration  der  einzelnen 
Glieder  erhalten. 

1.   Ist  a<\j  so  ist 


0  0 

2.   Ist  i<a<l,  so  ist 


0  0 

_    ,  SO  ist 
^  i  ^ 

f^x)dx=J(x)dx+ßx 

=  Ixdx+I  a 
0  X 


)dx 
X'-l.dx 


0 

a  a 

=  I  xdx  —  jdx 
0  \        , 

2      ^^^        2  2' 

die  Unstetigkeit  von  x  fVüc  x==^  hat  auf  das  Integral  keinen  Einfluss. 
3.   Allgemein  erhält  man  fClr  jede  reelle  Zahl  a 

a 


M-'4- 


0 
wobei  aber  im  Integral  (a)  =  +  ^  zu  setzen  ist,  wenn  a  in  der  Mitte  zweier 

ganzer  Zahlen  liegt.     Das  Integral 

a 

dx 


/(«) 


0 

ist  daher  eine  stetige  Function  yon  a. 
4.  Zur  Bestimmung  von  a 


ßfnx) 


dx 


t  1         ^ 

setze  man  a= — |-^»  ^<— •    Damit  wird 
m  m 

i     1  1 

a       m     m  m       a 
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Wegen 


8j±l 

m 


ß 


m 

wird 


a 

ß 


a  a  mr 

0  t^  .0 

m 
wo  wieder  im  Integrale  (ma)  =  +  ^  zn  setzen  ist,  wenn  ma  in  der  Mitte 
zweier  ganzer  Zahlen  liegt. 

Damit  erhält  man  folgenden  Satz:    Ist 

80  ist 

0 
Dabei  ist  im  Integrale  {ra)  =  ±  ^  fÖr  ra^^* 

Das  Integral  bleibt  fttr  (i^O  endlich,  wenn  n  unendlich  gross  voraus- 
gesetzt wird. 

Aus  der  oben  mitgetheilten  Form  des  Sprunges,  sowie  aus  dem  um- 
stände, dass  für  ?«m.€  =  0  /"(«— «)  —  /'(«)  ™d  /*(«+«)  — A»)  ^  «  =  ^ 
entgegengesetzte  Werthe  annehmen,  erklärt  sich  die  Endlichkeit  des  Inte- 
grals f&r  f*  ^  1  .*  Die  unendlich  grossen  Elemente  des  Integrals  heben  sich 
in  der  Sunune  in  ähnlicher  Weise,  wie  dies  im  Integrale,  durch  welches 
eine  Eugelfunctionenreihe  gegeben  ist,  geschieht. 

Schliesslich  möge  noch  die  Entwickelung  von  (nx)  in  eine  trigonome- 
trische Beihe  folgen. 

Setzt  man 

(nx)  =  Ai8innx  +  Ä^  8in2nx  +  •  •  •» 
80  ist 

1 

Ar=^2  l{nx)sifi 


)sinrnxdx, 
0 


Zerlegt  man   dieses  Integral  in  Theile,    deren  Chrenzenunterschied  —  ist, 
80  wird 


*  In  diesem  Sinne  mnss  die  Bemerkung  Biemann*B  in  §  18  seiner  Abhand- 
lung, betreffend  die  Integrirbarkeit  der  Function  f(x)  fOr  ftsl,  berichtigt  werden. 
Aebnliches  gilt  auch  von  dem  nächeten  Beispiele  dieses  Paragraphen.  ^  j 
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n 


I  {nx)  9mrnx  dx  s=      —  j  (g)9m  —  {s+ß)d0 

= «w— (5+A)  +  :5— jlsm— (»+i)  — stn  —  «I, 


also 


Ist  r  kein  Vielfaches  von  2 n,  so  ist 

Ist  r  =  2an  (a  eine  ganze  Zahl),   so  muss  die  obige  Gosinussumme  direct 
gerechnet  werden;  da  jedes  Glied  dieser  Summe  cos  an  ist,  so  folgt 

an 

Setzt  man 

{nx)  =  BQ  +  B^  co$nx  +  B^co82nx  +  ''»f 

so  erhält  man  ähnlich  wie  bei  der  Sinusreihe 

rn  j^         n  ^  .   '       r*«*  ' 

•=o 

_^2(1— oewrÄ) 


also,  da  für  r  =  2an  die  Sinussumme  Null  wird, 

2» 


V2«n^  J 

vjF&uuooumme  Null  wird, 

(2»  +  l)«(  ^^._(2a  +  I);7~(2«  +  l)«V 
V^**"      2«  / 
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Die  elliptischen  Integrale  dritter  Gktttong,  die  sich  auf 
solche  erster  Gattung  zurückfuhren  lassen. 

Von 

Louis  Saalschütz. 


§1.  Legendre  giebt  in  seinem  grossen  Werke  Trait6  des  fonetions  ellip- 
tiqnes  drei  Werthreihen  für  n  an,  in  denen  das  elliptische  Integral  dritter 
Gattang  /7o(<)o,  n)  sich  auf  die  erste  Gattung  zarttckftlhren' lässi*  Es  ISsst 
sich  jedoch  bei  Befolgung  der  von  ihm  selbst  angewandten  Methode  nach- 
stehender allgemeinerer  Satz  beweisen: 

Wenn  fi  =  — Ä* sin* am a  gesetzt  wird  und: 

a= 

r 

ist,  wobei  m  und  m'  positive  oder  negative  ganze  Zahlen,  r  eine  beliebige 
positive  ganze  Zahl  bedeuten,  so  reducirt  sich  das  Integral  17^(^,11)  [oder 
n(u,a),  wenn  q>  =  amu  ist]  auf  ein  Integral  erster  Gattung  F{q>)  und 
einen  logarithmischen  Summanden. 

Den  Beweis  knüpfen  wir  an  die  a.  a.  0.  hergeleitete  allgemein  giltige 
Formel  an,  welche  sich  auf  die  Yertauschung  von  Argument  und  Parameter 
bezieht  und  in  Jacobi 'scher  Bezeichnungsart  also  lautet: 

1)  /7(u,  a)  =  ir(a,  u)  +  u  Eama  —  a  Eamu. 

Die  Lege ndr ersehen  Grössen  go,  n  und  9  hängen  mit  u  und  a  durch 
die  Gleichungen: 

2)  9>=amt«, 

3)  «  =  — ^«n*ama  =  — Ä;*fitn*6,    0  =  aina 
zusammen. 

Sei  nun  r  eine  ganze  positive  Zahl.  Dann  setzen  wir  in  dem  Additions- 
theorem der  zweiten  Gattung,  nämlich: 

Eam{ra)=^Eafn(r'-la)  +  Eama  —  1^  sinama  sinam{r —l  a)  sinafn{ra\ 
der  Beihe  nach  r  =  2,3,  4,  ...,r  und  addiren  sämmtliche  Gleichungen,  so 
gelangen  wir,  indem 


Chap.  XXIII,  §§  110,  118,  117. 
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4)  V=  —sinafna(sinamasinam(2a)  +sinam(2a) sinain{3a)  +  »-' 

+  sinam(r  —  la)  8inam{ra)) 
gesetzt  wird,  zu  der  Gleichung: 

5)  Eama  =  —  JS7am(r  o)  +  V. 

Setzen  wir  ebenso  in  dem  Additionstheorem  der  dritten  Gattung,   nftmlich 

(in  Jac ob i 'scher  Bezeichnung): 

n(ra,u)  =  il(r^a,  u)  +  n{a,  u) 

.       \  —Jf? sinamu sinama sinafn(r --i a)  ainamira  —  u) 

—  ilog = 

1  +  **  sinamu sinafnasinam{r—l a)  sinam {ra  —  u) 

nacheinander  r  =  2,  3,  4,  ...,r  und  addiren  sämmtliche   Gleichungen,    so 
entsteht,  wenn: 

^^^     ^J.  \+1s^9mamusinainasinafn{h  —  la)8inafn{ha+u) 
ist,  die  Formel:  . 

7)  JI(a,  f*)  =  —  i7(ra,  u)  +  W. 

In  6)  lassen  sich  alle  Grössen  algebraisch  durch  trigonometrische  Func- 
tionen von  Bs=ama  und  g>^afnu  ausdrücken;  fahren  wir  dies  bezüglich 
u  aus,  so  wird,  wenn  grösserer  Kürze  wegen  ««(a),  Cn(a),  ^n{a)  statt 
smama,  cosama^  Jama  etc.  geschrieben  wird: 

g  w-  ^  foj  j^l'1i^($l(ha)'Sn{a)Sn(h-la)Cn(ha)^n(^^ 

^♦^     JLJ^  l'k*(8n(ha)''8n{a)Sn(hAa)Cn{ha)  Jm{ha))8m*(p'k'Js^8m[a)8m{hAa)s„(ha)sinfpca$q*J^ 

Bedeuten  femer  m  und  in  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahlen, 
so  folgen  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  die  Formeln: 
9)  Eam{mK+ifn'K')=-mE  +  im{K'-E')  +  C, 

10)  n{mK+ifnK\u)=={fnK+ifnK')Eamu-mEu 

Die  Grössen  C  und  2>  in  diesen  Formeln  hängen  von  der  Natur  der  Zahlen 
m  und  m   ab;  ist  m  gerade,  m  ungerade,  so  ist: 

11)  C=^[ooi€mdJcm8]^=0f 

12)  2>-*J; 

in  allen  anderen  Füllen  sind  beide  null. 

Hat  nun  a  die  besondere  Bedeutung,  dass: 

13)  ra-=mK+imK' 

ist,  so  können  wir  in  1)  fOr  Eama  und  n{a,u)  die  Werthe  aus  5)  bez. 
7)  einsetzen  und  dann  Eafn{ra)  und  n{ra^u)  durch  die  Gleichungen  9) 
und  10)  ausdrücken.  Dann  hebt  sich  alles  Andere  fort  und  wir  erhalten 
das  einfache  Besultat: 
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14)  j7(u,fl)  =  (7+^)u  +  Tr+^ 
oder  in  Legen dre 'scher  Bezeichnung: 

15)  coteje(n,(g>,n)^Fig>))^[v+^'jF{<p)+[w+jy 

In  dieser  Formel  können  wir,  da  es  sich  nm  unbestimmte  Integrale  handelt, 

den  Constanten  Summanden  —  fortlassen ;  ist  nun  noch  entweder  m  ungerade, 

oder  m  und  m  gleichzeitig  gerade,  so  ist  auch  C=0  und  es  ist  dann, 
wenn  wir: 

sing>=sx 

setzen  und   die  Bezeichnungen  W^  für  die  in  8)   unter  dem  Logarithmus 

stehende  Grösse,  welche  also  eine  algebraische  Function  von  x  ist,  sowie: 

j_t  ,  'i/ö  1   tgd 

welche  beide  Grössen  fllr  x  constant  sind,  einführen: 
*^)     r.  .    ^1  /H=^'/tI  +  ^'^^1'     ä  =  (1--«^*)(1-ä;«x«). 

In  dem  einen  Falle  jedoch,  dass  m  gerade  und  m  ungerade  ist,  kann 
die  Formel  15)  nicht  ohne  Weiteres  angewandt  werden;  nimmt  man  jedoch 
das  letzte  Glied  in  V  und  gleichzeitig  das  einzige,  was  darin  ebenfalls  un- 

Q 

endlich  wird,   mit  —   zusammen,  so  kann  man  diese  Summe  in  der  Art 

r 

darstellen : 

—  sinama  sinam{mK+ifnK'+  ö)  sinam{fnK+i  fnK'+  S  —  a) 

H — cotamö  Jamöi 
r  Ja=o 

Dies  ist: 

smamd  cosatnö  JamSl 

8inamSsinafn{ö  —  ä)  sinamö       j$z=o 

_  l  cosama  Jama 
""  r         sinama 

ako  eine  endliche  Grösse.  Somit  bleibt  also  auch  in  diesem  FaUe  die 
Gleichung  14)  yerwendbar.  —  Die  Fälle  a^£^,  a^K  +  iK\  a^iK'  oder 
f»=  — 1^,  fi(=9~l,  n  =  a)  sind  jedoch  wirkliche  Ausnahmefälle. 

Was  nun  Legendre's  Angaben  betrifft,  so  sagt  er  in  seinem  dritten 
Falle,  es  solle  F{d)  ein  rationaler  aliquoter  Theil  von  F^  oder  K  sein, 
d.  b.  also ,  es  solle 

17)  a^^K 

sein.  —  In  seinem  zweiten  Falle  setzt  er: 
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nnd  verlangt,  dass  F{Q^)  ein  rationaler  aliquoter  Theil  von  K\  etwa  —  K' 
sein  soll.     Setzen  wir  nun  d'=sam{a\  A;'),  so  ist: 

f^    TT' 

a  s=3  — Ä  ; 

ist  nun  auch  gleichzeitig:  ««  .  • 

so  ist:  _    .  jt      /  '  T\ 

daraus  folgt  aber:  •  'i   rr  ,  •!>/ 

•°ti  ,=IÄ±2^±£)£. 

In  seinem  ersten  Falle  endlich  setzt  Legendre: 

und  verlangt,  dass  F{9^,k')  ein  rationaler  aliquoter  Theil  von  k'  .sei|  also, 
wenn  d"=am{a\k')  gesetzt  wird,  dass  etwa 

r 
sein  solle.     Zwischen  a  und  a"  gilt  nun  die  Beziehung: 

cofiam(a\  *')  =  —  &*  sin^ama; 
es  ist  aber  allgemein: 

also  folgt  durch  Vertauschung  von  k  mit  k': 
und  daraus:  , 

19")  «=^:i:*)i^. 

r 

Wie  man  sieht,  subsumiren  sich  die  drei  Bedingungen  17),  18)  und 
19)  unter  die  eine  13),  und  wir  ziehen  nun  noch  den  umgekehrten  Schluss: 
Nur  dann,  wenn  a  die  Form  13)  hat,  Iftsst  sich  iJ^ (<p,fi)  auf  F{g>)  redu- 
ciren« 

Die  DurchfQhrung  selbst  ist  mittels  der  Legendre 'sehen  Formeln, 
abgesehen  von  ganz  einfachen  Fällen  (r  =  2),  äusserst  mühsam  und  wir 
unternehmen  sie  auf  völlig  anderem  Wege. 

§  2.  Wir  benutzen  zu  dem  Zwecke  eine  von  Abel  in  seiner  Abhand- 
lung: Sur  les  transcendentes  elliptiques*  angewandte  Methode.  Seien  P^ 
vnd  Oq  ganze  rationale  Functionen  von  x ,  welche  keinen  gemeinsamen  Factor 
miteinander  haben  mögen,  und,  wie  früher: 

B=(l-«»)(1-*»««), 
sodann : 

20)  i  =  fo^VfAl^. 

*  Chap.  II,  pag.  106  des  II.  Bandes  der  Nouvelle  Edition  tl^)  seiner  Werke. 
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Dann  ist:  p  n  ^^+2( P  ^^^ -0  ^'o)b 


<**  W-Oo*S)}/B 

Wir  führen  non  die  Fanctionen  M  und  N  ein ,  welche  beide  rational 
und  ganz  in  x  sind: 

21)  .r=n,,g+2(p,f-,/^)i., 


22)  N^Po*-Oo*B; 

also: 


Durch  Differentiation  von  22)  bringt  Abel  M  noch  auf  eine  andere 
Form,  nSmlich:  ^p  jv 

34)  Jlf ^^-J!^. 

'o 
Ans  dieser  Gleichung  folgt:  Besitzt  N  irgend  einen  Factor  x—c  zur  etwa 
jpten  Potenz  erhoben ,  so  steckt  er  auch  in  M  zur  p  —  l^**  Potenz  erhoben ; 
hat  femer  Pq  mit  B  einen  Factor  gemeinsam,  so  ist  er,  wie  22)  zeigt,  auch 
in  N  (und  zwar  nur  in  erster  Pot-enz)  enthalten,  aber  auch  in  If,  wie  aus 

21)  oder  24)  zu  ersehen.     In  dem  Quotienten  —  hat  der  Nenner  also  nur 

ungleiche  Factoren,  deren  keiner  in  B  enthalten  ist.  —  Weiter  beweist 

TUT 

Abel,  dass  ^  höchstens  vom  ersten  Orade  sein  kann.  Sei  nämlich  Pvom 
m^°,  0  Yom  n**°  Grade,  so  ist  zu  unterscheiden,  ob: 

fngn  +  2 
ist;  ist  m^ti  +  3,  so  ist  N  vom  2m*^  und   nach  21)  M  höchstens  vom 
«+n  +  3*«",  also  ^  höchstens  vom  n  +  3  — w***,  d.  i.  höchstens  vom  null- 
ten Grade;  wenn  «i^ti  +  1    ist,  so  ist  JV  vom  2n  +  4*«*,  M  höchstens 
vom  f»  +  n  +  3*^,  j=^  vom  m  — ti  — !*•",  d.i.  wieder  höchstens  vom  nullten 

Grade;  ist  endlich  m=sn  +  2y  so  iai  N  vom  2n  +  4*^  oder  einem  geringe- 
ren, etwa  dem  fi**^  Grade;  dann  ist  nach  24)  M  höchstens  vom  (i  +  fn — 1 

TUT 

—  fi=f4  +  l*«,  also  -j=  höchstens  vom  ersten  Grade. 

Jetzt  kommen  wir  zur  Anwendung  dieser  Formeln  und  verlangen ,  dass 

der  Kenner  von  -z^  aus  dem  einen  linearen  Factor  (1+^^)  bestehen  soll; 

um  dies  zu  erreichen,  muss  man  suchen,  P^  und  Qq  so  zu  bestimmen,  dass 
ff"  die  Form  jEr(l  +  ^^)''9  oder  jSr(l-f-^^)''  multiplicirt  mit  einem  in  B  ent- 
haltenen Factor,    der  dann  auch  dem  P  zuertheilt  werden  muss,   erl^t. 

M 

Gelingt  dies,  so  nimmt  dem  Gesagten  zufolge  j=  die  Gestalt  an: 
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N-       1+gx        *^"  2»— l+^a; +"«  +  "•*• 
wobei  r  als  gegeben  zu  denken,  jET,  ^,  a,  (,  ^  ^9  ^1»  ^i  za  bestimmende 
Constanten  sind.     Denken  wir  uns  den  letzteren  Werth  yon  ^  in  23)  ein- 
gesetzt und  dann  integrirt,  so  erhalten  wir  die  Gleichung: 

Das  letzte  Integral  ist  algebraisch  und  liefert  einen  logarithmischen  Aus- 
druck, der  sich  mit  dem  auf  der  rechten  Seite  stehenden  zu  einem  ähnlich 
gebildeten  zusammenziehen  lässt.  Wir  erhalten  eomit  eine  Gleichung  Ton 
folgender  Form: 


25) 


J  {l+gx)yR         'J  J/R  ""P.^Q./R 


Mögen  jetzt  T,  U^  F,  W  vorttbergehend   ganze   gerade   Functionen 
von  X  bedeuten  und  sei: 

setze  ich  dann  in  25):  ^x  statt  x  und  ziehe  die  entstehende  Gleichung 
von  25)  selbst  ab,  so  erhalte  ich: 

26)  2  r ^^— = 

^2A  r—  +  B  i^JT+xU+{V+xW)}/R\\T-xU^(V-^xW)Vm 
'^      U  V^        '       \T+xU'-{V+xW)l/R\\T-xU+(V''xW)yB{ 
Die  Grösse  unter  dem  Logarithmus  hat,  wenn  X  und  T  wieder  ganze  ge- 
rade Functionen  von  x  sind,  deren  Bedeutung  an  sich  klar  ist,  die  Form: 

X+xYt/B. 
X-xTfB' 
es  kann  aber  geschehen ,  dass  sich  X  durch  a^  oder  durch  R  theilen  iSsst; 
heben  wir  dann  den  Bruch  im  ersten  Falle  durch  o?,  im  zweiten  durch  ^^, 
so  wird  der  Coefficient  yon  j/R  eine  gerade  und  das  rationale  Glied  eine 
ungerade  Function  yon  x.    Bezeichnen  wir  also  den  Bruch  mit: 

P^Oj/R 
und  setzen: 

— ^  =  ti, 

so  entsteht  aus  26)  eine  Gleichung  der  Form: 

27)  r        '^     .^  =  Är^ß+B.lag''+^^l. 

J  {l  +  na?)j/R        J/R  "^  P^Qj/R 

wobei  wir  wissen,  dass  von  den  beiden  Functionen  P  und  jß  die  eine  ge- 
rade, die  andere  ungerade  ist,  dass  deshalb  [21)  zufolge]  ilf  eine  gerade 
Function  und  daher  der  Form  nach: 
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N^l  +  nx" 
ist    üebrigens  bemerke  ich  sogleich,  dass  dieselbe  Form  der  Fanction  unter 
dem  Logarithmns  auch  noch  in  anderer  Art  hervorgebracht  werden  kann.* 
Ich  nehme  nun  an,  dass  P  mit  R  keinen  gemeinsamen  Factor  habe, 
verstehe  nnter  r  eine  gegebene  positive  Zahl  und  setze: 

28)  2V=P»-Ö«/?=ff(l  +  nflj«y. 

Dass  1+gx  und  l-^gx  vi  N  gleich  oft  vorkommen  müssen,  folgt  aus  der 
Ableitung  der  Oleichungen  26)  oder  27)  aus  25).  Ist  nämlich,  um  es 
etwas  allgemeiner  zu  sagen: 

und: 

29)'  N=P*-Q*R='Ni.N,. 

§  3.   Ich  nehme  jetzt  zaent  r  als  ungerade  Zahl  (='2p+l)  aü  und 

Die  Annahme  von  P  als  ungerader  Function  ist  willkürlich  und  bedingt  einen 
bestimmten  Charakter  von  n;  die  Form  des  Ausdrucks  von  Q  ergiebt  sich 
dann  yon  selbst.     Setzen  wir  nSmlich  z.  A. : 

80  gebt  die  Gleichung  28)  über  in: 

wir  haben  also  bei  der  Vergleichung  der  Potenzen  von  t  2p  +  2  Gleich- 
angen  für  die  unbekannten  Grössen  m,  J7,  er,  a^,  ...,  o^,  /S^,  ...,  ßp^i^ 
deren  Anzahl  ebenfalls  2p +  2  ist. 

Bei  der  Auflösung  dieser  Gleichungen,  die  nun  den  wesentlichsten 
Theil  der  ganzen  Betrachtung  bildet,  verfahre  ich  in  folgender  Art.  Ich 
dividire  31)  durch  Q^.t  und  führe  die  Bezeichnungen  ein: 

Ä«  =  X,     a  +  a,t  +  ..'  +  iipfP^T,     TiQ^Z, 
H(l  +  n<)^y+i 


32) 


Dadurch  wird  die  genannte  Gleichung: 

33)  Z«  =  ~(l  +  i)  +  A<+Tr. 

Setze   ich  jetzt   i^=^ 1  so    geht  W  fort    und  es   wird,   wenn  ich  der 

**                                                    1 
Kürze  wegen  den  Index  0  an  Stelle  der  Marke  ^  = einführe: 

34)  z^=     n>  +  (l  +  A)n  +  A^      (n  +  i)(n+l) 


^  8.  später  §  6  Gl.  62  und  das  Folgende.  ^  t 
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Difierentüre  ich  nun  die  Gleichnng  33)  2p  -mal  nach  t  und  setie  dann  jedes- 
mal ^8 f  so  Terschwinden  noch  immer  die  Ton  Wabhlngigen  GrOasen 

und  idi  kann  nacheinander  die  GrOsaen: 

Z.Z',,  Z^TT. Z^Z^^X 

raüottal  durch  n  ansdrUcken.  Denke  ich  mir  YorlSofig  dies  geschehen. 
Differentüre  ich  dann  die  Gleichnng: 

qz^T 

ebenfallB  2|?  •  mal ,  so  haben  die  letzten  p  Gleichungen  auf  der  rechten  Seite 
Nullen I  weil  der  p  +  1**  Differentialquotient  von  T  schon  Null  ist,  und 
bilden  ein  lineares  System  Gleichungen  für  Q  und  seine  ersten  p  — 1  Dif- 

ferentialquotien&n.     Eliminirt  man  diese  GrGssen  und  setst  ^  = >    so 

erhSlt  man  die  yerlangte  Gleichung  fOr  n  mit  rationalen  Coefficienten.  Nach 
deren  Auflösung  kann  man  dann  linear  Q  und  seine  Differentialquotienten 

für  <= und  aus  ihnen  nacheinander  die  GrOssen  /Sp-i,  /Sp.jt  •-*^P%^  ßi 

finden  und  schliesslich  aus  den  ersten  p  +  l  Gleichungen  nacheinander  die 
GrOssen  orp,  Op-i,  ...9  er,,  or|,  er. 

Schreiten    wir   nunmehr   zur  Ausführung.      Die   durch   Differentiation 
nach  t  ans  33)  folgenden  Gleichungen  sind: 

2ZZ'=--^  +  X  +  W\     2ZZ"+2Z'^^j+W"  eic., 


und   wenn  man  t  = einsetzt: 

n 


1 


Z,Z\  +  Z\^^^^n^ 

•••••••••••t 

Z„Zo(*'  +  (Ä),Z'o^«*-')  +  (Ä),Z",Zi»-»)  +  ... 
/ (h)t-i Z J* - ') Z(* + »   (Ä  ungerade) \ 

"•"  U(A)»  ^,<*>^,<*»  (»  gerade)  j  =  "  2'»'+'- 

Fahren  vir  nun  die  Function  V'ttCM)  mittels  der  Gleichung: 

35)  Zj*-«Zi»)  =  i^M(f.) 

ein  und  multipliciren  die  voranstebenden  Gleichungen  bezüglich  mit  1,  Zq*^ 
...,  Z^^\  so  erhalten  wir  mit  Rücksicht  auf  34): 
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2*,(n)  +  ^,«{n)t=2.1.2n«(n  +  l)(n+i), 


.2.(-l)*Ä!n«(»+l)*-»(n+X)*-». 


36)  \  2V/2A  W  +  {h\  ^,(n)  v^tt  -2  (n)  + . 

(ä)a-i  ^a_i  (n)  ^jk+ 1 W  (Ä  unger.) 

3 

i(Ä)£t^*(n)*Ä(n)  (Ä  gerade) 

2 

Diese  Gleichungen  zeigen  znnftchst,  dass  die  -^(n)  rationale  ganze  Fonctio 
nen  von  n  sind,  sowie  dass  ^f{n)  vom  zweiten,  ^^(n)  vom  vierten,  ^2A(n) 
Tom  2A**°  Grade  ist^  dass  also  der  Index  den  Grad  bezüglich  n  angiebt. 
Femer  sind  die  ersten  drei: 

♦.(♦»)  =  i(3»*  +  4(l  +  i)«»+6i«»-l»), 

^g(«)=:_|(15»«+36(l  +  i)»*  +  3(8+29i+8i«)«*+60l(l+l)i»> 

+  46i»n«-3i»). 

Die  Coeffioienton  der  hCohsten  Potenz  sind  also:  —  l,  ^-^-^^  —^.1.3.5, 
ODd  der  nullten  Potent :  +1,  — 4^.1,  +^-l>3;  jetzt  kann  man  mittels  des 
Sehlnsses  von  n  anf  n  +  l  nnd,  wenn  man  in  die  Oleichang: 


37)  . 


+y(y +<*)•••(» +*»^  «0  =  (*+y)(«+y +<*)•••  («+y+»^i  <*) 

für  X  nnd  für  y  den  Werth  —  4>  Air  d  den  Werth  —1  nnd  fttr  n  den 
Werth  h  einsetzt,  die  Richtigkeit  der  beiden  angedeuteten  Gesetze  fttr  t^2/k(n) 
beweisen,  wenn  sie  bis^A—sCn)  gelten;  wir  können  demgemSss  schreiben: 

38)  ttt(n)  =  ^^(1.3.6...(2»-l)«"  + 1.3.5...(2Ä-3)i*). 

Ans  der  Gleichung  OZ=T  folgt  dnrch  2p- malige  Differentiation  nnd 
wenn  dann  t  = gesetzt  wird,  folgendes  Sjstem: 


Öo-Z;,«      +(J»),       0'o^o*-"+  — +  (j')i'-i       Oo''-»^'o=2'o'P'; 
<?«^o*+"  +  iP+ 1).  O^o^.*'      +  •  •  •  +  (l'+l)p-i  ö.'"-"^"«  =  0, 

Dnich  Elimination  Ton  ißg,  Q\,  ...,  Q^~^^  ans  den  Gleichungen  40)  folgt: 
Z.fr+«)   (p+l)j  Zo<P)   ...    (p  +  l)p-i  Z"o 


40) 


=  0, 


Zo«P»      (2j)),  ^,l'P-')  ...    (2p),_,  Zo»+«) 
oder,  wenn  man  sftmmtliche  Elemente  der  ersten  Horizontalreihe  mit  22^', 
diejenigen  der  zweiten  mit  2Z^  u.  s.  w.,  die  der  letzten  mit  22^^'»+*  jjaul- 
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tiplicirt  und  sodann  alle  Elemente  der  ersten  Yerticalreihe  mit  Zq^p-\  der 

zweiten  mit  Z^^^^  u.  s.  w.,  die  der  letzten  mit  1: 

*2p+2(n)  (i)+l)i*2|i{n)      (p+l),^p-2(n)  ...  (j)+l)p»t*4(n) 
^2p+4(n)  (jp+2)jV^p+2(n)  [p+2\Hf^p{n)     ...  (l>  +  2)p_i^g(n) 


41) 


-0. 


*4f(w)      (2p)i*4p-2(n)       {2i?)8tf'4p-4(n)     ...  (2/>)p_it(;2p+2(n) 

Dies  ist  die  gesuchte  Gleichung  für  n;   sie  ist,  wie  man  z.  B.  aus  dem 

r*  — 1 
Diagonalglied    erkennt,    vom    (2i)  +  2).p**»    oder    — g"***"  Grade >    wenn 

nicht  etwa  der  Coefficient  der  höchsten  oder  der  nullten  Potenz  von  n 
verschwindet.  Dass  Beides  nicht  der  Fall  ist,  Iftsst  sich  folgendermassen 
darthun.     Zunftchst  darf  man,  wie  leicht  zu  ersehen,  in  der  Determinante 

(—1)* 
41)   alle  Functionen  ^  durch  die  betreffende  in  38)  in  -öäzt  i^^^plicirte 

Klammer  ersetzen;  dann  wird  der  Coefficient  von  n^^+'  die  Determinante: 

1.1.3... (2p+l)  (i^+l)il.3...(2i?-l)...  (p+l)p.il.3 

42) 


I.1.3...(4i>-1)   (2p),1.3...(4j>-3)    ...  (2i>)p.il.3...(2i>+l) 
Nun  ist  aber  für  jedes  ganze  positive  m  und  hi 

1        {m\  (m\       ...       (m)A 

1     (m  +  l)i     («•+!),    ...  (m+l)* 


=  1, 


1     (m  +  l),     (w  +  Ä),  ...    (m+Ä)* 

also  muss  die  Anzahl  der  ungeraden  Glieder  selbst  eine  ungerade  Zahl*  sein. 

Multiplicirt  man  nun  s&mmtliche  Elemente  dieser  Determinante  mit 
beliebigen  ungeraden  Zahlen,  so  muss  das  Resultat  wieder  eine  ungerade 
Zahl  sein;  dies  ist  aber  in  42)  geschehen,  also  kann  deren  Werth  niemals 
Null  sein,  und  aus  demselben  Grunde  auch  nicht  das  von  n  freie  Glied. 
Der  Grad  der  Gleichung  41)  bleibt  also  stets  der  vorhin  angegebene. 

Ist  41)  aufgelöst,  so  folgen  aus  40)  für  ein  bestimmtes  n  die  Verhält- 
nisse Oo•iPo*""^  ß'o  =  öo"'"'*^  •••>  öo*"^^:ßo^"*>  «nd  hieraus  linear  ft, 
ßt^  ...,  ßp^\.  Multiplicirt  man  dann  39)  mit  Z^,  so  folgen  direct  nach- 
einander die  Grössen  op,  orp-i,  ...,  cr^,  «j,  or.  Dann  folgt  noch  direct  aus 
31)  J7a  — 1,  aus  21)  (worin  P,  Q  statt  P^,  Qq  zu  lesen  ist)  M  und  sonach 
die  Gleichung  27)  aus  23).  Welches  Zeichen  vorher  dem  Z^  und  somit  der 
Function  T  und  der  Function  P  ertheilt  wurde,  ist  gleichgiltig;  denn  geht 
P  in  —  P  über,  so  verwandelt  sich: 

log'^±^  in    l^:^±^^^Jog^±^. 

gleichzeitig  aber  auch,  wie  21)  zeigt,  Jtf  in  -^  M\  die  der  Gleichung  23) 
entsprechende : 


*  Diese  Zahl  scheint  Eins  xn  sein. 
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43)  /^^=% 

bleibt  also  nngeändert. 


P+Qj/R 
P-Qj/R 


§  4.  In  §  1  ist  gezeigt  worden,  dass  eine  Gleichung  von  der  Form 
16)  existirt,  ßo  oft  [s.  13)]: 

mK  +  m'iK' 
ö= 

r 

isi     Für  ein  bestimmtes  ungerades  r  zerfallen  diese  Werthe  bezüglich  der 
Wahl  von  m  und  m   in  vier  Classen,  nämlich  derart,  dass: 
sin  I 
L  C05  j  öw(ro)  =  oo,    II  sinaw(ra)  =  0,     III.  005a«i(rö)  =  0, 

^   I  INT.  Jam{ra)  =  0 

ist.  Im  ersten  Falle  sind  solche  Werthe  von  (ra)^  für  welche  sin^ama  alle 
überhaupt  möglichen  voneinander  verschiedenen  Werthe  erhält,  folgende, 
wenn  r  =  2p  +  l  gesetzt  wird : 

Ira  =  (2h  +  l)iK'+2qK  oder  ra  =  (2p  +  l)iK'+2qiK, 
Ä  =  0,  l,2,...,(p-l),  q^^p,  -.(|,-l),...,-],0,+l,...,p, 
g,=  l,2,...,p. 

r*— 1 

Die  Anzahl   derselben   ist  also  p{2p  +  l)+p  =  p(2p-\-2)  oder  — jr— ;   die 

Werthe  für  ra  in  der  zweiten  Classe  erhält  man  durch  Vermehrung  der 
genannten  um  iK\  in  der  dritten  um  K+iK\  in  der  vierten  um  K, 

Ich  gehe  nun  daran,  zu  beweisen,  dass  die  Gleichung  41)  die- 
jenigen Werthe  für  n  liefert,  für  welche,  wenn  n==  —  k*sin^aiina 
gesetzt  wird,  sinam(ra)  =oo  ist.  Nachher  werde  ich  zeigen,  wie  die 
anderen  Fälle  ohne  Auflösung  einer  neuen  Gleichung  sich  auf  diesen  zurück- 
führen lassen. 

Zu  genanntem  Zwecke  untersuchen  wir^  welche  Form  W  in  Gleichung 
16)  und  somit  ^_ 

P+Q/R 

P-Qj/R 

in  Gleichung  27)   in  den  genannten  vier  Classen  haben  mnss.     W^  ist  die 

Grösse,  die  in  den  Gleichungen  6)  oder  8)  unter  dem  Logarithmus  steht; 

wir  theilen  das  Product  in  die  beiden:  Ä  =  2  bis  r  — 1  und  Ä  =  r;  das  erste 

sei   TFj ,   der   letztere  Ausdruck    W^ .     Setzen  wir  in   TT,  [Gl.  8)]  sintps^x 

nod  bezeichnen  mit  an  und  hh  von  x  unabhängige  Grössen,  so  können  wir 

schreiben :  r  -  i  «      /— 

^  ^fjl-aAJ(^x*-hHJi^x/R^ 

*     U  l-akJc^x^-^-hHJf^xyn' 

unter    der    Voraussetzung,     dass    keiner    dieser    Brüche    sich 

darch  j/i  —  a^  x)der   j/l—k'^x^  heben    lasse,   nimmt  das   Product  die 

Form  an:  C^  \ 
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45)  ir+.F>/Ä^ 

wobei  U  und  V  gerade  Functionen  von  x  bedeuten,  so  zwar,  dass  U  sich 
weder  durch  (1— o;*),  noch  durch  (1  — ä*ä*)  theilen  iSsst.  Würde  der  eben 
ausgeschlossene  Fall  bei  einem  oder  mehreren  Brüchen  eintreten,  so  könnte 
hierdurch  die  Form  von  W^  wesentlich  modificirt  werden;  wir  müssen  daher 
die  Berechtigung  unserer  Voraussetzung  beweisen.  Es  ist  also  nachzusehen, 
ob  der  Zähler  (und  auch  der  Nenner)  irgend  eines  Bruches  für  o;  =  +  1 

oder  für  oj  =  +  —  verschwinden  kann.    Wir  nehmen  dazu  die  andere  Form 
—  k 

von  TTi  [aus  01.6)],  bezeichnen  irgend  einen  Zähler  mit  <p(u)  und  setzen, 
dem  «=  +  1  entsprechend,  uss  +  Ä",  dann  ist: 

fp{K)  =  v(— -BT)  =  l  +  Vstnamia)  5tnam(Ä  —  1  a)  —■ jr-^ » 

aber: 

.r — -  .      sinamiha)  cosama  Jama  —  »inama  cosamiha)  Jam{ha) 

stnam{h  —  1  a>  = ~. — .^   .  ^ — ,,    .    .  , 

1  —Ä*  $%n*am(ha)  sinrama 

Setzt  man  diesen  Ausdruck  ein,   so  erhält  man  nach  leichten  Beductionen : 


Da  h  fadchstens  =r  —  l  ist,  so  ist  dieser  Ansdrnck  stets  zweifellos  sowohl 
von  0  wie  von  oo  Terachieden.  Ebenso  ergiebt  sich,  wenn  wir  '=+  -r^« 
also  u=^  +  {K+iK')  setzen: 


dam  (na) 
also  auch  weder  0  noch  oc. 

Wir   kommen    nun    zu  W^  und   betrachten   zuerst  den  unbequemsten 

Fall:  sinafn{ra)  =  cx>]  wir  wenden  uns  wieder  an  die  Form  in  6): 

__  ^  l  —  k^sinamu sinama gtnflm(r  —  1  a)  sinam{ra  —  u) 
1  +  ^  sinamu  sinama  5tfia9ii(r  —  1  a)  sinam{ra  +  u) 

Nach  dem  in  44)  angegebenen  Schema  hat  ra  die  Form:  ra  =  2qK 
+  (2Ä  +  1)*-Är'.  Wir  fügen  nun  noch  die  sehr  kleine  Grösse  8  hinzu  und 
fuhren  die  Abkürzung  Oq  ein,  so  dass  wir  haben: 

T  TT 

Dann  ist: 

1  __  (-l)P-t 


ksinam^ö-a)      ,    .  ^^/         ?1ii1ä^ 
Ä  svnam  i  an o 


sinam{ra^u)  =  (— 1)^- 


1  (-!)»•+' 


ksinam(6  —  u)  ksinaml^  —  ö)    , 
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Somit  wird  der  Zähler  von  W^: 

$inamusinamlaQ'\ — j 


sinamioQ Jsinain{u  —  S) 

Entwickeln   wir   und   behalten   nur   die   erste  Potenz   von    S  bei,    so 

iat  dies:  .  ^  ^         \ 
(cosama^^ama^     cosamu  Aamu\ 

\       sinama^  sinamu      / 

Der  Nenner  von  W^  entsteht  hieraus,   wenn  —  u  an  Stelle  von  u  gesetzt 

wird,    und    daher  wird,    wenn  wir   durch   h  heben  und  dann  ^  =  0,    also 

a^  =  a  setzen: 

cosama  Jama      cosamu  /tamu 

--.  _^        sinama  sinamu 


cosama  /lama  cosamu  Jatnu 

sinama  sinamu 

oder,    wenn    wir  den  ersten   constanten  Summanden  als  c  bezeichnen  und 
wieder  x  für  sinamu  einführen: 

46)  Tr,=?^±i^. 

'      cx-l/R 
Mnltipliciren  wir  diesen  Ausdruck  mit  Wj,  so  erhallen  wir: 

47)  ^  _x{eU+V.R)  +  iU+ex'V)y'H 

'      x{eU+V.R)-{U+c!e'y)}/R 

Ist  zweitens  M«om(ra)  =  0,  so  zeigt  8),  dass  1^3=1  wird;  die  Form 
von   Wi  fällt  also  mit  der  von  TT,  [Gl.  45)]  zusammen ,  d.  h.  es  ist 

48)  iT+.r^^. 

U-xVj/R 
Ist  drittens  cosam{ra)=^Ot  aoiai  sin  am  {ra)=  +  1,  Jam{rtt)=  +1, 
also  nimmt  TT,,  wie  8)  zeigt,  wenn  /'eine  Constante  bedeutet,  die  Form  an: 

^      l-J^i^  +  fxyR 
*      l-l<?3?-fxl/H 
Die  Mnltiplication  mit  TT,  ergiebt: 
49)  T^      {\-V!^{U-^f3?V{\-^))-\-x(fU-\-V{\-l^o^)l/^ 
'      {\-V!i?){U+fi^V(\-x'))-x{fU-Vy(\-W3?))yH 

Ist  endlich  viertens  ^am(ra)=0,  so  ist  h*sm*ama  =  \   und   daher 
wieder  nach  8)  {g  eine  Constante):  _ 

\-3»+gxVR 

'      \-ii?-gxT/R 
'    ^        '      {\-i>^)iU+g!>^V(\-k*a?))-x{gU-\-V[\-s^))VR^  , 
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Kehren  wir  nunmehr  zu  den  Wurzeln  der  Gleichung  41)  zurück.  Wir 
wissen  von  ihnen,  dass  sie  der  Gleichung  27)  oder,  wenn  sie  als  ^Ifsin^atna 
angesehen  werden,  der  Gleichung  15)  entsprechen.  Es  muss  somit  eine 
ganze  positive  Zahl  q  gehen,  derart,  dass  ftlr  am^qd)  einer  der  hesprochenen 
vier  FSlle  eintritt.  Halten  wir  nun  die  dem  P  und  Q  in  30)  gegebene 
Form  mit  den  vier  Ausdrücken  47)  bis  ÖO)  zusammen,  so  sehen  wir,  dass 
sie  mit  47),  aber  mit  keinem  der  anderen  Ausdrücke  coincidirt*  Wir 
schliessen  daraus,  dass  8mam{qa)  =  <x>  ist  Suchen  wir  nun  die  Gleichung 
für  ein  solches  sitfama  auf,  indem  wir  den  Nenner  der  elliptischen  Func- 

P*  — 1 

tionen  von  am^QCk)  gleich  Null  setzen,  so  ist  diese  vom       ^^    **°  Grade 

(für   sm^ama)   und    hat  in  V  rationale  Coefficienten,   wie  dies  auch   bei 

r*  — 1 
Gleichung  41)  der  Fall  ist.     Da  aber  für  sftmmtliche  — ^ —  Wurzeln  der 

Gleichung  41)  sinamQa  etc.  unendlich  sein  muss,  so  muss  q  mindestens 
gleich  r,  also  41)  mit  derjenigen  Gleichung  identisch  sein,  welche  durch 
Nullsetzung  des  Nenners  der  Functionen  sinam{ra)^  ooaamifa)^  Jam(ra) 
entsteht.     Es  ist  also  bewiesen: 

r*  — 1 

1.  dass  die  Gleichung  41)  vermittelst  n  diejenigen  — ^r-  Werthe  von 

sin^ama  liefert,  für  welche  sinafn(ra)  unendlich  ist; 

2.  dass  durch  die  in  30)  gegebenen  Ausdrücke  für  P  und  Q^  deren 
Coefficienten  aus  n  herzuleiten  wir  gelernt  haben,  eine  Gleichung 
27)  hergestellt  werden  kann,  welche  ein  Integral  dritter  Gattung 
mit  dem  Parameter  n  auf  eines  der  ersten  Gattung  zurückführt. 

§  5.  Wir  wollen  nun  die  anderen  drei  Fälle  erledigen,  und  es  soll 
zunächst  n  so  bestimmt  werden,  dass: 

n  =  — Ä;*«n*at»a,    sinam{ra)=^0 

ist,  wobei  r  denselben  Werth  wie  im  vorigen  Paragraphen  haben  soll.  Wir 
stellen  uns  die  Aufgabe,  das  Integral 

7=  / -=  auf  ein  anderes:  7'=  / 

J  {l  +  na^j/B  J  {1  +  nY)  l/R(j,) 

zurückzuführen,  auf  welches  wir  die  bisherigen  Formeln  anwenden  können. 
Da  5inam(ra)  =  0  und  r  eine  ungerade  Zahl  ist,  so  ist: 

Hnam(ra  +  riK*)=^$inam(ra  +  iK')  =  r—. ; — rs=  co. 

k$tnam{ra) 


*  Wollte  man  etwa  den  Ausdruck  47)  durch  Multiplication  von  Zähler  und 
Nenner  mit  VE  den  Ausdrücken  49)  und  60)  Bcbeiubar  ähnlich  machen,  so  wäre 
doch  der  charakteristische  Unterschied ,  dass  in  47)  das  rationale  Glied  sich  durch 
{l  —  x*)(l-k*x^)  theilen  Hesse,  aber  in  49)  nur  durch  (1-Ä*a;*),  in  50)  nur  durch 

(1  -  Ä'). 
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Wir  setzen  also: 

'  I        •    TT*/  '  -Vtt««'  "  A 

a=a  +  »-Br,     n=  —  Ä;*  sw?ama  = r-^ =  —  > 

so  erfüllt  n'  die  vorgeschriebene  Bedingung  und  es  wird: 

j^  r         dx  ^  n'   r Ax^ 

Wir  mttssen  also  sehen,  ob  die  Substitution: 

die  Form  des  Integrals  J'  hervorbringt.     Und  in  der  That  wird: 

wenn: 

52)  Ä(y)  =  (l-y»)(l-*»y«) 

gesetzt  wird,  ebenso  wie  wir: 

53^  I  P(y)  =  y(«+«.y»  +  -  +  «py"'), 

setzen  wollen.     Nun  ist  nach  27): 


51) 


r=^./^^+5.fo,.^(^)  +  ^^*)^'^<*)^ 


VRitf)  i'(y)-ö(y)^Ä(y) 

führen  wir  aber  wieder  x  ein,  so  ist: 

P(3/)±0(3f)VWi 

=jB»^{0  +  yi**+--+yp*"')±a'(«+«.**+-+^P-««"'-*)^Äi. 

worin  y,  i  etc.  Constanten  sind,  die  in  sehr  einfacher  Art  aus  den  bekannten 
"i  <'i>  ßi  ßi  c^-  sich  ergeben.     Setzen  wir  nun: 

^  \  o^x(d+ö^x'+ö^si^+..'+dp^ix^p':^), 

80  entsteht  wieder  eine  Gleichung  der  Form: 

Die  Ausdrücke  P  und  Q  in  54)  bestätigen  und  präcisiren  die  vorher 
anter  48)  gefundene  Form  von  W^  und  wir  könnten  nun  für  eine  selbst- 
siSndige  Behandlung  des  Integrals  J  die  obige  Form  für  P  und  Q  zu  Grunde 
legen. 

Soll  femer  cosam{ra)^=0  sein,  so  ist: 

i»nam(ra +  rJSL  +  riJK'')  =00, 
also  r^  T 
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cos^ama  n  +  k- 

folgUch: 

dann: 

folglich  ist  die  Substitution  angezeigt: 


56)  y*  =  : 


Mit  ihrer  Hilfe  wird: 

Setzen  wir  nun  in  P{y)  und  Q(y)  den  Werth  für  y  aus  Ö6)  ein,  so  wird: 

worin  wieder  die  /  und  die  ^  in  einfacher  rationaler  Art  mit  den  a  und  ß 
zusammenhängen.     Es  wäre  also  zu  setzen: 

Soll  endlich    ^am(ra)  =  0  sein,  so  erhält  man   in  gleicher  Beband- 
lungsweise: 

und  hiermit: 

j  i>-(l-««)(l  +  yia^+...  +  ypa?P). 

Die  Ausdrücke  57)  und  58)  bestätigen  und  präcisiren  wiederum  die  Gleich- 
ungen 49)  und  50).* 

§  6.    Sei  nunmehr  r  eine  gerade  Zahl  ^  2p  und  zuerst  wieder 
sin\ 

008  >am(ra)  =  00. 
/I  ) 
Dann  ist  den  Schlflssen  gemäss,  die  auf  die  Gleichungen  47)  bis  50)  führ- 
ten, die  Form  dieselbe  wie  früher,  und  zwar: 

59^  I  ''  =  «(«  +  «i^  +  «*^  +  ---+«p-ia?''-^, 

60)  N^H{\  +  nx^^P. 

*  In  den  obigen  drei  Fällen  überfahren  wir  also  das  Integral  J7(tt,  a)  in  bex. 
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Die  Grössen  tf;  haben  auch  jetzt  genau  dieselbe  Bedeutung  wie  früher, 
d.  h.  die  ersten  derselben  sind  durch  die  Gleichung  37)  gegeben  und  die 
bpäteren  folgen  aus  ihnen  mittels  der  Gleichung  36).  An  Stelle  der  Gleich- 
ung 41}  tritt  aber  jetzt  folgende: 

*2p+2(»)     {P  +  'l^)i'^2p(n)  (p+l)2*2p-2(«)     ...       (l>  +  l)p-.1^4W 


=  0. 


♦4y-2(w)     (2jp-l)i*4p-4(n)     (2p-l)g1^4p-6(«)    ...    (2p -l)p-|  ^p  (n) 

Sie  ist  vom  2jp.j)**'*  oder  -j^****  Grade  und   ist,   wenn  n ^^^ -- Ji? sin^ ama 

gesetzt  wird,  identisch  mit  der  Gleichung,  der  sin* am a  genügen  muss, 
wenn  die  elliptischen  Functionen  von  am{ra)  unendlich  werden  sollen.  Das 
Alles  folgt  mittels  Schlüsse,  die  mit  den  früheren  ganz  analog  sind. 
Die  Gleichung  61)  lässt  sich  aber  leichter  auflösen.  Denn  führt  man  statt 
X  wieder  h*  ein,  so  l&sst  sie  sich  in  zwei  Factoren  zerlegen,  die  sich  nur 
durch  das  Zeichen  von  Je  voneinander  unterscheiden  und  deren  jeder  also 
nur  vom  Grade  p*  ist.  Die  Berechnung  der  Constanten  a  und  ß  erfolgt 
dann  wieder  so  wie  früher. 

Doch  ist  hier  noch  ein  neuer  umstand  zu  besprechen;  man  kann  näm- 
lich dem  P  und  Q  auch  folgende  Form  geben: 

ßox      1  /',  =  (l-a?)(l-Aja;)((io  +  a,Ä  +  a,a:*  +  ...  +  ap-i«P~^)i 

63)  N^=^H^{l'-x){l-kx)0+na^)P. 

Dass  bei   fest  angenommenem  p  die  Anzahl  der  Gleichungen  mit  der 
Anzahl  der  zu  bestimmenden  Constanten  gleich  ist^  folgt  sofort,  wenn  man: 

64)  P*-Q*B==N,, 
d.  i.  durch  ( 1  —  ä)  ( 1  —  kx)  gehoben : 

65)  (l-a;)(l-M(ao  +  ---  +  «P-i^-')* 

-(l  +  a?)(l  +  M(l  +  ---  +  &p-i»P~0*  =  -ffi(l  +  «»y 
aufstellt;  und   dass  sich  im  Quotient.en  M:N  der  Factor  {\—x)(l  —  kx\ 
forthebt y  ist  in  §  2  bewiesen;  es  bleibt  also  zu  beweisen,  dass  die  jetzige 
Annahme    mit    der    früheren   in    den    Gleichungen  59)    und  60)   im   Ein- 
klang steht. 

Denken    wir  uns  mittels  65)  n  gefunden  und   daraus  die  Gleichung 
entwickelt:       r.         j  /»,  n   i  >^  -»rö 

66)  f ^.l-^^A.f^l  +  Blogf^i±^, 

J  {l  +  nx^j/ß         J,]/ß         ^  P,-Q,yß 

60  können  wir  diese  in  zweifacher  Art  umformen.     Einmal  setze  ich  darin 

—  x  statt  X  und  ziehe  die  entstehende  Gleichung  von  ihr  selbst  ab;  dann 

kommt  unter  den  Logarithmus  ein  Ausdruck  von  der  Form: 

Il{ß  +  ß,x'  +  ß,Sli'  +  .'.  +  ßp-^X^y-^)  +  J/'R.x{a  +  a,x'  + ...  +  ap^^a?P'^) 

B(ß  +  ß,a^  +  ß,a^  +  '-^  +  ß^-xx'''^'^)-yR.x{a  +  a,x^^.^.  +  a^,x^p-^ 
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und   wenn   wir   diesen  Brach  mit  —1  maltipliciren,   durch  ^R  heben  und 
die  Gonstante  log{—\)  anf  die  Integrationsconstante  werfen,  so  erhalten  wir: 

dx 

»X«)  }/R 


67)  2  f 


.  +  B,log' 


=2^  r^i 

Zweitens  multipliciren  wir  die  Gleichung  66)  mit  2;  dann  wird  der 
Ausdruck  unter  dem  Logarithmus: 

68)  IP,  +  Q,Vl? 

_(l-j)(l-<;a;)(o„+-  +  o^.iaf-»)«  +  (l+j!)(l+fca!l{l+--f&^-ia!P-')*+2(an+-)(l+.-)^i 

(l-a;)(l-fc«)(ao+.-+o,-ia»-'/+(l+a;);l  +  Äa!)(l+-+6,,-ia^-')*-2(ao+--)(l+— J?^^ 
und  es  ist:  _ 

69)         2  f.—^^-^2A  r^  +  B.lJ'-d^h\ 
J  {l  +  na^)j/R         JyR  ^V,-Q,Vr) 

Da  die  Gleichungen  67)  und  69)  in  ihren  anderen  Theilen  übereinstimmen, 
80  müssen  auch  die  unter  den  Logarithmen  stehenden  Brüche  gleich  sein, 
und  da  die  Coefficienten  von  yli  dem  Grade  nach  (er  ist  der  2p  — 2^*) 
übereinstimmen,  so  müssen  sie  überhaupt  bis  auf  einen  constanten  Factor 
übereinstimmen,  und  um  denselben  Factor  können  sich  auch  nur  die  an- 
deren rationalen  Summanden  voneinander  unterscheiden.  Dadurch  erhalten 
wir  eine  Reihe  von  Gleichungen,  von  denen  ein  Theil  aussagt,  dass  die 
Coefficienten  der  geraden  Potenzen  in  dem  rationalen  Summanden  in  68) 
und  der  ungeraden  Potenzen  im  Coefficienten  von  ^R  einzeln  =0  sein 
müssen.  Diese  Gleichungen  sind,  wovon  man  sich  leicht  überzeugen  wird, 
äquivalent  mit  folgendem  System: 

70)    p<>'+^  =  °'    ai*  +  V  =  0,    V  +  V  =  0,  ...,  aJ.,  +  6^_.=0; 

Setzen  wir  nun  das  in  67)  oder  68)  von  ^R  freie  Glied  gleich  P^  den 
Coefficienten  von  ^^  gleich  Q,  so  zeigt  67),  dass  wir  die  durch  59)  ge- 
gebene Form  von  P  und  Q  für  r=  2p  wieder  erlangt  haben;  68)  zeigt  aber, 
dass  wir  auch  dieselbe  Gleichung  für  n  wieder  erhalten.  Denn  die  Bedeu- 
tung von  P  und  Q  ist  nach  68)  und  62): 

^  (\^x){l-'kx)      ^     (l-a;)(l-*x) 

Nun  muss  nach  28): 

P«-^«Ä  =  2V'=ff{l  +  naj«)2p 
gesetzt  und  hieraus  durch  Elimination  aller  anderen  Constanten  die  Gleich- 
ung für  n  hergestellt  werden,  welche  dann  zur  Gleichung  61)  wird;  d.  h. 
nach  71)  ist: 
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oder,  wenn  YH  mit  H^  bezeichnet  wird: 

Pj«-ej«Ä  =  Hi(l^ic)(l-M(l  +  na:«)i' 
=  2Vi  [nach  63)]; 
dies  ist  aber  die  Gleichung  64).  Diese  führt  in  den  von  mir  berechneten 
Beispielen  in  der  That  auf  eine  richtige  Gleichung  ftlr  n  und  zwar  vom 
Grade  p^  wie  zu  erwarten  ist;  die  anderen  p^  Wurzeln  für  n  erhält  man 
dann,  wenn  man  in  62)  etc.  statt  des  Factors  Y  —  Jqx  den  Factor  1  +  ^^ 
nimmt.  Doch  gelang  es  mir  noch  nicht,  eine  so  allgemein  giltige  Methode 
zu  ihrer  Auflösung  wie  diejenige,  welche  zu  den  Gleichungen  41)  oder  61) 
führt,  aufzufindeu. 

Sind  die  Grössen  a:/3,  ot^:/?,  .«.,  ^p-^t'ßi  ßi'ß^  ß%'ßf  •••'  ßp-i'ß 
durch  die  andere  Methode  gefunden,  so  kann  man  mittels  der  Gleichung  70) 
und  der  aus  der  Vergleichung  der  anderen  Potenzen  in  67)  und  68)  ent- 
stehenden zunächst  ao  =  »  und  sodann  nacheinander  und  linear  a^,  \\ 
o,,  &2  6^-  finden  (wobei  nur  ein  Theil  der  bezeichneten  Gleichungen  be- 
nutzt wird).  Die  Gleichungen  62)  kann  man  nun  noch  etwas  bestimmter 
folgendermassen  schreiben: 

p  =  (l-a?)(l-Ä;a?).i(l  +  Cia?  +  C8aj«  +  ...  +  ei,-.iicP-0» 
^=  1  — Cia?  +  <^a;*  +  «-«  +  <jp-ia;»''"*. 

Was  noch  die  anderen  Fälle  betrifft,  so  bedarf  derjenige,  in  dem 
5tfiam(2pa)  =  0  sein  soll,  keiner  besonderen  Behandlung;  denn  dies  findet 
statt,  wenn  entweder  sinam{pa),  oder  co8am(pa)^  oder  Jam{pa)  ver- 
Bchwindet,  oder  auch  wenn  diese  drei  Functionen  unendlich  gross  sind. 

Der  Fall  cosam{2pä)  =  0  lässt  sich  durch  die  Substitutionen: 

n'=-(l  +  w)  =  -Ä;'««w«am(iJK:-Ä:'-ta,*'),     ^-^^'j^ 
erledigen;  dies  führt  auf  die  Form: 

/>  =  (l-Ä«««)(l  +  yiir«+...  +  yp-ia:^P-2), 
Q=  xid  +  ö.x'  +  .^.  +  öp^xs?^-^), 

Soll  endlich  Jam{2pa)=iO  sein,  so  muss  man  direct  mit  den  Formen: 
/>=(l-a;*)(l  +  y,a?8  +  ...  +  y^^,^p-2)^ 

m  die  Rechnung  eingehen. 

Auch  konnte  man,  wenn  r  eine  gerade  Zahl  ist^  das  Additionstheorem 
der  Parameter  in  der  Form: 
benutzen.  i2(«.  i«)-^«^  a)-  etc. 

Ob  bei  zusammengesetzten  ungeraden  Zahlen  auch  noch  eine  Form  von 
Pund  Q  analog  62)  ezistirt,  muss  späteren  Untersuchungen  überlassen  bleiben. 

Königsberg,  den  24.  October  1888. 
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XIIL 
LVn  S&tze  über  das  orthogonale  Viereck. 

Von 

Dr.  C.  Beyel 

in  Zarich. 


Hierzu  Taf.  VI. 


A.  Metrische  Beiiehnngen. 

1. 

Wir  gehen  von  einem  Dreieck  ABC  resp.   ahc  aas  (Fig.  1).     J  sei 

der  Schnittpunkt  der  Höhen  des  Dreiecks.     Ihre  Fusspunkte  in  ab c  seien 

resp.  Äij  B^y  Cj.     Dann  beweisen  wir  folgenden  bekannten 

Satz  L   Bilden   wir  bei  den   drei   Höhen  eines  Dreiecks  je   das 

Product    aus    den   Abschnitten,    in   welche   der   Höhen- 

Schnittpunkt   die  Höhen    theilt,    so   ist   dieses  Product 

constant. 

Zum  Beweise  construiren  wir  zwei  Kreise  JSl«*,  Zj*,  welche  die  resp. 
Seiten  a,  &  zu  Durchmessern  haben.  Von  diesen  Kreisen  geht  K^?  durch 
BBy^  CC^;  Kh^  durch  AA^y  CC^.  Beide  Kreise  schneiden  sich  also  in  CC^ . 
Suchen  wir  in  Bezug  auf  dieselben  die  Potenz  des  Punktes  7,  so  ist  JA .  JA^ 
^JG.JCi  =  JB.JB^,  Wir  wollen  die  im  Satze  vorkommende  constante 
Grösse  die  Potenz  von  J  in  Bezug  auf  ABC  nennen.  Dieselbe  ist  negativ, 
gleich  Null  oder  positiv,  je  nachdem  das  Dreieck  ABC  spitzwinklig,  recht- 
winklig oder  stumpfwinklig  ist. 

2. 

Die  Ecken  eines  Dreiecks  bilden  mit  seinem  Höhenschnittpunki  ein 
specielles  Viereck.  Von  seinen  Ecken  liegt  stets  eine  —  J  —  im  Innern 
des  Dreiecks  der  anderen.  Sie  werde  innere  Ecke  des  Vierecks  ge- 
nannt. Im  Gegensatz  zu  ihr  sollen  die  drei  anderen  Ecken  —  ABC  — 
äussere  Ecken  des  Vierecks  heissen.  Die  Geraden  ^ .B,  BC,  CA  und 
07,  AJ^  BJ  sind  gegenüberliegende  Seiten  des  Vierecks.  Wir  unterschei- 
den sie  als  äussere  und  innere  Seiten  und  bezeichnen  sie  mit  c,  a,  &  und 
^11  ^11  ^1*  Die  Schnittpunkte  der  gegenüberliegenden  Seiten  cc,,  aoi^  bh^ 
sind  die  .Diagonalpunkte  C^,  A^,  B^  des  Vierecks.  In  ihnen  treffen  sich 
die  gegenüberliegenden  Seiten  unter  rechtem  WinkeL  Wir  nennen  daher 
das  Viereck  ABCJ  ein  orthogonales. 
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Nach  den  gegebenen  Erklärungen  bilden  je  drei  Ecken  des  orthogonalen 
Vierecks  ABCJ  ein  Dreieck,  für  welches  die  vierte  Ecke  der  Höhenschnitt- 
pankt  ist  Dieser  hat  eine  Potenz  in  Bezug  aaf  jenes  Dreieck«  Wir  unter- 
suchen die  Abhängigkeit  dieser  Potenzen  von  dem  Viereck  ABCJ, 

Zunächst  stellen  wir  die  Werthe  für  die  Potenzen  der  vier  Dreiecke 
ABC,  ABJ,  BCJ  und  ACJ  auf. 

Im  Dreieck  ABC  hiJ  der  HOhenschnittpunkt.  Seine  Potenz  ist  negativ 
und  sei  mit  — jp;^  bezeichnet.  Dann  ergiebt  sich  nach  Satz  I  für  diese 
Potenz : 

Das  Dreieck  ABJ  hat  C  zum  Höhenschnittpunkt.  Seine  Potenz  sei  Pe*. 
Sie  wird  ausgedrückt  durch: 

2)  CA .  CB,  =  CC, .  CJ=  CB.CA^  =pc\ 

Das  Dreieck  BCJ  hat  A  zum  Höhenschniltpunkt.  Seine  Potenz  pa* 
hat  den  Werth: 

3)  AB.  AC,  =  JA^.AJ=^  AC.AB,  ^pa^. 

Das  Dreieck  ACJ  hat  B  zum  Höhenschnittpunkt.    Seine  Potenz  pj?  ist: 

4)  BA.BC^  =  BB^,BJ=^  BC.  BA^  =M 

Addiren  wir  1)  zu  3),  so  folgt: 

JA.JA^+AAi.AJ^'-'Pi^+Pa^=^JA(JAi  +  A^A) 
oder: 

5)  Pa^^P?=^AJ\ 

In  analoger  Weise  erhalten  wir  durch  Addition  von  1)  und  4)  und  1)  und  2): 

p,^^Pi^  =  BJ\    Pc^-p?=^CJ\ 

Addiren  wir  3)  und  4),  so  folgt: 

AB.AC^  +  BA,BC^^Pa^^pi?^AB{AC^  +  C^B) 
oder: 
.   6)  Pa^+Pf?-^AB\ 

In  analoger  Weise  folgt  aus  3)  und  2)  und  aus  2)  und  4): 

Pa^+Pc^^AC^  und  p»«+Pc*  =  -BC'. 
Wir  schliessen  daher: 

Säte  IL   Das  Quadrat  aus  der  Entfernung  zweier  Ecken  eines 
orthogonalen    Vierecks    ist   gleich    der    algebraischen 
Summe  der  Potenzen  dieser  Ecken. 
Snbtrahiren  wir  die  Gleichungen  ö)  und  6)  in  der  Weise  voneinander, 
dass  je  eine  Potenz  wegfällt,  so  folgt: 

7)  i>a*-PA*  =  ^J«-i5J»  =  uiC«-J5C* 
und 

8)  Pa^+pi^^AB^'-'JJ^^AC^-'JCK 

Allgemein  lässt  sich  dies  so  ausdrücken: 
Säte  JII,   Bei  einem  orthogonalen  Viereck  ist  die  Differenz  der 
Potenzen   von   zwei   Ecken   gleich   der   Differenz   der 
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Quadrate  von  denjenigen  Seiten,  welche  durch  diese 
zwei  Ecken  und  eine  dritte  Ecke  gehen. 
Dividiren  wir  3)  durch  1),  so  folgt: 

JA,  JA,  ^-P? 

AA^.AJ'^  Pa* 
oder 


9) 


A^Ä     pj' 


Dividiren  wir  mit  4)  in  3),  so  erbalten  wir: 

AB.AC,  ^Pa* 

BA.BCt       Pi' 

oder 

10)  ^  =  ^. 

Wir  sprechen  dies  dahin  aus: 
Satz  IV.  Die  Potenzen  von  zwei  Ecken  des  orthogonalen  Vier- 
ecks verhalten  sich  ihrem  absoluten  Werthe  nach  wie 
die    Abstände    dieser   Ecken    von    dem    in    ihrer   Seite 
liegenden  Diagonalpunkte. 
Vergleichen  wir  die  Inhalte  der  Dreiecke  B^C  und  BJC,  so  folgt: 
ABAC ^   Ic  ^AA, 
ABJC       b^c^      Ja^' 
Dies  in  9)  eingesetzt,  ergiebt: 

11)  ^=^- 

Analog  finden  wir: 

4=-^    und    ^'=^. 

Dividiren  wir  diese  Gleichungen  paarweise  durcheinander,  so  folgt: 

12)  ^=?li,      ^=?lf. 
Pb^      aW     Pc*      ac/ 

Wir  fassen  11)  und  12)  zusammen  in  den: 
Sat0  F.  Das  Rechteck  aus  zwei  Seiten  eines  orthogonalen  Vier- 
ecks verhält  sich  zu  dem  Rechteck  aus  den  gegenüber- 
^     liegenden  Seiten,   wie  der  absolute  Werth  der  Potenz 
des  Punktes,  in  dem  sich  die  zwei  ersten  Seiten  schnei- 
den,   zum   absoluten  Werthe   der   Potenz    des    Schnitt 
punktes  der  zwei  anderen  Seiten. 
Multipliciren  wir  11)  mit  12),  so  ergiebt  sich: 

13)  ?^«  =  1. 

PbPi       ^ 

Dividiren  wir  11)  durch  12),  so  ist: 

14)  Pg-Pf  ^  Ol 

Pb'Pc       a  ^  j 
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In  Worten  ausgedrückt,  heisst  dies: 
Saie  VI.  Bei  einem  orthogonalen  Viereck  verhält  sich  das  Pro- 
duct  aus  dem  absoluten  Werthe  der  Wurzeln  von  zwei 
Potenzen  zu  dem  der  zwei  anderen,  wie  die  Seite,  auf 
der  die  Ecken  der  zwei  ersten  Potenzen*  liegen,  zur 
gegenüberliegenden  Seite. 

Addiren  wir  die  Gleichungen  ö)  und  6),  so  folgt: 

15)    AJ^  +  BC^=^pa^+pi*+Pc^''P,^  =  BJ^+AC^  =  CJ^  +  ÄB* 

oder: 

Satß  VII,  Die  Summe  der  Quadrate  von  zwei  gegenüberliegen- 
den Seiten  eines  orthogonalen  Vierecks  ist  gleich  der 
Summe  der  Potenzen  der  vier  Ecken. 

3. 

Die  Entwickelungen  von  2  führen  uns  zu  einer  räumlichen  Darstellung 
der  Potenzen  eines  orthogonalen  Vierecks.** 

Wir  gehen  von  drei  Kugeln  aus,  welche  resp.  -^B,  BC,  CA  zu  Durch- 
messern haben.  Jede  dieser  Kugeln  schneidet  die  andere  in  einem  Kreise. 
Die  Ebenen  dieser  Kreise  stehen  zu  der  Ebene  des  Vierecks  senkrecht  und 
gehen  durch  seine  inneren  Seiten.  Folglich  haben  diese  Ebenen  die  Gerade 
gemeinsam,  welche  im  Punkte  J  zur  Ebene  des  Vierecks  senkrecht  steht 
Daher  schneiden  sich  die  drei  Kugeln  in  zwei  Punkten  00*  der  erwähnten 
Senkrechten.  Durch  00*  gehen  die  Kreise,  in  welchen  sich  je  zwei  der 
drei  Kugeln  schneiden,  -^^i,  BB^y  CC^  sind  Durchmesser  dieser  Kreise. 
Also  werden  A^u  BB^y  CC^  von  0  und  0*  aus  unter  rechtem  Winkel 
gesehen.  Mithin  ist  der  Abstand  der  Punkte  00*  von  J  gleich  dem  abso- 
luten Werthe  der  Wurzel  aus  der  Potenz  von  7,  d.  h.  gleich  Pi. 

Verbinden  wir  jetzt  0  oder  O*  mit  den  äusseren  Punkten  des  Vierecks, 
80  bilden  diese  Verbindungslinien  bei  0  oder  O*  eine  rechtwinklige  körper- 
liche Ecke.     Für  die  Längen   ihrer  Kanten   zwischen  0  und  ABC  gelten 
daher  die  Beziehungen,   welche  wir  in  Satz  II  ausgesprochen  haben.     Mit- 
hin stellen  diese  Kantenlängen  PaPbPe  vor.     Wir  sagen  daher: 
Satz  VIIL  Construiren    wir    eine    rechtwinklige    Ecke,    deren 
Kanten  durch  die  äusseren  locken  ABC  eines  ortho- 
gonalen Vierecks  ABCJ  gehen^  so  stellen  die  Längen 
der  Kanten  zwischen   dem  Scheitel  0  der  Ecke  und 
ABC  die  Wurzeln  aus   den  Potenzen  von   ABC  vor. 
Der  Abstand  des  Punktes  0  von  der  Ebene  des  Vier- 
ecks giebt  den  absoluten  Werth  der  Wurzel  aus  der 
Potenz  der  inneren  Ecke  an. 

*  Wir  bezeichnen  hier  —  wie  im  Folgenden  -  stets  der  Kürze  halber  die  Ecke, 
inBezug  aufweiche  die  Potenz  eiuen  bestimmten  Werth  hat,  als  die  Ecke  dieser  Potenz. 

**  Vergl.  meine  Axonometrie  und  Perspective  (Metzler  1887),  S.  3.  ^  t 
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4. 
Mit  Hilfe  der  räumlichen  Darstellung  von  3  drttcken  wir  die  Winkel 
von  ABCJ  aus  (Fig.  1).  Wir  beginnen  mit  dem  Winkel  c,  den  zwei 
äussere  Seiten  BA  und  CA  miteinander  einschliessen.  Zu  seiner  Bestim- 
mung benutzen  wir  die  körperliche  Ecke  mit  dem  Seheitel  A  und  den 
Kanten  ABy  AC  und  AO,  Der  Winkel  an  der  Kante  AO  ist  ein  rechter. 
Daraus  folgt  nach  dem  Cosinussatze: 

1)  cosa^cosBAO.cosCAO^'^'^^  ^'. 

Aß  AC      c.h 

Ist  a,  der  Winkel,  den  zwei  innere  Seiten  JB  und  JC  miteinander  bilden, 
so   ist  C05o  =  — co^ffi,   da  o  +  ai=180^     Berücksichtigen  wir,  dass  nach 

Satz  V   ^=^,   so  folgt: 

2)  «^«-=-^- 

Wenden  wir  uns  zu  dem  Winkel  d,   den  eine  äussere  Seite  AB  mit 
einer  inneren  einschliesst,  so  ist: 

BA       a^c 
Aus  diesen  Beziehungen  schliessen  wir: 

Satg  IX.   Der  Cosinus -eines  Winkels  im  orthogonalen  Viereck 
ist  gleich  der  Potenz  des  Scheitels,  dividirt  durch  das 
Product    dor    zwei    Seiten,    welche   die   Schenkel    des 
Winkels  bilden. 
Wir  gehen  zu  den  Sinus  der  Winkel  über. 
Rechnen  wir  den  Inhalt  des  Dreiecks  ABC  aus,  so  ist: 

a.A  A^ 

Berücksichtigen  wir,  dass  AA^:=^^^  so  folgt: 

^1 

a    pa^ 

sina  = ^  . 

Ol     bc 

Setzen  wir  für  a  den  Werth,  der  sich  aus  14)  von  3  ergiebt,  so  folgt: 


4)  5t«a  = 


Pa-Ph'Pc 


Pi.h.c 
Nun  ist  8ina  =  sina^.    Ersetzen  wir  nach  11)  von  3  6c  dnrch  b^c^J  so  ist: 

5)  ^„„,  =  ^P-^. 

"HA  2 

Für  den  Winkel  8  finden  wir  $in8r= 1.    Für  BA.  können  wir  —  setzen. 

c  '  a 

a  rechnen  wir  aus  14)  von  3  ans.     Dann  folgt: 

6)  ^nJ^^-^*'^''. 
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Aas  4),  5)  und  6)  ergiebt  sich: 
Säte  X.  Bei  einem  orthogonalen  Viereck  erhalten  wir  den 
Sinns  eines  Winkels,  wenn  wir  die  absoluten  Wnrzel- 
werthe  derjenigen  drei  Potenzen  miteinander  multi- 
pliciren,  deren  Ecken  auf  den  Schenkeln  des  Winkels 
liegen,  und  dieses  Product  durch  ein  zweites  dividi- 
ren,  welches  aus  denSchenkeln  desWinkels  und  dem  ab- 
soluten Wurzelwerthe  der  vierten  Potenz  gebildet  ist. 

Dividiren  wir  4)  durch  1),  so  folgt: 

7)  <^«=^*-^^ 


Durch  Division  von  sinß  durch  cosß  und  von  8m d  durch  cosö  ergiebt  sich: 

8)  tgß^^-^^^^ 
nnd  ^''^' 

9)  ^^^=:-^*^. 

Pa^Pe 

Aus  diesen  Gleichungen  lesen  wir: 
Saiz  XI,  Das  Product  aus  den  absoluten  Wurzelwerthen  von 
zwei  Potenzen,  dividirt  durch  dasjenige  der  zwei  an- 
deren Potenzen,  ist  dem  absoluten  Werthe  nach  der 
Tangente  des  Winkels  gleich,  dessen  Schenkel  durch 
die  Ecken  der  zwei  ersten  Potenzen  gehen. 

Dividiren  wir  7)  durch  8),  so  folgt: 

Es  gilt  daher  allgemein: 
S(Ü0  XII.   Bei  einem  orthogonalen  Viereck  ist  das  Product  aus 
der    Tangente   eines    Winkels   in    die    Potenz    seines 
Scheitels  constant 

5. 

Wir  benutzen  die  Entwickelungen  von  4,  um  einige  weitere  SStze  für 
das  orthogonale  Viereck  aufzustellen.  Zunächst  berechnen  wir  den  Inhalt 
der  vier  Dreiecke,  aus  denen  das  orthogonale  Viereck  besteht.  Sei  Jabe  der 
lohalt  des  Dreiecks  .4BC^  so  ist: 

1\                                            T                ^'^    ^^             Pa-Ph-Pe 
i)  .    e/a6c  =  — n~^**«   = 2 

Bezeichnen  wir  mit  Jaio  den  Inhalt  von  AJCy  so  ist: 

9\  T       —  ^'^1^-^  PhPe-Pi 

2)  j^^^^^-sma,^—^^ 

In  analoger  Weise  erhalten  wir  die  Inhalte  von  AJB  und  BJC,     Wir 
scbliessen  daher: 
Säte  XIIL  Der  Inhalt  eines  Dreiecks  ist  gleich  dem  Product 

aus    den    absoluten    Wurzelwerthen    der    Potefrren^^T^ 
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seiner  Ecken,   dividirt  durch  den  halben  absoluten 
Warzelwerth  der  Potenz  des  Höhenschnittpunktes. 
Aus  diesen  Inhalten  lässt  sich  eine  Abhängigkeit  zwischen  den  Poten- 
zen des   orthogonalen  Vierecks  ableiten.     Wir   können  nämlich  J^he  durch 
Summation  der  Inhalte  von  BJC^  BJA  und  CJA  finden.     Setzen  wir  den 
so  bestimmten  Inhalt  dem  in  1)  berechneten  gleich,  so  folgt: 

d.  h.: 

Satz  XIV.  Bei  einem  orthogonalen  Viereck  ist  die  Summe  aus 

den   reciproken  Werthen  der  Potenzen  von  den  drei 

äusseren  Ecken    gleich    dem    reciproken   absoluten 

Werthe  der  Potenz  der  inneren  Ecke.* 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  Dreieck  ÄiB^C^  der  Diagonalpunkte. 

Die  Entfernang  Ton  zwei  Diagonalpunkten  /^j,  jB|  erhalten  wir,  indem 

wir  für  das  Kreisviereck  A^JB^C  den  Ptolemäischen  Satz  anwenden.    Nach 

demselben  ist: 

A^B^.  JC^  CB^.JAi  +  B^J.  J^a 
Daraus  folgt: 

4)  J,B,=='-^  =  ccosy. 

Wir  finden  somit  die  Entfernung  von  zwei  Diagonal  punkten  des  ortho 

gonalen  Vierecks  nach  folgendem: 

Satz  XV,  Multipliciren  wir  eine  äussere  Seite  des  orthogona- 
len Vierecks  mit  dem  Cosinus  des  gegenüberliegen- 
den Winkels,  so  giebt  das  Product  die  Entfernung 
derjenigen  Diagonalpunkte  des  Vierecks  an,  welche 
auf  den  zwei  anderen  äusseren  Seiten  liegen. 

B.  Die  Potenxkreise  des  orthogonalen  Vierecks. 

6. 
Wir  beschreiben  nun  aus  den  Ecken  des  orthogonalen  Vierecks  JBCJ 
mit  den  resp.  Radien  pa^  Pt^  Pa  Pi  Kreise.    Wir  nennen  dieselben  Potenz- 
k reise**   der  Ecken   ABCJ  und   untersuchen   die  gegenseitige  Lage   der 
Kreise  (Fig.  2  u.  3). 


*  Hoff  mann,  Zeitschrift  f.  mathem.  u.  naturwissenschafbl.  Unterricht.  Jahr- 
gang XIX  S.  98,  Aufg.  753. 

**  Vergl.  Townsend,  Ghapters  of  the  modern  geometry  of  the  point,  line 
and  circle.  1863.  Vol.  I  pag.  221.  Townsend  nennt  einen  solchen  Kreis  „the 
polar  cirde  of  Ihe  triangle".  Derselbe  Ausdruck  findet  sich  in  einer  Abhandlung 
von  Walker,  Demonstration  of  some  known  geometrical  theorems.  Quarterly 
Journal  of  pure  and  applied  mathematics.  Vol.  8,  Jahrg.  1867.  (Diese  Notiz  ver- 
danke ich  bestens  Herrn  Prof.  Lieber.)  Der  Auedmek  Potenzkreis  scheint  mir 
durch  den  Gedankengang  gegeben  zu  sein,  den  meine  AbhandKng  verfolgt. 
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Den  Potenzkreis  P^  des  Panktes  /  erhalten  wir,  indem  wir  über  AA^ 
einen  Kreis  K^  zeichnen;  in  J  errichten  wir  eine  Senkrechte  zn  ^.^^ ,  welche 
£«'  in  0  treffe  (Fig.  2).  Dann  ist  /O  der  Badias  des  Kreises  Pf.  A  0 
ist  nach  Satz  11  der  Badins  Yon  Pj.  Benatzen  wir  zur  Constmction  Yon 
Pf  die  Kreise  über  BB^^  OC^^  so  gelangen  wir  zugleich  zu  den  Potenz- 
kreisen Pi?^  Pf.     Wir  schliessen  daher: 

Sabs  XVI.  Die  Potenzkreise  einer  inneren  und  Süsseren  Ecke 
des  orthogonalen  Vierecks  schneiden  sich  auf  einer 
Geraden,    welche   in   der  inneren  Ecke  zur  Verbin- 
dungslinie beider  Ecken  senkrecht  steht. 
Wir  wenden  uns  zu  zwei  äusseren  Ecken  iiJ?  des  Vierecks.     Zwischen 
ihnen  liegt  der  Diagonalpunkt  C^.    um  die  Potenzkreise  von  A  und  B  zu 
bestimmen,    bemerken    wir,    dass    nach    Definition:    AC^.AB^p^    und 
BO^.BAsspif,     Wir  construiren  diese  Belation,  indem  wir  über  AB  einen 
Kreis  beschreiben  und  denselben  mit  der  Geraden  C^  0  schneiden.   Verbinden 
wir  einen  dieser  Schnittpunkte  mit  A  und  B,  so  stellen  die  Lftngen  der 
Verbindungslinien  resp.  Pa  und  pkf  d«  h.  die  Badien  der  Potenzkreise  Pa^, 
Pf  vor.     Führen  wir  eine  analoge  Schlussweise  für  die  Potenzkreise  der 
Ecken  BC  und  CA  durch,  so  gelangen  wir  zu  folgendem: 
S€ft0  XVII.  Die  Kreise  über  zwei  Süsseren  Seiten  des  orthogo- 
nalen Vierecks  ABCJ  schneiden  aus  ihren  gegen- 
überliegenden inneren  Seiten  je  zwei  Punkte  vom 
Potenzkreise  der  Ecke,  welche  den  zwei  Susseren 
Seiten  gemeinsam  ist  (Fig.  3). 
Nach  diesem  Satze  schneiden  die  drei  Kreise  über  den  Susseren  Seiten    - 
des  Vierecks    aus    den    gegenüberliegenden   inneren    Seiten   sechs  Punkte, 
welche  dreimal  zu  vieren  auf  den  Potenzkreisen  der  Süsseren  Ecken  liegen. 
Wir  nennen  diese  sechs  Punkte  die  Potenzkreisschnittpunkte.     Je 
xwei  von  ihnen  auf  einer  inneren  Seite  sind  zur  gegenüberliegenden  Susse- 
ren Seite  orthogonal  symmetrisch.    Von  einem  solchen  Paare  liegt  der  eine 
Pankt   im  Innern,   der   andere   ausserhalb   des  Dreiecks  ABO.     Damach 
nnterscheiden  wir  diese  Punkte  als  innere  und  Süssere  Potenzkreis- 
achnittpunkte*     Die  auf  a^  liegenden  bezeichnen  wir  mit  Z^,  £«.     Die 
Potenzkreisschnittpunkte  in  5}  seien  Mi  und  M^.     Die  Potenzkreisschnitt- 
punkte  in  C|  endlich  seien  mit  Ni  und  Na  bezeichnet.    X| ,  Miy  N^  sind  die 
drei  inneren,  X«,  Jf«,  Na  die  drei  Susseren  Potenzkreisschnittpunkte. 

7. 

Wir  leiten  einige  Beziehungen  für  die  Potenzkreisschnitt- 
pnnkte  ab,  indem  wir  in  anderer  Weise  als  in  3  die  Potenzen  auf  den 
Baum  übertragen. 

Wir  errichten  in  den  Ecken  des  orthogonalen  Vierecks  zu  seiner  Ebene 
Senkrechte.     Auf  den  Senkrechten  in  ABO  tragen  wir  nach  ^®^^^°(^>^qT^ 
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der  Ebene  die  resp.  Längen  pa^  Ph^  Pc  ab.  ?«>  Pb^  Pe  seien  die  Cnd- 
punkte,  welche  auf  einer  Seite  der  Ebene  liegen.  P«*,  Pf,*^  Pe*  seien  die 
Endpunkte  auf  der  andern  Seite.  Auf  der  Senkrechten  in  J  tragen  wir 
nach  einer  Seite  die  Länge  pi  ab.     0  sei  der  Endpunkt. 

Jetxt  projiciren  wir  aus  0  die  Punkte  r«,  P»,  Pe  QxmI  P«^  P**,  Pc* 
auf  die  Ebene  des  Vierecks.  Dann  können  wir  beweisen,  dass  diese  Pro- 
jectionen  die  Potenzkreisschnittpunkte  sind.  Wir  fahren  diesen  Beweis  fdr 
die  Potenzkreisschnittpunkte,  weichet  in  der  Ebene  ÄOÄ^  liegen  und  um 
Äi  0  Yon  ^1  entfernt  sind  (Fig.  4).  In  der  erwähnten  Ebene  liegt  die  Gre- 
rade  OPa*^  welche  Aij4  im  Punkte  Li  schneide.  Nun  ist  JOs=p^T=:  jp^*. 
Daraus  folgt :  LJPa*O^LJO  P«*.  Ferner  ist  LAPa*O^L  P*OJ.  Folg- 
lich halbirt  OP«*  den  Winkel  ^0/.  Bemerken  wir,  dass  ^0.#JS=90^  so 
muss  ^OXtf=:90^-^OP.*  =  90<>-P.*OJ=Oirf^  sein.  Mithin  ist 
A^O^^A^Li^  Also  ist  in  der  That  der  Schnittpunkt  von  OP^*  mit  Aji^ 
ein  Potenzkreisschnittpunkt. 

Verbinden  wir  0  mit  P«,  so  ist  diese  Gerade  die  zweite  Halbimngs- 
linie  des  Winkels  AOJ  und  schneidet  die  Ebene  des  Vierecks  in  La%  d.  h. 
im  zweiten  der  Potenzkreisschnittpunkte  auf  a^.  Aus  dieser  Darstellung 
ziehen  wir  einige  Schlfisse  über  die  gegenseitige  Lage  von  Lt^  L^,  A  liegt 
in  der  Mitte  Yon  P«  und  P«*.  Also  bildet  ^  mit  P«Pa*  eine  harmonische 
Oruppe,  deren  vierter  Punkt  unendlich  fern  liegt.  Projiciren  wir  diese 
Oruppe  aus  0  auf  die  Ebene  des  Vierecks ,  so  erhalten  wir  die  harmonische 
Gruppe  AJLaLi,  Anders  ausgedrückt  heisst  dies:  Die  Geraden  OL«,  OLt 
sind  Doppelstrahlen  einer  Involution,  für  welche  OA  und  OJ  ein  Paar  ist. 
Dieses  bildet  mit  den  Doppelstrahlen  gleiche  Winkel.  Also  ist  jedes  Ge- 
radenpaar, welches  mit  den  Doppelstrahlen  gleiche  Winkel  bildet,  ein  Paar 
der  Involution.  Wir  heben  dasjenige  hervor,  dessen  Strahlen  in  0  resp. 
zu  OA  und  OJ  senkrecht  stehen.  Der  erste  Strahl  dieses  Paares  schneidet 
die  Ebene  des  Vierecks  in  Ay^.  Der  zweite  ist  zu  der  Ebene  des  Vierecks 
parallel.  Mithin  ist  A^  Mittelpunkt  der  Involution,  welche  LaLi  zu  Dop- 
pelpunkten und  AJ  zvi  einem  Paare  hat.  Wir  sagen  daher: 
Satz  XVIIL  Die  zwei  Potenzkreisschnittpunkte  auf  einer  in- 
neren Seite  eines  orthogonalen  Vierecks  sind  Dop- 
pelpunkte einer  Involution,  für  welche  die  Ecken 
ein  Paar  und  der  Diagonalpunkt  der  Seite  Mittel- 
punkt ist. 

8. 
Die  räumliche  Darstellung  von  7  führt  uns  zu  weiteren  Eigenschaften 
der  Potenzkreisschnittpunkte.  Die  Geraden  Li  Mi  und  LaMa  sind  die 
Schnittlinien  der  Ebenen  Pa*Pb*0  und  P«  P^O  mit  der  Ebene  des  Vierecks. 
Diese  drei  Ebenen  schneiden  sich  in  einem  Punkte  Sa  von  c  Folglich 
schneiden  sich  Li  Mi  und  LaMa  in  Sa.     Die  Geraden  Z^iH^und  Z^  3£r  sind 
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die  Schnittlmieii  der  Ebenen  P^*  PbO  und  PaPb*0  mit  der  Ebene  des  Vier- 
ecks. Auch  diese  drei  Ebenen  schneiden  sich  in  einem  Punkte  8i  von  o. 
Mithin  treffen  sich  die  Geraden  LiMa  und  L^Mt  in  8i  (Fig.  3). 

In  analoger  Weise  schliessen  wir,  dass  sich  Mi  Ni  und  Ma  Na  in  einem 
Punkte  0^  Yon  a  schneiden.  Die  Geraden  Mi  Na  und  Ma  Ni  treffen  sich  in 
einem  Punkte  Qi  Yon  o.  Endlich  schneiden  sieh  die  Geraden  LiNi  und 
La  Na  in  einem  Punkte  Ba  von  h  und  Li  Na,  NiLa  in  einem  Punkte  Ri. 
Femer  lesen  wir  aus  der  rSumlichen  Darstellung,  dass  P^^^Pb*  P^  eine  Ebene 
bestimmen»  deren  Schnittlinie  g  mit  der  Ebene  des  Vierecks  die  drei  Punkte 
0.,  Ä<,,  8a  enthalt.  Eine  weitere  Ebene  wird  durch  die  Punkte  P«*,  P**,  P^ 
bestimmt  Sie  schneidet  die  Ebene  des  Vierecks  in  einer  Geraden  5,  welche 
die  Punkte  8ay  Qt,  Bt  enthält.  Die  Ebene  Ph*Pe*Pa  triffb  die  Ebene  des 
Vierecks  in  einer  Geraden  q^  auf  der  Q«»  -K,»  8i  liegen.  Die  Ebene 
Pa*Pc*Pk  schneidet  aus  der  Ebene  des  Vierecks  eine  Gerade  r,  welche  die 
Punkte  Ra,  Qi,  8i  enthalt. 

Wir  fassen  das  Bewiesene  dahin  zusammen: 
Säte  XIX.    Vier  PotenzkreisschnittpunktCi  welche  auf  zwei  in- 
neren Seiten    eines    orthogonalen  Vierecks   liegen, 
bilden   ein  neues  Viereck,   fttr  welches  die  den  in- 
neren Seiten  anliegende  äussere  Seite  eine  Diago- 
nale ist. 
Wir  erhalten  nach  diesem  Satze  die  sechs  Potenzkreisschnittpunkte  in 
drei  Vierecke  geordnet  und  sagen  Ton  ihnen: 

jSo&ep  XX,   Die  sechs  Potenzkreisschnittpunkte  bilden  drei  Vier- 
ecke, welche  die  innere  Ecke  des  orthogonalen  Vier- 
ecks zum  gemeinsamen  Diagonalpunkte  haben.     Die 
übrigen     sechs    Diagonalpunkte    liegen    viermal    zu 
dreien   auf  den   Seiten   eines  Vierseits,    für   welches 
die   äusseren   Seiten   des   orthogonalen   Vierecks   die 
Diagonalen    und   die   Süsseren   Ecken   die   Diagonal- 
punkte sind. 
Zur  gegenseitigen  Lage  der  Punktepaare  QiQa\^^a>  8i8a  bemerken 
wir   noch,    dass   diese  Paare   durch   die  äusseren  Ecken  des  orthogonalen 
Vierecks  harmonisch   getrennt  werden.     Folglich  liegt  von  diesen  Paaren 
stets  der  eine  Punkt  zwischen  den  resp.  Ecken  des  Vierecks,  der  andere  ausser- 
halb.   Wir  deuten  diese  Unterscheidung  durch  die  Indices  i  und  a  an.    Das 
Vierseit  gqrs   nennen  wir  Potenzvierseit*  des   orthogonalen  Vierecks 
ABCJ. 

9. 
Die  Potenzkreisschnittpunkte  und  die  sechs  Ecken  des  Potenzvierseits 
lassen  sich  von  einem  gemeinsamen  Gesichtspunkte  aus  betrachten. 


*  In  Fig.  8  sind  die  Seiten  dieses  Vieraeite  doppelt  gezogen. 
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Wir  zeigten  oben,  dass  die  (jeraden  OPa  ^uid  OP^  ans  der  Ebene 
des  Vierecks  ABCJ  die  Punkte  Z<,  La  schneiden.  Nun  ist  PaP^  parallel 
zu  OJ.  Femer  ist  AP^^AP^^pa  nnd  OJ^pi,  Mithin  theilen  die 
Punkte  Li,  La  die  Strecke  AJ  im  VerhSltniss  "^ Pa*Pi»  Daraus  folg^ 
dass  Li^  La  der  innere  und  äussere  Aehnlichkeitspunkt  der  Potenzkreiae 
Yon  A  und  /  sind. 

unter  8  haben  wir  gesehen,  dass  0«»  Qi  cüe  Schnittpunkte  der  Ebenen 
PhPc*0  und  PhPeO  mit  a  waren.  Folglich  treffen  die  Geraden  P^Pe*  ^and 
P^JPo  die  Linie  a  resp.  in  QtQa*  Weil  aber  BPh  parallel  zu  PtPe*  ist 
und  weil  BPk=^P^t  CPf^^Pt^CPc*^  so  müssen  die  Punkte  Qa%  Qi  die 
Strecke  jBC7  im  Verhältniss  ^Phip^  theüen.  Also  sind  Qa^  Qi  der  äussere 
und  innere  Aehnlichkeitspunkt  der  Potenzkreise  Yon  B  und  C. 

Eine  ähnliche  Schlussweise  gilt  ftür  die  flbrigen  Potenzkreisschnittpunkte 
und  die  übrigen  Ecken  des  Potenzvierseits.  Wir  können  daher  aus  den  in 
8  bewiesenen  Sätzen  folgende  neue  ableiten: 

Satz  XXL  Die  Aehnlichkeitspunkte  zwischen  den  Potenzkrei- 
sen einer  inneren  und  äusseren  Ecke  des  orthogo- 
nalen Vierecks  liegen  auf  den  Potenzkreisen  der 
zwei  anderen  Ecken. 

Saiß  XXIL  Die  gleichnamigen  (d.  h.  äusseren  oder  inneren)  Aehn- 
lichkeitspunkte zwischen  dem  Potenzkreis  der  in- 
neren Ecke  und  den  Potenzkreisen  von  zwei  äusse- 
ren Ecken  liegen  mit  dem  äusseren  Aehnlich- 
keitspunkte der  letzteren  Potenzkreise  in  einer 
Geraden. 

Der  äussere  Aehnlichkeitspunkt  zwischen  dem 
Potenzkreis  der  inneren  Ecke  und  dem  einer  äusse- 
renEcke  und  der  innere  Aehnlichkeitspunkt  zwischen 
dem  Potenzkreis  einer  zweiten  äusseren  und  dem 
der  inneren  Ecke  liegt  mit  dem  inneren  Aehnlich- 
keitspunkt der  Potenzkreise  der  erwähnten  zwei 
äusseren  Ecken  in  einer  Geraden. 

Die  äusseren  Aehnlichkeitspunkte   der  Potenz- 
kreise  der  drei  äusseren  Ecken  liegen  in  einer  Ge- 
raden.     Der    äussere    Aehnlichkeitspunkt    der    Po- 
tenzkreise   von  zwei  äusseren  Ecken  liegt   mit  den 
.zwei    inneren  Aehnlichkeitspunkten   dieser  Potenz- 
kreise  und   des  Potenzkreises   der   dritten  äusseren 
Ecke  in  einer  Geraden. 
Nach  diesem  Satze  gehen  durch  jeden  der  zwölf  Aehnlichkeitspunkte 
Tier  Gerade,  welche  je  zwei  weitere  Aehnlichkeitspunkte  enthalten. 
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10. 

Wir  construiren  jetzt  eine  Kugel  K^^  welche  A  zum  Mittelpunkte  und 
Pa  zum  Badius  hat.     Sie  schneidet  die  Ebene  des  Vierecks  im  Potenzkreise 
T^  Yon  A.    Sie  geht  durch  0  und  wird  in  diesem  Punkte  von  der  Ebene 
OBC  bertthrt,   weil  diese  Ebene  zu  OA  senkrecht  steht.     X  sei  ein  belie- 
biger Punkt  Yon  BG.     Seine  Potenz  in  Bezug  auf  die  Kugel  K^  ist  gleich 
dem  Quadrate  der  Tangenten  an  K^.    Eine  dieser  Tangenten  ist  die  Linie 
XO,  welche  den  Lftngen  X/y,-  und  XZa  gleich  ist.     Zwei  weitere  Tangen- 
ten berflhren  den  Kreis  'P^,     Auch  ihre  LSngen  sind  gleich  XZ|,  XX«. 
Folglich   liegen    die  Berührungspunkte    der   letzteren  Tangenten    mit    den 
Punkten  X|,  La  auf  einem  Kreise  aus  X.     Derselbe  schneidet  T^  recht- 
winklig.    Gehen  wir  von  den  Ecken  B^  0  aus  und  führen  wir  den  analogen 
Gedankengang  durch,  so  gelangen  wir  zu  folgendem: 
Saiß  XXIIL  Jeder  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  einer  Susse- 
ren Seite  des  orthogonalen  Vierecks  liegt  und  der 
durch  die  Potenzkreisschnittpunkte  auf  der  gegen- 
überliegenden inneren  Seite  geht,   schneidet  den 
Potenzkreis  der  gegenüberliegenden  äussern  Ecke 
rechtwinklig. 
Sei    e   eine   beliebige    Gerade    in    der   Ebene    des  Vierecks    (Fig.  2). 
e  schneide  ans  den  äusseren  Seiten  a,  5,  o  des  Vierecks  die  Punkte  M^f 
if«,  Mc,     Dann  sind  die  Längen  MaOy  M^O,  MeO  gleich  den  Radien  der 
Kreise  ans  If«,  Jf»,  Jfc,  welche  die  resp.  Potenzkreise  P«*,  P**,  P«*  recht- 
winklig schneiden.     Diese  Orthogonalkreise  sind  mithin  denjenigen  Kreisen 
aus  Ma,  Mb,  Mc  gleich,  welche  durch  0  gehen.     Legen  wir  also  die  letz- 
teren  Kreise  um  e  um,   so  erhalten   wir  die  erwähnten  Orthogonalkreise. 
Folglich  haben  dieselben  den  Punkt  gemeinsam ,  welcher  die  ümlegung  von  0 
ist.     Dieser  befindet  sich  in  einer  Geraden  f,  welche  durch  die  Orthogonal- 
projection   des  Punktes  0,    d.  h.  durch  J  geht   und   zu  e  senkrecht  steht. 
f  enthält  somit  auch  den  zweiten  Punkt,  welcher  den  drei  Orthogonalkreisen 
gemeinsam  ist. 

Wir  bemerken  noch ,  dass  der  umgelegte  Punkt  0  von  e  um  eine  Länge 
entfernt  ist,  welche  durch  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
gemessen  wird  y  das  Pi  zu  einer  und  den  Abstand  des  Punktes  J  von  e  zur 
andern  Kathete  hat.  Daraus  folgt  aber,  dass  der  Kreis  ans  dem  Schnitt- 
punkte Mi  Yon  e  und  f,  welcher  zu  P|'  senkrecht  steht,  aus  f  die  zwei 
gemeinsamen  Punkte  der  in  Bede  stehenden  Orthogonalkreise  schneidet. 
Wir  sagen  daher: 

Satg  XXIV.  Construiren  wir  aus  drei  Punkten  einer  Geraden  a, 
welche  auf  den  äusseren  Seiten  eines  orthogonalen 
Vierecks  liegen,  zu  den  resp.  Potenzkreisen  der 
gegenüberliegenden   äusseren  Ecken  die  Ortlnrgq-      t 
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nalkreise,  so  schneiden  diese  sich  in  zwei  Punkten, 
welche  auf  einer  Geraden  f  darch  die  innere  Ecke 
des  Vierecks  liegen.  Durch  dieselben  Punkte  gebt 
auch  der  Kreis  aus  dem  Schnittpunkte  von  e  und  /*, 
welcher  zu  dem  Potenzkreis  der  innerenEcke  ortho- 
gonal steht. 

11. 

Durch  die  Potenzkreisschnittpunkte  können  wir  ausser  den  Potenzkreisen 
und  den  Kreisen  über  den  äusseren  Seiten  des  orthogonalen  Vierecks  noch 
weitere  Kreise  legen.  Einer  von  ihnen  —  Uf  —  geht  durch  die  inneren 
Potenzkreisschnittpunkte  X<,  Jtfi,  Ni*  Ihm  steht  ein  Kreis  Ut^  gegen- 
über, der  die  äusseren  Potenzkreisschnittpunkte  enthält  Ferner  wird  durch 
je  zwei  innere  Potenzkreisschnittpunkte  und  einen  äusseren,  der  mit  jenen 
nicht  auf  derselben  Seite  des  orthogonalen  Vierecks  liegt,  ein  Kreis  be- 
stimmt. Je  ein  zweiter  geht  durch  die  drei  anderen  Potenzkreisschnitt- 
punkte. Damach  erhalten  wir  folgende  Kreise: 
Ein  Kreis  L^  geht  durch  die  Punkte  LiMaNa]   ein  zweiter  LJ  geht 

durch  LaMiNi, 
Ein  Kreis  M,"*  geht  durch   die  Punkte  LaMiNa'^  ein  zweiter  M«'  geht 

durch  LiMaNi. 
Ein  Kreis  Nj'  geht  durch   die  Punkte  LaMaNi\   ein  zweiter  N«'  geht 
durch  Li  Mi  Na. 
Wir  wollen   diese   vier  Paare  von  Kreisen  duale  Potenzschnitt- 
kreise nennen. 

Wir  untersuchen  zunächst  die  Kreise  i7|*  und  17a^  Der  erste  Kreis 
hat  mit  dem  Potenzkreise  Pa*  die  Punkte  Jtfi,  Ni  gemeinsam ,  der  zweite 
die  Punkte  Jftfa,  JV«.  Oben  zeigten  wir,  dass  sich  MiNi  mit  M^Na  in  dem 
Punkte  Qa  von  a  schneiden.  Also  haben  i7<^,  UJ  mit  P«^  in  Bezug  auf 
Qa  dieselbe  Potenz.  Sie  ist  nach  10  gleich  dem  Quadrate  von  QaLi.  Also 
muss  der  Kreis  aus  Oa»  welcher  die  Länge  QaLt  zum  Radius  hat,  die 
Kreise  iTT^,  il«'  rechtwinklig  schneiden«  Dieser  Kreis  geht  aber  durch 
Li  und  La»  Folglich  berührt  LtQa  in  Li  den  Kreis  JI,-*.  LaQa  berührt 
in  La  den  Kreis  72«'  (Fig.  3). 

Nun  bemerken  wir,  dass  Qi  die  Strecke  BC  im  Verhältniss  Ton 
—  Pb'Pe  theilt.  In  dem  Dreieck  BLtC  ist  aber  BLi==p^  und  LiC=»pe. 
Daraus  folgt  nach  einem  bekannten  Satze,  dass  LtOi  den  Winkel  BLtO 
halbirt  Oben  (8)  bewiesen  wir,  dass  die  Punkte  Qa^  Qi  von  B  und  C 
harmonisch  getrennt  werden.  Mithin  bilden  die  Geraden  LiQa^  LtQt  mit 
den  Geraden  LiB^  LiC  eine  harmonische  Gruppe.  Von  diesen  Geraden 
steht  LiB  zu  LiC  senkrecht.  Also  sind  LiQi  und  LiQa  die  zwei  Hal- 
birungslinien  des  Winkels  CLiB.     Sie  stehen  daher  aufeinander  senkrecht. 
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Verknöpfen  wir  diese  Bemerkung  mit  dem  geführten  Nachweis,  dass 
&«Ai  QaJ^a  die  resp.  Kreise  iJ,-',  11  J  berühren,  so  folgt,  dass  QiLt,  QaLa 
Durehmesser  dieser  Kreise  sind. 

Um  diesen  Schlüssen  eine  allgemeine  Form  zu  geben,  müssen  wir  die 
gegenseitige  Lage  der  Punkte  Li  La  und  Qi  Q^  in  Worten  ausdrücken.  Diese 
Panktepaare  liegen  auf  den  gegenüberliegenden  Seiten  a^ ,  a  des  orthogonalen 
Vierecks  ABCJ*  Wir  wollen  daher  X^Z«  und  QiQa  gegenüberliegende 
Punkte  nennen.     Dann  schliessen  wir: 

Sai»  XXVn  Verbinden  wir  eine  Süssere  Ecke  des  Potenzyierseits 
eines   orthogonalen  Vierecks  mit   dem   gegenüber- 
liegenden   inneren    (äusseren)    Potenzkreisschnitt- 
punkte,    so     berührt    diese    Verbindungslinie    den 
Kreis,  welcher  durch  die  inneren  (Susseren)  Potenz- 
kreisschnitt'punkte  geht.   Verbinden  wir  die  inneren 
Ecken  des  Potenzyierseits  mit  den  gegenüberliegen- 
den inneren  (äusseren)  Potenzkreisschnittpunkten, 
so  schneiden  sich  die  drei  Verbindungslinien  im  Mit- 
telpunkte des  Kreises,   der  durch  die  drei  inneren 
(äusseren)  Potenzkreisschnittpunkte  geht. 
Um  die  zuletzt  bewiesene  Beziehung   kurz  auszusprechen,   bezeichnen 
wir  eine  Ecke  des  Potenzyierseits,  welche  in  a  liegt,  dem  Potenzkreise  der 
Ecke  ^  gegenüberliegend.     Dann  folgt: 

SeUe  XXVI.  Die  drei  Kreise,  welche  die  inneren  Ecken  des  Po- 
tenzyierseits eines  orthogonalen  Vierecks  zu  Mit- 
telpunkten haben  und  auf  den  Potenzkreisen  der 
gegenüberliegenden  Ecken  senkrecht  stehen,  be- 
rühren die  Kreise  durch  die  inneren  und  Susseren 
Potenzkreisschnittpunkte  in  diesen. 

12. 

Wir  wenden  uns  zn  dem  Potenzschnittkreispaare  Li*  und  L«'.  Diese 
Kreise  haben  mit  Pa*  die  resp.  Punktepaare  MaNa  ^nd  MiNt  gemeinsam. 
Die  Verbindungslinien  dieser  Punktepaare  schneiden  sich  in  &«.  Folglich 
haben  die  Kreise  L^',  L«'  und  Pc?  denselben  Orthogonalkreis  aus  0«.  Sein 
Radios  ist  QaLi^QaLa*  Also  berührt  QaLi  den  Kreis  L^'  inXj.  QaLa 
berührt  W  in  i«.  Weil  aber  öa^iÖi- =  90^  =  öa.Xaöo  so  ist  LiQi  ein 
Durchmesser  yon  h^  und  LaQi  ist  ein  Durchmesser  yon  L«'. 

Die  Kreise  L^,  La'  haben  mit  dem  Potenzkreise  yon  B  die  Punkte 
LiVa  and  LaNt  gemeinsam.  Die  Verbindungslinien  dieser  Punktepaare 
schneiden  sich  in  E|.  Folglich  haben  die  drei  Kreise  L^',  La'  und  Pf,* 
denselben  Orthogonalkreis  aus  12j,  der  durch  Mi  und  Ma  geht  Mithin 
berührt  die  Gerade  RiMi  in  JKf,-  den  Kreis  L«'.  BiMa  berührt  in  Ma  den 
Kreis  L,*. 
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Nun  können  wir  analog  wie  oben  (11)  beweisen ,  dass  MiBi  auf  Jf^-B« 
senkrecht  steht  und  desgleichen  MaBi  anf  Jf«/^«.  Daraus  ergiebt  sicfa, 
dass  MiBa  ein  Darchmesser  von  L«'  und  M^Ba  ein  solcher  von  L«-^  ist. 
Folglich  berührt  der  Kreis  aas  B^y  welcher  zu  P»'  senkrecht  steht,  in 
Mi  resp.  Jf«  die  Kreise  L«',  L^. 

Schliesslich  nntersachen  wir  die  Beziehungen  der  Kreise  L^,  hj  zam 
Potenzkreise  P«*  der  Ecke  C. 

Pe^  hat  mit  diesen  Kreisen  die  Punkte  X^Jf«  resp.  L^Mt  gemeinsam. 
Die  Verbindungslinien  dieser  Punktepaare  schneiden  sich  in  St.  Aus  8i  lässt 
sich  daher  zu  den  drei  Kreisen  ein  Orthogonalkreis  legen.  Er  hat  8i  Ni , 
SiNti  zu  Radien.  Also  bertthrt  SiNi  in  N4  den  Kreis  La^  SiNa  berahrt 
in  Na  den  Kreis  Lf.  Weil  aber  St  Ni  Sa  =^  90^  =^Si  Na  Sa,  so  ist  NtSa  ein 
Durchmesser  von  La'.  NaSa  ist  ein  Durchmesser  von  L;'.  Der  Kreis  aas 
8a%  welcher  zu  Z^«'  senkrecht  steht ,  bertthrt  folglich  den  Kreis  LJ  in  Nt  und 
V  in  Na. 

Wir  iassen  diesen  Gedankengang  in  folgenden: 

ScUe  ^XVIL  Der  Potenzschnittkreis«  welcher  durch  einen  in- 
neren (äusseren)  und  zwei  Süssere  (innere)  Potena- 
kreisschnittpunkte  eines  orthogonalen  Vierecks 
geht,  wird  im  inneren  (Süsseren)  Potenzkreis- 
schnittpunkte Yon  der  Geraden  bertthrt,  welche 
durch  die  gegenttberliegende  äussere  Ecke  des 
PotenzYierseits  geht.  In  jedem  der  zwei  äusseren 
(inneren)  Potenzkreisschnittpunkte  wird  der  Kreis 
von  der  Geraden  bertthrt,  welche  den  Potenzkreis- 
schnittpunkt mit  der  gegenttberliegenden  inneren 
Ecke  des  Potenzvierseits  verbindet« 
Die  Mittelpunkte  der  in  Bede   stehenden  Potenzschnittkreise  ergeben 

sich  nach  folgendem: 

SaUf  XXVIII.  Verbinden  wir  einen  inneren  (äusseren)  Potenz- 
kreisschnittpunkt mit  der  gegenttberliegenden 
inneren  Ecke  des  PotenzYierseits  und  verbinden 
wir  zwei  äussere  (innere)  Potenzkreisschnitt- 
punkte, welche  mit  jenem  inneren  (äusseren) 
nicht  auf  derselben  Seite  des  orthogonalen  Vier- 
ecks liegen,  mit  den  gegenttberliegenden  äusse- 
ren Ecken  des  PotenzYierseits,  so  schneiden  sich 
die  drei  Verbindungslinien  im  Mittelpunkte  des 
Kreises  durch  die  erwähnten  drei  Potenzkreis- 
Schnittpunkte. 
Die  Beziehung  der  Potenzschnittkreise  zu  den  sechs  Kreisen  aus  den 

Ecken  des  PotenzYierseits  lässt  sich  dahin  aussprechen: 
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Sota  XXIX.  Zeichnen  wir  aus  drei  Ecken  —  eiä"«itiftii^t^Ä^l>^<5 
zwei  Süsseren  —  des  PotenzvierseitSy  welche  auf 
drei  yerschiedenen  Seiten  eines  orthogonalen  Vier- 
ecks liegen,  die  Orthogonalkreise  zu  den  resp. 
Potenzkreisen  der  gegenüberliegenden  Ecken  des 
Vierecks,  so  berfihren  diese  Orthogonalkreise  in 
den  resp.  Potenzkreisschnittpankten  diejenigen 
zwei  Potenzschnittkreise,  welche  die  den  erwähn- 
ten Ecken  des  Potenzyierseits  gegenüberliegenden 
inneren  resp.  Süsseren  Potenzkreisschnittpunkte 
enthalten. 

13. 

Durch  jeden  Potenzkreisschnittpunkt  gehen  vier  Potenzschnittkreise.  Wir 
untersuchen  ihre  Abhängigkeit  voneinander,  indem  wir  eine  Gruppe  solcher 
Kreise  betrachten  und  auf  dieselbe  die  in  11  und  12  bewiesenen  SStze  anwenden. 
Der  Punkt  Li  ist  den  vier  Kreisen  i7i^  Li*,  Ma^  N«'  gemeinsam. 
Nach  Satz  XXV  berührt  die  Gerade  QaLi  in  Li  den  Kreis  J7<*.  Die- 
selbe Gerade  berührt  nach  Satz  XXVII  in  Li  den  Kreis  h^.  Also  berühren 
sich  Bf  und  L<*  in  Li.  Femer  wird  nach  Satz  XXVII  MJ  und  N«>  in 
Li  von  der  Geraden  LiQi  berührt.  Also  berühren  sich  auch  diese  Kreise 
in  Li,     Wir  schliessen  daher: 

8at0  XXX,   Durch  jeden  inneren  (Susseren)  Potenzkreisschnitt- 
punkt  gehen    vier   Potenzschnittkreise.      Ein  Paar 
Yon  ihnen   enthSlt  noch  je   einen  zweiten  inneren 
(Susseren)   Potenzkreisschnittpunkt      Dieses    Paar 
berührt   sich   im   gemeinsamen  Potenzkreis^schnitt- 
punkte  und  ebenso  das  andere  Paar.  Die  Berührungs- 
sehne für  dae  erste  Paar  geht  durch  die  innere  Ecke 
des   PotenzYierseits,  welche  dem   gemeinsamen  Po- 
tenzkreisschnittpunkte gegenüberliegt     Durch  die 
Süssere  Ecke  geht  die  Berührungssehne  des  zweiten 
Paares.     Beide  Berührungssehnen  stehen  zueinan- 
der senkrecht. 
Wir  bemerken  noch,  dass  durch  zwei  Potenzkreisschnittpunkte ,  welche 
auf  einer  inneren  Seite  des  orthogonalen  Vierecks  liegen,  zwei  Gruppen  von 
je  fier  Potenzschnittkreisen  gehen,  die  zueinander  dual  sind. 

14. 

Schliesslich  leiten  wir  einige  Beziehungen  für  die  Mittelpunkte 
der  Potenzschnittkreise  ab. 

Die  beiden  Dreiecke  LiMiNi  und  L^M^Na^  denen  die  resp.  Kreise 
Uf  und  JI^   umschrieben  sind,  beenden  sieb  in  perspectivischer  Lage^it  / 
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als  Perspectivcentnun.  Jedes  dieser  Dreiecke  ist  nach  Satz  XXV  zam 
Dreieck  QiBtSi  perspectivisch.  Die  resp.  Perspectivcentra  sind  die  Mittel- 
punkte Ili,  27«  der  Kreise  77^,  HJ.  Diese  Mittelpunkte  liegen  folglich 
mit  dem  Punkte  /  auf  einer  Geraden. 

In  analoger  Weise  lässt  sich  zeigen,  dass  die  Mittelpunkte  der  Kreis- 
paare  VL«*,  M^'M«*  und  N<*Na*  auf  Geraden  durch  J  liegen.  Wir  sa^en 
daher: 

SaU  XXXL  Die  Mittelpunkte  von  zwei  dualen  Potenzschnitt- 
kreisen eines  orthogonalen  Vierecks  liegen  auf 
einer  Geraden  durch  die  innere  Ecke  des  Vierecks. 
Wir  gruppiren  jetzt  die  Potenzschnittkreise  in  der  Art,  dass  je  zwei 
durch  dieselben  zwei  Potenzkreisschnittpunkte  gehen.  Wir  beginnen  mit  den 
Kreisen  27«^  L^^.  Sie  haben  die  Punkte  May  Na  gemein.  MaRi  und 
NaSi  schneiden  sich  im  Mittelpunkte  IZ«  von  27«^.  M^Ba  und  N^S^ 
treffen  sich  im  Mittelpunkte  L.-  von  L^^.  Nun  liegen  die  Punkte  Jtf«,  N^ 
auf  dem  Potenzkreise  von  A.  Also  ist  AMa^ÄNa.  Weiter  ist  LAMaC 
^90^=zLANaB.  Oben  (11)  haben  wir  bewiesen,  dass  MaBi,  MaR^ 
den  Winkel  AMaC  halbiren.  NaBij  NaBa  sind  die  Halbirungslinien  des 
Winkels  AN^B.  Folglich  schneiden  sich  von  diesen  Halbirungslinien  die 
inneren  und  die  äusseren,  je  in  einem  Punkte  der  Geraden^  welche  A  mit 
dem  Schnittpunkte  der  Linien  MaC  und  NaB  verbindet.  Die  Schnittpunkte 
der  inneren  und  Süsseren  Halbirungslinien  sind  aber  die  Mittelpunkte  27« ,  L^ . 
Folglich  liegen  diese  auf  einer  Geraden  durch  A,  Sie  steht  zur  Linie  MaNa 
senkrecht  y  weil  die  Kreise  27a^  Ij?  sich  in  den  Punkten  If«,  Na  schneiden. 
Ein  analoger  Gedankengang  zeigt  uns,  dass  die  Mittelpunkte  der  Kreise 
Ma^  N^  auf  einer  Geraden  durch  A  liegen,  welche  zur  Verbindungslinie 
der  den  Kreisen  M«',  N^'  gemeinsamen  Punkte  Jfa,  Ni  senkrecht  steht. 
Ferner  lässt  sich  beweisen,  dass  die  Mittelpunkte  der  Kreise  27,^  La'  und 
Mi^  Ntf'  auf  Geraden  durch  A  liegen,  welche  resp.  zu  MiNi  und  MiN^ 
normal  sind.  Wir  haben  somit  vier  Gerade  durch  A  gefunden,  auf  denen 
die  Mittelpunkte  der  Potenzschnittkreise  zu  Paaren  liegen.  Als  allgemeines 
Gesetz  drücken  wir  dies  so  aus: 

Saig  XXXIL  Zwei  Potenzschnittkreise,  welche  sich  in  zwei  Po- 
tenzkreisschnittpunkten schneiden,  haben  ihre 
Mittelpunkte  auf  einer  Geraden  durch  eine  äussere 
Ecke   des   orthogonalen  Vierecks.      Diese    äussere 
Ecke  liegt  auf  derjenigen  inneren  Seite  des  ortho- 
gonalen  Vierecks,  welche  die  erwähnten  Potenz- 
kreisschnittpunkte nicht  enthält. 
Sat0  XXXIIL  Durch  vier  Potenzkreisschnittpunkte,  welche  auf 
demselben   Potenzkreise   des   orthogonalen  Vier- 
ecks liegen,  gehen  ausser  zwei  inneren  Seiten  des 
Vierecks   noch   vier  Gerade.     Fällen   wir  auf  die 
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letzteren  ans  dem  Mittelpunkte  des  Potenzkreises 
die  Senkrechten,    80    liegen  auf  jeder  derselben 
zwei  Mittelpunkte  von  Potenzschnittkreisen. 
Nach  diesem  Satze  erhalten  wir  zwölf  Gerade ,  welche  sich  achtmal  zu 
dreien  in  den  Mittelpunkten  der  Potenzschnittkreise  treffen. 

Eine  andere  Ausdrucksweise  für  die  in  13  und  14  bewiesenen  Sfttze 
ergiebt  sich,  wenn  wir  an  Stelle  der  Potenzkreisscfanittpunkte  und  der  Ecken 
des  Potenzyierseits  die  mit  ihnen  identischen  Aehnlichkeitspunkte  zwischen' 
den  Potenzkreisen  des  orthogonalen  Vierecks  setzen,  unter  den  Sätzen, 
welche  sich  mit  Hilfe  dieser  Ausdrucksweise  aus  den  aufgestellten  ableiten 
lassen,  heben  wir  folgenden  hervor: 

SaüXXXIV,  Die  Geraden,   welche  die  auf  zwei  gegenüberlie- 
genden Seiten  des  orthogonalen  Vierecks  liegen- 
den   Aehnlichkeitspunkte    der  Potenzkreise   ver* 
binden,   schneiden  sich  achtmal  zu  dreien  in  acht 
Punkten.    Durch  jede  Ecke  des  orthogonalen  Vier- 
ecks  gehen   vier  Gerade,   welche  je   zwei   dieser 
acht-  Punkte  enthalten. 
Nach  diesem  und  dem  XXXIII.  Satze  bilden  die  Mittelpunkte  der  Po- 
tenzschnittkreise Vierecke,  welche  zu  dem  orthogonalen  Viereck  perspectivisch 
liegen.    Unterscheiden  wir  nach  dem  Index  a  und  i  die  Potenzschnittkreise 
als  Süssere  und  innere,  so  ergiebt  eine  Zusammenstellung  dieser  perspecti- 
Tisohen  Vierecke  den 

Sabf  XXXY,  Die  Mittelpunkte  von  vier  inneren  (äusseren)  Po- 
tenzschnittkreisen eines  orthogonalen  Vierecks 
sind  in  viererlei  Weise  zu  diesem  perspectivisch. 
Die  Mittelpunkte  der  vier  äusseren  (inneren)  Po- 
tenzschnittkreise sind  die  Perspectivcentra. 

15. 

Wir  wenden  uns  wieder  zu  dem  orthogonalen  Viereck  ABCJ  und 
stellen  Eigenschaflien  auf,  welche  sich  auf  Polaritätsverhältnisse  beziehen. 
Schneiden  sich  zwei  Kreise  unter  rechtem  Winkel,  so  ist  bekanntlich 
die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  Polare  vom  Mittelpunkte  des  einen 
Kreises  in  Bezug  auf  den  andern.  Wenden  wir  dies  auf  die  Poteuzkreise 
der  äusseren  Ecken  von  ÄBCJ  bji,  so  folgt  unter  Berttcksichtigung  von 
Satz  XVII: 

Saig  XXXVL  Zwei  äussere  und  eine  innere  Ecke  des  orthogo- 
nalen  Vierecks   bilden   ein   Tripel    harmonischer 
Pole   in  Bezug   auf   den  Potenzkreis   der  dritten 
äusseren  Ecke. 
Eine  analoge  Relation  lässt  sich  filr  das  Dreieck  der  äusseren  Ecken 
yanABCJ  beweisen.     Wir  betrachten  auf  jeder  inneren  Seite  des  Vierecks      , 
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die  innere  Ecke  als  Mittelpunkt  einer  Involution,  fOr  welche  die  äussere 
Ecke  und  der  Diagonalpunkt  ein  Paar  sind.  Nach  Satz  I  haben  diese  In- 
volutionen die  nämliche  Potenz.  Sie  ist  negativ.  Folglich  definiren  die 
Involutionen  imaginäre  Punktepaare,  welche  vom  Mittelpunkte  gleich  weit 
abstehen.  Diese  Punkte  liegen  daher  auf  einem  imaginären  Kreise  Kf  ans  J^ 
der  i,pi  zum  Radius  hat;  Die  Polare  einer  äusseren  Ecke  des  Vierecks  in 
Bezug  auf  K?  ist  die  Verbindungslinie  der  zwei  anderen  äusseren  Ecken. 
'Wir  schliessen  daher: 

SateXXXVIL  Die  äusseren  Ecken  des  Vierecks  ABCJ  bilden 
ein  Tripel  harmonischer  Pole  in  Bezug  auf  einen 
imaginären  Kreis  aus  der  inneren  Ecke,  der  die 
Wurzel  aus  ihrer  Potenz  zum  Radius  hat. 
Beschreiben  wir  über  einer  äusseren  und  inneren  Ecke  des  orthogonalen 
Vierecks  einen  Kreis,  so  liegen  auf  ihm  zwei  Diagonalpunkte  des  Vierecks. 
Sie  bilden  mit  den  erwähnten  Ecken  ein  neues  Viereck,  für  welches  die 
zwei  anderen  Ecken  des  orthogonalen  Vierecks  Diagonalpunkte  sind.     Folg- 
lich sind  diese  in  Bezug  auf  den  in  Bede  stehenden  Kreis  zueinander  con- 
jugirt 

Jetzt  construiren  wir  den  Kreis  über  zwei  äusseren  Ecken  des  ortho- 
gonalen Vierecks.  Er  schneidet  die  gegenüberliegende  innere  Seite  in  zwei 
Potenzkreisschnittpunkten.  Nach  Satz  XVII  sind  diese  die  Doppelpunkte 
einer  Involution,  für  welche  die  Ecken  des  Vierecks  ein  Paar  und  der 
Diagonalpunkt  der  Seite  der  Mittelpunkt  ist.  Daraus  folgt,  dass  die  Ecken 
in  Bezug  auf  den  erwähnten  Kreis  zueinander  conjugirt  sind.  Wir  sagen 
daher : 

iSa^;? XXXFJJJ.  Beschreiben  wir  über  zwei  Ecken  des  orthogo- 
nalen Vierecks   einen  Kreis,   so   sind    die  zwei 
anderen    Ecken    in    Bezug    auf  denselben   con- 
jugirt. 
Der  Kreis,   welcher  eine  innere  und  äussere  Ecke  des  orthogonalen 
Vierecks  zu  Endpunkten  eines  Durchmessers  hat,  wird  von  der  gegenüber- 
liegenden äusseren  .Seite  in  zwei  imaginären  Punkten  geschnitten.    Diese 
werden  durch  eine  Involution  definirt,  für  welche  die  zwei  äusseren  Ecken 
ein  Paar   sind.     Der  auf  der  äusseren  Seite   liegende  Diagonalpunkt  des 
Vierecks  ist  Mittelpunkt  der  Involution.     Diese  definirt  aber  auch  die  zwei 
iiftaginäreu  Punkte,  in  denen  Kf  die  äussere  Seite  des  Vierecks  schneidet 
Es  folgt  daraus: 

SaU  XXXIX.  Die  drei  Kreise  über  den  inneren  Seiten  des  ortho- 
gonalen Vierecks  schneiden  die  gegenüberliegen- 
den äusseren  Seiten  in  Punkten  des  imaginären 
Kreises  Kf^  der  die  innere  Ecke  des  Vierecks  zum 
Mittelpunkte  und  die  Wurzel  aus  ihrer  Potenz 
zum  Radius  hat. 
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16. 
Nach  Satz  XXXIX  erhalten  wir  auf  den  ftnsseren  Seiten  des  orthogo- 
nalen Vierecks  sechs  imaginäre  Punkte.     Wir  suchen  ihre  übrigen  Verbin- 
dangslinien. 

Wir  beginnen  mit  den  in  a  liegenden  Punkten.  Sie  werden  durch  eine 
Inyolntion  J«  definirt,  für  welche  ^(7  ein  Paar  und  A^  der  Mittelpunkt  ist 
Biese  Paare  werden  von  dem  in  a,  liegenden  Potenzkreisschnittpunkte 
Li  unter  rechtem  Winkel  gesehen.  Daraus  folgt,  dass  die  Inyolution  Ja 
Ton  Li  aus  durch  eine  Bechtwinkelinyolution  projicirt  wird.  Letzterer 
gehört  das  Strahlenpaar  an,  welches  Lt  mit  QmQt  verbindet.  Daraus  folgt 
wieder,  dass  QmOi  ein  Paar  der  Inyolution  «7«  ist  Es  wird  (nach  8)  von 
dem  Paare  BO  harmonisch  getrennt. 

In  analoger  Weise  iSsst  sich  zeigen ,  dass  die  Schnittpunkte  yon  h  mit 
Kf  durch  eine  Involution  definirt  werden,  fdr  welche  die  Ecken  JR«,  Ri  des 
Potenzvierseits  ein  Paar  sind,  das  zu  C  und  Ä  harmonisch  liegt. 

Wir  haben  somit  die  Involutionen  /«>  A  von  C  aus  durch  je  zwei 
Paare  (7JB,  QiQa  und  CÄf  B(Ba  dargestellt,  welche  dasselbe  Doppelver- 
hfitniss  bilden.    Es  müssen  sich  daher  JB^,  OiBt^  Om^a  in  einem  Punkte 
S«  schneiden.     Er  ist  der  reelle  Punkt  von  einer  der  zwei  Geraden,  welche 
die  vier  imaginären  Punkte  auf  a  und  h  verbindet.     Der  reelle  Punkt  der 
zweiten  Geraden  ist  der  Schnittpunkt  Si  der  Linien  BA^  BiQa  und  B^Oi, 
Die  imaginären  Geraden  selbst  werden  durch  die  erwähnten  Verbindungs- 
linien und  den  Strahl  durch  C  definirt.     Es  ergiebt  sich  somit: 
Sette  XL.  Der  imaginäre  Kreis  aus  der  inneren  Ecke  des  ortho- 
gonalen Vierecks,  welcher  die  Wurzel  aus  ihrer  Potenz 
zum    Radius    hat,    schneidet    die    äusseren    Seiten    in 
sechs   imaginären  Punkten.     Dieselben   liegen  paar- 
weise   auf    sechs   imaginären    Geraden,    deren   reelle 
Punkte    die   Ecken    des    Potenzvierseits    sind.      Jede 
dieser  Geraden  wird  durch  eine  Involution  definirt, 
für  welche  die  durch  den  reellen  Punkt  gehendenSeiten 
des  Potenzvierseits   ein  Paar   sind.     Das   zweite  be- 
steht aus  einer  äusseren  Seite  des  Vierecks  und  der 
Geraden,  welche  durch  die  gegenüberliegende  äussere 
Ecke  geht 
Nach  diesem  Satze  erscheinen  die  vier  Seiten  des  Potenzvierseits  als 
i^le  Pascallinien  des  imaginären  Sechsecks,  in  welchem  der  Kreis  K^  die 
Inaseren  Seiten  des  orthogonalen  Vierecks  schneidet. 


(Sehlnis  folgt.) 
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Xy.  Heber  die  Oleichnng  xf*  +  yPs=i0P. 

Soll  die  Oleichung  xP+y^  =  e^^  in  welcher  jp  eine  Primzahl  ^3  be- 
deatety  in  positiven  ganzen  Zahlen  gelöst  werden,  so  dürfen  wir  zun&chst 
X,  y^  0  als  relative  Primzahlen  betrachten;  denn  hfitten  zwei  von  ihnen 
einen  gemeinschaftlichen  Theiler,  so  müsste  auch  die  dritte  denselben  haben» 
und  wir  kOnnten  ihn  durch  Division  fortschaffen. 

Es  ist  (s.  Anm.  1) 


und 


xv+yP=,{x+yy     +  >/  (-l)*.^(p-y-l),_,(«+y)>-'«.!t».y« 


mithin 

Das  letzte  Glied  rechts  ist  (— 1)  '^    p.x  ^   »V  ^  i  während  alle  übrigen  den 
Factor   (0;+^)'  haben;   folglich  können,  da  0;+^  und  xy  relative  Prim- 

zahlen  sind,  — — —  und  x+y  nur  dann  einen  gemeinschaftlichen  Theiler, 

und  zwar  allein  den  Theiler  p,  haben,  wenn  x-^y^zOimodp)  ist,  und  es 
muss  in  diesem  Falle 

(xiP+yv~Q(modp^) 
sein.     Ebenso  ist 

a5P— .yP  =  ()  (modp^)^ 

wenn  as— y  =  0  (hkmIi))  ist. 

Aus  «P  +  yPs=irP  erhalten  wir 


(«l)g-i.      (p-^_l)^_j(a;  +  y)P-2g-i.iC«-«.3^-«. 


Da  xP==x,  y^  =  ifi  Xf^^xr,  also  a;+y  =  xr  (fnod|>)  ist,  und  nach  Obigem 
{x+yy  —  gP  den  Factor  p  wenigstens  in  der  zweiten  Potenz  enth&lt,  so 
muss  entweder  a?+y,  d.  b.  iE?,  oder  x^  oder  y,  oder  endl 
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S=  ^  (_l)»-i.l(j,_g_l),_i(as+y)P-i»-i.««-t.y«-i  =  0     (modp) 

sein.     Letzteres  ist  der  Fall,  wenn 

{x+y)*  =  xtf(modp) 
angenommen  wird  (s.  Anm.  2),  indem  dann 

S=(«+y)^-».  V  (-l)'-'--b-g-l),-i=0    {modp, 

ist  (s.  Anm.  1).  ' 

x^  *4~  t/'' 
Ist  weder«,  noch  jf,  noch  e^O  (modp),  so  haben  (x+y)  and  — -r-^ 
jpj»  — ajp  ev  —  yp  x+y 

z  —  x   und   »  «— y  und  ^—  keinen   gemeinschaftlichen  Theiler: 

z—x  z — y 

mithin  müssen  x+y,  ^  — «,  z^y  !?*•  Potenzen  sein. 

Von  den  Zahlen  x^  y,  z  sind  zwei  ungerade,  während  die  dritte  gerade 

ist     Nehmen  wir  «  =  2jBr,   an,  so  wird  x+y^2P .aJ^=^2A,     Setzen  wir 

nun   X'-y=^2B,  wo  B  ungerade  und  prim  gegen  A  ist,   so  erhalten  wir 

zT  =  2p. z;^  =  ixi^+yi'  =  {A+By^  +  {A'-B)p 

=  2[AP+{p)^AP-^.S»  +  {p),.aP-<.B'  +  ^..  +  {p)p^iABP'^], 

also,  wenn  wir  durch  2A  =  2PaP  dividireu, 

{^J-=^AP-^  +  {p\.AP-\B*+{p),AP-KB'  +  ...  +  {p)p.iBP'^ 
=  AP-^+p.B*ip{A,B). 

Ware  hier  B^.q){A,B)  =  0  (fnodp) ,  so  hätten  wir  f  ^  j  -  AP' '  =  0  {modp*). 
Nun  ist 

^  =  1  und  -  =  2i'-^aP->  =  l,  also  ?L-.:^^o  {modp), 
a  a  a      a  ^ 

folglich  nach  Obigem      . 

(a)-u)^^    ^^^^^')' 
es  mttsste  mithin  ^^^       ^^'' 

sein,  was  nicht  mOglich  ist. 
Setzen  wir  jetzt 

.  ^  =-{y'e+y7.*y.iv~e-yitr, 

80  Wird 

'^®'"      /7r        til  *^  p=l  y-h 

b/^cXäj^/^^LCp)..«*  -(p),.«"  .r+-  +  (-i)  *  .f  J. 

/Google 
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Da  in  dieser  Gleichung  keine  höhere  Wurzel,  als  die  Quadratwurzel  vor- 
kommen darf,  so  muss /*  den  Factor  j>  enthalten ;  aber  dann  wird  Bq>{A^B) 
=  0  (modjp),  im  Widerspruch  mit  dem  Obigen. 

Zu  ganz  fthnlichen  Resultaten  gelangen  wir,   wenn  wir  0^x^=11^. V 
oder  g-^ysssif.d^  annehmen. 

Es  sei  nun  eine  der  Zahlen  x^  y,  e^  z.  B.  x,  =0  {fnodp)^  dann  haben 

g^  +  yP 
x+ff  und  — -T-^  keine  gemeinschaftlichen  Theiler;  mithin  muss 

■ein.     Ebenso  wird 


f/ -tVer-*' 


während  ip— y  =  0  (modp)  ist,  also  if— y  und  ^  den  Factor  p,  aber 

nur  diesen,  gemein  haben,  so  dass 


^^^/^ 


X 

wird.     Setzen  wir  nun 

so  ist 

also,  da  ier  =  y  ist,  auch    . 

a^h  {modp)^   mithin  o'  — W'— O(niodp*), 
und  wir  finden  jetzt 

2ic=ia'-dP+l>'""*.ci»,  d.  h.  x~0(modp*), 

2Mz=aP+hP+pP''KcP. 
Aus  s^+yPzszgP  und  x  +  y  =  äP  folgt 

«(«!»-« -l)+y(yP-«-l)  =  0i»-flP  =  O(«iO(ip«), 
also  auch 

yP-^ --1^0  {modp^), 
und  ebenso  finden  wir 

gp''^'^l=:0{modp^. 

Nach  dem  Obigen  ist 

,=PrJ 

=  1. 

also,  da  das  letzte  Glied  rechts  ier  ^  .y  >    ^yP-^^l  {modp)  ist,  auch 

~  =  1  {modp). 
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Denken  wir  uns   V  in  die  quadratischen  Factoren 

V 

lerlegt,  wo  m^,  in,  etc.  Irrationalzahlen  sind,  so  finden  wir,  wenn  wir  die 
Summe  f9i|  +  m^  +  *"  +  ^p-i  darch  Y(m},  die  Summe  der  Prodacte  dieser 

ZaUen  zu  zweien  durch  V(m)  etc.  bezeichnen, 

V(m)  =  f(p-2)o, 

V(m)  =  |(i)-3),, 

Y(»n)  =  |(p-4)„ 


p-i 
d.  b.  m, ,  Mg  etc.  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung 

+  (-l)9.:P(p-^-l),.im~^~'+...  +  (-l)~.p-0. 

Hieraus  sehen  wir,  dass  in~^  den  Factor  j>,  also  m  den  Factor  />!»->  haben 
muss,  aber  keine  höhere  Potenz  von  p  als  Factor  haben  kann,  und  zwar 
gilt  das  fär  alle  Wertbe  von  iw. 

Setzen  wir  nun                                                      {0--y)'  +  m^zy 
fxy     (g-y?  +  fn^ey  {z-y^  +  m^zy  2 

so  haben  die  Factoren  rechts  keinen  gemeinschaftlichen  Theiler;  mitbin  muss 
jeder  für  sich  eine  p**  Potenz  sein,  und  wir  dürfen 

{z--y^^  +  m,zy^^^^  oder   {z^y)^+m,zy^pi^\lc,P, 

{z-yy  +  fn^zy^pv^.k/, 


2 
{z-yY  +  mp^zy^pv-Kk^_^ 

setzen.     Durch  Addition  dieser  Gleichungen  erhalten  wir 
Wie  sich  leicht  nachweisen  Iftsst,  ist 

Zeitaohrlft  f.  Mathematik  u.  Phydk  XXXIV,  4.  ^igi^^^  ^^  GoOglC 
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wo  L  eine  Summe  Yon  Prodaeten  ans  Potenzen  von  k^^  h^^  ...,  hp^\   be- 
deutet; folglich  wird  ' 

Da  nun  \*lo^ hp^x=i—  eine  ganze  Zahl  sein  soll,  so  dUrfen  \^  k^  etc. 


^  ^'  p-\  . 


keine  Wurzel   enthalten,   deren  Exponent  >>     ^^      ist,   und   ebenso  wenig 

darf  in   ihnen  eine  negative  Potenz  von  p  vorkommen.     Hetzen  wir  dem- 
nach, damit  p  in  A,  +  *«  +  ••• +  *p—iy  aufgeht, 

fti  +  *,  +  ---  +  *p-i  =  l.JP»^, 
so  erhalten  wir 

^  P 

Da  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  rational  ist,   so  muss  auch  die  rechte 

es  sein,    was  nur  möglich   ist,   wenn  wir  l^.pf-^ —  L=^pP-^ M  setzen; 
aber  dann  wird 

^'^^^  +  »it=pM=0{modp), 

wfthrend  doch  ep  den  Factor  p  nicht  enthält 

Wir  schliessen  hieraus,  dass,  wenn  p  eine  Primzahl  ^3  ist,  die 
Gleichung  gP  =  aiP+y^  sich  nicht  in  positiven  ganzen  Zahlen  lösen  lässt. 
Für  p  =  3  werden  wir  unten  den  Beweis  gesondert  führen. 

Das  hier  Dargelegte  wollen  wir  an  einem  Beispiel  erläutern. 

Für  p  =  5  haben   wir  h^Ic^  =  —  =1  {modS);  also  können  Ä;,  und  k^ 

pc 

keine  höhere  Wurzel  als  die  Quadratwurzel  enthalten.     Femer  ist 

Setzen  wir  nun   A;j+*»  =  'F^,  bo  wird  "^ 

^(?p^  +  jpy  =  5(5P-5PÄ^Ä8  +  VV)^0  {modo). 
Zu  demselben  Resultat  gelangen  wir  auf  folgende  Weise. 
ua  «i|  =  — ^ —  1   «ij  =  — ^ — »   •"O 

ist,  so  finden  wir  durch  Subtractiou 
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d.  h.  k^^k^  miiss  eine  ganze  Zahl,  etwa  s=d  und  ^0y,  also  auch  =y* 
^  +  1  {med  5)  sein.     Ferner  ist 

(Ä,+*,)«  =  (Ä,-Ä,)«  +  4ÄiÄj  =  cP  +  4~  =  0(ffKMJ5)=5^ 
also 

und 

wie    oben.      NB.    k^  =  -^—^ »    A:^=        ^ — »    *i*j= T — '    4A;, A;, 

—  —  l(«od5),   ]b,Äi=l  (fworfS). 

a?  +  y^  =  g^, 

Soll  a^-|-^'  =  ir^  sein,  so  haben  wir  nach  dem  Früheren  eine  der  Zahlen 
2?,  y^  0,  z.  B.  X,  =0  (mod9)  anzunehmen.  Dann  wird  ^'=1  (mod9),  also 
y  F^  +  1  (mod9)  und  ebenso  j?  =  +  1  {fnod9) ,  so  dass  wir,  da  e  =  y{fnod*^) 
ist,  is=  9;;,  +  1,  y  =  9^1  +  1  setzen  können.     Wir  haben  jetzt 

-(.-,)(.+f+'-#.)(.+i-'-^<) 

-.y  .yf^i    ,.  y     y,/«. 
,,y  ,y/3.        ,,  y     y^ö. 

Da  die  Pactoren  ;= und  ^ keinen  ffemeinschaft- 

j/'d  j/3 

liehen  Theiler  haben,   so   mnss  jeßer  für  sich  ein  Cnbus  sein;   wir  haben 

mithin  _  .- 

wo  kl   nnd  k^  natürlich   einen  imaginären  Bestandtheil  enthalten.     Durch 
Addition  dieser  beiden  Gleichungen  finden  wir 

oder 
oder 
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Damit   wir   auf  der  rechten  Seite  dieser  Oleichnng,   ebenso  wie  auf  der 
linken,  eine  rationale  and  dabei  ganze  Zahl  erhalten,  müssen  wir 

annehmen,  wodurch 

3(25i +yi)  ±  1  =  3KJ»  - Ä,Ä;,)  =  0  (inod  3) 
wird,  was  natürlich  unmöglich  ist. 

NB,    *,  — X;,=:mt,  *j  = s '  *»  = g '   *i*«  =  — 4 » 

fc,Ä,=  l  (iMOdS). 

Anmerkung  1. 

Es  ist 

«*+y*  =  («+y)»-2«y, 
**+»•=  C«+y)»-3(«+y)a!y, 
also 

«*  +  y*=  (*»+♦»)(«+»)- (a^+y»)ary 

=  («+y)*-4(«+y)»*y  +  2z*y»;       ' 
femer 

*»+y»=  (**+y*)(«+y)  -  («»+y»)«y 

=  («+y)6  -  5(a!+y)»«y  +  5(«+y)»»y»; 

«* +y«  =  («»+y*)(«+y)  -  («*+y*)a;y 

=  («+y)'  -  6(«+y)*«y  +  9(»+y)»»«y«  -  2«»jr', 

aj'+yT  =  (-^+yi)(a,+y)  _  (a*  +  y»)*y 

=  («+y)'  -  7(«+y)»a;y  +  l4(«+y)Vy» -7 («+y)*»jf»  etc. 

Setzen  wir  nun,  je  nachdem  p  ungerade  oder  gerade  ist, 

«'+y'  =  («+y)'+/i,)(«+y)''-*«y+/"(,»(»+y)'-*«*y*  +  -- 
•••  +  /"w(«+y)«  '  y  * 

oder 

«'+y'  =  (a!+y)'  +  /(p,(a;+y)«'-»a;y+/(,,(fl;+y)p-<««y«  +  ... 

•••+/■»)«*  y* 

nnd  entwickeln  die  Potenzen  Yon  x+y,  so  erhalten  wir  für  die  Coefficienten 
fift  folgende  Gleichungen,  und  zwar  in  beiden  Fällen: 

(!>).  + f«  =  0, 

(i»),  +  (P  -  2),  Art  +  (1>  -  4),  Art  +  Art  =  0, 


• 

woraus  sich 
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/CP) (!>),= -y(i>-2)o, 

3  p 

/;?)=-  3  (P-4)j, 

.4  p 

/(i^)=4^(l>-5)3  etc. 

ergiebt     Alle  diese  Ausdrücke  haben  eine  ähnliche  Form ,  und  die  Annahme 
liegt  nahe,  dass 


sein  wird. 

l^ach  Obigem  ist 


/^(,)  =  (-i)'-f(p-y-i),-. 


femer 


«'+• +y''+' =  (a;+yy+> +4,+„(*+y)f-».a;y  +  ... 

asP+J +  y»'+»  =  (a^+« +yP+i)(a!+y)  -  (xP +y»')  «y. 


Nehmen  wir  an,  fttr  p  nnd  |>  +  1  gelte  die  oben  fttr  f  aufgestellte 
Formel,  so  ist 

7öI)  =  (-l)'-*^(l>-2),-». 


/,,  +  „  =  (-l)»^(i,-g),_,, 


ond  es  wird 
1 


4+«=(-i)'[^(»-«).-i+^fr-«)f-.] 

_i).[£±l„_„..,+__^^,p_,),_,] 

-'>4[(^+'+,-^i)"-"-] 
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Wir  sehen  hieraus,  dass  unsere  Formel,  wenn  sie  für  p  und  p  +  \  richtig 
iät,  auch  für  |}  +  2»   d.  h.  allgemein   gelten   muss,   indem  sie  sich  ja  iUr 
i>  =  6,  jp  +  l  =  7  bestötigt. 
Aus  der  Gleichung 

finden  wir,  wenn  p  ungerade  ist, 

/(p+2)  =  /-(|>)-2/(/i)-l, 
•     ?(p  +  2)  =  Ap)-2/(|,)-/(p-2), 


/(p + 2) = hp)  -  2  hp)  -hf-  2) . 

Ap+2)=         -2f(p)-f(p-2). 

2         2  2       2 

(NB.  Wäre  p  gerade,  so  hätten  wir  nur  statt  /*,    f  eto-,  /*,  f  etc.  zu  setzen.) 
Durch  Summirung  dieser  Gleichungen  erhalten  wir 

mp+^) — mp)  -  sf{p-i)  -  3. 

also 

2:/^(7)=0; 

2:/(13)  =  0  etc., 

d.  h.:    Ef(p)  wird  =  —  3,   wenn  p  den  Theiler   3   hat,  sonst  =0.      Pttr 
gerade  p  haben  wir 

£n^) — 2, 

£/(6)=  +  l, 
2;f(8)=-2, 
iY(10)  =  -2, 
2;/'(12)=--  +  l  etc. 

In  diesem  Falle  wird  Sf(p)  =  + 1,  wenn  p  den  Theiler  3  hat,  sonst  =  —  2. 
Aus  dem  Obigen  folgt,  dass  fttr  ein  ungerades  p 

„-''-' 
«i'+yp  =  (as+y)*'+  2  (-l)«-|-(j»-3-l),-i(a;+y)f-«».«».y» 

ist.     (NB,   Ist  p  gerade,  so  haben  wir  ^  als  oberen  Grenzwerth  von  q  zu 
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ßedeutet  p  eine  Primzahl   >3,  so  mass  immer 

y  (-i)'-|(i'-3-i),-i=o, 
_p-i 

2  (-l)».y(i>-9-l),-,=0 


also  auch 


se^n. 

Anmerkung  2. 

lieber  die  Con^^rttenz  {x-hy)*  =  xy  (modp). 

Soll  die  Congraenz  (x+yy^xy(fnodp)j  in  welcher  p  eine  Primzahl 
bedeutet,  in  positiven  ganzen  Zahlen  gelöst  werden,  so  dürfen  wir  rc  und  y 
<  p  annehmen. 

Für  p  =  2  giebt  es  keine  Lösung ,  während  für  p  =  3  a;  =  y  =  l,  oder 
x  =  y  =  2  sein  muss.  Ist  p^S,  so  kann  offenbar  x  weder  =^,  noch 
=  p — y  söio« 

Kennen  wir  zwei  Werthe  von  x  und  y,  z.  B.  x^  und  yi,  die  der  Con- 

(x+yy  =  xy  oder  aj*  +  a?y+y*  =  0  (inodjp) 
genügen,  so  erhalten  wir  p  — 2  weitere  Lösungen,  indem  wir  x^  und  y^  mit 
den  Zahlen  2,  3,  p— l  multipliciren  und  von  den  Producten  die  etwa  in 
ihnen  enthaltenen  Vielfachen  von  p  abziehen.  Ist  z.  B.  a  eine  der  genannten 
Zahlen,  und  ist  ax^^v^  ay^^w  {modp)^  so  finden  wir  durch  Multiplica- 
tion  der  Congruenz  Xj*  +  x^yi  +  y^^  =  0  {mcdp)  mit  a* 

{aXiY  +  aXi  .ay^  +  (»^1)*  =  v*  +  v«^  +  W'*  =  0  (modp). 

Da  x^  und  yi  <^p  sind,  so  geben  bekanntlich  die  Producte  von  x^^ 
sowie  auch  die  von  y^j  mit^den  Zahlen  1,  2,  3,  ...,  p~l,  durch  p  divi- 
dirt,  die  Reste  1,  2,  3,  ...,  p— 1»  natürlich  in  anderer  Ordnung;  es  muss 
daher  eine  Zahl  &<p  geben,  deren  Product  mit  ^1  =  ^1  (modp)  ist. 

Multipliciren  wir  nun  die  Congruenz 

1)  x.^  +  x.y.^-y.^^Qimodp) 
mit  h^  und  setzen 

l>a?i  =  5j,   wo  xri<p  ist, 
so  wird 

2)  a;,«  +  a:jiPi+/?,*^0  {madp)-, 

d.  h.  es  giebt  zwei  Zahlen  <.  p,  ^j  und  z^ ,  von  denen  jede  mit  x^  zusam- 
men unserer  Congruenz  genügt.  Dass  y^  und  e^  verschieden  sein  müssen, 
ergiebt  sich  aus  den  Congruenzen  6y,  =a?,  und  6a;i  =  if,,  woraus  x^^^^y^z^ 

folgt 

Durch  Subtraction  von  1)  und  2)  erhalten  wir 
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d.  h.  entweder 
Da  demnach 


ai+yi+iP,=0  {modp). 


ist,  80  wird 

(yi  +  f^iY  -  (yt + ^i)yi + ^i' = ^i* + yi  ^i  +  ^i' = o  (modp). 

Sind  a;^  und  y^,  beide  <  p,  verschieden  von  x^  und  ^j,  und  ist  x^^+x^y^ 
+  ya*  =  0  (modjp),  so  muss,  wie  leicht  zu  erkennen,  wenn  iPj  =  — (a^+yg) 
angenommen  wird, 

a;,*  +  «gXf,  +  j?t^  =  Ö  und  yi*  +  yi0i  +  sfi^  =  O  (jnodp) 
sein,  und  ir,  ist  verschieden  von  g^. 

So  fortfahrend,  erhalten  wir  weitere  Gruppen  von  je  drei  Zahlen  <  p, 
deren  Summe  entweder  =p,  oder  =2p  ist,  und  von  denen  je  zwei  unserer 

p  — 1 
Congruenz  genügen.     Die  Anzahl  dieser  Gruppen  muss  offenbar  sein, 

woraus  wir  schliessen,  dass  ftlr  Primzahlen  von  der  Form  6n  — 1  die  Con- 
gruenz oi^+xy  +  y*  =  0{modp)  nicht  bestehen  kann. 

Da  x  +  y  nicht  —0  {fnodp)  ist,  so  folgt  aus  {x+yY^xy  {moäp): 

«  2  .3^  2  =(a:+y-P-t  =  l  (modp), 
d.  h.  jC  und  y  sind  gleichzeitig  quadratische  Beste,  oder  Nichtreste  von  p. 
Demgemftss  können  wir  sagen,  dass  die  quadratischen  Reste  einer  Primzahl  p 
=  6n  +  l  sich  immer,  und  zwar  nur  auf  eine  Weise,  in  n  Gruppen  von 
je  drei  Besten  vertheilen  lassen,  so  dass  die  Summe  der  Beste  in  jeder 
Gruppe  entweder  =p,  oder  ^=2p  ist;  und  dasselbe  gilt  von  den  Nichtresten. 

Beispiele. 

p  =  7. 
Beste:  1  +  2  +  4  =  7;  Nichtreste:  3+5+^6  =  2.7. 

/»=13. 
Reste:  1  +  3  +  9  =  13,   4+10+12  =  2.13; 
Nichtreste:  2  +  5  +  6  =  13;   7  +  8+11  =  2.13. 

p  =  19. 
Restet  1+7+11  =  19,   4+6  +  9=19,  5  +  16  +  17  =  2.19; 
Nichtreste:  2  +  3  +  14=19,  8  +  12+18  =  2.19,  10+13+16  =  2.19. 

NB.  Wenn  «=1  (tiMM23)  ist,  so  enthält  x{x+l)  +  1  =  1  +  x+a^  den 
Factor  3,  sonst  nur  Primzahlen  von  der  Form  6»+l  als  Factoren,  oder 
l+x  +  a?  ist  selbst  eine  solche  Primzahl.     So  ist  z.  B. 

4.5+1  =  3.7,   5.6+1  =  31,   6.7+1  =  43,   9.10+1  =7.13  etc. 

Riga.  Staatsrath  August  Ribkb. 
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ZVL  Bemerknn^n  über  Pol  und  Polare  eines  Eegelschnittes. 

1. 

Wir  gehen  von  zwei  projectivischen  Reihen  auf^^^^^^s?  welche  in  der- 
selben Ebene  £  liegen.  Eine  beliebige  Gerade  g  schneide  t^  in  X^  und  t^ 
in  Y^.  Die  entsprechenden  Pankte  zu  X^,  7^  seien  resp.  X2,  F^.  h  sei 
die  Verbindungslinie  der  Punkte  Xj,   Y^. 

Geben  wir  jetzt  g  alle  möglichen  Lagen  in  der  Ebene  E,  so  gehört  zu 
jeder  Lage  von  g  eine  solche  von  h.  Eine  beliebige  Gerade  p  schneide  ein 
zusammengehöriges  Geradenpaar  ^^  in  den  resp.  Punkten  Q^  H.  Wir  con- 
stroiren  zu  G  den  vierten  harmonischen  G*  in  Bezug  auf  X,  Fg  und  zu  H  den 
vierten  harmonischen  H*  in  Bezug  auf  X^  Y^ .  p*  sei  die  Verbindungslinie 
dieser  vierten  harmonischen.  Dann  können  wir  beweisen,  dass  alle  Ge- 
raden p*  durch  einen  Punkt  P  gehen. 

Um  diesen  Nachweis  zu  führen,  betrachten  wir  ^,,  t^  als  die  Orthogo- 
nalprojectionen  von  zwei  windschiefen  Geraden  2|,  l^  im  Räume.  Die  pro- 
jectivischen Reihen  auf  ti  uud  t^  fassen  wir  als  Orthogonalprojectionen  von 
zwei  projectivischen  Reihen  in  Z^,  l^  auf.  Indem  wir  die  entsprechenden 
Punkte  der  letzteren  Reihen  verbinden,  erhalten  wir  eine  Regelschaar  eines 
Hyperboloids  H^  Die  Linien  g  und  h  sind  Orthogonalprojectionen  von 
Geraden,  welche  in  Bezug  auf  H^  zueinander  conjugirt  sind.  Legen  wir 
durch  p  zu  E  eine  Normalebene  P,  so  schneidet  diese  aus  den  zuletzt  er- 
wähnten conjugirten  Geraden  Panktepaare,  deren  resp.  Verbindungslinien 
die  Gerade  p  zur  Orthogonalprojection  haben.  Die  conjugirten  aber  zu 
diesen  Verbindungslinien  in  Bezug  auf  H^  sind  Gerade,  deren  Orthogonal- 
projectionen in  den  resp.  Linien  p*  liegen.  Nun  gehen  diese  conjugirten 
Geraden  alle  durch  den  Pol  Pu  der  Ebene  P  in  Bezug  auf  H^.  Also  schnei- 
den sich  die  Linien  p*  in  der  Orthogonalprojection  P  von  P^.  Damit  ist 
unsere  Behauptung  bewiesen.  Wir  geben  derselben  noch  eine  andere  Aus- 
drucksweise. 

Legen  wir  an  das  Hyperboloid  H^  den  Cjlinder,  welcher  zur  Ebene  E 
senkrecht  steht,  so  berührt  derselbe  das  Hyperboloid  in  einem  Kegelschnitt 
Ku*.  Die  Ebene  U  dieses  Kegelschnittes  enthält  Pw  Sei  u  der  Schnitt 
von  U  mit  der  Ebene  P,  so  ist  Pu  der  Pol  von  u  in  Bezug  auf  £u^  Be- 
merken wir  jetzt,  dass  die  Orthogonalprojection  von  Ku*  in  dem  Kegel- 
schnitte K^  liegt,  welchen  die  projectivischen  Reihen  auf  ^^  und  ^^  erzeugen, 
und  dass  P  und  p  die  Orthogonalprojectionen  von  Pu  und  u  sind,  so  folgt, 
dass  P  der  Pol  von  p  in  Bezug  auf  K*  ist.     Wir  haben  daher  den 

Sat0  J.  Construiren  wir  in  zwei  projectivischen  Reihen 
X|FjZj...,  Xj 7*2^8 '••  2^  ^^Q  Schnittpunkten  vonXjFgUnd  Y^X^ 
mit  einer  beliebigen  Geraden  p  die  vierten  harmonischen  in 
Bezug    auf  X^  F,   und    TjX^,    so    liegen   die  VerbindungsVrnlen    t 
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dieser  vierten  harmonischen  auf  Geraden  durch  einen  Punkt. 
Dieser  ist  Pol  von  p  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  welchen 
die  projectivischen  Reihen  erzeugen. 

2. 

Der  nfimliche  Kegelschnitt  K^^  welcher  durch  die  Reihen  auf  i^  i^  her- 
vorgebracht  wird,  kann  auch  durch  projectivische  Reihen  erzeugt  werden, 
welche  t^  und  die  Gerade  X^X^  zu  Trägern  haben.  Sei  JE7der  Schnittpunkt 
von  ^1^2  9  ^^^  ^  derjenige  der  Geraden  XjXj,  ^i  ^s?  so  sind  J^,  X^  und 
Fy  Yy  entsprechende  Paare  der  zuletzt  erwähnten  Reihen.  Wenden  wir  den 
Satz  I  an,  und  sei  J  der  Schnittpunkt  von  EF  mit  jp,  so  folgt,  dass  der 
vierte  harmonische  J*  zu  7  in  Bezug  auf  E  und  F  mit  H*  in  einer  Ge- 
raden durch  P  liegt.  Oben  haben  wir  gezeigt,  dass  H*  und  G*  in  einer 
Geraden  p*  durch  P  liegen.  Es  muss  somit  diese  Gerade  mit  derjenigen 
durch  J*  und  H*  zusammenfallen,  d.  h.  7*,  H*  und  G*  liegen  in  derselben 
Geraden.     Oombiniren  wir  dieses  Resultat  mit  Satz  I,  so  folgt: 

Satz  II.  Construiren  wir  in  den  Vierseiten,  welche  einem 
Kegelschnitt  umschrieben  sind,  je  zu  den  Schnittpunkten  der 
drei  Diagonalen  mit  einer  beliebigen  Geraden  p  die  vierten 
harmonischen  in  Bezug  auf  die  Ecken  des  Vierseits,  so  liegen 
diese  vierten  harmonischen  in  einer  Geraden  und  diese  Ge- 
raden gehen  durch  den  Pol  der  Liniep  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt. 

3. 

Wir  machen  von  Satz  I  und  II  einige.  Anwendungen.  Zunächst  ge- 
statten uns  diese  Sätze,  zu  einer  Geraden  in  Bezug  auf  einen  durch  fün^ 
Tangenten  gegebenen  Kegelschnitt  den  Pol  zu  finden,  ohne  —  wie  dies 
gebräuchlich  ist  —  weitere  Tangenten  oder  Punkte  des  Kegelschnittes  zu 
zeichnen.  Wir  bilden  aus  den  ffinf  Tangenten  zwei  Yierseite  und  con- 
struiren auf  je  zwei  Diagonalen  eines  solchen  Vierseits  die  vierten  harmo- 
nischen zu  den  Schnittpunkten  mit  der  Polaren  in  Bezug  auf  die  resp. 
Ecken  des  Vierseits.  Die  Construction  ist  besonders  bequem,  wenn  p  un- 
endlich ferne  ist,  und  beweist  folgenden: 

Satz  IIL  Seien  AyB^Cy...,  Ä^B^C^.*.  zwei  projectivische 
Reihen,  welche  einen  Kegelschnitt  f  erzeugen,  so  gehen  die 
Verbindungslinien  der  Mitten  von  Ä^B^y  -^i-^;  A^s*  ^i^»  ••• 
durch  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes. 

Bemerken  wir,  dass  in  projectivischen  Reihen  dem  Schnittpunkte  der 
Träger  die  Berührungspunkte  entsprechen,  so  lässt  sich  nach  Satz  III  der 
Mittelpunkt  auch  in  dem  Falle  leicht  construiren,  in  welchem  der  Kegel- 
schnitt durch  vier  Tangenten  und  einen  Berührungspunkt  oder  durch  drei 
Tangenten  und  zwei  Berührungspunkte  gegeben  ist. 
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Für  das  Fünfseit  der  Tangenten  ergiebt  sich  folgender: 
SaUs  IV,  Oonstruiren  wir  bei  einem  Fünfseit  auf  den  15 
Geraden,  welche  je  zwei  Ecken  —  und  nur  zwei  —  des  Fünf- 
seits  verbinden,  zwischen  diesen  die  Mittelpunkte,  so  liegen 
dieselben  fünfmal  zu  dreien  auf  fünf  Geraden.*  Diese  gehen 
durch  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes,  welcher  dem  Fünf- 
seit eingeschrieben  ist. 

4 
Geben  wir  von  einem  Kegelschnitte  den  Mittelpunkt  M  und  drei  Tan- 
genten ^j,  t^y  a,  so  stellen  wir  uns  nun  die  Aufgabe,  weitere  Tangenten 
des  Kegelschnittes  zu  zeichnen.  Wir  lösen  dieselbe,  indem  wir  auf  ^j  und 
t^  projectivische  Reihen  construiren.  Die  Schnittpunkte  Ä^ ,  Ä^  von  f j ,  ^2 
mit  a  sind  ein  Paar  dieser  Reihen.  Soll  zu  einem  Punkte  B^  auf  t^  der 
entsprechende  B^  gefunden  werden ,  so  verbinden  wir  B^  mit  Ä^  und  zeichnen 
die  Mitte  Jlf^  dieser  Linie.  Dann  muss  nach  dem  Satze  III  auf  der  Ge- 
raden M^M  die  Mitte  M^  von  Ä^B^  liegen.  M^  befindet  sich  aber 
auch  auf  der  Parallelen  t^*  zu  t^^  welche  den  Abstand  zwischen  Ä^  und 
t^  halbirt.     Somit  ist  M^  als  Fig.  1 

Schnittpunkt  von  i/^  mit  M^  M 
bestimmt.  Ziehen  wir  Ä^  M^ , 
so  schneidet  diese  Gerade  aus 
t^  den  Punkt  B^  (Fig.  l). 

Lassen  wir  jetzt  B^  die 
Gerade  ^,  durchlaufen,  so  be- 
wegt sich  Jlfj  auf  einer  Pa- 
rallelen t^*  zu  t^ ,  welche  den 
Abstand  zwischen  Ä^  und  t^ 
halbirt.  Die  Linie  M^M^ 
dreht  sich  um  Jf ,  und  M^ 
dorchlftuft  ^2"^.  Darnach  Ifisst  0, 
sich  die  Construction  der  Tan- 
genten des  Kegelschnittes  auch  so  aussprechen:  Wir  ziehen  durch  M  eine 
beliebige  Gerade,  welche  t*  in  M^  und  t^*  in  M^  schneide.  Die  Linien 
A^M^  und  Ä^M^  treffen  resp.  i^  und  t^  in  Punkten  einer  Tangente. 

Die  Berührungspunkte  der  Tangenten  ^j,  t^  erhalten  wir  als  die  ent- 
sprechenden zum  Schnittpunkte  dieser  Geraden.  Wir  verbinden  somit  M 
mit  dem  Schnittpunkte  von  tj^*  {t^t^*)  und  schneiden  diese  Gerade  mit  t^* 
(i,*).  Die  Pjrojection  dieses  Schnittpunktes  aus  -^,  {A^)  auf  t^  (^g)  ist  der 
gesuchte  Berührungspunkt  Pi{0^\ 


*  Es  sind  die  Mittelpunktslinien  der  fSnf  Kegelschnittschaaren ,  welche  zu 
Grondlinien  die  fünf  Vierseite  haben,  in  die  sich  das  Fünfseit  zerlegen  lä«et:^^^T^ 
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5. 

Betrachten  wir  die  Geraden  t^  a  oder  ^2  ^  ^8  Träger  der  projectivischen 
Reihen,  welche  den  Kegelschnitt  mit  dem  Mittelpunkte  M  erzengen,  so  können 
wir  diese  Reihen  auf  dieselbe  Weise  construiren ,  wie  unter  4  die  Reihen  auf 
^1  und  fg.    Wir  stellen  daher  folgenden  Satz  auf: 

Sat0  F.  Einem  Kegelschnitte  von  gegebenem  Mittelpunkte 
M  sei  ein  Dreieck  ABC  resp.  ahc  umschrieben.  Ä*B*C*  resp. 
a*h*c*  sei  das  Dreieck  der  Seitenmitten  Yon  ABC.  Eine  beliebige 
Gerade  durch  M  schneide  a*b*c*  in  den  Punkten  A^y  B^y  Cj. 
Dann  treffen  die  Linien  AA^^  BB^y  CC^  die  resp.  Geraden  ahc  • 
in  Punkten  einer  Tangente  des  Kegelschnittes,  üfil*  schneidet 
a*  in  einem  Punkte,  dessen  Projection  aus  A  auf  a  uns  den 
Berührungspunkt  dieser  Tangente  giebt. 

Transformiren  wir  die  Figur  dieses  Satzes  in  einer  centrischen  Col- 
lineation  erster  Ordnung,  so  gelangen  wir  zu  der  Construction  der  Tan- 
geuten eines  Kegelschnittes ,  der  durch  die  Polare  p  eines  gegebenen  Punktes 
P  und  drei  Tangenten  a,  Z),  c  bestimmt  ist.  Dabei  müssen  wir  zu  den 
Schnittpunkten  der  Tangenten  mit  p  die  resp.  vierten  harmonischen  in  Bezug 
auf  die  Ecken  des  Tangentendreiecks  zeichnen:  Diese  vierten  harmonischen 
liegen  auf  einem  Dreieck,  welches  zu  dem  Tangentendreieck  perspectivisch 
ist.  Nennen  wir  es  das  zum  Tangentendreieck  in  Bezug  auf  p 
harmonisch  gelegene  Dreieck,  so  ergiebt  sich  ans  Satz  Y  folgender: 

SatzVL  Von  einem 
Kegelschnitte  sei 
der  Pol  zu  einer 
Geraden  |>  und  ein 
Tangentendreieck 
ABCresp.  ahcg^ge^ 
ben(Pig.2).  A'^B^C* 
resp. a*5*c* liege  zu 
ABC  in  Bezug  auf 

/'  harmonisch. 
Schneiden  wir  die 
Seiten  von  a*h*e* 
mit  einer  Geraden 
durch />  und  projiciren  wir  diese  Schnittpunkte  ans  den  gleich- 
namigen Ecken  von  ABC  auf  die  resp.  Seiten  ahCy  so  erhalten 
wir  drei  Punkte  einer  Tangente  des  Kegelschnittes.  Projici- 
ren wir  die  Ecken  des  Dreiecks  A*B*C*  aus  /^auf  seine  gJeich- 
namigen  Seiten  und  projiciren  wir  diese  Projectionen  aus  den 
gleichnamigen  Ecken  von  ABC  auf  die  resp.  Seiten  a&c,  so 
erhalten  wir  ihre  Berührungspunkte  mit  dem  Kegelschnitte, 
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Machen  wir  von  Satz  V  eine  daale  Uebersetzung,  so  lehrt  uns  dieselbe 
Punkte  eines  Kegelschnittes  finden,  von  dem  wir  den  Mittelpunkt  M  und 
drei  Punkte  A^  B^  C  kennen.  Dabei  müssen  wir  M  mit  ABC  verbinden 
and  zu  diesen  Verbindungslinien  je  die  vierten  harmonischen  in  Bezug  auf 
zwei  Seiten  des  Dreiecks  ABC  zeichnen.  Auf  diese  Weise  gelangen  wir 
zu  einem  Dreieck  A*B^C*y  welches  zu  ^^0  mit  M  als  Centrum  perspec- 
tivisch  liegt.  Wir  nennen  es  das  zu  ABC  m  Bezug  auf  Jü  harmonisch  ge- 
legene Dreieck.  Dann  erhalten  wir  Punkte  des  Kegelschnittes  nach  folgendem : 

Sai»  Vn.  Ein  Kegelschnitt  von  gegebenem  Mittelpunkte 
Jf  sei  einem  Dreieck  ABC  resp.  ahc  umschrieben.  A*B*C* 
resp.  a*h*<f^  liege  zu  ABC  in  Bezug  auf  M  harmonisch.  Proji- 
ciren  wir  die  Ecken  von  A*B*C*  in  beliebiger  Richtung  auf  die 
gleichnamigen  Seiten  von  abc^  so  schneiden  sich  die  Geraden, 
welche  durch  diese  Projectionen  und^ie  resp.  Ecken  ^,  B,  C 
gehen,  in  einem  Punkte  des  Kegelschnittes.  Ziehen  wir  durch 
die  Ecken  von  A*B*C*  zu  den  resp.  Seiten  a*h*c*  die  Paral- 
lelen, so  treffen  diese  resp.  ahc  in  Punkten,  durch  welche  die 
resp.  Tangenten  in  ABC  gehen. 

Kehren  wir  die  in  Satz  V  ausgesprochenen  Beziehungen  zwischen  den 
Berührungspunkten  der  Tangenten  und  dem  Pole  um,  so  können  wir  aus 
den  Berührungspunkten  den  Pol  finden,  wenn  die  Polare  gegeben  ist. 

6. 

Wir  wenden  uns  nochmals  zu  Satz  I  und  nehmen  an,  dass  p  eine 
Tangente  des  Kegelschnittes  sei,  welcher  durch  die  Reihen  auf  ^,  und  t^ 
erzeugt  wird.  Dann  berührt  die  Gerade  p  in  ihrem  Pole  den  Kegelschnitt. 
p*  schneidet  folglich  p  in  diesem  Bei*ührungspunkte. 

Wir  bemerken  nun ,  dass  in  Bezug  auf  ein  Vierseit  zu  jeder  Lage  von  p 
eine  bestimmte  Lage  von  p*  gehört.  Wir  wollen  zwei  solche  Lagen 
in  Bezug  auf  das  Vierseit  harmonisch  nennen.  Mit  Benutzung 
dieser  Ausdrucksweise  sagen  wir: 

Sata  VIII,  Construiren  wir  zu  einer  Tangente  eines  Kegel- 
schnittes die  harmonisch  liegenden  Geraden  in  Bezug  auf  die 
dem  Kegelschnitt  umschriebenen  Vierseite,  so  gehen  diese 
Geraden  durch  den  Berührungspunkt  der  Tangente. 

Die  Beziehung  von  pp*  in  Bezug  auf  ein  Vierseit  ist  eine  vertausch- 
We.  Folglich  muss  der  Kegelschnitt,  welcher  dem  Vierseit  eingeschrieben 
i>t  and  p*  berührt,  im  Schnittpunkte  von  p*  mit  p  den  Berührungspunkt 
W)en.     Wir  können  dies  so  aussprechen: 

Sat0  IX,    Die  zwei  Kegelschnitte  einer  Schaar,  welche  zwei 

i&  Bezug   auf   das   Vierseit   der   Grundtangenten    harmonisch 

liegende  Gerade  berühren,  haben  den  Schnittpunkt  dieser  Ge-« 

taden  gemein.  ..      .,  _, 

°  Dr.  Christian  Bb^bi*.         t 
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XYn.   üebar  die  parallelperspeotivisclie  AufiGEtssnng  der  Zeiclmiingt- 
ebene  bei  der  Grand-  nnd  Aufrissprojection. 

Herr  Renschle  bat  in  seiner  interessanten  Schrift  «Die  Deck -Ele- 
mente*** u.  A.  die  Begriffe  „Deckebene**  nnd  j^symptotische  Gerade^, 
d.  i.  Ebene y  bezw.  Gerade,  deren  beide  Spuren  in  der  Zeichnungsebene  sieb 
decken,  in  die  descriptive  Geometrie  eingeführt.  Durch  jede  Gerade,  ge- 
geben durch  ihre  Spuren  H  und  Y'  (Fig.  l),  geht  eine  Deckebene;  ihre 
Spuren  fallen  in  die  Linie  HV'  zusammen.  Durch  jeden  Punkt  {a^a)  geht 
eine  sjmptotische  Gerade;  ihre  Spuren  fallen  in  einen  Punkt  ^*  zusammen, 
der  auf  dem  Grundloth  aa  so  liegt,  dass  (wenn  g  den  Schnittpunkt  von 
Grundloth  und  Grundschnitt  bedeutet)  dA*=!^ga^  also  auch  aj^^=ga  ist. 
Der  Punkt  A*  wird  als  der  zum  Punkte  (a,  a)  gehörige  „Centralpunkt** 
bezeichnet.  Die  CentralpunEte  aller  Punkte  einer  Geraden  liegen  auf  der 
Spur  der  Deckebene  der  Geraden. 


Die  einfachen  und  eleganten  Constructionen ,  welche  Herr  Reuschle 
mit  Hilfe  dieser  zwei  Deckelemente  entwickelt,  lassen  sich  nun  auch  noch 
auf  andere,  und  zwar  sehr  anschauliche  Weise,  nämlich  vom  Gesichtspunkte 
der  sogenannten  Militärperspectiye  und  Cavalierperspective  aus 
erklären. 

Man  kann  die  Militärperspectiye  bekanntlich  definiren  als  schiefe  Pa- 
rallelprojection  auf  eine  horizontale  Bildebene  mit  einer  unter  45^  gegen 
dieselbe  geneigten  Richtung  der  parallelen  Sehstrahlen.  Ist  also  das  Object 
durch  Grundriss   nnd  Höhen   der  einzelnen  Punkte   gegeben,   so  bilden 


*  C.  Reuschle,  Die  Deck  -  Elemente.    Stuttgart,  Metzler.    1882. 
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sich  der  Grundriss  als  congraente  Figur,  die  Höhen  in  wahrer  Grösse  ab, 
und  man  erhält  die  militSrperspectivische  Abbildung  des  Objects  einfach 
dadurch,  dass  man  von  den  einzelnen  Punkten  der  Grundrissfigur  aus  die 
xagehörigen  Höhen  parallel  mit  der  Richtung  der  Horizontalprojection  des 
Sehstrahls  in  die  Ebene  der  Grundrissfigur  umlegt. 

Denkt  man  sich  demgem&ss  ein  descriptives  Grundsystem,  bestehend 
aus  Horizontalebene  und  Yerticalebene  in  rechtwinkliger  Verbindung,  und 
legt  die  Yerticalebene  durch  Drehung  um  den  Grundschnitt  in  die  Horizon- 
talebene um,  so  kann  die  so  entstandene  „ Zeichnungsebene ^  mit  den  in  ihr 
liegenden  Punkten  und  Linien  aufgefasst  werden  als  die  militärperspectivische 
Abbildung  des  ursprünglichen  rechtwinkligen  Grundsystems  mit  den  in  seinen 
Ebenen  liegenden  Punkten  und  Linien,  und  zwar  für  eine  Richtung  der 
Sehstrahlen,  deren  Horizontalprojection  senkrecht  zum  Grundschnitt  ist. 

Stellen  also  z.  B.  in  der  Zeichntingsebene  (Fig.  1)  H  und  V  die  Spuren 
einer  geraden  Linie  vor,  so  ist  vY'  die  umgelegte  Höhe  des  Punktes  V\ 
und  es  kann  also  die  directe  Verbindungslinie  HV  aufgefasst  werden  als 
die  Militärperspective  der  räumlichen  Geraden  H  V\  Sind  ferner  a ,  a  die 
Projectionen  eines  Punktes  Ä  der  Geraden,  und  schneidet  das  Grundloth 
aa  die  Linie  HV'  in  Ä*^  den  Grundschnitt  in  ^,  so  stellt  A*  die  Militärper- 
spective  des  Punktes  J    dar;   aÄ*   ist    die  umgelegte  Höhe,   folglich  ist 

Ebenso  gut  kann  man  sich  auch  das  Object  durch  seinen  Aufriss  und 
die  Ordinaten  der  einzelnen  Punkte  gegeben  denken  und  dasselbe  dadurch 
abbilden,  dass  man  von  den  einzelnen  Aufrisspunkten  aus  die  zugehörigen 
Ordinaten  parallel  zur  Verticalprojection  des  Sehstrahls  in  die  Ebene  des 
Aufrisses  umlegt.  Man  erhält  dann  ein  Bild,  das  als  y^cavalierperspec- 
tivisch^  zu  bezeichnen  ist. 

Demgemäss  kann  die  Zeichnungsebene  eines  desoriptiven  Grundsystems, 
wenn  man  sich  dieselbe  dadurch  hergestellt  denkt,  dass  man  die  Horizon- 
talebene in  die  als  fest  betrachtete  Verticalebene  umlegt,  auch  aufgefasst 
werden  als  die  cayaliei-perspectivische  Abbildung  des  räumlichen  Grund- 
systems fftr  eine  Richtung  des  Sehstrahls,  senkrecht  zum  Grundschnitt. 

unter  diesem  letzteren  Gesichtspunkte  betrachtet,  stellt  in  Fig.  l  h'H 
die  umgelegte  Ordinate  des  Punktes  H,  folglich  V'H  die  Cavalierperspective 
der  räumlichen  Geraden  V'H  vor.  Ä*  repräsentirt  die  Cavalierperspective 
des  Punktes  Ä^  aÄ*  die  umgelegte  Ordinate;  es  ist  also  aÄ*  =  ga. 

Die  von  Herrn  Reuschle  eingeführte  Darstellung  eines  Punktes  durch 
eine  seiner  Projectionen  a,  bezw.  a\  und  seinen  Centralpunkt  Ä*  kann 
hiemach  identificirt  werden  mit  seiner  axonometrischen  Darstellung  nach 
dem  System  der  Militärperspective,  bezw.  Cavalierperspective. 

Es  mag  noch  an  einem  Beispiel  gezeigt  werden,  wie  die  dargelegte 
Aoffassungsweise  bei  Constructionen  der  descriptiven  Geometrie  mit  Von  heil 
verwerthet  werden  kann. 
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Gegeben  seien  drei  Ebenen  durch  ihre  Sparen;  gesacht:  die  Projection 
ihres  Schnittpanktes.     (Fig.  2.) 

Die  drei  gegebenen  Horizontalsparen  mögen  sich  in  den  drei  Punkten 
1,2,3  schneiden ,  die  entsprechenden  drei  Verticalsparen  bezw.  in  1',  2^,  3\ 
Dann  sind  1,1'  —  2 ,  2^  —  3 ,  3'  die  Sparen  der  drei  Schnittlinien  der 
Ebenen.  Daher  stellen  die  directen  Verbind angslinien  11',  22',  33'  deren 
Militärperspectiven  (oder  Cavalierperspectiven)  vor.  Dieselben  müssen  sich 
in  einem  Punkte  C*  schneiden,  welcher  die  Militärperspective  des  gesuchten 
Schnittpanktes  C  repräsentirt.  Um  dessen  Projectionen  c  und  e  zu  ermit- 
teln,  bestimmt  man  von  einer  der  drei  Geraden,  z.  B,  von  11',  die  Hori- 
zontalprojection  und  erhält  auf  dieser  den  Punkt  c  als  Schnitt  mit  dem 
Grundloth  durch  C*,  cC*  ist  dann  die  umgelegte  Höhe.  Trägt  man  diese 
vom  Grundschnitt  aus  auf  dem  Grundloth  ab,  so  ergiebt  sich  die  Yeriical- 
projection  c. 

Herr  Beu sohle  bentttzt  die  Liniencombination  der  Fig.  2,  um  an  ihr 
die  Theorie  der  ebenen  Collineation  zu  entwickeln.  Auf  Grund  der  be- 
sprochenen perspectivischen  Anschauung  macht  sich  dies  sehr  einfach,  insofern 
die  Figur  sich  darstellt  als  die  parallelperspectivische  Abbildung  eines  Drei- 
kants C,  das  von  zwei  Ebenen  (den  zwei  Projectionsebenen)  nach  zwei 
Dreiecken  123  und  1' 2' 3' geschnitten  wird,  demzufolge  je  zwei  entsprechende 
Dreiecksseiten  in  der  Schnittlinie  der  Dreiecksebenen  (dem  Grundschnitt)  zu- 
sammentreffen müssen. 

Für  unsere  perspectivische  Auffassifng  dürfte  der  Vorzug  der  unmittel- 
baren Anschaulichkeit  sprechen.  Sie  ist  von  mir  in  meinen  Vorlesungen 
stets  verwendet  worden  und  erweist  sich  namentlich  für  photogram- 
metrische  Constructionen  sehr  zweckmässig,  worüber  eine  spätere  Mit- 
theilung berichten  mag.  Dagegen  dürfte  die  Auffassung  der  fraglichen 
Punkte  und  Linien  als  Spuren  von  sjmptotischen  Geraden  und  Deckebenen 
in  systematischer  Beziehung  den  Vorzug  verdienen ,  schon  mit  Bücksicht 
auf  die  sehr  interessante  dualistische  Parallele,  in  welche  die  Deckebene 
einer  Geraden  und  die  sjmptotische  Gerade  eines  Punktes  zu  dem  Deck- 
punkte einer  Geraden,  bezw.  der  Deckgeraden  einer  Ebene  von  Herrn 
Beuschle  gesetzt  werden.  Für  die  zwei  letzteren  Deckelemente,  welche 
sich  übrigens  in  constructiver  Beziehung  weniger  fruchtbar  erweisen  als  die 
ersteren,  bietet  sich  keine  analoge  perspectivische  Deutung  —  wenigstens 
keine  von  gleicher  Evidenz  —  dar. 

Berlin,  December  1888.  G.  Haück. 
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XIV. 
Oeometrie  der  Kreise  einer  Kugel. 

Von 

Dr.  F.  Schumacher 

In  Mets. 


Die  Stein  er 'sehe  Aufgabe:  „Einen  Kreis  zn  suchen,  welcher  drei  ge- 
gebene Kreise,  oder  eine  Kugel,  welche  vier  gegebene  Kugeln  unter  gegebe- 
nen Winkeln  schneidet^  wurde  in  neuester  Zeit  von.  Herrn  Prof.  Reye  in 
seinem  Buche:  „Synthetische  Oeometrie  der  Kugeln  und  linearen  Kugel- 
systeme (Leipzig  1879)^  in  umfassender  Weise  gelöst.  Die  zahlreichen 
hierbei  zur  Anwendung  kommenden  Sätze  über  Kreissysteme  hat  Herr  Pro- 
fessor Thomae  in  dieser  Zeitschrift  Bd.  29  S.  284  durch  stereogra- 
phische Projection  auf  die  Ebene  übertragen  und  dadurch  eine  Lösung 
des  erweiterten  Apollonischen  Problems  ftir  die  Ebene  gegeben.  In  der 
vorliegenden  Arbeit  sollen  diese  Eigenschaften  der  Kreissysteme  einer  Kugel 
nochmals  untersucht  werden.  Es  findet  sich  naturgemäss  eine  Anzahl  der 
hier  abgeleiteten  Sätze  schon  in  der  obengenannten  Druckschrift  des  Herrn 
Prof.  Heye;  während  aber  Herr  Reye  dieselben  mit  Hilfe  reciproker  Radien 
und  orthogonaler  Kugeln  ableitet,  gelangen  wir  hier  zu  denselben  auf  einem 
andern,  bisher  noch  nicht  betretenen  Wege,  nämlich  mittels  der  Polaren- 
theorie. Wir  weisen  jedem  Kreise  einer  Kugel  den  Pol  seiner  Ebene  in 
Bezug  auf  diese  Kugel  zu  und  zeigen,  dass  dann  gewissen  Kreissystemen 
und  Kreisschaaren  der  Kugel  gewisse  Hyperboloide  und  doppelt  berührende 
Kegelschnitte  im  Räume  entsprechen.  Die  Einführung  dieser  Gebilde  in  die 
Theorie  der  Kugelkreise  gestattet  Betrachtungen ,  welche  sich  nur  mit  Punk- 
ten, nicht  mehr  mit  Kreisen  beschäftigen,  and  die  gefundenen,  allgemeinen 
Sätze  ergeben  durch  einfache  Uebertragung  die  Beziehungen  der  Kugelkreise. 

Wir  werden  im  Folgenden  häufiger  die  Ausdrücke  „Kreisbündel*'  und 
„ Kreisbüschel **  gebrauchen,  für  welche  wir  die  beiden  Definitionen  festlegen 
wollen: 

1.  Alle  Kugeikreise,  deren  Ebenen  durch  einen  Punkt  gehen,  bilden 
'ein  Kreisbündel;  ihre  Pole  in  Bezug  auf  die  Kugel  liegen  in  einer  Ebene^ 

und  das  Kreisbündel  ist  daher  durch  drei  seiner  Kreise  bestimmt. 

2.  Alle  Kugelkreise,  deren  Ebenen  durch  eine  Gerade  gehen,  bilden 
ein  Kreisbüschel;  ihre  Pole  in  Bezug  auf  die  Kugel  liegen  in  einer  Geraden, 
ond  das  Kreisbüschel  ist  daher  durch  zwei  seiner  Kreise  bestimmt. 
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Hieran  anschliessend  führen  wir  noch  folgende  Bezeichnungen  ein.  'Wir 
bezeichnen  die  Engel  mit  K\  einen  Ejreis  anf  ihr  mit  h  oder  X;,.,  seine 
Ebene  mit  %  oder  xr  nnd  deren  Pol  mit  K  bezw.  Kr\  einen  Eegelschnitt 
mit  C\  seine  Ebene  mit  y.  Eine  Gerade  heisse  g^  ihre  Polare  g'  n.  s.  w. 
Abkürzend  werden  wir  gelegentlich  einen  Berührungskegel  der  Kugel ,  dessen 
Mittelpunkt  K  ist,  den  ,,EegeI  K^  nennen. 


L  Das  rechtwinklige  Schneiden. 

Auf  der  Engel  K*  ist  der  Ereis  k^  gegeben;  gesucht  alle  Ereise  k^ 
welche  ^j  rechtwinklig  schneiden.  Die  Tangenten  t  und  t^  in  einem  gemein- 
samen Punkte  B  der  Ereise  h  und  k^  stehen  aufeinander  normal  und  sind 
infolge  dessen  polar  zueinander.  Da  nun  alle  Tangenten  t^  von  k^  in  der 
Ebene  x^  liegen,  so  gehen  alle  Tangenten  t  der  Ereise  k  durch  den  Pol  K^ 
von  Xj,  d.  h.  die  k  bilden  ein  Bündel.     Das  ist  der  Satz: 

„Alle  Eugelkreise  k^  welche  einen  Ereis  k^  normal  schneiden,  bilden 
ein  Bündel,  dessen  Mittelpunkt  der  Pol  von  X|  ist;  ihre  Pole  liegen  in  x, ." 
Wir  legen  durch  zwei  polare  Geraden  g'  und  g  je  eine  beliebige  Ereis- 
ebene  x  und  x^ ,  und  ziehen  an  die  Ereise  k  und  ^|  im  einen  Schnittpunkte 
B  die  Tangenten  t  und  t^.  Die  Polare  von  t^  ist  eine  Tangente  von  K* 
im  Punkte  B  und  schneidet  g\  weil  g  und  t^  in  einer  Ebene  liegen,  sie 
föllt  also  mit  t  zusammen,  und  da  t  und  t^  als  polare  Geraden  normal  sind, 
so  schneiden  sich  k  und  k^  rechtwinklig  im  Punkte  B.  Die  Ebenen  x  nnd 
X|  waren  beliebig  durch  g'  und  g  gelegt,  also  gilt  allgemein: 

„Sind  die  Axen  zweier  Ereisbüschel  polare  Geraden,  so  schneidet 
jeder  Ejreis  des  einen  Büschels  jeden  Ereis  des  andern  normal" 

Sind  nun  auf  K*  die  beiden  Ereise  ki  und  k^  gegeben,  so  liegen  die 
Pole  aller  Ereise,  welche  diese  beiden  rechtwinklig  schneiden,  nach  obigem 
Satze  auf  der  Schnittlinie  XjX,;  die  Ereise  selbst  bilden  also  ein  Büschel, 
dessen  Axe  i^jA",  zu  XjX,  polar  ist.  Mit  Hilfe  des  letzten  Satzes  können 
wir  daher  sagen: 

„Alle  Ereise,  welche  zwei  Ereise  k^  und  k^  normal  schneiden,  bilden 
das  Büschel  i^i^\;  sie  werden  von  aUen  Ereisen  des  Büschels  (k^k^) 
normal  geschnitten." 

Drei  Ereise,  deren  Ebenen  nicht  durch  eine  Gerade  gehen,  sondern 
sich  in  einem  Punkte  schneiden ,  werden  nur  von  einem  Ereise  k  rechtwinklig 
geschnitten;  sein  Pol  ist  (S.  258)  der  Schnittpunkt  IT  der  drei  Ereisebenen. 
Jede  durch  A'  gehende  Gerade  g  hat  eine  in  x  liegende  Polare  g\  und  nach 
Obigem  wird  daher  jeder  Ereis  des  Büschels  g  von  k  rechtwinklig  geschnit- 
ten; da  p  eine  beliebgie  durch  £  gehende  Gerade  war,  so  gilt  das  Gesagte 
von  jedem  Ereise  dee  Bündels  K.    So  haben  wir: 
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„Alle  Kreise  eines  Bündels  werden  von  einem  einzigen,  reellen  oder 
imaginären  Kreise  normal  geschnitten;  derselbe  heisst  der  Orthogonalkreis 
des  Bündels,  und  seine  Ebene  hat  den  Mittelpunkt  des  Bündels  zum  Pol**, 
und  femer  noch: 

„Drei  nicht  in  einem  Büschel  liegende  Kreise  werden  nur  vom  Or- 
thogonalkreise des  durch  sie  gehenden  Bündels  normal  geschnitten.** 
Der  Orthogonalkreis  eines  Bündels  ist  nur  dann  reell ,  wenn  der  Mittel- 
punkt des  Bündels  ausserhalb  der  Kugel  liegt;  der  Orthogonalkreis  reducirt 
sich  auf  einen  Punkt,  wenn  der  Mittelpunkt  des  Bündels  ein  Punkt  der  £C* 
ist.  Liegt  endlich  der  Mittelpunkt  des  Bündels  innerhalb  A'',  so  ist  der 
Orthogonalkreis  imaginär;  in  diesem  Falle  gehOrt  zum  Bündel  auch  der 
Kreis ,  welcher  die  kleinsten  durch  iT  gehenden  Sehnen  der  Kugel  zu  Durch- 
messern hat  und  von  jedem  Kreise  des  Bündels  in  diametral  gegenüber- 
liegenden Punkten  geschnitten  wird. 

n.  Die  Bertthrnng. 

Zwei  Kreise  k^  und  h  mögen  im  Punkte  B  sich  und  die  gemeinschaft- 
liche Tangente  t^  berühren;  da  ^,  in  %  und  X|  liegt,  so  fällt  ihre  Polare  f', , 
d.  h.  die  in  B  auf  t^  normale  Tangente  mit  üTA^i  zusammen  und  geht  stets 
durch  ATi,  wenn  t^  auf  k^  rollt.     Also: 

„Die  Pole  aller  Kugelkreise  k,  welche  einen  Kreis  X^j  berühren,  liegen 
auf  demjenigen  Berührungskegel  der  A'^  welcher  den  Pol  A^j  zum  Mittel- 
punkt hat.^ 

Die  Pole  aller  Kreise  k^  welche  zwei  gegebene  k^  und  k^  berühren, 
liegen  daher  auf  der  Curve  vierter  Ordnung  C\  in  welcher  sich  die  beiden 
Kegel  A^i  und  A^,  schneiden.  Eine  beliebig  durch  A^j  A,  =  9  S^^^S^^  Ebene  s 
trifiFt  die  C*  in  vier  Punkten  C\  2/,  G",  D",  welche  durch  sechs  Sehnen  der 
Carve  verbunden  werden  kOnnen  (Fig.  1).  Vier  dieser  Sehnen  sind  Strahlen 
der  Kegel  Aj  und  A,  und  berühren  daher  die  IC*  in  je  einem  der  Punkte 
Ä^^  ^,,  i^2>  -^«9  ^^  denen  die  beiden  Kreise  k^  und  k^  von  c  geschnitten 
werden;  die  beiden  anderen  Sehnen  C^D'  und  C J)"  mögen  sich  in  G' 
schneiden.  Der  Pol  der  Geraden  G"D'  {C"D")  in  Bezug  auf  den  in  b  lie- 
genden Kreis  k,  der  K*  ist  der  Schnittpunkt  P'  {P')  der  beiden  Polaren 
A^Ai  und  B^B^  {Ä^B^  und  B^Ä^)  von  C  und  D'  (D"  und  C").  Infolge 
dessen  hat  die  Gerade  P' P"  zum  Pole  bezüglich  Ar«  den  Punkt  G\  durch 
welchen  daher  auch  die  Diagonalen  ^i^|  und  Ä^B^  des  ft«  eingeschriebenen 
Vierecks  A^A^B^B^  geben.  Aus  letzterem  folgt  weiter,  dass  G'  bezüglich 
Ifct  die  Gerade  k^k^  zur  Polare  hat,  also  fallen  P' P"  und  K^K^  zusammen, 
und  G'  begt  auf  der  Polare  g=zf^^%^  von  g'.  Jede  mit  g  in  einer  Ebene 
liegende,  aber  nicht  durch  Aj  oder  A,  gehende  Sehne  CD  der  C^  schneidet 
demnach  auch  g.  Da  ferner  P'  und  P*'  bezüglich  k^  conjugirt  sind ,  so  liegt 
/*'  auf  der  Polare  C"!/'  von  P"  und  umgekehrt  P"  auf  der  Polare  C'D' 
von  P\     Wir  werden  nun  gleich  nachweisen,  dass  P'  und  P"  von  der  Lage^Tp 
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der  Ebene  b  unabhängig  sind,  jede  g'  schneidende,  aber  nicht  durch  Ki 
und  K^  gehende  Sehne  der  C^  liegt,  wie  hieraus  folgt,  in  einer  der  beiden 
unveränderlichen  Ebenen  P'g  =  y"  und  P"g  =  /;  die  C*  zerfUllt  also  in  zwei 
Kegelschnitte  C\^  und  C'\^  der  Ebenen  /  und  y".  Die  beiden  reellen  oder 
imaginären  Schnittpunkte  der  Kreise  h^  und  k^  liegen  auf  den  beiden  Kegeln 
A'i  und  A^2>  ^Iso  A^ch  auf  den  Schnittcurven  C\i  und  C'\^,  und  zwax  be- 
rühren diese,  ebenso  wie  die  Kegel,  in  jenen  beiden  Paukten  die  Kugel  A^^ 

Fig.1. 


Die  Unabhängigkeit  der  Punkte  P'  und  P"  von  i  ergiebt  sich  aus 
Folgendem.  Wie  schon  bewiesen,  liegen  P'  und  P"  auf  g'^K^K^  und 
sind,  wie  leicht  ersichtlich,  durch  Ky  und  K^  harmonisch  getrennt  und 
in  Bezug  auf  Ä,,  also  auch  auf  Ä*  conjugirt;  weisen  wir  nun  je  zwei  Punkte 
von  g  einander  zu,  welche  durch  K^  und  K^^  bezw.  durch  die  K^  har- 
monisch getrennt  sind,  so  erhalten  wir  zwei  involutorische  Punktreihen, 
von  denen  die  erstere  zwei  reelle  (IT, ,  Ä',),  die  letztere  zwei  reelle  (Jf,  K)  oder 
imaginäre  Ordnungselemente  besitzt,  und  da  diese  sich  nicht  trennen,  so 
haben  die  Punktreihen  stets  ein  reelles  Punktepaar  P\  P"  gemein,  aber 
auch  nur  eins,  d.  h.  P' und  P"  ändern  ihre  Lage  mit  c  nicht. 

Der  Pol  der  Ebene  y  liegt  auf  g  und  fÄllt  mit  dem  Pole  P'  von  CD' 
bezüglich   Ä-,  zusammen;   ebenso   folgt,   dass  P'  der  Pol  der  Ebene  y"  ist. 
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Die  beiden  Punkte  P'  und  P"  haben  für  h^  und  Ic^  noch  eine  beson- 
dere Bedeutung.  Legen  wir  nämlich  durch  \  einen  Kegel  mit  dem  Cen- 
tmm  P\  so  wird  derselbe  von  jeder  durch  g  gelegten  Ebene  in  zwei  Ge- 
raden geschnitten,  welche  durch  zwei  Punkte  A^  und  B^  von  Ic^  gehen;  der 
Kreis  Jc^  liegt  also  vollständig  auf  diesem  Kegel.  Dasselbe  gilt  von  P". 
Jeder  der  beiden  Punkte  P'  und  P"  ist  daher  das  Centrum  einer  durch  \ 
nod  Ä;^  gehenden  Kegelfläche,  und  sie  heissen  daher  Kegelcentren  von  h^ 
und  Ji^.     Also  haben  wir  die  beiden  Sätze: 

„Zwei  sich  nicht  berührende  Kreise  \ ,  A;,  ^^^^^  Kugel  können  durch 
zwei  Kegel  verbunden  werden;  die  beiden  Kegelcentra  liegen  auf  der  Polare 
der  Schnittlinie   x^Xg   und  sind  sowohl  durch  die  A"',   als  auch  durch  x^ 
und  Xj  harmonisch  getrennt^, 
und  ferner: 

„Zwei  Berührungskegel  einer  Kugel  K^  schneiden  sich  im  Allgemei- 
nen in  zwei  Kegelschnitten,  welche  die  K^  in  den  Schnittpunkten  der 
beiden  Berührungskreise  berühren;  ihre  Ebenen  haben  die  Kegelcentra 
der  Berührungskreise  zu  Polen  und  sind  daher  sowohl  durch  die  Ebenen 
dieser  Kreise,  als  auch  durch  die  K^  harmonisch  getrennt.^ 

Die  Kegelschnitte  C\^  und  C'\^  sind  nur  dann  nicht  beide  vorhanden, 
wenn  k^  und  Ic^  sich  in  einem  Punkte  berühren;  dann  werden  die  beiden 
Kegel  K^  und  K^  in  der  Geraden  ^i^^  von  derselben  Tangentialebene  der 
h'^  berührt  und  haben  daher  nur  einen  Kegelschnitt  und  die  Gerade  K^  k^ 
gemein. 

Die  Pole  aller  \  und  \  berührenden  Kreise  lagen  auf  C\i^  und  C^,2* 
Denken  wir  uns  eine  dieser  Curven  durch  zwei  projective  Strahlenbüschel 
erzeugt,  so  entsprechen  letzteren  als  Polaren  zwei  projective,  concentrische 
Strahlenbüschel,  welche  in  verschiedenen  Ebenen  liegen  und  daher  ein 
Ebenenbüschel  zweiter  Ordnung  erzeugen.  Dasselbe  umhüllt  eine  Kegel- 
fläche, und  der  Mittelpunkt  der  letzteren  ist  der  Pol  einer  der  Ebenen  y 
und  /'von  (7'„  und  C",j,  also  /^' oder  P'\     Daher: 

„Alle  Kreise  Ä,  welche  \  und  Ä^  berühren,  liegen  in  zwei  Kreis- 
bündeln, deren  Centra  die  Kegelcentra  von  \  und  k^  sind.  Die  Kreis- 
ebeuen  umhüllen  zwei  durch  \  und  It^  gehende  Kegelflächen,  ihre  Pole 
liegen  auf  zwei  Kegelschnitten,  welche  die  K^  in  den  beiden  Schnitt- 
punkten von  \  und  k^  berühren.^ 

Wir  suchen  nun  zu  drei  Kreisen  \y  Jc^j  Jc^  einen  berührenden  Jc]  sein 
Pol  liegt,  weil  er  Ä^j  und  k^  berührt,  auf  einem  Kegelschnitte  C^^  ütid,  weil 
er  k^  und  h^  berührt,  auch  auf  einem  Kegelschnitte  0^.  Wir  erhalten  dem- 
nach die  Pole  aller  Berührungskreise  Ä,  wenn  wir  jede  der  Curven  C^j  und 
C",j  mit  C^  und  mit  C'\^  zum  Durchschnitte  bringen ;  dies  ergiebt  acht 
Punkte,  welche  zu  zweien  auf  den  vier  Geraden  /12/2S»  y^Y^n^  Y^i/fs 
und  y"ify'fß  liegen.  Die  Ebenen  y  gehen  alle  durch  den  Punkt  x^x^Xß, 
also  auch  die  soeben  genannten  vier  Geraden.     Die  jenen  acht  Punkt 
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sprechenden  Kreise  h  berühren  h^  and  Ä;,,  also  liegen  die  acht  Punkte  anch  theils 
auf  C'ij,  theils  auf  C'\^  und  damit  auf  y\^  bezw.  y^jg.  Da  nun  die  Schnitt- 
linie y'isY'iz^^^i^s  <^^Q  Punkt  Xisc^x,  enthält,  so  geht  durch  jede  der  ge- 
nannten vier  Geraden  eine  der  beiden  Ebenen  y\^  und  y'\^^  aber  auch  nar 
eine,  weil  sie  sonst  zusammenfallen  mttssten,  was  unmöglich  ist.  Die  sechs 
Ebenen  y  schneiden  sich  also  zu  dreien  in  vier  Geraden  des  Punktes  X|  x^  «3 , 
und  daraus  folgt  für  ihre  Pole,  die  Kegelcentra: 

„Drei  Ejreise  einer  Kugel  haben  im  Allgemeinen  sechs  Kegelcentra; 

dieselben  liegen  mit  den  Polen  der  drei  Kreise  in  einer  Ebene  und  zwar 

zu  dreien  in  vier  Geraden,  welche  Kegelaxen  heissen.** 

Da  auf  jeder  Polaren  der  vier  Kegelaxen  die  Pole  zweier  Berührungs- 
kreise k  liegen,  so  gehen  durch  jede  Kegelaxe  die  Ebenen  von  zwei  Kreisen  Ä;. 
Das  ist  der  weitere  Satz: 

„Die  Kreise  einer  Kugel,  welche  drei  gegebene  berühren,  liegen  zu 

zweien  in  den  vier  Kreisbüscheln,  deren  Axen  die  Kegelaxen  sind.** 

Wir  wollen  noch  einen  Augenblick  bei  den  Schnittcurven  der  Be- 
rührungskegel einer  A''  verweilen.  Eine  beliebige  Ebene  y  schneidet  einen 
solchen  Kegel  in  einer  Curve  zweiter  Ordnung  und  seinen  Berührungskreis 
in  zwei  reellen  oder  imaginftren  Punkten,  in  welchen  jene  Curve  die  A"' 
berührt;  also  jeder  auf  einem  Berühmngskegel  der  K^  liegende  Kegelschnitt 
berührt  die  f^^  doppelt. 

Wir  können  auch  das  Umgekehrte  beweisen.     Sei  C*  ein  die  IT'  dop- 
pelt berührender  Kegelschnitt,  A  und  B  die  Berührungspunkte.     LSsst  sich 
durch  diese  C^  ein  Berührungskegel  legen,  so  muss  dessen  Berührungskreis 
durch  Ä  und  B  gehen  und  daher  seine  Spitze  auf  der  Polaren  g'  der  Be- 
rührungssehne AB^=g  liegen.     Ein  Berührungskegel  der  A'^  welcher  einen 
beliebigen  Punkt  Z  der  C^  zum  Centrum  hat,  schneidet  g'  in  zwei  Punkten 
K^  und  £2,  und  diese  sind  Mittelpunkte  zweier  Berührungskegel  der  K\ 
welche  beide  durch  die  C  gehen;  ihre  in  der  Ebene  y  liegenden  Schnitt- 
curven haben  nSmlich  mit  C^  die  Punkte  Z,  A  und  JB,  sowie  die  Tangen- 
ten in  den  beiden  letzteren  gemein.     Dieselbe  Construction  für  einen  andern 
Punkt  Y  der  C^  führt  zu  denselben  Punkten  K^   und  A,«   da  die  beiden 
Strahlen  A,  Y  und  K^  Y  auch  auf  dem  Berührungskegel  Y  liegen.    Also : 
„Jeder  auf  einem  Berührungskegel  der  K^  liegende  Kegelschnitt  C 
berührt  die  A'  doppelt,  nnd  umgekehrt  lassen  sich  durch  jede  die  K^ 
doppelt  berührende  C^  im  Allgemeinen  und  höchstens  zwei  Berühmngs- 
kegel der  A'  legen;  ihre  Mittelpunkte  liegen  auf  der  Polaren  der  Berühr- 
ungssehne. ^ 

Sei  K  ein  Berühmngskegel  der  K\  l  eine  beliebige  Gerade  der  Ebene 
%  seines  Berühmngskreises  h  und  L  der  Pol  von  l  bezüglich  Ä;.  Dann  hat 
die  Gerade  l  bezüglich  der  AT*  dieselbe  Gerade  KL  =  V  zur  Polare  wie  die 
Ebene  Kl  bezüglich  des  Kegels  AT,  und  ebenso  hat  jeder  Punkt  L  von  x 
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diejenige  Ebene  Kl  bezüglich  der  K^  zur  Polare,  welche  in  Bezug  anf  den 
Kegel  K  Polarebene  der  Geraden  KL  ist. 

Wir  legen  von  den  Punkten  K  einer  Geraden  g'  Berührungskegel  an 
die  Af^  and  schneiden  sie  durch  eine  beliebige,  die  Polare  g  von  g'  enthal- 
teude  Ebene  /;  dann  erhalten  wir  in  /  eine  Schaar  von  Kegelschnitten  C, 
welche  die  AT'  in  denselben  beiden  Punkten  von  g  berühren.  Da  g  in  jeder 
der  Ebenen  %  liegt,  so  ist  nach  dem  eben  Gesagten  g'  in  Bezug  auf  jeden 
der  Kegel  iT  Polare  der  Ebene  Kg,  also  der  Punkt  G^gy  bezüglich  jeder 
C*  Pol  von  g.  Und  da  femer  ein  beliebiger  Punkt  M  von  g  in  allen 
Ebenen  x  liegt,  so  ist  seine  Polarebene  (ji  bezüglich  jedes  Kegels  iT  Polar- 
ebene der  (xeraden  KM^  d.  h.  jeder  Punkt  M  von  g  hat  bezüglich  aller  C* 
dieselbe  durch  O  gehende  Polare  m.     Daraus  ergiebt  sich: 

,,Alle  Berührungskegel  der  K\  deren  Mittelpunkte  auf  einer  Geraden 
g'  liegen,  werden  von  einer  beliebig  durch  g  gelegten  Ebene  y  in  einer 
Schaar  von  Curven  zweiter  Ordnung  geschnitten.  Diese  berühren  die  K^ 
in  denselben  beiden  reellen  oder  imaginftren  Punkten  von  g  und  haben 
jedes  Poldreieck  gemein,  dessen  eine  Seite  in  g  liegt. ^ 

Flg.  2.  y^ 


Wir  sind  jetzt  im  Stande,  einen  die  AT'  doppelt  berührenden  Kegel- 
schnitt zu  zeichnen,  welcher  durch  einen  gegebenen  Punkt  Z  geht,  und  dessen 
Berührungspunkte  auf  einer  gegebenen  Geraden  g  liegen.  Die  Construction 
ist  einfach,  sobald  g  die  f  in  reellen  Punkten  schneidet;  denn  von  der 
gesuchten  Curve  sind  dann  der  Punkt  X,  die  beiden  Berührungspunkte  und 
die  Tangenten  in  den  letzteren  bekannt  Sind  die  Berührungspunkte  da- 
gegen imaginär,  so  wenden  wir  den  letzten  Satz  an.  Zu  den  in  diesem 
Satze  genannten  Curven  C^  gehOrt  auch  der  in  der  Ebene  /  liegende,  reelle 
oder  imaginäre  Kreis  h  der  K*  (Fig.  2).  Bezüglich  desselben  sei  OMM 
dasjenige  Poldreieck,  dessen  eine  Seite  Q-M  durch  X  geht,  während  eine 
zweite  MM'  auf  g  liegt;   der  vierte,  von  X  durch  O  und  M  hanm 
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getrennte  Pnnkt  Y  liegt  dann  auf  der  gesuchten  C7^  und  die  beiden  Ge- 
raden M'X  und  M'Y  sind  Tangenten  derselben.  Ist  femer  GNN^  ein 
zweites  Poldreieck  von  k  und  Z  der  vierte,  von  X  durch  GN'  und  N  har- 
monisch getrennte  Theilpunkt,  so  liegt  auch  Z  auf  der  (7^,  und  diese  ist 
nun  bestimmt.  Es  bleibt  nur  nachzuweisen,  dass  diese  C^  mit  k  alle  Pol- 
dreiecke gemein  hat,  deren  eine  Ecke  G  ist.  Aus  der  Gonstruction  gebt 
hervor,  dass  bezüglich  C*  XT  Polare  von  M\  G  Pol  von  g  und  N  Pol 
von  N'G  ist;  daher  sind  GMM'  und  GNN'  Poldreiecke  auch  der  C.  In 
g  liegen  zwei  involutorische  Punktreihen ,  wenn  wir  Punkte ,  die  bezüglich  k, 
und  femer  Punkte,  die  bezüglich  der  C*  conjugirt  sind,  einander  als  ent- 
sprechende zuweisen.  Diese  beiden  involutorischen  Punktreihen  sind  aber 
identisch,  da  sie  zwei  Elementenpaare  üf,  M'  und  N,  N'  gemein  haber, 
und  daher  hat  jeder  Punkt  von  g  in  Bezug  auf  k  und  auf  die  C*  dieselbe 
durch  G  gehende  Polare,  d.  h.  k  und  die  C  haben  alle  Poldreiecke  gemein, 
deren  eine  Ecke  G  ist.     Also: 

„Ein  die  Kugel  IC^  doppelt  berührender  Kegelschnitt  ist  durch  einen 
Punkt  und  die  Berührungssehne  eindeutig  bestimmt.^ 

Durch  drei  beliebige  Punkte  ist  ein  die  K*  doppelt  berührender  Kegel- 
schnitt im  Allgemeinen  nicht  eindeutig  bestimmt.  Nämlich  die  Mittelpunkte 
aller  durch  einen  Punkt  X  gehenden  Berührungskegel  der  K^  liegen  auf 
demjenigen  Berührungskegel,  welcher  X  zum  Centrum  hat.  Hieraus  folgt 
sofort,  dass  durch  drei  Punkte  X,  F,  Z  die  acht  Berührungskegel  der  AT' 
gehen,  in  deren  Mittelpunkten  sich  die  drei  Berühmngskegel  X,  Y  und  Z 
treffen.  Diese  Mittelpunkte  können  wir  nach  Früherem  als  die  Pole  der- 
jenigen acht  Kreise  auffassen,  welche  die  drei  bezw.  in  den  Ebenen  I»  17,  ^ 
liegenden  Kreise  x^  y,  0  der  E^  berühren;  sie  liegen  daher  zu  zweien  auf 
denjenigen  durch  einen  festen  Punkt  gehenden  Geraden  g\  deren  Polaren 
die  vier  in  der  Ebene  XYZ  liegenden  Kegelazen  g  der  Kreise  x^  y^  z  sind. 
Zwei  solche  Kegel,  deren  Mittelpunkte  K^  und  K^  auf  einer  Geraden  g' 
liegen,  schneiden  sich,  wie  wir  gesehen  haben,  in  zwei  Kegelschnitten, 
deren  Ebenen  durch  die  Polare  g  von  g*  gehen;  der  eine  von  ihnen  liegt 
also  in  der  Ebene  X  YZ  und  geht  durch  diese  drei  Punkte.  Die  acht  durch 
X,  r  und  Z  gehenden  Berührungskegel  der  K^  schneiden  sich  also  in  der 
Ebene  XYZ  zu  zweien  in  vier  Kegelschnitten  C^. 

Die  Berührungssehne  g  einer  solchen  C^  ist  nicht  nur  Kegelaxe  für 
die  drei  Kreise  Xy  y,  z,  sondern  beliebiger  drei  Kreise  x\  y\  z\  deren  Pole 
X\  Y\  Z'  auf  der  C^  liegen.  Denn  wir  können  durch  diese  drei  letzteren 
Punkte  wieder  acht  Berührungskegel  der  X'  legen;  dieselben  schneiden  die 
Ebene  XYZ  in  vier  Kegelschnitten,  von  denen  einer  mit  C  zusammen- 
fallen muss,  und  dessen  Berührungssehne  daher  mit  g  identisch  ist,  d.  h.  g  ist 
auch  Kegelaze  für  die  drei  Kreise  x',  y\  z\  So  haben  wir  den  Doppelsatz: 
„Durch  drei  Punkte  einer  Ebene  gehen  im  Allgemeinen  und  höch- 
stens vier  die  X*  doppelt  berührende  Kegelschnitte;  m>  ihnen  ischneiden 
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sich  zu  zweien  die  acht  Bertthrungskegel  der  K^,  welche  durch  jene  drei 
Punkte  gehen.'' 

„Die  Bertthrungssehne  eines  die  K*  doppelt  berührenden  Kegelschnitts 
ist  eine  Eegelaxe  für  je  drei  Kreise ,  deren  Pole  auf  diesem  Kegelschnitte 
liegen.^ 

Da  vier  Berührungskegel  der  K*  im  Allgemeinen  keinen  Punkt  gemein 
haben,  so  Iftsst  sich  durch  vier  beliebige  Punkte  einer  Ebene  keine  die  A"^ 
doppelt  berührende  C*  legen.  Wir  nehmen  also  an,  ein  solcher  Kegel- 
schnitt C  sei  durch  einen  Punkt  X^  und  die  Berührungssehne  g  gegeben. 
Die  beiden  durch  C  hindurchgehenden  Berührungskegel  der  K*  sind  leicht 
bestimmt,  denn  ihre  Mittelpunkte  sind  die  Schnittpunkte  der  Geraden  g 
mit  den  beiden  in  der  Ebene  Xig'  liegenden  und  durch  X^  gehenden  Tan- 
genten der  KK  Die  beiden  Kegelflächen  schneiden  sich  noch  in  einer  zweiten 
Curve  C"]  sie  lässt  sich  ohne  Zuhilfenahme  der  beiden  Kegel  construiren. 
Nach  dem  2.  Satze  auf  S.  261  ist  ihre  Ebene  /'  conjugirt  zu  y  bezüglich  der 
K*  und  geht  durch  g  hindurch;  der  Schnittpunkt  X^  dieser  Ebene  /'  mit 
einer  der  beiden  durch  Xj  gehenden  und  in  der  Ebene  Xj  g'  liegenden  Tan- 
genten der  K*  ist  ein  Punkt  der  C'\  und  diese  ist  nach  dem  1.  Satze  S.  264 
bestinunt,  da  von  ihr  ein  Punkt  JC^  und  die  Berührungssehne  g  bekannt 
sind.     Also : 

jfZu  einem  die  K^  doppelt  berührenden  Kegelschnitte  gehört  stets 
ein  zweiter  ebensolcher,  welcher  auf  denselben  beiden  Berührungskegeln 
der  K^  liegt  wie  der  erste.  Die  Ebenen  beider  Kegelschnitte  sind  be- 
züglich der  K^  conjugirt,  und  jeder  ist  durch  den  andern  ohne  Hilfe 
der  Berührungskegel  Tollständig  bestimmt.  ** 

nL  Das  Schneiden  unter  beliebigem  Winkel. 

Die  Ebenen  aller  Kugelkreise  ?b,  welche  einen  Kreis  Xfj  in  einem  Punkte 
B  unter  dem  Winkel  q>i  schneiden  ^  gehen  durch  die  beiden  Tangenten  der 
K*y  welche  mit  der  in  £  an  Xc^  gezogenen  Tangente  t^  den  Winkel  (p^ 
bilden;  ihre  Pole  liegen  daher  auf  den  beiden  Tangenten  t'  und  t"  des 
Punktes  Bj  welche  mit  t^  den  Winkel  90^ —  (pi  bilden.  Lassen  wirf  den 
Kreis  k^  beschreiben,  also  die  beiden  Tangenten  f  und  t"  um  die  Gerade 
K^M  {M  ist  das  Centrum  von  k^)  rotiren,  so  beschreiben  sie  die  beiden 
Regeischaaren  eines  einschaligen  Botationshyperboloids ,  dessen  Geraden  die 
K^  in  Punkten  von  A^i  berühren.     Das  ist  der  Satz: 

„Die  Pole  aller  Kugelkreise  k^  welche  einen  Kreis  k^  unter  dem 

Winkel  (p^  schneiden,  liegen  auf  einem  einschaligen  Botationshyperboloid, 

welches  die  K*  im  Kreise  k^   berührt,  und  dessen  Geraden  mit  den  sie 

schneidenden  Tangenten  von  k^  den  Winkel  90^— ^^^  bilden. ^ 

Diese  Flfiche   werden   wir  gewöhnlich  nur  „ein  die  A'*  im  Kreise  k^ 

berührendes  einschaliges  Hyperboloid^  nennen.    Nfimlich  eine  Fläche 
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Ordnung  F^  besitzt  bekanntlich  zwei  Schaaren  unter  sich  paraJleler  Kreis- 
ebenen,  nnd  jede  Engel,  welche  durch  einen  Ereis  d^r  einen  Schaar  geht, 
schneidet  aus  der  F*  noch  einen  Kreis  der  andern  Schaar  heraus.  Eine 
Kugel  kann  daher  eine  F*  nur  dann  in  einem  Kreise  bertthren,  wenn  beide 
Kreisschaaren  zusammenfallen,  und  dann  ist  die  F*  eine  Botationsflfiche. 
Ist  also  jET^  ein  die  Kugel  Af*  in  einem  Kreise  k^  berührendes  einschaliges 
Hyperboloid,  so  muss  H^  ein  Botationshjperboloid  sein;  und  bildet  irgend 
einer  seiner  Strahlen  mit  der  ihn  schneidenden  Tangente  von  k^  den  Winkel  gfy 
so  thun  dies  alle  seine  Strahlen,  wie  sich  ans  Orttnden  der  Symmetrie  ohne 
Weiteres  ergiebt     Wir  können  daher  sagen:  ' 

„Wenn  ein  einschaliges  Hyperboloid  ein  Kugel  in  einem  Kreise  k^ 
berührt,  so  ist  es  ein  einschaliges  Botationshyperboloid,  dessen  Strahlen 
mit  den  sie  schneidenden  Tangenten  des  Berührungskreises  k^  den  gleichen 
Winkel  bilden." 

Da  ein  einschaliges  Hyperboloid  doppelt  unendlich  viele  Punkte  eiat- 
hält,  so  bilden  die  den  letzteren  entsprechenden  Kreise  ein  System  zweiter 
Stufe;  eine  beliebige  Gerade  hat  mit  dem  Hyperboloid  im  Allgemeinen  nur 
zwei  Punkte  gemein,  und  da  den  Punkten  einer  Oeraden  Kreise  eines  Bü- 
schels entsprechen,  so  enthält  ein  beliebiges  Kreisbüsohel  im  Allgemeinen 
zwei  Kreise  des  Systems,  und  dieses  heisst  quadratisch: 

„Die  Kreise  einer  Kugel,  welche  einen  Kreis  X^i  unter  demselben 
Winkel  schneiden,  bilden  ein  quadratisches  Kreissystem  zweiter  Stufe. *** 
Ein  einschaliges  Hyperboloid ,  welches  die  £^  in  einem  Kreise  k  berührt, 
wird  von  einer  beliebigen  Ebene  in  einer  Curye  zweiter  Ordnung  geschnitten, 
welche  die  K*  in  den  beiden  Schnittpunkten  des  Kreises  k  und  der  Curven- 
ebene  berührt.  Seien  nun  die  beiden  einschaligen  Hyperboloide  Hi  und  H^ 
construirt,  deren  Punkten  Kreise  entsprechen,  welche  zwei  Kreise  ki  und  k^ 
unter  den  Winkeln  g>^  bezw.  q>^  schneiden.  Ein  beliebiger  Strahl  des  einen 
Hyperboloids  trifft  das  andere  in  zwei  Punkten  P'  und  P".  Durch  P'  und 
die  Oerade  p^^x,«,  legen  wir  eine  Ebene;  dieselbe  schneidet  die  Hyper- 
boloide in  zwei  Kegelschnitten,  welche  den  Punkt  P'  gemein  haben,  die  ^* 
doppelt  berühren  und  zwar  g  zur  Berührungssehne  haben,  also  nach  dem 
1.  Satze  S.  264  zusammenfallen.  Dasselbe  gilt  für  die  Ebene  P^g^  also 
ergiebt  sich: 

„Berühren  zwei  einschalige  Hyperboloide  die  if'  in  je  einem  Kreise, 
so  schneiden  sie  sich  in  zwei  Kegelschnitten,  welche  die  ü"'  in  den  Schnitt- 
punkten der  beiden  Berührungskreise  berühren." 

Sei  H*  ein  die  if'  im  Kreise  k  berührendes  Hyperboloid,  so  enthSlt 
jede  Berührungsebene  n  eines  Punktes  P  von  k  zwei  Strahlen  von  H^,  ist 
also  auch  Berührungsebene  von  H\  d.  h.  n  und  P  sind  Polarebene  und  Pol 


*  Vergl.  Beye,  Synthetische  Geometrie  der  Kugeln  und  linearen  Kugel- 
Systeme,  ^r.  164. 
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für  K^  und  H*\  dasselbe  gilt  demnach  für  die  Ebene  %  des  Bertthrungs- 
kreises  und  das  Centrum  K  des  Berührungskegels.  Ebenso  besitzt  bezüglich 
K^  und  H*  jede  Sehne  von  Iz  dieselbe  Polare,  nfimlich  die  durch  K  gehende 
Schnittlinie  der  Berührungsebenen  ihrer  Endpunkte.  Infolge  dessen  hat 
jeder  Punkt  P  der  Ebene  %  als  Schnittpunkt  zweier  Sehnen  dieselbe  durch 
IC  gehende  Polarebene  und  schliesslich  jede  Gerade  von  x  ab  Verbindungs- 
linie zweier  Punkte  P  die  gleiche  durch  K  gehende  Polare.     Also: 

„Berührt  ein  einschaliges  Hyperboloid  eine  Kugel  in  einem  Kreise  h^ 
80  besitzt  jeder  Punkt  und  jede  Gerade  der  Ebene  %  dieselbe  Polarebene 
und  Polare  in  Bezug  auf  Kugel  und  Hyperboloid.^ 
Denken  wir  uns  alle  einschaligen  Hyperboloide,  welche  die  K^  in  den 
Kreisen  eines  beliebigen  Büschels  berühren,  durch  eine  Ebene  /  geschnitten, 
welche  die  Axe  g  des  Büschels  enthält,  so  liegt  in  y  eine  Schaar  von  Kegel- 
schnitten C^,    Alle  diese  C^  berühren  die  K^  m  denselben  beiden  Punkten 
Ton  g^   und  mit  Hilfe  des  letzten  Satzes  lässt  sich  ebenso  wie  S.  263  oben 
der  folgende  nachweisen: 

9 Alle  einschaligen  Hyperboloide,  welche  die  Kugel  in  den  Kreisen 
eines  Büschels  g  berühren,   werden  von  einer  beliebigen  Ebene  dieses 
Büschels  in  einer  Schaar  von  Curven  zweiter  Ordnung  geschnitten.    Diese 
Curven   berühren   die  K^  in   denselben  beiden  reellen  oder  imaginären 
Punkten  und  haben  jedes  Poldreieck  gemein,  dessen  eine  Seite  in  der 
Berührungssehne  g  liegt." 
Wir  wollen  jetzt  durch  einen  gegebenen,   die  K^  doppelt  berührenden 
Kegelschnitt  C^  ein  die  A^^  in  einem  Kreise  beiührendes  einsohaliges  Hyper- 
boloid legen.    Die  Ebene  des  Berührungskreises  muss,  wie  wir  sahen,  durch 
die  Berührungssehne  g  der  C^  gehen ;  wir  legen  also  durch  g  eine  beliebige 
Ebene,  welche  die  K^  im  Kreise  \  schneiden  möge.    Die  Berührungsebeiie 
eines  Punktes  A  von  \  schneidet  die  C^  in  zwei  Punkten  8  und  T;  die 
Gerade  A8  bilde  mit  der  in  A  an  "k^  gezogenen  Tangente  t^  den  Winkel 
qpj,  und  construiren  wir  alle  Tangenten  der  K\  welche  mit  den  sie  schnei- 
denden Tangenten  von  )k,    den  Winkel  tp^   bilden,  so  liegen  dieselben  auf 
einem  Hyperboloid  J7|.     Dasselbe  schneidet  die  Ebene  y  in  einer  Curve 
zweiter  Ordnung,  welche  nach  dem  letzten  Satze  und  dem  1.  Satze  S.  264 
mit  C  zusammenfmit.     Dies  Hyperboloid  Hj   genügt  also  der  Forderung; 
es  enthält  nicht  nur  die  Gerade  AS,  sondern  auch  AT^  denn  die  durch  A 
gehende  Gerade  seiner  zweiten  Begelschaar  liegt  ebenfalls  in  der  Tangen* 
tialebene  von  A  und  geht  durch  einen  von  8  verschiedenen  Punkt  der  C\ 
also  durch  T.     Für  die  Ebene  x,  haben  wir  ein  einziges  der  Hyperboloide 
R^  erhalten;   da  aber  x^  beliebig  durch  g  gelegt  ist,   so  folgt  (vergl.  den 
S.Satz  S.  262): 

„Durch  einen  die  Kugel  K^  von  aussen  doppelt  berührenden  Kegel- 
schnitt C^  lassen  sich  stets  zwei  Kegel  und  unendlich  viele  einschalige 
Hyperboloide  legen,  welche  die  i^'  in  Kreisen  berühren;  die  Berühicungs- 
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kreise  bilden  das  Büschel,   dessen  Aze  die  Bertthmngssehne  der  C*  ist. 
Zu  jedem  Berühmngskreise  gehört  indessen  nar  ein  solches  Hyperboloid." 
Wir  gehen  nun  zar  Anwendung  der  letzten  Sätze  über.    Die  Pole  alier 
Kreise  A;,  welche  Jc^  nnd  Jc^  unter  den  Winkeln  <p^  und  (p^  schneiden,  liegen 
auf  den  beiden  Kegelschnitten  C^^,  in  denen  sich  die  Hyperboloide  JT^  und 
H^  durchdringen.     Den  Punkten  einer  solchen  Curye  C^^  entspricht  eine 
Schaar  £  von  Kreisen,  welche  demjenigen  Bündel  angehören,  dessen  Cen- 
trum P  Pol  der  Ebene  y^^  von  Cj,  ist;  die  Ebenen  der  Kreisschaar  S  um- 
hüllen eine  Kegelfläche  zweiter  Ordnung.  (Beweis  s.  8.261  Mitte.)  Jede  belie- 
bige Ebene  des  Raumes  hat  mit  der  Cj,  höchstens  zwei  Punkte  gemein,  und 
daher   enthält  ein  beliebiges  Kreisbündel  der  A"^  höchstens  zwei  Kreise  der 
Schaar  JS.      Durch    die  C|,  können   wir  unendlich   viele  Berührungshyper- 
boloide  der  A"^  legen;  die  Ebenen  ihrer  Berühmngskreise  gehen  durch  die 
Berührungssehne  der  C^^  >  ^^^  jeder  dieser  Berührungskreise  wird  von  allen 
Kreisen  der  Schaar  27  unter  gleichen  Winkeln  geschnitten.    Ausserdem  gehen 
durch  die  Cj,  zwei  Berührungskegel  der  if*,  also  werden  die  Kreise  der  Schaar 
2  noch   von   zwei  Kreisen  berührt     Zusammengefasst  giebt  dies  den  Satz: 
pAlle  Kreise  Je,  welche  zwei  Kreise  k^  und  k^  unter  den  Winkeln  gp, 
bezw.  <p^   schneiden,   liegen  in  zwei  Bündeln;   in  jedem  derselben  bilden 
sie  eine  Schaar  £,  deren  Ebenen  eine  Kegelfläcbe  umhüllen ,  und  welche 
mit  einem  beliebigen  Kreisbündel  der  K*  im  Allgemeinen  und  höchstens 
zwei  Kreise  gemein  hat.     Die  Kreise  jeder  Schaar  2  werden  von  jedem 
Kreise  des  Büschels  {k^ ,  k^)  unter  gleichen  Winkeln  geschnitten  und  von 
zwei  Kreisen  dieses  Büschels  berührt.''* 

Werden  mehrere  Kreise  dieses  Büschels  {kik^)  von  einem  und  daher  von 
allen  Kreisen  h  der  Schaar  2  unter  demselben  Winkel  (p  geschnitten,   so 
liegen  ihre  Pole  auf  jedem  Hyperboloid  jff*,   welches  die  JST*  in  einem  sol- 
chen Kreise  k  berührt,  und  dessen  Strahlen  mit  den  sie  schneidenden  Tan- 
genten  von   k   den  Winkel   90"  — g)    bilden.      Ausserdem  liegen  ihre  Pole 
auf  g\  sie  sind  also  die  Schnittpunkte  von  g'  mit  ü*.     Nun  kann  g'  nicht 
ganz  auf  H^  liegen^  denn  dann  würden  alle  Kreise,  deren  Pole  auf  ^'  liegen, 
von  Ä;  unter  demselben  Winkel  <p  geschnitten ,  und  das  trifft  fClr  die  beiden 
zuerst  angenommenen  Kreise  k^  und  ä:^  jedenfalls  nicht  zu;  demnach  enthält 
g  im  Allgemeinen  und  höchstens  zwei  Punkte  von  H^.    Das  giebt  den  Satz: 
qDie  Kreise  jeder  der  beiden  im  letzten  Satze  genannten  Schaaren 
2  werden  im  Allgemeinen  und  höchstens  von  zwei  Kreisen  des  Büschels 
(k^k^)  unter  demselben  gegebenen  Winkel  geschnitten.    Die  Ebenen  dieser 
beiden  Kreise  sind  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden  Schaaren  2  har- 
monisch getrennt.* 

Der  Beweis  des  Nachsatzes  wird  sich  weiter  unten   (s.  S.  269  u.)   in 
geeigneterem  Zusammenhange  ergeben. 


*  Vergl.  Reye,  a.  a.  0.  Nr.  166.  ^  t 
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Um  alle  Kreise  zu  finden,  welche  drei  gegebene  X;^,  k^  und  k^  unter 
den  bezw.  Winkeln  <P|,  q?^  und  q>^  schneiden,  construiren  wir  die  drei 
Hyperboloide  J7|,  H^  und  H3,  welche  die  K*  in  k^^  h^,  bezw.  Ä;^  berähren, 
und  deren  Strahlen  mit  den  Tangenten  dieser  Kreise  die  Winkel  qP|,  q>^ 
bezw.  9>3  bilden.  Durch  dieselbe  Betrachtung  wie  S.  261  zeigt  sich ,  dass 
diese  drei  Hyperboloide  sich  in  acht  Punkten  treffen,  welche  zu  zweien  auf 
Tier  durch  den  Punkt  XiX^Xs  gehenden  Oeraden  liegen.     Also: 

jyDie  acht  Kugelkreise ,  welche  drei  gegebene  k^^  k^^  k^  unter  den 
Winkeln  9>j,  9,,  bezw.  93  schneiden,  liegen  zu  zweien  in  vier  Kreis- 
büscheln; die  Azen  dieser  Büschel  liegen  in  der  Ebene,  welche  die  Pole 
der  drei  gegebenen  Kreisebenen  verbindef 
Ein  besonderer  Fall  ist  der,  dass  die  drei  Winkel  9>j,  gp^)  ^s  gleich 
sind,  etwa  gleich  q).  Seien  zunSchst  die  beiden  Schaaren  von  Kreisen  k' 
und  k"  construirt,  welche  k^  und  k^  unter  dem  Winkel  q>  schneiden;  wir 
wissen,  ihre  Pole  liegen  auf  zwei  Kegelschnitten  0'  und  C\  ihre  Ebenen 
*'>  »'  gehen  also  jede  durch  den  Pol  P'  bezw.  P"  der  Ebene  /  von  C 
bezw.  /"  von  C'\  Da  ein  beliebiger  dieser  Kreise  k  von  ^j  und  k^  unter 
demselben  Winkel  <p  geschnitten  wird,  so  liegen  die  Pole  K^  und  £C^  auf  dem 
Hyperboloid  H\  welches  die  K*  in  k  berührt,  und  dessen  Oeraden  mit  den 
sie  schneidenden  Tangenten  von  k  den  Winkel  90^ ^<p  bilden;  ausserdem 
liegen  sie  auf  der  Geraden  g\  welche  auch  den  Punkt  P'  enthält.  Dieser 
Punkt  P'  liegt  in  x',  hat  also  nach  dem  1.  Satze  S.  267  bezüglich  des 
Hyperboloids  S*  dieselbe  Polarebene  wie  in  Bezug  auf  die  A!"*,  nämlich  y', 
also  sind  P'  und  /  und  daher  auch  die  beiden  Punkte  P'  und  0'=  yg 
durch  A^^  und  AT,  harmonisch  getrennt.  Sie  sind  ferner  durch  die  A"'  har- 
monisch getrennt,  also  müssen  sie,  wie  S.  261  nachgewiesen,  mit  den  beiden 
Kegelcentreu  von  \  und  k^  zusammenfallen.  Ebenso  müssen  auch  P"  und 
0"=y''9  ^^i*  ^^^  beiden  Kegelcentren  identisch  sein,  d.  h.  P'  und  P'*  sind 
die  Kegelcentra  von  ki  und  k^.    Das  ist  der  Satz: 

„Zwei  einscbalige  Hyperboloide,  welche  eine  Kugel  A"'  in  Kreisen 
k^  und  k^  berühren,  und  deren  Oeraden  mit  den  sie  schneidenden  Tan- 
genten von  &,  und  k^  denselben  Winkel  <p  bilden,  schneiden  sich  in  Cur- 
ven  zweiter  Ordnung,  welche  die  A'*  in  den  beiden  Punkten  {k^k^)  be- 
rühren, und  deren  Ebenen  die  Kegelcentra  von  ^j  und  k^  zu  Polen  haben.  ** 
Dieser  Satz  lautet  auf  unsere  Kreistheorie  übertragen: 

„Alle  Kreise,    welche   zwei  Kugelkreise   k^   und   k^   unter  gleichen 
Winkeln  schneiden,  bilden  die   beiden  Kreisbündel,   deren  Mittelpunkte 
die  Kegelcentra  von  k^  und  k^  sind." 
Ein  specieller  Fall  dieses  Satzes  ist  der  S.  261  u.  genannte. 
Da  die  Kegelcentra  der  Kreise  k^   und  k^  nach  dem  Satze  S.  261  0. 
durch  die  beiden  Kreisebenen  x^  und  x^  harmonisch  getrennt  sind,  so  ist 
jetzt  auch  der  S.  268  erwähnte  Nachsatz  bewiesen.  ^  1 
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Die  sechs  Kegelcentra,  welche  drei  Kreise  paarweise  bestimmen,  liegen 
zn   dreien  in  den  vier  Kegelaxen,  also  folgt  ans  dem  letzten  Satze  sofort: 
^AUe  Kreise,  welche  drei  Kngelkreise  nnter  gleichen  Winkeln  schnei- 
den, bilden  die  vier  KreisbOschel ,   deren  Axen  die  Kegelaxen  jener  drei 
Kreise  sind.^ 

In  diesen  beiden  letzten  Sätzen  war  von  der  jGrrösse  des  Winkels  q>  nichts 
vorausgesetzt;  sobald  derselbe  aber  eine  vorgegebene  Grösse  hat,  gelten  die 
Sfttze  S«  268  nnd  S.  269  o.  Es  ist  daher  im  Allgemeinen  unmöglich,  einen 
Kreis  zn  construiren,  welcher  vier  gegebene  unter  dem  bestimmten  Winkel 
ip  tri£Fi;  wohl  aber  ist  es  möglich,  Kreise  zu  finden,  welche  vier  gegebene 
gleichwinklig  schneiden.  Vier  Kugelkreise  bestimmen  nSmlich  zu  je  zweien 
zwölf  Kegelcentra,  und  da  die  sechs  Kegelcentra  dreier  Kreise  zu  dreien 
auf  vier  Geraden  liegen,  so  liegen  jene  zwölf  Kegelcentra  zu  dreien  auf 
4.4=16  Kegelaxen.  Weil  jedes  Kegelcentrum  zu  zwei  Kreistripeln  der 
vier  Kreise  gehört,  so  gehen  durch  jedes  Kegelcentrum  vier  Kegelaxen. 
Dieselben  lassen  sich  zu  je  zweien  durch  sechs  Ebenen  verbinden;  in  zwei 
dieser  Ebenen  liegen  die  vier  Kegelaxen  von  je  drei  Kreisen,  die  vier  an- 
deren wollen  wir  Kegelebenen  nennen.  In  jeder  solcher  Kegelebene  liegen 
auf  den  beiden  sie  bestimmenden  Kegelaxen  zusammen  fUnf  Kegelcentren, 
von  denen  zwei  Paar  noch  durch  je  eine  Kegelaxe  verbunden  werden  können, 
so  dass  in  einer  Kegelebene  vier  Kegelaxen  liegen,  die  sich  in  sechs  Kegel- 
centren schneiden.  Durch  jedes  der  zwölf  Kegelcentren  legten  wir  vier 
Kegelebenen;  da  aber  jede  der  letzteren  sechs  Kegelcentren  enthält,  so  giebt 

12.4 

es   im   Ganzen  nur        *    =  8  Kegelebenen.     Die  sechs  Kegelcentren  einer 

Kegelebene  werden  durch  die  sechs  Combinationen  aller  vier  Kreise  zu  je 
zweien  erzeugt,  es  folgt  daher  aus  dem  letzten  Satze,  dass  die  vier  gegebe- 
nen Kreise  von  dem  in  der  Kegelebene  liegenden  unter  gleichen  Winkeln 
geschnitten  werden.     Also: 

9 Es  giebt  im  Allgemeinen  acht  Kreise,  welche  vier  Kugelkreise 
gleichwinklig  schneiden;  sie  liegen  in  den  acht  Kegelebenen  der  letzteren." 
Wir  wollen  noch  dem  S.  265  aufgestellten  Satze  eine  allgemeinere 
Form  geben.  In  jeder  von  zwei  bezflglich  K*  conjugirten  Ebenen  y  und 
/'  sei  eine  die  K^  in  Punkten  von  yy"^=^g  doppelt  berührende  Curve 
zweiter  Ordnung  C  und  C"  angenommen.  Durch  wieviele,  die  K^  in 
Kreisen  berührende  Hyperboloide  können  wir  beide  Carven  verbinden? 
Durch  einen  beliebigen  Punkt  It  von  C"  gehen  von  jedem  der  gesuchten 
Hyperboloide  zwei  Geraden;  dieselben  sind  Tangenten  der  A'*.  Da  nun 
durch  Jf  höchstens  vier  die  C  treffende  Tangenten  der  K^  gehen  —  es  sind 
die  Verbindungslinien  des  Punktes  M  mit  den  vier  Schnittpunkten  der  Curve 
C  und  des  Berührungskegels  M  — ,  so  gehen  durch  M  und  die  CT  höch- 
stens zwei  Berührungshyperboloide  S;  und  B^\  sie  enthalten  nach  den  Sätzen 
S.  264  o.  und  267  u.  auch  die  C.  Sei  \  der  Berührungskreis  des  Hyperboloids 
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jETj  ,  und  mögen  die  Geraden  von  H^  mit  den  Tangenten  von  k^  den  Winkel 
tp  bilden,  so  entsprechen  den  Kegelschnitten  C  und  C"  zwei  Kreisschaaren, 
welche  h^  unter  dem  Winkel  g>  schneiden.  Nach  dem  Satze  S.  268  u. 
kOunen  wir  noch  einen  zweiten  Kreis  k^  construiren,  welcher  ebenfalls  von 
beiden  Kreisschaaren  unter  dem  Winkel  <p  geschnitten  wird.  Daher  geht 
nach  dem  2.  Satze  S«  269  durch  jene  beiden  C  und  C"  auch  dasjenige  Hyper- 
boloid, welches  die  I^*  in  Jc^  berührt,  und  dessen  Geraden  mit  den  sie 
schneidenden  Tangenten  von  h^  den  Winkel  q>  bilden.  Dasselbe  muss  aber 
miH^  identisch  sein,  da  wir  eben  nachgewiesen  haben,  dass  durch  C  und 
C"  nur  die  beiden  Hyperboloide  H^  und  H^  gehen.     Also: 

jyZwei  die  A^'  doppelt  berührende  Kegelschnitte,  welche  in  conjugir« 
ten  Ebenen  liegen  und  die  Schnittlinie  beider  Ebenen  zur  Berührungs* 
sehne  haben,  lassen  sich  im  Allgemeinen  und  höchstens  durch  zwei  die 
A"'  in  Kreisen  berührende  einschalige  Hyperboloide  verbinden.  Die  Ge- 
raden dieser  beiden  Hyperboloide  bilden  mit  den  sie  schneidenden  Tan- 
genten der  Berührungskreise  alle  denselben  Winkel.^ 

Betrachtet  man  den  Kegel  als  Grenzfall  des  einschaligen  Hyperboloids, 
so  sieht  man,  wie  dieser  Satz  den  S.  265  gegebenen  als  speciellen  Fall 
enthält.  Zwischen  den  Kegelschnitten,  welche  die  JSf^  in  zwei  Punkten  einer 
Geraden  berühren  und  in  zwei  durch  diese  Geraden  gehenden,  bezüg- 
lich K^  conjugirten  Ebenen  liegen,  findet  also  auf  Grund  der  Sätze  S.  265 
and  271  folgende  Wechselbeziehung  statt:  Ein  beliebiger  solcher  Kegel- 
schnitt der  einen  Ebene  lässt  sich  mit  jedem  derartigen  Kegelschnitt  der 
andern  durch  zwei  die  F*  in  Kreisen  berührende  einschalige  Hyperboloide 
verbinden,  aber  nur  mit  einem  derselben,  dessen  Construction  S.  265  an- 
gegeben ist,  durch  zwei  Berührungskegel  der  Af'. 
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XV. 

Ueber  das  System  der  Tangenttalpimkte  einer 
unioiiraalen  Flaaourve  vierter  Ordming. 

Von 

Professor  Wilhelm  Binder 

in  WiMiflr-irmaftadt. 


Hienu  Taf.  VIIF. 


I. 

1.  Jedes  Punktelement  einer  ebenen  Cnr?e  vierter  Ordnung «  ftir  welche 
das  Symbol  C^  angeschrieben  wird ,  ist  bekanntlich  von  einem  Paare  Tan- 
gentialpunkte  begleitet ,  dessen  Elemente  die  Schnitte  der  betreffenden  Cor- 
ventangente  mit  der  Conre  sind.  Diese  Tangentialpunktenpaare  sind  a  priori 
mit  der  Plancurve  C^^  angegeben,  weshalb  wir  sie  als  das  ^ absolute  Punk- 
tenpaarsTstem"  der  Curve  bezeichnen  könnten. 

2.  Das  Yorbezeichnete  System  spielt  eine  ausgezeichnete  Bolle,  weil  es 
in  seiner  die  einzelnen  Curvenelemente  begleitenden  Beziehung  uns  Auf- 
schluss  giebt  über  die  zwei-  und  dreifachen  Elementencoincidenzen ,  welche 
bekanntlich  als  Singularitäten  auf  einer  ebenen  Curve  vierter  Ordnung  statt- 
finden.    Wir  geben  folgenden  Satz: 

„Die  Gesammtheit  d^r  Tangentialpunktenpaare  einer  Plan- 
curve C^^  bildet  ein  symmetrisches  System  vierten  Grades.^ 

3«  Für  die  Betrachtung  dieses  Systems  denken  wir  uns  die  Plancurve 
Cq^  nach  den  Gesetzen  der  DoppelverhSltnissgleichheit  [oder  nach  einer 
Steiner^schen  (quadratischen)  Verwandtschaft  (Inversion)]  auf  einem  Kegel- 
schnitt (Grundkegelschnitt)  transformirt  (abgebildet),  so  dass  auf  bekannte 
Weise  dem  Dreieck  der  drei  Doppelpunkte  der  Curve  ein  Hauptdreieck  0^  0^  0^ 
homolog  ist  und  dem  geometrischen  Punktenort  der  Plancurve  der  „Grund- 
kegelschnitt" k  entspricht. 

4.  Von  den  Fundamentalaufgaben,  welche  auf  dem  Grundkegelschnitte 
in  Betracht  gezogen  werden  können,  ist  für  unsere  Zwecke  diejenige  Haupt- 
sache, welche  zeigt,  wie  die  beiden  Schnittpunkte  erhalten  werden,  die  ein 
Kegelschnitt,   der  den  Grundkegelschnitt  in   einem  beliebig  angenommenen 
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Pankte  X  einfach  berührt  und  dem  Haoptdreieck  O^O^O^  umschrieben  ist, 
mit  diesem  gemeinsam  hat.  Denn  es  ist  offenbar,  dass  ein  solcher  Kegel- 
schnitt nichts  Anderes  vorstellt,  als  das  Bild  jener  Tangente,  welche  die 
PJancnrye  C^^  in  dem  entsprechenden  Bildpnnkte  X  berührt  und  in  den 
Bildern  jenes  Schnittpunktenpaares  trifft. 

Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  benutzen  wir  die  folgende  Gonstruction.* 
Ist  X  der  auf  dem  Grundkegelschnitt  beliebig  gewählte  Punkt  (Fig.  1) 
80  projiciren  wir  die  Hanptpunkte  0^,  0^,  0^  aus  X  auf  den  Orundkegel- 
Bcfanitt  nach  X^,  X^,  X3.  Das  derart  erhaltene  Punktentripel  bildet  ein 
Dreieck ,  welches  mit  dem  Hauptdreieck  0^  0^  0^  im  Centrum  X  perspectivisch 
ist.  Die  Perspectivittttsaxe  x  schneidet  den  Grundkegelschnitt  in  den  Bildern 
X\  X",  der  gesuchten  Tangentialpunkte ,  welche  anf  der  Plancurve  C/  das 
Bild  X  des  anf  dem  Grundkegelschnitt  gewählten  Punktes  X  begleiten.  Die 
Construction  der  o;- Geraden  zeigt  nachstehendes  Schema: 
(|Z,Z,|,  |0,0,|)  =  fe,  (|Z»Z,|,  |0,0,()  =  g.,  (IZ,!,!,  10,0,1)  =  !,. 
Das  Punktentripel  ^x\%%^  liegt  auf  der  bezeichneten  o;- Geraden. 

5.  Verbindet  man  die  beiden  Punktenelemente  eines  Z'Z"- Paares  durch 
eine  x- Gerade,  so  erhält  man  ein  System  von  Strahlen;  deren  Enveloppe 
ist  die  Directionscurve  des  symmetrischen  Systems.  Da  dieses  System 
(2)  vom  vierten  Grade  ist,  so  ist**  die  Directionscurve  vierter  Classe 
mit  dem  vorläufigen  Symbol  D^. 

6«  Um  über  das  Wesen  der  Directionscurve  klar  zu  werden,  müssen 
wir  die  x- Geraden,  deren  Gesammtheit  wir  als  „Secantensystem*'  bezeichnen 
können,  weil  jede  a;- Gerade  für  den  Grundkegelschnitt  als  eine  Secante  gilt, 
näher  in  Betracht  ziehen.     (Fig.  2.) 

Die  «-Geraden  können  in  Bezug  auf  den  Grundkegelschnitt  eigentliche 
und  uneigentliche  Secanten  sein|  je  nachdem  das  betreffende  X'X'^-Puuk- 
tcDpaar  reell  oder  imaginär  auftritt  Geschieden  werden  beide  Secanten- 
bälften  durch  jene  Elemente,  für  welche  in  den  Punktenpaaren  X'X'^eine 
Coincidenz  eintritt,  so  dass  also  die  4? -Gerade  zur  Tangente  des  Gründe 
kegelschnitts  wird.  Es  ist  einleuchtend,  dass  dieser  Fall  dann  eintritt, 
wenn  auf  der  Plancurve  C^  eine  Doppeltangente  stattfindet.  Den  Berühr- 
ungspunkten ^iner  Doppeltangente  der  Plancurve  entsprechen  aber  bekannt- 
lich die  Endpunkte  einer  Sehne  p  des  Grundkegelschnitts,  in  welchen  End- 
punkten dieser  letztere  von  einem  Kegelschnitt  doppelt  berührt  wird,  der 
dem  Hauptdreieck  0^  0^  O3  umschrieben  ist  und  das  Bild  der  betreffenden 
Doppeltangente  ist.  Hieraus  folgt  der  Satz:  Jedem  Endpunkte  einer 
jp-8ehne  entspricht  im  Secantensystem  die  Tangente  im  andern 
Endpunkte  dieser  Sehne  des  Grundkegelschnitts  involutorisch. 


•  E.  Weyr,  Elemente  d,  project.  Geometrie,  ü.  Heft  S.  130. 
•♦  E,  Weyr,  Curvenlehre,  S.  14.  r^  T 
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Es  ist  bekannt,  dass  es  in  einer  Plancarye  C^  vier  Doppeltangenten 
giebt,  welchen  am  Ornndkegelscbnitt  vier  p- Sehnen  entsprechen,  die  man 
linear  construiren  kann* 

7«  Beachtet  man,  dass  ein  Verzweigongsstrahl  eines  Doppelpunktes  der 
Plancurve  C^  eine  Curventangente  vorstellt,  bei  welcher  die  beiden  Tan- 
gentialpunkte  sich  in  diesem  Doppelpunkte  vereinigen;  berücksichtigt  man 
weiter,  dass  das  Bild  des  betreffenden  Doppelpunktes  in  die  beiden  Nach- 
barpunkte A^  Ä  der  entsprechenden  Seite  des  Hauptdreiecks  O^O^O^  zer- 
fällt, so  sieht  man  ohne  Schwierigkeit  ein,  dass  jedem  der  beiden  Verzwei- 
gungspunkte eines  Hauptpunktes  (d.  s.  die  Berührungspunkte  7,  V*  der  aus 
diesem  Hauptpunkte  an  den  Orundkegelschnitt  gezogenen  Tangenten)  die  gegen- 
überliegende Seite  des  Dreiecks  O^O^O^  identisch  als  ein  Element  des  a;-Se- 
cantensjstems  entspricht,  woraus  der  Satz  folgt:  DieSeiten  desHanpt- 
dreiecks  O^O^O^  sind  Doppeltangenten  der  Directionscurve  Z)^. 

8.  Man  kann  sehr  einfach  die  Berührungspunkte  B^  ^  dieser  als  Doppel- 
tangenten fungirenden  Seiten  des  Hauptdreiecks  O^O^O^  ermitteln.  Die  Modi- 
fication  der  Construction  in  (4)  drückt  sich  folgend  aus:  Projicirt  man  n&m- 
lieh  einen  Verzweigungspunkt  V  eines  Hauptpunktes  aus  den  beiden  anderen 
Hauptpunkten  abermals  in  den  Grundkegelschnitt,  so  schneidet  die  Verbin- 
dungslinie der  zwei  sich  ergebenden  Projectionspunkte  die  dem  bezüglichen 
Hauptpunkte  gegenüberliegende  Dreiecksseite  in  einem  Berührpunkte  der- 
selben mit  der  Directionscurve.  Analog  ist  die  Construction  für  den  zweiten 
Berührpunkt. 

9.  Weil  eine  Doppelpunktstangente  in  dem  Doppelpunkte  einen  der 
Nachbarpunkte  des  letzteren  mit  einem  der  Tangentialpunkte  der  ersteren 
vereinigt,  der  jedoch,  wie  bekannt,  auf  dem  andern  Curvenzweige  sich 
befindet,  so  resultirt  der  Satz :  Die  Directionscurve  D^  durchsetzt  den 
Grundkegelschnitt  in  den  sechs  Durchschnittspunkten  A  der 
Seiten  des  Hauptdreiecks  O^O^O^  und  des  Grundkegelschnitts. 

In  jedem  dieser  sechs  Durchschnittspunkte  J.,  A\  welche  in  Paaren 
die  Bilder  der  Nachbarpunkte  der  Curvendoppelpunkte  sind ,  zieht  eine  Tan- 
gente der  Directionscurve,  welche  als  Strahl  des  homologen  Hauptpunktes 
im  Dreiecke  O^O^O^  den  Grundkegelschnitt  zum  andern  Male  in  dem  Bilde 
des  Tangentialpunktes  der  betreffenden  Doppelpunktstangente  trifft 
Denn  man  halte  sich  die  constructive  Beziehung  in  (4)  vor  Augen:  Wir 
suchen  die  a;-Secante  eines  der  beiden  Nachbarpunkte  A,  A!\  eine  kurze 
üeberlegung  zeigt,  dass  die  Secante  die  Verbindungslinie  des  andern  Nachbar- 
punktes mit  dem  jener  Dreiecksseite,  welche  das  Paar  AÄ  aus  dem  Grund- 
kegelschnitt schneidet,  gegenüberliegenden  Hauptpunkte  sein  muss. 


*  üeber  biquadratische  Involutionen  etc.  von  E.  Weyr.    Sitzungsber.  d.  kais. 
Akad.  d.  WiBsensch.  in  Wien,  81.  Bd.  S.  1016. 
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10.  Eine  Inflezionstangente  der  Planearve  C^  reprftsentirt  eine  Coinci- 
denz  Yon  drei  Panktenelementen.  Am  Grandkegelschnitt  ist  bekanntlich  das 
Bild  einer  solchen  Wendetangente  jener  Kegelschnitt ,  der  den  ersteren  oscu- 
lirend  in  dem  Bilde  des  Infiexionspanktes  berührt  and  dem  Hanptdreieck 
nmschrieben  ist,  wofUr  es  sechs  Lösungen  giebt.*  Damach  ist  anzunehmen, 
dass,  weil  hier  ein  Zusammenfall  eines  der  beiden  Tangentialpnnkte  mit 
dem  Berührpankte  auf  der  Curve  statthat,  die  Directionscarve  den  Grand- 
kegelschnitt (Fig.  4)  auch  in  diesem  Bilde  T  des  nicht  coincidirenden  andern 
Tangentialpunktes  der  Inflezionstangente  durchsetzen  muss  und  dass  wieder 
die  Tangente  i  in  diesem  Punkte,  als  ein  Element  des  o^-Secantensystems,  den 
Grundkegelschnitt  in  einem  zweiten  Punkte  J  schneidet,  der  bildlich  den  Be- 
rfthrpunkt  der  Inflezionstangente  mit  dem  andern  Tangentialpunkte  vereinigt. 
Dieser  letztere  Schnittpunkt  J  ist  somit  das  Bild  eines  Inflezionspunktes  der 
Plancurve  C^.  Das  Ergebniss  dieser  Untersuchung  folgert  den  Satz:  Die 
Directionscurve  durchsetzt  den  Grundkegelschnitt  in  weiteren 
sechs  Punkten,  welche  die  Bilder  der  Tangentialpunkte  von 
den  sechs  Inflezionstangenten  sind.  Die  Tangenten  in  diesen 
Schnittpunkten,  als  Elemente  des  o:  Secantensystems,  treffen 
den  Grundkegelschnitt  in  den  Bildern  der  Berührungspunkte 
der  sechs  Inflezionstangenten  auf  der  Plancurve  vierter  Ord- 
nung. 

11«  Die  vorliegende  Directionscurve  D^  besitzt  nach  (7)  drei  DoppeU 
tangenten,  weshalb  die  Ordnung  derselben  nach  der  bekannten  St  ein  er- 
sehen Formel  (Gesammelte  Werke  II,  S.  495)  als  die  Mazimalzahl  4(4—1) 
—  2.3=6  resultirt  und  somit  allgemein  das  deflnitive  Symbol  dieser  Curve 
angeschrieben  wird:  D^. 

Das  gleiche  Besultat  in  Bezug  der  Ordnung  der  Directionscurve  findet 
sich  aber  auch,  wenn  wir  die  Ergebnisse  in  (9)  und  (10)  berücksichtigen, 
wonach  diese  Curve  den  Grundkegelschnitt  in  zusammen  höchstens  zwölf 
Punkten  durchsetzt:  11  =  6.** 

2 

12«  Die  Anzahl  der  Doppelpunkte  unserer  Directionscurve  ist  nach  den 
gepflogenen  synthetischen  Untersuchungen  ^==3.  Da  die  Mazimalzahl  von 
Doppelpunkten  in   einer  Plancurve  sechster  Ordnung  (Salmon-Fiedler, 

Höhere  ebene  Curven,  Art  42)  ^ -^ =  10  ist,  so  ergiebt  sich  das 

Geschlecht:    10 — 3  =  7,   d.  h.  die  Directionscurve  B^  ist  keine  Unicursal- 
carve  (Cayley). 

Vi.  „Eine  Degeneration  der  Classenzahl  der  Directions 
curve  um  je  eine  Einheit  findet  für  jede  Berührung  einer  der 
Seiten  des  Hauptdreiecks  O^O^O^  mit  dem  Grundkegelschnitt 
statt.« 


*  Plücker,  Algebr.  Curven,  S.  208. 
**  Duröge,  Curven  dritter  Ordnung,  Art  188.  ^-^  ^ 
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Das  vorstehende  Gesetz  zeigt,  dass  insbesondere  für  eine  ebene  CrirTe 
vierter  Ordnung  mit  zwei  Spitzen  vom  Symbol  C/  die  Directionscarve  ein 
Kegelschnitt  ist;  weiter  ist  zn  ersehen ,  dass  für  eine  Plancnrve  C^ 
mit  drei  Spitzen  das  System  der  Tangentialpnnkte  anf  ihr  eine  all- 
gemeine quadratische  Involution*  ist,  welche  sich  auf  dem  Grand- 
kegelschnitte  selbstverständlich  central  abbildet,  wo  ihr  Centrum  ofenbar 
das  Bild  des  gemeinsamen  Schnittpunktes  der  drei  Spitzentangenten  der 
Plancurve  C^  ist.  Es  ist  klar,  dass  diese  Involution  auf  der  Plancnrve 
durch  ein  Eegelschnittbüschel  erzeugt  wird,  dessen  vier  Basispunkte  die 
drei  Bückkehrpunkte  der  Curve  und  der  gemeinsame  Schnittpunkt  der  drei 
Spitzen tangenten  sind.  Jedes  Individuum  dieses  Büschels  hat  mit  der  Plan- 
curve vierter  Ordnung  bekanntlich  2.4  =  8  Punkte,  von  denen  jedoch  sechs 
durch  die  drei  Bückkehrpunkte  absorbirt  werden,  gemein;  somit  trifft  es 
die  Plancurve  C^  noch  in  einem  Elementenpaare  der  allgemeinen  quadra- 
tischen Involution  und  bildet  sich  auf  dem  Orundkegelschnitt  als  ein  Strahlen- 
element der  centralen  Involution  ab,  wo  es  als  Element  des  a;-Secanten- 
Systems  (6)  das  Bild  jenes  Punktenpaares  der  allgemeinen  Involution  ans- 
schneidet.  Eine  einfache  geometrische  üeberlegung  zeigt,  dass  diese  letztere 
Involution  auf  dem  Grundkegelschnitte  immer  elliptisch  sein  muss,  also 
keine  reellen  Doppelelemente  aufweisen  kann.  Wir  kommen  sp&ter  auf  den 
ersteren  Fall  nochmals  zurück. 

14«  Wenn  man  eine  Directionscurve  D^  des  absoluten  symmetrischen 
Systems  der  Tangentialpnnkte  von  einer  ebenen  Curve  C^  voraussetzt,  so 
kann  man  immerhin  die  polarreciproke  Curve  B^  construiren.  Dieselbe 
stellt  sich  (Fig.  3  u.  5)  als  geometrischer  Ort  der  Pole  der  einzelnen  x-Secanten 
(6)  heraus.  Dual  den  Eigenschaften  der  Curve  2)/  stehen  jene  der  Curve 
D^  gegenüber  und  insbesondere  werden  die  Pole  (o  der  Seiten  des  Haupt- 
dreiecks O^O^O^  als  Doppelpunkte  der  letzteren  Curve  auftreten  müssen. 
Der  Construction  der  Berührungspunkte  B^  B'  einer  Doppeltangente  der  Curve 
2)/  nach  (8)  wird  jene  der  Doppelpunktstangenten  d,  H  der  Curve  B^  polar 
gegenüberstehen :  Wir  brauchen  nur  den  Pol  a  der  Verbindungslinie  der  beiden 
bezeichneten  Projectionspunkte  eines  Verzweigungspunktes  Y  zu  ermitteln ,  so 
zieht  durch  den  diesem  Verzweigungspunkte  zugeordneten  Doppelpunkt  der 
Curve  Dß*  dessen  eine  Tangente  6  etc. 

15«  Aus  den  gesammten  bisher  angestellten  Untersuchungen  erhält  der 
nachstehende  Satz  als  Ergebniss  derselben  seine  Sanction  (Fig.  2— 5): 

Die  Directionscurve  2)^*  als  Die  Directionscurve  2)/  als 

Enveloppe  des  absoluten  sym-  Ort  des  absoluten  symmetri- 
metrischen  Punktensystems  sehen  Tangentensystems  vier- 
vierten Grades  einer  Plan-  ten  Grades  einer  Plancurve 
curve    vierter    Ordnung,    wel-      vierter  Ordnung,   welches  Sy- 


*  £.  Weyr,  Ueber  biquadratische  Involution^  etc.,  S.  1020. 
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ches  System  auf  einem  Grund- 
kegeUchnitte  abgebildet  er- 
scheint, ist  höchstens  vierter 
Classe  und  sechster  Ordnung; 

sie  hat  mit  dem  Ornndkegel- 
schnitte  acht  gemeinschaftliche 
Tangenten,  welche  diesen  in 
Doppelelementen  erster  Art 
berühren  und  die  Bilder  der 
Berfihrungspunkte  der  vier 
Doppeltangenten  der  Plan- 
cnrye  sind; 

sie  hat  mit  dem  Grund kegel- 
schnitte  sechs  gemeinschaft- 
liche Punkte,  welche  die  Yer- 
zweigungselemente  der  Dop- 
pelpunkte zweiter  Art  sind; 
diese  letzteren  selbst  ergeben 
sich  als  Schnittpunkte  jener 
Sehnen,  die  in  den  Verzwei- 
gnngspunkten  die  Directions- 
curve  tangiren,  den  Grund- 
kegelschnitt zum  andern  Male 
schneiden,  und  sie  sind  die 
Bilder  der  sechs  Inflezions- 
pnnkte  der  Plancurve,  wäh- 
rend die  Yerzweigungspunkte 
die  Tangentialpunkte  der  ent- 
sprechenden Inflezionstangen- 
ten  aut  dem  Grunkegelschnitte 
abbilden;^ 


sie  hat  weiter  noch  die  sechs 
Punkte  der  drei  Naohbarpunk- 
tenpaare,  welche  als  Bilder  der 
Doppelpunkte  der  Plancurve 
das  Hauptdreieck  O^O^O^  ,auf 
dem  Grundkegelschnitte  her- 
ausschneidet, mit  diesem  ge- 
meinschaftlich    und     wird     in 


stem  auf  einem  Grundkegel- 
schnitte abgebildet  erscheint, 
ist  höchstens  vierter  Ordnung 
und  sechster  Classe; 

sie  hat  mit  dem  Grundkegel- 
schnitte acht  gemeinschaftliche 
Punkte,  welche  die  Doppelele- 
mente erster  Art  sind  und  die 
Bertthrungspunkte  der  vier 
Doppeltangenten  der  Plan- 
curve abbilden; 

sie  hat  mit  dem  Grundkegel- 
schnitte sechs  gemeinschaft- 
liche Tangenten,  welche  ihn  in 
den  Verzweigungselementen 
der  Doppelpunkte  zweiter  Art 
berühren;  diese  letzteren 
selbst  ergeben  sich  als  Bertthr- 
ungspunkte jener  Tangenten, 
die  von  dem  Berührungspunkte 
einer  Verzweigungstangente 
auf  der  Directionscurve  zum 
andern  Male  an  den  Grund^ 
kegelschnitt  ziehen,  und  sie 
sind  die  Bilder  der  sechs  In- 
flezionspunkte  auf  der  Plan- 
curve, während  die  Berühr- 
ungspunkte der  Verzweigungs- 
tangenten die  Tangential- 
punkte der  entsprechenden 
Inflezionstangenten  auf  dem 
Grundkegelschnitte  abbilden; 

sie  hat  weiter  noch  die  sechs 
Tangenten  der  drei  Nachbar- 
punktenpaare,  welche  als  Bil- 
der derDoppelpunkte  derPlan- 
curve  das  Hauptdreieck  O^O^O^ 
auf  dem  Grundkegelschnitte 
herausschneidet,  mit  diesem 
gemeinschaftlich  und  wird  von 


•  VergL  hierüber  E.  Weyr's  Curvenlehre,  S.  18. 
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diesen   Pankten   von   Geraden  diesen  Tangenten  in  Punkten 

berührt,    die    als    Sehnen    des  berührt,  von  welchen  znm  an- 

Orundkegelschnitts     znm    an-  dern  Male  an  den  Ornndkegel- 

dem  Male  das  Bild  des  einer  schnitt    eine   Tangente    zieht, 

Doppelpnnktstangente     ange-  die  auf  ihm  das  Bild  des  einer 

hörigen  ifangentialpunktes  an-  Doppelpnnktstangente     ange« 

geben.  hörigen Tangentialpnnkt es  an- 

giebt. 

n. 

Linearoonstmotion  der  InflexionBelemente  einer  TTniouraal-PlanonrTe 
vierter  Ordnung  mit  zwei  Büokkehrpunkten. 

16«  Es  ist  bekannt,  dass  eine  ebene  Cnrve  vorbezeichneter  Art  vierter 
Classe  ist  and  das  Symbol  C^  erhält  Man  weiss  aber  auch,  dass  die  Ab- 
bildung einer  solchen  Curve  auf  einem  Orundkegelschnitt  geschieht,  der  die 
Eigenschaft  hat,  dass  zwei  Seiten  des  Hauptdreiecks  O^O^O^  ihn  berühren. 
Schneidet  die  dritte  Seite  des  Hauptdreiecks  den  Grundkegelschnitt  nicht,  so 
ist  der  entsprechende  Doppelpunkt  der  Plancurve  G^^  ein ;, Einsiedler^  (isolirter 
Punkt)  und  diese  Gurve  besitzt  dann  nur  ein  Paar  reelle  Inflezionen. 

In  (13)  haben  wir  nachgewiesen,  dass  das  System  der  Tangentialpunkte 
auf  dem  Grundkegelschnitt  als  ein  symmetrisches  Elementensystem 
zweiten  Grades  abgebildet  wird  und  demnach  dessen  Directionscurve  als 
ein  Kegelschnitt  erscheint,  den  wir  den  Directionskegelschnitt  nennen. 

17«  Die  Construction  in  (6)  lässt  uns  immer  fünf  beliebige  Bestimmungs- 
stücke des  Directionskegelschnitts  finden,  mit  deren  Hilfe  dieser  als  voll- 
kommen bestimmt  erscheint,  und  nach  einer  bekannten  Construction*  lassen 
sich  dann  die  beiden  einzig  reellen  Schnittpunkte  T,  T\  welche 
zwischen  dem  Grund-  und  dem  Directionskegelschnitt  stattfinden,  linear 
ermitteln.  Die  Punkte  T,  T'  sind  aber  nach  dem  Hauptsatze  (15)  links  die 
Bilder  der  Tangentialpunkte  von  den  beiden  Inflezionstangenten  der  Plan- 
curve (7/,  deren  Berührungspunkte  man  nach  diesem  Satze  bekommt,  wenn 
man  in  den  Punkten  T,  T*  die  Tangenten  an  den  Directionskegelschnitt 
construirt,  welche  als  Elemente  des  x-Secantensystems  (6)  die  Bilder  dieser 
Berührungs-  (Inflexions-)  Punkte  auf  dem  Grundkegelschnitt  in  JJ'  heraus- 
schneiden. 

18.  Vermöge  der  Beziehung  in  (7),  dass  die  Seiten  des  Hauptdreiecks 
^1  ^2  ^s  ^®  allgemeine  Directionscurve  als  Doppeltangenten  berühren,  erhalten 
wir  die  betreffenden  Seiten  o^o^  (Fig.  6),  die  wir  als  jene  den  Grundkegel- 
schnitt in  FjsVss  tangirenden  der  Voraussetzung  gem&ss  annehmen,  wie 
leicht  eingesehen  wird,   als  einfache  Tangenten  des  Directionskegelschnitts. 


*H.  Schröter,  Theorie  der  Kegelschnitte  etc.,  S.  376. 
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Die  Berührnngspnnkte  J^^,  B^  des  Hauptseitenpaares  o^o^  ergiebt  die  Con- 
stmction  in  (8). 

19.  Bekanntlicb  befinden  sieb  coaxial  auf  der  Dreiecksseite  Og ,  welcbe 
die  Hauptpunkte  0^,  0^  entbält,  zwei  Involutionen,  deren  eine  durcb  die 
Punkte  Oj ,  O3  als  Asymptotenelemente  und  deren  andere  durcb  den  Orund- 
kegelscbnitt  bervorgerafen  werden.  Bestimmen  wir  die  gemeinsamen  Asjmp- 
totenelemente  £"2,  i\  dieser  beiden  Involutionen.^  Die  Verbindungslinie  \0^^\ 
ist,  wie  man  sieb  ebne  Scbwierigkeit  überzeugen  wird,  eine  gemeinscbaft- 
liebe  Polare  und  der  Punkt  i\  ein  gemein  scbaftlicher  Pol  der  beiden  Kegel- 
scbnitte:  Grund-  und  Directionskegelscbnitt.  Durcb  den  Pol  i\  zieben  die 
beiden  Verbindungslinien  |  Fjg  Fgg  | ,  |  J?i  JBj  | . 

20«  Gelegentlicb  der  Construction  des  Berübrungspunktenpaares  B^B^ 
in  (18)  mussten  die  Verzweigungspunkte  V\,  Y\  der  Hauptpunkte  Oj,  O3 
aus  dem  dritten  Hauptpunkte  O3  nacb  V\^^  y\^  auf  den  Grundkegelscbnitt 
projicirt  werden.  Ziebt  man  in  diesen  Projectionspunkten  die  Tangenten 
an  den  Grundkegelscbnitt,  so  scbneidet  äicb  die  Tangente  in  V\^  mit  der 
Geraden  1 0^  Y^^  \  in  einem  Punkte  M  und  ebenso  erbält  man  einen  zweiten 
Punkt  N  aus  dem  Scbnitte  der  Tangente  in  Y\^  mit  der  Geraden  |  O3  F,g  |. 

Die  Verbindungslinie  |  MN\  gebt  durcb  den  Pol  ^^  und  ist  eine  g  e  - 
meinscbaft liebe  Secante  der  beiden  betracbteten  Eegelscbnitte.  Aus 
diesem  Grunde  sind  die  Scbnittpunkte  T,  T\  welcbe  die  Gerade  \MN\  auf  dem 
Grundkegelscbnitt  bervorbringt,  das  in  (17)  bezeichnete  Bildpunktenpaar  der 
Tangentialpunkte  von  den  zwei  reellen  Inflexionstangenten  der  Plancurve  C^^. 

21.  Die  Construction  der  Tangenten  in  den  gefundenen  Punkten  T,  T' 
an  den  Directionskegelscbnitt  kann  auf  bekannte  Weise  "^  linear  durcbgefübrt 
werden.  Höcbst  einfacb  aber  erbalten  wir  die  zweiten  Scbnittpunkte  Jy  J' 
dieser  Tangenten  mit  dem  Grundkegelscbnitte  folgendermassen: 

Die  Verzweigungstangenten  lOjF'il,  lögF'g]  treffen  die  gegenüber- 
liegenden Dreiecksseiten  o^o^  in  dem  Punktepaare  L^L^.     Sucbt  man  den 

^'^'^'-  (|Ai„|,|Z,F„|)  =  0, 

30  gebGrt  derselbe  der  gemeinscbaftlicben  Polaren  \0^i^\  als  Punktelement 
aa.  Nun  treffen  die  Verbindungslinien  \T0\  und  \T'0\  den  Grund- 
kegelscbnitt in  den  Bildern  J\  J  der  beiden  Inflexionspunkte 
der  BaumcnrveC^^  Die  Verbindungslinien  |T/|,  \T'J'\  sind  die  Tangenten 
des  Directionskegelscbnitts  in  den  Punkten  T,  T'  und  treffen  sieb  gemeinsam 
auf  der  Polaren  1 0,^,1  als  Elemente  des  o^-Secantensystems.  Gleicbzeitig  ist  zu 
bemerken    daas  die  Verbindungslinie  \JJ'\  ebenfalls  durcb  den  Pol  J^^  8^^^* 

22.  Wir  baben  in  dem  bisher  betracbteten  Falle  eine  Curve  0/  vor- 
ausgesetzt, in  welcher  die  beiden  Bückkehrpunkte  als  solche  angenommen 
wurden,   dass  die  Plancurve  „Spitzen"   bildet.     Es  ist  aber  auch  der  Fall 

*  Tb.  Beye,  Geometrie  der  Lage  I,  S.  141, 
♦*  Schröter,  Theorie  der  KegeLschnitte,  S.  100.  r^^^r^T^ 
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bemerkbar,  wo  einer  der  BOckkehrpnnkte  einen  Berührungsknoten  vor- 
stellt nnd  die  Corve  einen  „  Schnabel **  formirt.*  um  die  Beziehungen  dies- 
falls Yorzustellen,  muss  das  Hauptdreieck  des  Orundkegelschnitts  eine  ent- 
sprechende Transformation  erfahren. 

Denken  wir  uns  (Fig.  7)  etwa  die  beiden  Seiten  o,,  O3  des  Haupt- 
dreiecks O^OgOg  im  Zusammenfall,  so  muss  offenbar  die  dritte  Seite  0^  in 
dem  Coincidenzhauptpunkte  0|g  hindurchgehen,  während  die  Hauptseite  Oj, 
die  beiden  Hauptpunkte  O^^O^  enthält.  Der  Hauptpunkt  0^  bildet  dann 
als  homologer  Punkt  des  Hauptpunktes  0^,  in  der  Flancurve  vierter  Ordnung 
im  allgemeinen  Falle  einen  Berührungsknoten,  welcher,  sofern  derselbe 
Bückkehrpunkt  ist,  in  der  Plancurve  einen  Schnabel  formt.  Dieser  Fall 
tritt  ein,  sobald  der  Grundkegelschnitt  die  Gerade  o^,  berührt.  Ist  gleich- 
zeitig eine  Tangention  der  Geraden  o,  am  Grundkegelschnitt  vorhanden,  so 
wird  die  Plancurve  eine  solche  vom  Symbol  C^*  mit  einem  Schnabel  in  0^ 
und  einer  Spitze  in  0^3. 

23.  Die  Frage  nach  den  Inflexionen  der  Plancurve  C^^  kann  nur  wieder 
durch  die  diesbetreffende  Directionscurve  des  auf  dem  Grundkegelschnitt 
abgebildeten  Tangentialpunktensystems  erledigt  werden.  Behufs  dessen  haben 
wir  zunächst  die  Modification  zu  studiren,  welche  die  Construction  in  (4) 
erfährt. 

Ein  beliebiger  Punkt  X  des  Grundkegelschnitts  wird  aus  den  beiden 
Hauptpunkten  0^3,  0,  nach  ^,3,  X^  projiciri  Da  in  X^^  ein  Punktenpaar 
in  Coincidenz  ist,  so  ist  die  Verbindungslinie  seiner  Elemente  offenbar  Tan- 
gente an  den  Grundkegelschnitt,  welche  die  Hauptseite  0^  in  |g  trifft. 
Ebenso  vereinigt  die  Verbindungslinie  IX^j^^j  zwei  zusammenfallende  Ge- 
raden I  X|  Ji[^  I ,  I  ^  X{  I ,  welche  die  Coincidenzhauptseite  O13  in  dem  Coinci- 
denzpunkte  §13  trifft.  Die  Verbindungslinie  |li8^|  =  ^  ist  nun  ein  Element 
des  Secantensystems  (6)  und  trifft  den  Grundkegelschnitt  in  dem  Punkten- 
paare X'X'\ 

Wir  müssen  uns  somit  einen  Kegelschnitt  vorstellen ,  welcher  den  Grund- 
kegelschnitt im  Punkte  X  einfach  berührt  und  in  den  Punkten  X\  X"  durch- 
schneidet, der  überdies  die  Hauptpunkte  0^3,  0^  enthält,  und  weil  0^^  eine  Co- 
incidenz bildet,  so  wird  dieser  Kegelschnitt  in  diesem. Punkte  von  der  Haupt- 
seite O2  berührt.  Das  Bild  dieses  Kegelschnittes  ist  eine  Tangente 
der  Plancurve  C^*^  deren  Berührungspunkt  das  Bild  des  Punktes  Z  und 
deren  Tangentialpunkte  die  Bilder  der  gefundenen  Punkte  JT,  X"  sind. 

24.  Auch  in  dem  vorgelegten  Falle  bilden  die  Paare  X\  Z^,  wie  in 
(16),  ein  symmetrisches  Elementensystem  zweiten  Grades,  welchen  als  Um- 
hüllte der  a;-Geraden  ein  Directionskegelschnitt  zugehOrt.  Dieser 
Kegelschnitt  hat  die  bemerkenswerthe  Eigenschaft,  dass  er  den  Grundkegel- 
schnitt in  seinem  dreifachen  Verzweigungspunkte  V^^  der   Hauptlinie  o^^ 


*  8almon>Fiedler,  Höhere  Piancurven,  S.  55. 
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osculiri    Hierans  mnss  gefolgert  werden,  dass  die  betreffende  Plancurre 
C^  nur  eine  einzige  Inflezion  aufweist. 

25/  Für  die  Fixirung  des  Directionskegelschnittes  dnrch  fQnf  Elemente 
ist  nach  dem  Vorhergegangenen  genügendes  Material  vorhanden.  Erstlich 
kennen  wir  den  Oscnlationspunkt  Yy^  und  dessen  Tangente,  die  Hauptlinie 
0,3;  ausserdem  wissen  wir  nach  (18),  dass  die  Hauptlinie  0^  eine  Tangente 
des  Kegelschnitts  ist,  deren  Berührungspunkt  Jf  gefunden  wird,  wenn  man 
den  Verzweigungspunkt  Y\  des  Hauptpunktes  0,  aus  dem  Hauptpunkte  0^3 
nach  W  auf  den  Orundkegelschnitt  projicirt,  dessen  Tangente  dann  die 
Hauptlinie  0^  in  IHL  trifft  etc. 

Der  Punkt  T,  welcher  dem  Grund-  sowie  dem  Directionskegelschnitt 
gemeinschaftlich  ist,  kann  also  jedenfalls*  linear  construirt  werden.  Am 
einfachsten  wird  jedoch  derselbe  nachfolgend  erhalten: 

„Die  vorhin  gedachte  Tangente  |TFiif|  und  die  Verbindungs- 
linie jO^Fijl  haben  einen  Punkt  0  gemeinsam;  die  Gerade  |F|23^| 
trifft  den  Grundkegelschnitt  in  T." 

26«  Nach  den  bisherigen  Erläuterungen  und  mit  Bezug  insbesondere 
defi  Hauptsatzes  in  (15)  ist  der  Punkt  T  das  Bild  des  Tangentialpunktes  der 
einzigen  Inflexionstangente  auf  der  Plancurve  C^*  Es  handelt  sich  also 
nur  noch  um  die  Fixirung  des  Bildes  J  von  jenem  Punkte,  in  welchem  die 
Wendetangente  die  Plancurve  berührt.  Hierzu  verwenden  wir  einfachst  die 
von  Schröter^  angegebene  Construction: 

Die  Verbindungslinie  |Tilf|  schneidet  Oj,  in  Qr\  die  Linie  1^1,3  0|  trifft 
O2  in  einem  Punkte  F\  nun  suche  man  den  Schnitt: 

(IZ-öl,  |7,„Jlf|)=Ä 
Die  Gerade  \^T\  erzeugt  zum  andern  Male  auf  dem  Grundkegelschnitt 
den  verlangten  7 -Punkt     Dass  die  Gerade  ein  Element  des  ^-Secanten- 
sjstems  sein  muss,  ist  unschwer  einzusehen. 

27*  Die  vorstehenden  Constructipnen  der  beiden  zuletzt  behandelten 
Aufgaben  sind  vollständig  linear  durchgeführt,  ohne  dass  also  die  betref- 
fende Directionscurve  eingezeichnet  werden  muss. 

unseres  Wissens  ist  eine  Linearconstruction  von  Inflexionselementen 
einer  ebenen  Curve  vierter  Ordnung  bisher  nicht  publicirt  worden. 

*  Staudigl,  Neuere  Geometrie,  8.  213. 
**  Theorie  der  Kegelschnitte,  8.  101. 
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XVI. 
Ueber  die  Osculationskreise  bei  Kegelschnitten. 

Von 

Dr.  A.  Weiler 

in  Zflrloh. 


Hierzu  Taf.  IX. 


Dritte  Mittheilnng. 

15.  Ist  der  beliebige  Kegelschnitt  k^  durch  den  Punkt  P  seiuer  Tan- 
gente t  und  ( ie  drei  weiteren  Punkte  Ä^  B^  0  gegeben ,  so  lassen  sich 
seine  Axen  in  folgender  Weise  finden.  Man  construire  nach  Nr.  2  mit 
Fig.  7  den  Osculationskreis  p^  bei  P  und  schneide  denselben  mit  den  6e 
raden  FA^  PB  in  Ä\  P! .  Indem  man  den  Schnittpunkt  von  AB  mit  ÄPl 
mit  P  verbindet,  entsteht  eine  gewisse  Gerade  b^*  Nach  Nr.  1  a)  sind  die 
Halbirungslinieu  g,  h  der  von  den  beiden  Geraden  t  und  Sq  gebildeten  Winkel 
mit  den  Axen  von  Ä;'  parallel  (und  es  schneiden  sich  p^  und  Sq  in  den 
Punkten  P  und  P^),  Die  nicht  in  P  fallenden  Schnittpunkte  von  g  und  h 
mit  j}*,  G'  und  n\  sind  die  Mitten  der  zwei  durch  P  und  P^  begrenzten  Bogen 
von  p^.  Ihnen  entsprechen  bezüglich  der  zwischen  p^  und  J^  bestehenden 
Perspectivit&t  vom  Centrum  P  und  der  Axe  s^  die  (zweiten)  Schnittpunkte 
Gj  H  von  g^  h  mit  JcK  Hierauf  sind  die  Axen  rr,  y  die  Mittelsenkrechten 
der  Strecken  PGy  PH\  der  x  und  y  gemeinsame  Punkt  ist  der  Mittelpunkt 
M  von  Ar*. 

Um  die  in  die  Axe  x  (oder  y)  fallenden  Scheitel  des  Kegelschnittes 
k^  zu  erhalten ,  schneide  man  x  mit  t  m  T  und  ßllle  aus  P  auf  x  die  Senk- 
rechte (^,  bezüglich  h)  vom  Fusspunkte  P\  Dann  sind  M  der  Mittelpunkt 
und  P'  mit  T  ein  Paar  derjenigen  Punktinvolution  in  x^  deren  Doppel- 
punkte X|,  X^  die  gesuchten  Scheitel  sind. 

16.  Ein  specieller  Fall  der  allgemeinen  in  Nr.  6  mit  Fig.  14  gegebenen 
Construction  ist  die  von  Steiner  (Werke  II,  S.  341;  Crelle's  Journal 
XXX,  S.  271,  1845)  erwähnte. 

Der  Kegelschnitt  }?  werde  als  Ellipse  vorausgesetzt  und  es  seien 
dessen  vier  Tangenten  f,  a,  &,  o,  welche  ein  Bechteck  bilden  sollen,  be- 
kannt.    Der  Berührungspunkt  der  Tangente  t  sei  P,  n  die^ormalq  dieses 


i\  n  aie^ormaia  cu 
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Pnnktee  (Fig.  25).  Die  Schnittpunkte  der  parallelen  Tangenten  a,  b  mit  t 
seien  Ä'\  S\  ebenso  mögen  a,  h  die  mit  t  parallele  Tangente  o  in  A^  B 
schneiden.  Die  Senkrechten  a^^  h^  aus  Ä'y  S'  auf  PA,  TB  gefftllt,  wer- 
den n  in  den  zwei  Punkten  Ä'*^  S*'  treffen.     Darauf  sind  in  gewohnter 

Bezeichnung  Ä\  B[\  P  in  f  und  Ä'\  ^'\  -j^  in  n  ähnliche  Reihen;   der 

Punkt  -f^  ist  die  Mitte  zwischen  P  und  dem  Centrum  K  des  Osculations- 

kreises  p*. 

Bezeichnet   man   die  Längen   der  Strecken  PA",   PB'\  ÄÄ"=BB" 

durch  die  Buchstaben    a,  j5,   y,    so   findet   man   P-<4'"=  — >    PB'"=— > 

K    aß  „  r  y 

P~=-J-.  —  Fällt  man   aus  ^"  auf  PB  die  Senkrechte,  so  wird  sie  n 

'  «ß 

in  einem  Punkte  N  schneiden,   welcher  von    P  um  die  Länffe  PN^  — 

Y 
entfernt  ist.     Derselbe  Punkt  N  entsteht  auch  als  Schnittpunkt  von  n  mit 

der  aus  B"  auf  PA  gefüllten  Senkrechten.  —  Die  so  construirten  Punkte 

-^  und  N  der  Normalen  n  liegen  orthogonal -symmetrisch  zu  der  Tangente  L 

Der  dem  Rechteck  ABÄ'Bl'  umschriebene  Kreis  vom  Centrum  M  ist 
der  Ort  derjenigen  Punkte,  aus  welchen  an  die  Ellipse  rechtwinklige  Tan- 
gentenpaare gelegt  werden  können,  um  1^  beschreibe  man  den  durch  P 
gehenden  Kreis  \  derselbe  wird  den  Kegelschnitt }?  in  P  berühren  und  einen 

o 

Radius  von  der  Länge  —  haben.     Es  zeigt  sich,  dass  fttr  diese  Kreise  M 

y 

und  N  das  Quadrat  der  Centrallinie  gleich  ist  der  Summe  der  Quadrate  der 
Radien,  dass  sich  somit  die  beiden  Kreise  rechtwinklig  schneiden. 

Der  Kreis  N  hat  auf  n  die  Strecke  PB  zum  Durchmesser.  Dabei 
steht  B"B  auf  der  Verbindungslinie  von  P  mit  der  Mitte  A^  von  AA" 
senkrecht  Aus  der  für  die  Kreise  M  und  N  nachgewiesenen  Eigenschaft 
folgt,  dass  die  Punkte  P  und  D  in  Bezug  auf  den  Kreis  M  conjugirt  sind. 

Ist  der  Kegelschnitt  Tc^  eine  Hyperbel,  welche  umschriebene  Recht- 
ecke besitzt,  so  hat  man  in  Fig.  25  den  Punkt  P  in  ^  ausserhalb  der  Strecke 
Ä'Bf'  vorauszusetzen  u.  s.  f.  —  Es  kann  ferner  das  hier  befolgte  Beweis- 
verfahren  in  der  Weise  abgeändert  werden,  dass  o  als  die  eine  auf  t  senk- 
rechte und  etwa  a  als  die  mit  t  parallele  Tangente  gewählt  wird.     Die  zu- 

gehörige  Parabel  o*  (Nr.  6),  welche  n  in   ^  berührt,   hat  AP  im  ihrer 

Directriz  und  tangirt  t  bei  B'',  Errichtet  man  deshalb  in  P  auf  AP  die 
Senkrechte,  welche  man  mit  h  in  B^  schneidet,  so  ist  die  Verbindungslinie 

B^-^  mit  t  parallel.    Fällt  man  aus  ^'  auf  AP  die  Senkrechte,  so  schneidet 

sie  n  mN.  Der  Beweis,  dass  der  um  N  mit  NP  als  Radius  beschriebene- 
Kreis  den  dem  Rechteck  toah  umschriebenen  Kreis  rechtwinklig  schneidet, 
geschieht  hierauf  wie  bei  Fig.  25.  ^  t 

Digitized  by  VjOOQIC 


284  lieber  die  Oscnlationskreise  bei  Kegelschnitten. 

17.  Die  OBCulationskreiee  in  den  Endpunkten  zweier  conjngirten  Durch- 
messer der  Ellipse  lassen  sich  leicht  construiren,  ohne  dass  weitere  £2Ie- 
mente  benutzt  werden  müssen. 

Die  gegebenen  Durchmesser  seien  PC  und  AB^   M  der  Mittelpunkt 
(Fig.  26).     Tangente  und  Normale  in  P  sind  mit  t^  n  bezeichnet    Bei  der 
angestrebten  Construction  darf  man   die  Ellipse  Jf   durch   eine  andere   1c^ 
ersetzen,   welche  folgendermassen  entsteht     In  der  Normale  n  liegt  ihre 
eine  Axe  PC,,  der  Scheitel  C,  ist  die  Orthogen alprojection  des  Punktes    C 
auf  die  Normale  n.     Die  zweite  Axe  A^  B^  und  der  Durchmesser  A  B  liegen 
auf  demselben  Träger  und  haben  dieselbe  Länge,     unter  diesen  Yoraas* 
Setzungen  haben  Jc^*  und  F  in  dem  gemeinsamen  Punkte  P  denselben  ( >8Cii- 
lationskreis ,  beide  Ellipsen  osculiren  in  P,  sie  sind  nSmlich  affine  Gebilde« 
wobei   die  Affinitätsaxe  die  gemeinsame  Tangente  t  ist  und  die  Affinitäts- 
strahlen mit  der  Axe  parallel  laufen.*  —  um  nun  IT  zu  finden,  fälle  man 
aus  dem  Schnittpunkte  B^*  der  Tangenten  in  den  Scheiteln  P  und  B^  auf 
PB^  die  Senkrechte,   so  schneidet  diese  n  in  K  (Nr.  4  mit  Fig.  11;   wenn 
man  n  mit  den  Senkrechten  aus  j4{*  =  A*  auf  PA  und  aus  Bj*  =  B*  auf 
PB  schneidet,  so  wird  K  in  der  Mitte  dieser  beiden  Schnittpunkte  liegen), 
um  fQr  die  eben  hergeleitete  Construction  des  Punktes  IC  eine  bequemere 
Ausdrucksweise  zu  erhalten,  beschreibe  man  den  Kreis  vom  Durchmesser 
A^*Bj*  mit  dem  Centrum  P^  sein  Radius  ist  gleich  der  Hälfte  des  Durch- 
messers AB.     Bezüglich  dieses  Hilfskreises  hat  B^  als  Pol  die  Linie  B^*AC 
zur  Polaren.     Daraus  folgt,   dass  A"  der  Pol  der  Geraden   ^B  ist:   Be- 
schreibt man  um  P  mit  dem  halben   conjugirten  Durchmesser 
als  Badius  einen  Kreis,   so  ist  der  Pol  des  Trägers  jenes  con- 
jugirten Durchmessers  in  Bezug  auf  diesen  Kreis  der  Krüm- 
mungsmittelpunkt JSC.     (um   beispielsweise   in   Fig.  26   die  Axenrioh- 
tungen  der  Ellipse  ik^  einzutragen,   schneide  man  nach  Nr.  15  den  Oscula- 
tionskreis  p*  mit  PC  in  1,  lege  daselbst  die  Tangente  an  p\  welche  von 
CCi   in  2  geschnitten  wird;   die  Axenrichtungen  halbiren  die  von  den  Ge- 
raden t  und  P2  gebildeten  Winkel  und  der  ^Schnittpunkt  3  von  P2  mit  p* 
ist  der  vierte  p^  und  J^  gemeinsame  Punkt.) 

Die  in  P  osculirenden  Kegelschnitte  Jc\  k^^  können  als  Parallelprojec- 
tionen  desselben  räumlichen  Kegelschnittes  Äv^  angesehen  werden.  Dabei 
sei  beispielsweise  hr^  eine  Ellipse,  welche  t  in  P  berührt  und  hj^  zu  ihrer 
Orthogonalprojection  auf  die  Zeichnungsebene  P  hat.  Darauf  lässt  sich  leicht 
eine  Projectionsrichtung  p^  angeben,  bezüglich  deren  ft^  das  Bild  von  kr^  ist. 
Die  Richtung  p^  ist  so  gelegen,  dass  ihr  kürzester  Abstand  von  der  Spur  t 


*  Die  Ellipsen  k*  und  Ä^*  sind  noch  auf  eine  zweite  Art  centrisch- affin  fSr 
dieselbe  Richtung  der  Affinitätsstrahlen.  Die  zweite  Axe  geht  durch  P  und  den 
einzelnen  Schnittpunkt  von  Jb>  mit  ib|',  sie  halbirt  die  Strecken  ABf,  BA^^  MM^ 
und  CC^.  ^  , 
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in  die  Ebene  P  föUt,  dass  also  die  Fluchtlinien  mit  i  parallel  nnd  die  beiden 
Projectionen  Jf  nnd  h^^  flftcbengleich  sind.* 

18.  üeber  die  Anwendung  der  Affinität  auf  osculirende  Kegelschnitte 
möge  noch  der  folgenden  Beispiele  erwähnt  werden. 

a)  Eine  Parabel  Je*  ist  durch  die  zwei  Punkte  P,  B  mit  ihren  Tan- 
genten t,  h  bestimmt  (Fig.  27).  Soll  ihr  Osculationskreis  p^  in  dem  Punkte  P 
construirt  werden,  so  darf  man  Je*  durch  eine  andere  Parabel  Jc^*  ersetzen. 
Hierbei  müssen  Je*  und  Je^*  centrisch  -  affine  Gebilde  sein ,  wobei  t  die  Affini- 
tätsaxe  ist  und  die  Affinitätstrahlen  zu  dieser  Axe  parallel  sind.  Man  wähle 
die  b  entsprechende  Tangente  b^  in  senkrechter  Lage  zu  f ,  ^^  wird  alsdann 
auf  &|  und  auf  dem  AfQnitätsstrahle  s  des  Punktes  B  liegen.  Für  diese 
dnrch  P^  t;  B^^  b^  bestimmte  Parabel  findet  man  nach  Nr.  II  mit  Fig.  18 

den  Punkt  -^«   wenn  man  die  Normale  n  mit  dem  aus  B'\^=:  B"  auf  PB^^ 

gefällten  Perpendikel  schneidet.     Die  letzteren  Hilfslinien  schneiden  sich  in 

dem  Brennpunkte  F|  der  Parabel  Je^  und  es  stimmt  der  Punkt  -^  mit  dem 

K 

gesuchten  Punkte  -z  überein.  —  Beschreibt  man  um  den  Punkt  P  mit  PB*' 

K 

als  Radius  einen  Kreis ,  so  ist  ersichtlich  -^  der  Pol  des  AfQnitätsstrahles  s 

(des  Punktes  B^  bezüglich  dieses  Kreises.  —  Bei  dem  Punkte  P  osculiren 
unendlich  viele  Parabeln  J^^  Je^*,  Je^*y  . . . ;  je  zwei  derselben  sind  in  bekannter 
Weise  centrisch  -  affin.  Auf  jeder  mit  t  parallelen  Linie  s  haben  diese  Pa- 
rabeln sämmtlich  gleichlange  Sehnen.  Die  Parabeln  (welche  eine  Kegel- 
schnittschaar  bilden)  sind  die  schiefen  Parallelprojectionen  einer  räumlichen 
Parabel  JCr*  auf  die  Zeichnungsfläche  P,  wobei  jedoch  die  auftretenden  Flucht- 
linien mit  t  parallel  sein  müssen.  Dabei  ist  Av'  irgend  eine  räumliche  Pa- 
rabel ,  welche  t  in  P  berührt  und  eine  beliebige  der  Parabeln  Je\  X;|^  Ä^^  . . . 
7.n  ihrer  Orthogonalprojection  hat  (um  Ä^^^  zu  finden,  hätte  man  somit 
durch  eine  der  Parabeln  der  Schaar  einen  aufrechten  parabolischen  Cylinder 
zu  legen  und  denselben  mit  einer  durch  t  gelegten  Ebene  zu  schneiden.) 

b)  Die  Parabel  Je*  sei  fernerhin  durch  die  Elemente  P,  ^,  a,  &  be- 
stimmt (Fig.  28).  Dann  lässt  sich  leicht  eine  affine  Parabel  Je^*  finden,  für 
welche  P  der  Scheitel  ist;  sie  besitzt  die  Elemente  P,  f,  a|,  &, .  Um 
a, ,  &|  zu  finden,  zieht  man  durch  den  Schnitt  D  von  a  mit  b  den  Affini- 
t&tsstrahl  5,  darauf  A"j4q  parallel  mit  n  bis  nach  j^q  in  8^  so  wird  h^  mit 
FÄ^  parallel  sein;  ebenso  könnte  man  zu  B"  den  Punkt  Bq  in  8  finden, 
wobei  PBq  parallel  mit  a^  wäre.  Errichtet  man  in  Ä",  S'  bezüglich  auf  a^ ,  &, 
die  Senkrechten,  so  schneiden  sie  n  in  dem  Brennpunkte  F^  von  Je^^  also 

K      K 
in  dem  J^  und  A^i^  „gemeinsamen"  Punkte  -0^  =  -^"    ^^^  einfache  Construc- 

*  Vergl.  Parallelprojectionen  nnd  Axonometrie  (Leipzig  1889,  bei 
B.  0.  Teubner),  insbesondere  Nr.  36,  S.  98  und  Nr.  38,  S.  100,  ferner  nachfolgend 
Nr.  18a;.  ^  t 
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tion  von  -^  (bezüglich  Jfc*  oder  P,  f,  a,  6)  besteht  somit  darin,  dass  man 

K  K 

^'  -^  senkrecht  zu  P-Iq,  oder  Ji^  -^  senkrecht  auf  P-B^  zieht  —  Hier  ist 

die  Bestimmung  des  Osculationskreises  in  einem  Punkte  P  einer  Parabel 
auf  die  Bestimmung  des  Brennpunktes  einer  gewissen  affinen  Parabel ,  welche 
P  zum  Scheitel  hat,  zurückgeführt.  (Von  den  mit  Ä*  affinen  Parabeln  der 
obenerwähnten  Schaar  ist  hier  diejenige  benutzt  worden,  welche  bei  P  am 
rundesten  ist.) 

c)  Wendet  man  dieses  soeben  für  die  Parabel  und  auch  bei  den  Figuren 
26  und  30  befolgte  Verfahren  auf  einen  Kegelschnitt  an,  von  welchem 
ein  umschriebenes  Parallelogramm  und  der  Berührungspunkt  einer  Seite 
bekannt  sind,  so  findet  sich  folgendes  Resultat:  Sind^,jB,  C,  2>  die 
aufeinanderfolgenden  Ecken  eines  einem  Kegelschnitte  V  um- 
schriebenen Parallelogramms,  P  der  Berührungspunkt  der 
Seite  AB  mit  Ar^,  n  die  Normale  dieses  Punktes,  so  bilden  A^ 
B  und  der  Schnittpunkt  Q  von   n  mit  CD  ein  Dreieck,  dessen 

Höhenschnitt  der  in  gewohnter  Weise  mit  -^  bezeichnete  Punkt 

(bezüglich  des  Osculationskreises  p^  des  Punktes  P)  ist. 

19.  Sind  P,  A,  B^  0  die  vier  (reellen)  Grundpunkte  eines  Kegel- 
schnittbüschelsy  so  wird  jeder  einzelne  dieser  Kegelschnitte  durch  die 
Angabe  der  Tangente  t  oder  der  Normalen  n  in  P  bestimmt.  Nach  Nr.  2 
mit  Fig.  7  findet  man  auf  jeder  Normalen  n  einen  Punkt  L  und  durch 
Halbiren  der  Strecke  PL  den  Mittelpunkt  A^  des  Osculationskreises  p^  im 
Punkte  P  für  den  durch  P,  t,  n,  A,  By  0  bestimmten  Kegelschnitt.  Bei 
der  Drehung  von  t  und  n  um  P  beschreiben  L  und  K^  zwei  ähnliche  Curven 
l  und  JCj  welche  von  der  dritten  Ordnung  sind.  Ihre  Asymptoten  stehen 
auf  PAj  PB,  PO  senkrecht,  denn  die  in  PA  mit  OB,  PB  mit  Ol,  PO 
mit  AB  zerfallenden  Kegelschnitte  des  Büschels  haben  in  P  unendlich  grosse 
Krümmungsradien.  Hierbei  wird  vorausgesetzt,  dass  keiner  der  Grundpunkte 
A^  B,  0  mit  P  unendlich  benachbart  sei. 

Die  Curve  {  (ebenso  Ic)  hat  P  zum  isolirten  Doppelpunkte.  Auf  jeder 
durch  P  gezogenen  Linie  n  liegt  nämlich  nur  ein  Punkt  L  und  für  zwei 
Lagen  von  n  föllt  L  in  P.  Diese  ausgezeichneten  Linien  n^,  n^  verbinden 
P  mit  den  unendlich  fernen  imaginären  Kreispunkten  der  Ebene  des  Büschels. 
Sie  sind  als  solche  Linien  aufzufassen,  welche  mit  den  zugehörigen  Tan- 
genten f|,  t^  zusammenfallen,  nämlich  als  imaginäre  Linien,  welche  auf  sich 
selbst  senkrecht  stehen.  Denkt  man  für  ^|  =  nj  oder  für  ^^  =  ^2  ^^®  ^^ 
Fig.  7  dargestellte  Construction  ausgeführt,  so  werden  sich  Ä'  mit  A"\ 
B"  mit  B"  und  somit  auch  P  mit  L  decken.  Es  folgt,  dass  die  Tangenten 
der  Curven  {  und  Ig  in  dem  isolirten  Doppelpunkte  P  die  imaginären  Linien 
sind,  welche  auf  sich  selbst  senkrecht  stehen. 
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Eine  Folgerung  des  Satzes ,  dass  k  und  l  von  der  dritten  Ordnung  sind, 
ist,  dass  je  sechs  reelle  oder  imaginäre  Kegelschnitte  eines  Büschels  in  dem- 
selben Grundpunkte  gleiche  Krümmungsradien  haben. 

20.  Eine  Kegelschnittschaar  habe  die  vier  Linien  f,  a,  &,  o  zu 
Grondtangenten.  Jeden  Punkt  P  der  Tangente  t  kann  man  als  den  Be- 
rührungspunkt eines  der  Kegelschnitte  ansehen  und  für  diesen  Kegelschnitt 

in  P  nach  Nr.  6  mit  Fig.  14  den  Punkt  -^i  bezüglich  K  construiren.    Lässt 

man  P  die  Tangente  t  durchlaufen,    so  werden  die  Punkte  -^  und  ä'  zwei 

orthogonal  centrisch- affine  Curven  beschreiben.  Letztere  Curven  sollen  nach- 
folgend in  dem  allgemeinsten  Falle  und  in  einigen  speciellen  Fällen  angegeben 
werden;  es  treten  dabei  einige  SpecialfUlle  früherer  Constructionen  auf.  — 

Die  von  -^  und  von  AT  beschriebenen  Curven  bleiben  dieselben,  wenn  man 

die  Figur  t,  a,  h,  o  durch  eine  damit  centrisch- affine  t^  a^^h^j  o^  ersetzt, 
wobei  t  die  Aze  ist  und  die  Affinitätsstrahlen  mit  t  parallel  sind. 

a)  Wird  t  von  a^  h^  o  im  Endlichen  geschnitten,   so  ist  der  geome- 

^  k 

trische  Ort  der  Punkte  -^  eine  Curve  dritter  Ordnung  -^r  >  welche  t  in  den 

Schnittpunkten  Ta,  fh,  t'o  schneidet.  Die  Schaar  enthält  drei  Kegel- 
schnitte, welche  in  zwei  Büschel  zerfallen,  und  für  jeden  von  ihnen  wird 
der  Krümmungsradius  in  P,  nämlich  in  einem  der  eben  genannten  drei 
Punkte,  zu    Null.      Auf  jeder   Normalen    n  zu  ^  liegt  im   Endlichen  nur 

ein  Punkt  -^]  der  allen  Normalen  gemeinsame  unendlich  ferne  Punkt  ist 

k 
ein  Doppelpunkt  der  Curve  ^j--    Letztere  geht  mit  nur  einem  Ast  in  das 

Unendliche,  sie  ist  eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  unendlich  ferner  Spitze 
und  mit  der  unendlich  fernen  Geraden  als  Spitzentangente.  In  Bezug  auf  i 
als  Abscissenaze  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  besitzt  die  Curve 

k 

-^  die  Gleichungsform  y=-a  +  hx  +  cx^  +  da^  (sie  ist  eine  Parabel  dritter 

Ordnung).  —  Sechs  Kegelschnitte  der  Schaar  haben  in  ihren  Berührungs- 
punkten mit  t  gleiche  Krümmungsradien  und  ein  längs  t  rollender  oder 
gleitender  Kreis  ist  je  dreimal  der  Osculationskreis  eines  der  Kegelschnitte. 
h)  Wenn  t  mit  einer  der  übrigen  Grundtangenten  parallel  ist,  so  be- 
zeichne man  diese  mit  o,  die  verbleibenden  mit  a,  &.  Es  sei  zunächst  o 
im  Endlichen  gelegen.     Gegenüber  dem  allgemeinen  Falle  a)  rückt  einer 

k 
der  Schnittpunkte  der  Curve  -^    mit  der  Grundtangente  t  unendlich   fem, 

k 
weshalb  hier  die  Curve  -^  in  die  unendlich  ferne  Gerade  und  eine  Parabel 

k 
zerfftllt.     Letztere,  welche  nun  einfach  als  die  Curve  w  bezeichnet  wird, 

geht  durch  die  Schnittpunkte  Ta,  t'h  und  hat  eine  zu  t  senkrechte  Azen- 
richtung.     Um  ihren  Scheitel  zu  finden,  wähle  man,  wie  in  Fig.  29,  P  in 
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der  Mitte  der  Punkte  t'a  oder  Ä"  und  t'h  oder  jff\  bestimme  somit  ftir  n 
als  die  Mittelsenkrechte  der  Strecke  Ä'^B"  den  zugehörigen  Punkt  ^9    die 

Mitte  der  Strecke  Ä'' ff"  oder  die  Mitte  des  auf  n  zwischen  a,  und  \  ge- 

K      K 
legenen  Abschnittes.     Macht  man  P-;T  =  -nSi   so   ist  8  der  Scheitel   der 

Parabel  Ä;,  des  Ortes  der  Krümmungsmittelpunkte.  Diese  Parabel  Je,  durch 
A'\  B"  und  8  gehend,  besitzt  n  als  Axe  und  es  schneiden  sich  ihre  Tan- 
genten von  den  Berührungspunkten  A\\  B"  in  L  auf  n,  wobei  PS=SL. 
—  Die  Osculationskreise  der  Kegelschnitte  der  Schaar,  in  den  Berührung- 
punkten  mit  t,  haben  ihre  Centra  auf  der  in  Fig.  29  verzeichneten  Pa- 
rabel A;.  Alle  diese  Osculationskreise  berühren  somit  t  und  den 
dem  Dreieck  A"B"L  umschriebenen  Kreis,  dessen  Centrum  im 
Brennpunkt  F  der  Parabel  &  liegt. 

Bilden  die  Tangenten  ^,  a,  &,  0  ein  Parallelogramm,  so  sind  dessen 
Diagonalen  für  jeden  Kegelschnitt  zwei  coi^jugirte  Durchmesser.  Geht  das 
Parallelogramm  in  einen  Bhombus  über,  so  haben  die  Axen  der  Kegel- 
schnitte dieselben  Träger.  In  diesem  letzteren  Specialfalle  könnte  die  am 
Schlüsse  von  Nr.  3  behandelte  Steiner'sche  Construction  (Cranz,  S.  21) 
benutzt  werden. 

Die  Orundtangente  0  kann  unendlich  fem  liegen;  die  Schaar  also  ans 
den  Parabeln  mit  den  drei  gemeinsamen  Tangenten  f,  a,  &  besteben.  Als- 
dann wird  man  die  in  Fig.  29  enthaltenen  Hilfslinien  Oj,  &,  durch  die  in 
A'\  B!'  auf  a,  h  errichteten  Senkrechten  ersetzen  (Nr.  10). 

c)  Von  den  Grundtangenten  a,  &,  0  können  zwei  unendlich  benachbart 
und  mit  i  parallel  sein;  man  bezeichne  sie  mit  0,  a  (Fig.  30).  Die  Kegel- 
schnitte der  Schaar  berühren  i  und  &,  femer  a  bei  A.     Will  man  für  den 

K 
t  in  dem  beliebigen  Punkte  P  berührenden  Kegelschnitt  den  Punkt  -^  con- 

struiren,  so  hat  man  den  Berühmngspunkt  von  n  mit  derjenigen  Parabel 
zu  bestimmen,  welche  die  Linien  ^,  n,  B" ß'''  berührt  und  PA  zu  ihrer 

Directrix  hat  (nach  Nr.  6).     Macht  man  darauf  P-n="^^i  ^^  ^^  ^  <^^ 

Centrum  des  einzelnen  Osculationskreises ;  die  Centra  der  übrigen  Oscula- 
tionskreise erfüllen  die  Linie  AT  ^"  u.  s.  f.  —  In  bequemerer  Weise  wird 

man,  um  ^  zu  finden ,  den  Kegelschnitt  P,  i,  A^  a,  h  durch  einen  affinen 

ersetzen,  welcher  P  zum  Scheitel  hat  Für  den  letzteren  hat  man,  wie  in 
Fig.  30  angegeben  ist,  aus  B"  (eigentlich  ß'\)  auf  PB^  eine  Senkrechte  zn 
f&llen  und  damit  ns=i  d^  zu  schneiden. 

Liegen  die  vereinigten  Linien  0,  a  unendlich  fern,  so  handelt  es  sich 
um  eine  Schaar  von  Parabeln  von  gleicher  Azenrichtung,  welche  t  und  6 
berühren.  Die  Centra  ihrer  Osculationskreise  in  den  Berührungspunkten 
mit  t  bilden  eine  durch  den  Punkt  t'hsszB"  gehende  Gerade.  Der  üeber- 
gang  zu  diesem  speciellen  Falle  lässt  sich  bei  Fig.  30  leicht  übersehen. 
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d)  Es  kann  der  Fall  eintreten,  dass  die  drei  Grandtangenten  a,  &,  o  der 
Schaar  aufeinanderfolgende,  mit  t  parallele  Tangenten  sind.  Die  Kegelschnitte 
dieser  Schaar  hertthren  t  and  oscaliren  in  einem  Pankte  j4^  in  welchem  ihre 
gsmeinsame  Tangente  mit  t  parallel  ist.  Da  ftlr  jeden  der  Kegelschnitte  A 
nfld  P  die  Endpankte  eines  Darchmessers  sind,  so  ist  jedesmal  der  Osca- 

lationskreis  bei  P  gleich  demjenigen  bei  A'j  die  Oerter  der  Pankte  -^  and 

£  sind  mit  t  parallele  gerade  Linien. 

Liegen  der  Pankt  ji  and  die  vereinigte  Linie  a  =  &s=o  anendlich 
fem,  so  besteht  die  Kegelschnittschaar  aas  congraenten  Parabeln  in  paral- 
leler Lage. 

Die  Carre  A,  welche  erst  von  der  dritten  Ordnang  war,  redacirt  sich 
in  den  Fällen  &),  c),  d)  bezüglich  aaf  die  Parabel  (von  der  Gleichang) 
ff^a  +  hx  +  ca^,  die  Gerade  y  =  a  +  hx^  endlich  aaf  die  mit  t  parallele 
Gerade  y  =  a.  EUerbei  tritt  von  Fall  za  Fall  die  anendlich  ferne  Gerade 
als  Bestcarve  aaf. 


£«itaolirlft  f.  MaibamaÜk  a.  Phyalk  XXXIV,  6. 
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Dr.  C.  Betel 

In  Zfliioli« 
(Bohluis.) 


ffierzu  Taf.  VI. 


C.  Correipondenzen,  welche  durch  das  orthogonale  Viereck 
vermittelt  werden. 

17. 

Wir  untersnehen  nun  orthogonale  Vierecke  ÄBCJ  einer  Ebene  und 
setzen  voraus,  dass  diese  Vierecke  die  äusseren  Ecken  ^,  B  gemeinsam 
haben  und  dass  die  Potenz  der  inneren  Ecke  J  die  nämliche  ist.  Wir 
fuhren  diese  Untersuchung  mit  Hilfe  der  räumlichen  Darstellung ,  welche 
wir  unter  3  entwickelten.  Sind  ^  und  B  Ecken  der  Vierecke,  so  wer- 
den von  j4  und  B  aus  die  Punkte  00^  unter  rechtem  Winkel  gesehen. 
Also  ist  der  Ort  von  00*  eine  Kugel  E^,  welche  jiB  zn  einem  Durch- 
messer hat.  Sollen  die  inneren  Ecken  des  Vierecks  die  nämliche  Potenz  —pi^ 
haben,  so  müssen  die  Punkte  00*  um  +pi  von  der  Ebene  B  des  Vierecks 
entfernt  sein.  Folglich  liegen  sie  in  zwei  Ebenen  E,  E*,  welche  am 
+  pi  von  B  abstehen.  Diese  Ebenen  schneiden  E^  in  zwei  Kreisen  ICq\  £^q*^j 
welche  die  bei  unserer  Untersuchung  in  Betracht  kommenden  Punkte  0,  O* 
enthalten.  Projiciren  wir  diese  in  orthogonaler  Richtung  auf  B ,  so  gelangen 
wir  zu  einem  Kreise  A^^^,  welcher  die  inneren  Ecken  der  gesuchten  Vierecke 
enthält 

Aus  dieser  Ableitung  von  I^i^  folgt,  dass  Aj*  zu  dem  Kreise  A"«'  con- 
centrisch  ist,  welcher  ^J3  zu  einem  Durchmesser  hat.  Die  Sehne  von  AVi 
welche  nmpi  vom  Mittelpunkte  absteht,  ist  gleich  dem  Durchmesser  von  ^t^. 

Mit  Hilfe  von  A<^  bestimmen  wir  den  Ort  der  dritten  Ecke  C.  Wir 
ziehen  durch  ji  eine  beliebige  Gerade  h.  Aus  B  fällen  wir  auf  l  die  Nor- 
male \,  Sie  schneidet  A^^^  in  zwei  Punkten.  Durch  diese  ziehen  wir  die 
Senkrechten  c^  zur  Linie  ^B.  Sie  treffen  h  in  zwei  der  gesuchten  Punkte  C 
Dabei  werden  jeder  Lage  von  5  zwei  Lagen  von  (^  zugeordnet.  Gehen  wir 
von  einer  Lage  von  c^  aus,  so  können  wir  zeigen,  dass  ihr  zwei  Lagen 
von  h  entsprechen.     C|  schneidet  nämlich  A,^  in  zwei  Punl^ien.     Diese  ver- 
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binden  wir  mit  B,  Dann  ftUen  wir  aus  A  auf  die  ^^^ttfaittisa^si&ien  die 
Senkrechten  h.  Sie  schneiden  (4  in  zwei  Pailkten  0.  Es  stehen  daher  sowohl 
die  Linien  &  zn  C|,  als  auch  die  Linien  Cj  zu  h  in  einer  zweideutigen  Be- 
ziehung. Folglich  schneiden  sich  die  entsprechenden  Geraden  c^,h  in  einer 
Curve  vierter  Ordnung  C^.  Dieselbe  hat  A  und  die  Bichtung  von  Cj,  zu 
Doppelpunkten.  Dieselbe  Curve  erhalten  wir,  indem  wir  von  den  Geraden  a 
durch  B  ausgehen  und  ihnen  vermittelst  der  Construction  der  Punkte  C  die 
Linien  c^  zweideutig  zuordnen.  Daraus  folgt,  dass  auch  B  ein  Doppel- 
punkt von  C*  ist.     Wir  schliessen  daher: 

SctUf  XLL  Die  inneren  Ecken  aller  orthogonalen  Vierecke, 
welche  zwei  äussere  Ecken  und  die  Potenz  der  in- 
neren Ecken  gemeinsam  haben,  liegen  auf  einem 
Kreise.  Derselbe  ist  concentrisch  zu  dem  Kreise» 
welcher  die  gemeinsamen  äusseren  Ecken  zu  End- 
punkten eines  Durchmessers  hat.  Der  Ort  der  drit- 
ten äusseren  Ecke  ist  eine  Curve  vierter  Ordnung 
mit  drei  Doppelpunkten.  Zwei  von  ihnen  sind  die 
gemeinsamen  äusseren  Ecken.  Der  dritte  ist  die 
Nori^alrichtung  zu  ihrer  Verbindungslinie. 

18. 
Wir  untersuchen  jetzt  die  orthogonalen  Vierecke,   welche  zwei  Ecken 
-^j  B  gemeinsam  haben,  und  setzen  voraus,  dass  die  dritte  Ecke  einen  Ort 
durchlaufe.    Wir  fragen  nach  dem  Orte  der  vierten  Ecke. 

Wir  nehmen  zuerst  an,  dass  der  Ort  der  dritten  Ecke  eine  Curve  der 
n^  Ordnung  C7"  sei,'  welche  mit  der  Geraden  AB  in  einer  Ebene  B  liege. 
Dann  construiren  wir  aus  0»  den  Ort  der  vierten  Ecke  in  gleicher  Weise, 
wie  wir  in  17  die  Curve  C*  aus  i^t*   ableiteten.     Bei  dieser  Construction 
werden  jeder  Geraden  durch  A  oder  B  n  Senkrechte  c^  zur  Linie  AB  zu- 
geordnet    Entsprechende  Gerade  schneiden  sich  im  gesuchten  Orte.     Der- 
selbe ist  folglich  von  der  Ordnung  2n.     Ay  B,   sowie  die  Normalrichtung 
zn  AB  sind  n- fache  Punkte  des  Ortes.     Wir  schliessen  daher: 
SaUf  XLIL  Alle    orthogonalen  Vierecke    einer    Ebene,    welche 
zwei  Ecken  gemeinsam  haben  und  deren  dritte  Ecke 
eine    Curve   n**'   Ordnung    durchläuft,    haben   ihre 
vierten  Ecken  auf  einer  Curve  von  der  Ordnung  2n. 
Die  festen  Ecken  und  die  Normalrichtung  zu  ihrer 
Verbindungslinie  sind  n-fache  Punkte  der  Curve. 
Wir  können  fdr  C^^  noch  eine  andere  Interpretation  geben.    Beschrei- 
l>en  wir  aber  ^J3  als  Durchmesser  einen  Kreis  Kc%  so  sind  nach  SatzXXXVllI 
^e  dritten  imd  vierten  Ecken  der  orthogonalen  Vierecke  in  Bezug  auf  K^ 
miteinander  conjugirt.     C*^  ist  also  der  Ort  von  conjugirten  Punkten  von  6'". 
en  wir  n  =  l,  so  folgt:  ^  j 
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Satg  XLIIL  e  und  g  seien  zwei  sich  schneidende  Gerade.    Lie- 
gen auf  der  einen  Ton  ihnen  —  etwa  auf  e  —  iwei 
Ecken  von  orthogonalen   Vierecken,  deren  dritte 
Ecke  die  andere  Gerade  g  durchläuft,  so  beweget 
sich   die  vierte  Ecke  auf  einer  Hyperbel  HK     Sie 
geht  durch  die  festen  Ecken.     Die  Normale  zu    c 
giebt  eine  Asjmptotenrichtung  der  Hyperbel  an. 
Wir  fügen  diesem  Satze  noch  einige  Bemerkungen  über  die  Constrac> 
tion  von  H*  bei.    (Taf.  VI  Fig.  6.)     Die  Asymptote  e  von  J?*,  welche  zu 
c  senkrecht  steht,  geht  durch  den  Schnittpunkt  8  von  c  und  g.   Die  zweite 
Asymptotenrichtung  von  H*  steht  zu  g  senkrecht    H^  enthält  die  Schnitt- 
punkte von  g  mit  ATc^.     Erzeugen  wir  H^  durch  projectivische  Büschel  aas 
/^  und  J3,   so  correspondiren  in  denselben  dem  Strahle  j4B  die  Tangenten 
in  A  und  B  an  JET*.     Wir   erhalten   daher  diese  Tangenten   in   folgender 
Weise:   Wir   ziehen   die  Normalen  in  j4  und  J3   zu  c  und  bestimmen  ihre 
Schnittpunkte  ^*,  B*  mit  g.    Dann  steht  die  Tangente  in  A  zu  j4*B  und 
die  Tangente  in  B  zu  B*A  senkrecht 

Construiren  wir  H*  als  Ort  der  conjugirten  zu  den  Punkten  von  g^  so 
benützen  wir  das  Büschel  ihrer  Polaren  in  Bezug  auf  E^^  und  ordnen  dies 
den  Geraden  e^  zu«  Dabei  schliessen  wir,  dass  H^  durch  den  Scheitel  des 
ersteren  Büschels,  d.  h.  durch  den  Pol  G  von  g  geht.  Weiter  ergiebt  sich 
aus  dieser  Zuordnung,  dass  8G  in  G  die  Hyperbel  H^  berührt. 

19. 

Wir  setzen  jetzt  voraus,  dass  die  dritte  Ecke  der  orthogonalen  Vier- 
ecke mit  den  gemeinsamen  Ecken  ^,  B  eine  Baumcurve  oder  eine  ebene 
Curve  n^^  Ordnung  C"  durchlaufe,  deren  Ebene  die  Verbindungslinie  c  der 
Ecken  A^  B  nicht  enthalte.  Wir  fragen  nach  dem  Orte  C*  der  vierten 
Ecke. 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  beschreiben  wir  über  ^^jB  als  Durch- 
messer eine  Kugel  K^.  Dann  projiciren  wir  aus  A  und  B  die  Curve  C". 
Hierdurch  erhalten  wir  zwei  Kegel  Ül«",  Xa"  der  n**"  Ordnung.  Ä«"  durch 
dringt  K^  in  einer  Gux^e  von  der  Ordnung  2n.  Sie  ist  der  Ort  von  Diago- 
nalpunkten jB,  der  Vierecke.  Projiciren  wir  diese  Punkte  aus  jB,  so  erhalten 
wir  Linien  h^,  auf  denen  die  vierten  Ecken  der  Vierecke  liegen.  Die  Ge- 
sammtheit  der  Linien  &,  erfüllt  einen  Kegel  KJ"  von  der  Ordnung  2n. 

Den  analogen  Gedankengang  führen  wir  durch,  indem  wir  von  dem 
Kegel  K^^  ausgehen«  Dieser  Kegel  durchdringt  K^  in  einer  Curve  von  der 
2n^^  Ordnung,  welche  die  Diagonalpunkte  A^  enthält  Dieselben  werden 
von  A  aas  durch  einen  Kegel  2n**'  Ordnung  JCJ"  projicirt  Seine  Erzeu- 
genden enthalten  ebenfalls  die  vierten  Ecken  der  orthogonalen  Vierecke. 

Durch  jeden  Punkt  C  von  C"  geht  eine  Gerade  h  nach  A  und  eine 
Gerade  a  nach  B.     Auf  h  liegt  ein  Punkt  i^,,  auf  a  em  Punkt  B^.     B^B, 
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A^A  sind  Erzeagende  &],  a^  der  Kegel  E^*,  S^"  und  schneiden  sich  in 
emem  Punkte  von  (?*.  Somit  sind  die  Erzeugenden  der  letzteren  Kegel 
dorch  die  Punkte  von  C"  einander  eindeutig  zugeordnet.  Wir  können  be- 
weisen, dass  diese  zugeordneten  Erzeugenden  sieh  in  einer  Curve  Sn^*^ 
Ordnung  schneiden.  Dies  wird  der  Fall  sein,  wenn  die  Projection  von 
0*  aus  irgend  einem  Punkte  X  des  Raumes  auf  eine  beliebige  Ebene  E  von 
der  3n*^  Ordnung  ist.     Wir  machen  also  diese  Projection. 

A\  B'  seien  die  Projectionen  der  Punkte  A^  B  aus  X  auf  E.     Durch 
/  ziehen  wir  in  E  eine  beliebige  Gerade  a\ .    Die  Ebene  Xa\  schneidet  Ä^" 
in  2n  Erzeugenden  a^,  denen  2n  Gerade  h^  entsprechen.    Ihre  Projectionen 
treffen  a\  in  n  Punkten  der  Projection  von  C*.     Ziehen  wir  durch  B'  inE 
eine  beliebige  Gerade  h\ ,  so  schneidet  die  Ebene  Xh\  aus  K^"  2n  Erzeugende 
5p  denen  2n  Gerade  aj   entsprechen.     Ihre  Projectionen  treffen  h\  in  2n 
Punkten  der  Projection  von  C*.     Letztere  wird  somit  durch  zwei  Strahlen- 
bUschel  aus  ^  und  B'  hervorgebracht,  bei  denen  jedem  Strahle  des  einen 
Büschels   2n  Strahlen   des   andern   entsprechen.     Im   Allgemeinen   ist   das 
Erzeugniss  von  zwei  solchen  Büscheln   eine  Curve  von   der  Ordnung  4n. 
Die  Scheitel   der  Büschel  sind   2 1>- fache  Punkte.      In  unserem   speciellen 
Falle  aber  schneidet  die  Ebene  XÄB  aus  C"  n  Punkte ,  denen  n  Geraden- 
paare &|,   a^   dieser  Ebene   zugeordnet  sind.     Folglich   liegen   in  der  Pro- 
jection c   von  AB  ^e  Projectionen  von  n  Geradenpaaren  b\y  a\.     Daher 
ist  c  eine  n- fache  Gerade  der  Projection  von  C*,     Mithin  reducirt  sich  ihre 
Ordnung  um  n  und  A\  £' sind  n- fache  Punkte  der  Projection.     Damit  ist 
der  angekündete  Beweis  geleistet  und  wir  schliessen: 
Safe  ÜJF.  Halten    ^ir   zwei   Ecken   eines   orthogonalen  Vier- 
ecks fest,  während  die  dritte  Ecke  eine  Raumcurve 
ti*"  Ordnung  oder  eine  ebene  Curve  n**"  Ordnung 
durchläuft,   deren   Ebene    die   zwei    festen   Punkte 
nicht  enthält,   so   bewegt  sich  die  vierte  Ecke  auf 
einer  Raumcurve  C^^  von   der  Ordnung  3n.     Diese 
hat  die  festen  Ecken  zu  n-fachen  Punkten. 
Wir  knüpfen  an  diesen  Satz  einige  Bemerkungen  über  C^". 
a)  Wir  erhalten   die  Tangenten  in   den  n-fachen  Punkten  A^  B  von 
C",  indem  wir  in  der  besprochenen  Correspondenz  der  Erzeugenden  a^ ,  &| 
die  entsprechenden  Geraden  zur  Linie  AB.  suchen.     Zu  diesem  Zwecke  con- 
stmiren  wir  in  A  die  Tangentialebene  an  J^^,   welche  C^  in  den  Punkten 
Tp  ...,   Tn    schneide.      Verbinden    wir   diese    mit  A^    so    schneiden    die 
Verbindungslinien  in  A  aus  K^  n  Punkte  B^,     Also   fallen  in  AB  n  Ge- 
rade ^,  zusammen.      Ihre   entsprechenden  a^   berühren   folglich   in  A    die 
Curve    C".     Wir   gelangen   somit  zu  diesen   Tangenten,    indem    wir  "die 
Linien  T, B,  ...,  TnB  ziehen,  ihre  zweiten  Schnittpunkte  mit  K^  zeichnen 
und  diese  mit  A  verbinden.     In  analoger  Weise  ergeben  sich  die  Tangen- 
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h)  Liegt  ein  Punkt  von  C"  auf  K\  so  muss  er  auch  auf  C^"  liegen. 

c)  Nach  Satz  XXXYIII  lässt  sich  die  Construction  von  (7^*  auch  80 
ausdrücken:  Wir  zeichnen  zu  einem  Punkte  C  von  C"  die  Polarebene  in 
Bezug  auf  K\  Eine  Gerade  durch  C,  welche  AB  trifft  und  zu  dieser  Linie 
senkrecht  steht,  schneidet  aus  der  Polarebene  einen  Punkt  von  C^". 

20. 

Wir  machen  yon  Satz  XLIII  eine  specielle  Anwendung.  Wir  halten 
zwei  Ecken  eines  orthogonalen  Vierecks  fest  und  lassen  die  dritte  Ecke  eine 
Gerade  g  durchlaufen,  welche  zur  Verbindungslinie  c  der  festen  Ecken  wind- 
schief ist.  Dann  bewegt  sich  nach  Satz  XLIII  die  vierte  Ecke  auf  einer 
Curye  C^  der  dritten  Ordnung.  Sie  geht  durch  die  festen  Ecken  A^  B  und 
durch  die  Schnittpunkte  von  g  mit  KK  Schneiden  die  Ebenen,  welche  in 
A  und  J3  zu  c  senkrecht  stehen,  aus  g  die  Punkte  T«,  2»,  so  ist  die  Tan- 
gente in  A  die  Höhe  des  rechtwinkligen  Dreiecks  TaA  B.  Die  Tangente 
in  B  an  C^  ist  HOhe  des  rechtwinkligen  Dreiecks  TbBA  (nach  19  a). 

Wir  können  nun  beweisen,  dass  C^  durch  die  zwei  imagin&ren  Kreis- 
punkte /}«  /{  S^^^9  ^^  denen  die  Normalstellung  n^  zur  Geraden  c  die 
Kugel  K^  schneidet.  Wir  bemerken  nämlich,  dass  C^  die  Durchdringungs- 
curve  von  zwei  Kegeln  zweiten  Grades  üTa,^,  K^^^  ist,  welche  A,  B  zu 
Spitzen  haben.  Schnitte  dieser  Kegel  sind  die  resp.  Kreise,  die  von  den 
Ebenen  Bg^  Ag  aus  der  Kugel  K^  geschnitten  werden.  Projiciren  wir  den 
ersteren  Kreis  aus  A ,  so  erhalten  wir  den  Kegel  Ül«,*.  Schneiden  wir  den- 
selben mit  der  Ebene  T»,  welche  in  B  die  Kugel  fC^  bertthrt,  so  ist  dieser 
Schnitt  die  stereographische  Projection  des  zuletzt  erwähnten  Kngelkreises 
aus  Ay  also  auch  ein  Kreis.  In  analoger  Weise  schliessen  wir,  dass  die 
Ebene  T«,  welche  J^  in  ^  berührt,  aus  K\  einen  Kreis  schneidet  Folg- 
lich ist  die  Stellung  der  Ebenen  T«,  T^,  d.  h.  n^  für  die  Kegel  ü?«..  K\ 
eine  Stellung  von  Kreisschnittebenen.  Daher  haben  diese  Ebenen  die  ima- 
ginären Kreispunkte  von  fi^^  gemeinsam.  Dieselben  liegen  somit  auch  auf 
C^  und  wir  schliessen: 

S(U0  XLV.  Uvilien    wir   zwei   Ecken   eines   orthogonalen   Vier- 
ecks fest,  während  die  dritte  Ecke  sich  auf  einer 
Geraden  bewegt,    welche  zu  der  Verbindungslinie  c 
der  festen  Ecken  windschief  ist,  so  durchläuft  die 
vierte  Ecke  eine  Baumcurve  dritter  Ordnung.     Sie 
enthält    die    imaginären   Kreispunkte   der   Normal- 
stellung von  c. 
Geben  wir  jetzt  g  alle  möglichen  Lagen,  so  entspricht  jeder  derselben 
eine  C^.    Alle  diese  Curven  gehen  durch  ABJ^J^.    Je  zwei  weitere  Punkte 
bestimmen  eine  solche  Curve.     Sie  schneidet  H?  ausser  in  ABJ^J^  noch  in 
zwei  Punkten.     Durch  diese  geht  eine  Gerade  g.    Fassen^  wir  jLi&ls  Ort  yon 
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Yierten  Ecken   der   orthogonalen  Viereche   dorch  AB  auf,   so  müssen  die 
dritten  Ecken  auf  der  angenommenen  C^  liegen.    Daher  folgt: 
SaU  XLVL  Halten  wir  zwei  Ecken  eines  orthogonalen  Vierecks 
fest,  wfthrend  die  dritte  Ecke  sich  auf  einer  Cnrye 
dritter  Ordnung  bewegt,   welche  jene  zwei  festen 
Ecken  und  die  imaginftren  Ereispunkte  der  Normal- 
stellung ihrer  Verbindungslinie  enth&lt,  so  durch- 
läuft die  vierte  Ecke  eine  Gerade.    Diese  geht  durch 
die  zwei  Punkte,  in  denen  dieCurve  dritter  Ordnung 
noch  die  Kugel  schneidet,  welche  die  festen  Ecken 
zu  Endpunkten  eines  Durchmessers  hat. 
Der  Satz  XLIV  erleidet  eine  Modification,  wenn  g  und  n^  sich  schnei- 
den, d«  h.  wenn  g  und  e  sich  rechtwinklig  kreuzen.   Dann  zerföUt  die  Curve 
C^  in  die  Oerade  e  und  einen  Kreis  C     Seine  Ebene  hat  die  Stellung  n^* 
C'  geht  durch  den  Punkt  (7|,  in  dem  c  diese  Ebene  trifft;  denn  dieser  Punkt 
ist  co^jugirt   zu   dem  unendlich   fernen  Punkte  von  g.     Ferner  enthält  C^ 
die  Schnittpunkte  ?on  g  mit  der  Kugel  KK    Folglich  ist  die  Gerade  d  durch  ' 
Cj,  welche  zu  g  senkrecht  steht,  ein  Durchmesser  von  CK  Er  schneidet  C*  ein 
zweites  Mal  in  dem  Punkte ,  welcher  zum  Schnittpunkte  ?on  d  und  g  in  Bezug 
anf  die  Kugel  K^  conjugirt  ist.     Aus  dem  Gesagten  ergiebt  sich  folgender: 
8(U0  XLVIL  e  und  g    seien  zwei  sich  rechtwinklig   kreuzende 
Gerade.     Durchläuft  eine  Ecke  eines  orthogona- 
len Vierecks  die  eine  dieser  Geraden —  etwa^ — , 
während  zwei  andere  Ecken  ^,£  auf  e  liegen  und 
fest  bleiben,    so  bewegt  sich  die  vierte  Ecke  auf 
einem  Kreise.    Seine  Ebene  geht  durch  g  und  steht 
zu  e  senkrecht.     Ein  Durchmesser  d  des  Kreises 
ist  die  gemeinsame  Normale  zu^  und  c.   Ein  Punkt 
des  Kreises  liegt  im  Schnitte  von  c  und  g.     Ein 
zweiter  Punkt  auf  d  ist  zu  dem  Schnitte  von  d  und 
g  in  Bezug  auf  die  Kugel  über  AB  conjugirt. 
Kehren    wir   diesen  Satz   um,   so  erhalten  wir  eine  Modification  von 
Sau  XLV. 

21. 
Zum  Schlüsse  dieser  Gedankenreihe  fragen  wir  nach  der  Fläche,  welche 
^  vierte  Ecke  eines  orthogonalen  Vierecks  mit  zwei  festen  Ecken  durch- 
Uaft,  wenn  die  dritte  Ecke  sich  auf  einer  Fläche  F"  von  der  n*^  Ordnung 
Wegt.  Wir  erhalten  die  Ordnungszahl  der  Fläche,  indem  wir  die  Zahl 
U^r  Punkte  ermitteln,  welche  auf  einer  beliebigen  Geraden  g  liegen.  Zu 
Lesern  Zwecke  lassen  wir  die  dritten  Ecken  der  Vierecke  g  durchlaufen. 
^Q  bewegen  sich  die  vierten  Ecken  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung  C^» 
^iese  hat  mit  F"  3fi  Punkte  gemeinsam.     Ihnen  entsprechen  3fi  Pui;kte      ^ 
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▼on  g^  welche  auf  der  zu  untersnchenden  Flftcbe  liegen.    Also  ist  diese  von 
der  Ordnung  3ti  und  wir  schliessen: 

Säte  XLVIIL  Bewegt  sich  eine  Ecke  eines  orthogonalen  Vier- 
ecks   auf   einer   Flftche    n**^  Ordnung,    während 
zwei  Ecken  fest  bleiben,  so  durchläuft  die  vierte 
Ecke  eine  Fläche  von  der  Ordnung  3fi. 
Setzen  wir  n»!,  so  folgt: 
Säte  XLIX.  Bewegt   sich  eine  Ecke  eines  orthogonalen  Vier- 
ecks auf  einer  Ebene  E,  während  zwei  Ecken,   die 
nicht  in  E  liegen,  fest  bleiben,   so  durchläuft  die 
Yierte  Ecke  eine  Fläche  dritter  Ordnung  F^ 
Indem   wir   die  üeberlegungen  von   18  —  20  für  w=l   specialisiren, 
können  wir  einige  Eigenschaften  der  nach  Satz  XLIX  abgeleite- 
ten F'  aufstellen. 

a)  Auf  F*  liegt  der  Kreis  Ke\  den  die  Ebene  E  aus  der  Kugel  K* 
schneidet 

h)  Drehen  wir  um  c  eine  Ebene ,  so  schneidet  jede  ihrer  Lagen  aus  E 
eine  Gerade  ^,  welche  e  trifft.  Ihr  correspondirt  (Satz  XLIII)  eine  Hyper- 
bel J5'^  deren  Asjmptotenrichtungen  zu  c  und  g  senkrecht  stehen.  Alle 
diese  Hyperbeln  liegen  auf  F'.  Von  ihren  Asymptotenrichtungen  erfüllen 
diejenigen,  welche  zu  e  senkrecht  stehen,  die  Oerade  n^*  Also  liegt  n^o 
auf  F^  Die  Bichtungen  der  anderen  Asymptoten  erhalten  wir,  indem  wir 
aus  einem  beliebigen  Punkte  P  von  c  auf  die  Geraden  g  Senkrechte  föllen. 
Ihre  Fusspunkte  liegen  auf  einem  Kreise.  Derselbe  wird  durch  die  Ebene 
E  aus  einer  Kugel  geschnitten,  welche  P  und  den  Schnittpunkt  8  von  E 
und  c  zu  Endpunkten  eines  Durchmessers  hat.  Also  erfüllen  die  Senk- 
rechten einen  Kegel  zweiten  Grades  Xa',  dessen  Schnitt  Ki,  mit  der  unend- 
lich fernen  Ebene  der  Fläche  F'  angehört. 

c)  Die  Tangenten  im  Punkte  A  an  die  Kegelschnitte  H^  werden  in  fol- 
gender Weise  gefunden:  Wir  construiren  in  A  die  Tangentialebene  an  £^ 
Sie  schneidet  aus  E  eine  Gerade  a*.  Die  Ebene  Ba*  trifft  K^  in  einem 
Kreise.  Der  Kegel,  welcher  A  zur  Spitze  und  diesen  Kreis  zur  Leitcurve 
hat,  stellt  uns  den  Ort  der  gesuchten  Tangenten  vor.  In  analoger  Weise 
zeigen  wir,  dass  auch  die  Tangenten  in  £  an  F^  einen  Kegel  zweiten 
Grades  umhüllen. 

d)  Die  Ebenen  N  von  der  Stellung  n«  schneiden  E  in  Geraden,  welche 
c  rechtwinklig  kreuzen.  Diesen  Geraden  entsprechen  (Satz  XLVII)  Kreise. 
Folglich  schneidet  jede  Ebene  N  aus  F^  einen  Kreis  K^.  Alle  diese  Kreise 
treffen  c    Also  liegt  c  auf  F^ 

Jeder  Kreis  K^  hat  mit  K^  zwei  Punkte  gemeinsam.  Indem  wir  die 
Mitte  zwischen  diesen  Punkten  mit  demjenigen  Punkte  von  K^  verbinden, 
der  in  c  liegt,  erhalten  wir  einen  Durchmesser  d  von  £«*.  Er  schneidet  K^ 
ein  zweites  Mal  in  der  vierten  Ecke  des  orthogonalen  Vierecks,  für  welches 
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A^  B  und  die  erwähnte  Mitte  drei  Ecken  sind.  Nun  ist  der  Ort  dieser  Mitten 
eine  Gerade  g^ ,  welche  die  Orthogonalprojection  der  Linie  e  anf  die  Ebene  E 
ist  g^  schneidet  c.  Mithin  correspondirt  der  Linie  g^  eine  Hyperbel  H^. 
Sie  enthält  die  zweiten  Endpunkte  der  Durchmesser  d.  Wir  könnennns 
daher  die  Fläche  F'  durch  einen  beweglichen  Kreis  K^?  erzeugt 
denken»  welcher  längs  c  und  H^  gleitet.  Seine  Ebene  steht  zu 
c  senkrecht  und  schneidet  aus  c  und  H^  die  Endpunkte  eines 
Durohm essers  (Taf.  VI  Fig.  5). 

e)  Zeichnen  wir  zu  den  Linien  g  in  den  Ebenen  durch  c  die  Pole  G 
in  Bezug  auf  die  Kreise  K^  (Satz  XLIII],  so  liegen  diese  Pole  auf  den 
resp.  Hyperbeln  H\  Ferner  befinden  sich  diese  Pole  auf  der  Polarebene 
N,  des  Punktes  8  in  Bezug  auf  f.  Diese  Polarebene  steht  zu  c  senkrecht. 
Also  schneidet  sie  F^  in  einem  Kreise  Kg^.  Derselbe  ist  der  Ort  der  er- 
wähnten Pole.  Nun  berührt  in  jedem  Punkte  Q  eine  Gerade  8Q  eine 
Hyperbel  H\  Polglich  berühren  die  Tangenten  aus  S  an  F'  diese  Fläche 
im  Kreise  K^. 

f)  In  der  Ebene  E  muss  ausser  iC«*  noch  eine  Gerade  e  der  F^  liegen. 
Sie  ist  die  Verbindungslinie  der  zwei  Punkte,  in  denen  die  Geraden  c  und 
fioB  die  Ebene  E  treffen.  Folglich  schneidet  die  Ebene,  welche  in  5  zu  c 
senkrecht  steht^  aus  E  die  Gerade  e  (Taf.  VI  Fig.  5).* 

g)  Die  Ebene  ec  steht  zur  Ebene  cg^^  senkrecht  In  letzterer  liegen 
die  Durchmesser  d  der  Kreise  Kt?  und  sind  zu  e  normal.  Also  muss  die 
Ebene  ec  diese  Kreise  berühren.  Sie  ist  daher  eine  Tangentialebene  von 
F'  längs  der  Geraden  c. 

Aus  diesen  Eigenschaften  von  F^  können  wir  uns  ein  Bild  der  Fläche 
machen.  Indem  wir  von  der  einen  oder  andern  Eigenschaft  ausgehen,  erhal- 
ten wir  verschiedene  Erzeugungsweisen  der  Fläche.  Durch  collineare  Trans- 
formation gelangen  wir  zu  ihren  allgemeinen  Formen.  Wir  unterlassen  es, 
hier  darauf  weiter  einzutreten. 

üeberblicken  wir  nochmals  die  Entwickelungen  von  18 — 21,  so  finden 
wir  als  das  Gemeinsame,  dass  bei  den  orthogonalen  Vierecken  mit  zwei 
festen  Ecken  die  dritte  und  vierte  Ecke  in  einer  involutorischen  Correspon- 
denz  stehen,  deren  Grundzüge  in  den  Sätzen  XLII— XLIX  niedergelegt  sind. 

22. 

Wir  wenden  tins  zu  den  orthogonalen  Vierecken  ABCJ^  welche  zwei 
äussere  Seiten  —  etwa  a,  b  —  gemeinsam  haben  und  für  welche  die  Po- 
tenz der  inneren  Ecke  die  nämliche  ist.  Wir  fragen  nach  dem  Orte  der 
inneren  Ecke  und  nach  der  Enveloppe  der  dritten  äusseren  Seite. 

Wir  beantworten  diese  Frage  mit  Hilfe  der  räumlichen  Darstellung  von  3. 
Zunächst  suchen  wir  den  Ort  aller  Punkte  0,  0*  für  die  Vierecke,  welche 

•  In  Fig.  5  (Taf.  VI)  ist  die  Ebene  ec  als  Grundriss  und  die  Ebene  cgi  als 
AofriBMbene  gedacht  ^  , 
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a  und  h  zu  ftasseren  Seiten  haben.  Zu  diesem  Zwecke  legen  wir  durch  a 
eine  beliebige  Ebene  E«.  Zu  ihr  construiren  wir  durch  b  die  Normalebene  £i^. 
Beide  Ebenen  schneiden  sich  in  einer  Geraden  p^^  welche  dem  gesuchten 
Orte  angehört.  Jetzt  drehen  wir  E«  um  a  und  zeichnen  zu  jeder  Lage  von 
Ea  die  Normalebene  E».  Hierdurch  erhalten  wir  zwei  projecüvische  Ebenen- 
büschel, welche  a^  h  zu.  Scheitelkanten  haben  und  einen  orthogonalen  Kegel 
K^*  erzeugen.     Er  ist  Ort  der  Punkte  0,  0\ 

Sollen  die  inneren  Ecken  der  orthogonalen  Vierecke  dieselbe  Potenz 
— Pi'  haben,  so  verlangt  diese  Bedingung,  dass  die  Punkte  Oj  O*  in  zwei 
Ebenen  E,  E*  liegen,  welche  um  +p,-  von  der  Ebene  B  der  Vierecke 
abstehen.  Diese  Ebenen  schneiden  Kq*  in  zwei  Curven.  Ihre  Orthogonal- 
projectionen  auf  B  sind  die  inneren  Ecken  der  orthogonalen  Vierecke. 
Aus  dieser  Darstellung  folgt,  dass  die  inneren  Ecken  auf  einer  Hjperhel 
Hi*  liegen,  welche  a,  2»  zu  Asymptoten  hat 

Jetzt  construiren  wir  die  dritten  Susseren  Seiten  c  der  Vierecke.  Sei 
B  ein  Punkt  von  a,  so  fällen  wir  aus  B  die  Normale  5|  zu  &.  Sie  schnei- 
det Hi*  in  zwei  Punkten,  welche  innere  Ecken  von  zweien  der  gesuchten 
Vierecke  sind.  Durch  diese  Ecken  fällen  wir  die  Senkrechten  a,  zu  a.  Sie 
treffen  h  in  zwei  Punkten  A.  Ihre  Verbindungslinien  mit  B  sind  die  Ge- 
raden c  durch  B.  In  analoger  Weise  construiren  wir  durch  jeden  Punkt  ^ 
von  h  zwei  Linien  c.  Sollen  endlich  die  Geraden  c  gefunden  werden ,  welche 
eine  gegebene  Richtung  haben,  so  ziehen  wir  zu  ihr  durch  C  die  Normale 
C|,  welche  Ht^  in  zwei  inneren  Punkten  trifft.  Aus  ihnen  föUen  wir  die 
Senkrechten  auf  o.  Sie  schneiden  h  in  zwei  Paukten,  durch  welche  die 
Geraden  c  der  vorgeschriebenen  Richtung  gehen. 

Aus  diesen  drei  Constructionen  der  c  ergiebt  sich,  dass  durch  diese 
Geraden  die  Punktreihen  auf  a,  h  und  der  unendlich  fernen  Geraden  ein- 
ander zweideutig  zugeordnet  sind.  Die  c  erscheinen  als  Verbindungslinien 
entsprechender  Punkte  dieser  Reihen.  Also  ist  die  Enveloppe  der  e  von 
der  vierten  Classe  und  hat  a,  b,  sowie  die  unendlich  ferne  Gerade  zu  Dop- 
peltangenten.    Wir  schliessen  daher: 

Sat0  L.  Der  Ort  der  inneren  Ecken  von  orthogonalen  Vierecken, 
welche  zwei  äussere  Seiten  a,  h  und  die  Potenz  der  in- 
neren Ecke  gemein  haben,  ist  eine  Hyperbel,  deren 
Asymptoten  a,  h  sind.  Die  Enveloppe  der  dritten  äusse- 
ren Seiten  ist  von  der  vierten  Classe  und  hat  a,  2»,  sowie 
die  unendlich  ferne  Gerade  zu  Doppeltangenten. 

23. 

Wir  betrachten  jetzt  die  orthogonalen  Vierecke  einer  Ebene,  denen 
zwei  Seiten  ^,,  g^  gemeinsam  sind,  und  setzen  voraus,  dass  die  Ecke  C 
der  Vierecke,  welche  nicht  auf  jenen  Seiten  liegt,  eine  Curve  n^'  Ordnung 
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C^  dnrchlanfe.     Wir  iragen  nach  der  Curve,  welche  die  Verbindungslinie  c 
der  anderen  Ecken  nmhttlli 

Gonsimiren  wir  die  Geraden  c  aus  g^^  g^^  C"  nnd  der  unendlich 
fernen  Geraden  g^,,  in  gleicher  Weise  wie  in  22)  aus  a,  &,  H?  und  g^^  so 
erhalten  wir  auf  ^, ,  g^j  g,,,  Punktreihen,  welche  durch  die  Linien  c  in 
fi-denüge  Correspondenz  gesetzt  werden.  Also  liegen  die  e  auf  einer  Curve 
2ti*^  Classe,  welche  g^^  g^y  g»  zu  ft* fachen  Tangenten  hat.  Wir  schliessen 
daher: 

Scdz  LI,  Bewegt  sich  eine  Ecke  eines  orthogonalen  Vierecks 
auf  einer  Curve  n**'  Ordnung,  während  eine  zweite 
Ecke  und  zwei  durch  sie  gehende  Seiten  fest  bleiben, 
so  umhüllt  die 'Verbindungslinie  der  übrigen  zwei 
Ecken  eine  Curve  der  2n^^^  Classe.  Sie  hat  die  festen 
Seiten  und  die  unendlich  ferne  Gerade  zu  «»-fachen 
Tangenten. 

Wir  bemerken  noch,  dass  die  zwei  festen  Seiten  für  die  orthogonalen 
Vierecke  sowohl  ftussere,  als  innere  Seiten  werden  können.  Es  hängt  dies 
Ton  der  Lage  des  Punktes  C  ab.  Errichten  wir  im  Schnittpunkte  der  Ge- 
raden g^g^  zu  ihnen  die  resp.  Normalen  P|,  p^,  so  kOnnen  wir  diese  Ab- 
hängigkeit in  folgender  Weise  aussprechen:  Liegt  C  in  dem  Baume,  welchen 
der  spitze  Winkel  g^g^  einschliesst,  so  sind  g^^  g^  zwei  äussere  Seiten,  C  ist 
eine  innere  Ecke  des  Vierecks.  Liegt  C  in  dem  Winkelraume  des  spitzen 
Winkels  PiP^^  so  sind  g^y  g^  zwei  innere  Seiten  des  Vierecks.  Für  jede 
andere  Lage  von  C  ist  eine  der  Seiten  g^^  g^  eine  äussere  und  die  andere 
eine  innere. 

Auf  jeder  Seite  c  liegt  ein  Diagonalpunkt  C^  der  betrachteten  Vierecke. 
Wir  ermitteln  die  Ordnungszahl  des  Ortes  dieser  Diagonalpunkte.  Sie  ist 
gleich  der  Zahl  seiner  Punkte,  welche  auf  einer  beliebigen  Geraden  g  liegen. 
Ist  X  ein  Punkt  von  g^  so  gehen  durch  ihn  an  C^u  2f^  Tangenten.  Auf 
sie  fällen  wir  aus  dem  Schnittpunkte  G  von  g^g^  die  Normalen  c^.  Sie 
treffen  ^  in  2n  Punkten  T.  Verbinden  wir  einen  Punkt  T  mit  &,  so 
können  wir  n  Tangenten  an  C^n  legen,  welche  zu  YQ-  senkrecht  stehen. 
Sie  schneiden  aus  g  n  Punkte  X  Durch  diese  Constructionen  werden  jedem 
Punkte  X  von  g  2n  Punkte  Y  zugeordnet  und  jedem  Punkte  Y  n  Punkte  X. 
So  oft  ein  Punkt  X  mit  seinem  entsprechenden  Punkte  Y  zusammenfällt, 
haben  wir  einen  Punkt  des  gesuchten  Ortes.  Nach  der  angedeuteten  Zu- 
ordnung der  Punkte  X,  Y  wird  dies  3n-mal  geschehen.  Also  liegen  die 
Cj  auf  einer  Curve  C^^".  um  die  Punkte  von  C^^"  zu  erhalten,  welche  sich 
auf  einer  Geraden  q  durch  Q  befinden ,  construiren  wir  die  zu  dieser  Geraden 
senkrechten  Tangenten  an  C2n  •  Ihre  Zahl  ist  n.  Folglich  enthält  q  n  Punkte 
von  67j'*.  Mithin  ist  ff  ein  2ti-facher  Punkt  von  C^*".  Wir  schliessen 
daher: 
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Seats  LH.  Bewegt  sich  eine  Ecke  eines  orthogonalen  Vierecks 
auf  einer  Cnrve  n**'  Ordnung,  während  eine  zweite 
Ecke  and  zwei  durch  sie  gehende  Seiten  fest  bleiben, 
so  durchläuft  der  Diagonalpunkt,  welcher  auf  der 
Verbindungslinie  der  beweglichen  und  der  festen 
Ecke  liegt,  eine  Curve  von  der  Ordnung  3fi,  für 
welche  die  feste  Ecke  ein  2n-facher  Punkt  ist 

Wir  fügen  diesem  Satze  einige  Bemerkungen  über  den  Zusammenhang* 
von  C",  Cjn,  Cj»"  bei. 

a)  Sei  D  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene,  so  construiren  wir  einen 
Kreis  iC^',  der  &D  zu  einem  Durchmesser  hat.  Dieser  Kreis  wird  von  dea 
Tangenten,  welche  aus  D  an  C^n  gezogen  werden  können,  in  2n  Punkten 
▼on  C^^  geschnitten.  Setzen  wir  voraus,  dass  D  ein  Punkt  von  C3«  sei, 
so  trifft  die  Gerade,  welche  m  B  Ckn  berührt,  den  Kreis  iC/  in  zwei  be- 
nachbarten Punkten  von  C^^,  Daraus  .folgt:  Beschreiben  wir  über  G  und 
einem  Punkte  D  von  (hn  als  Endpunkten  eines  Durchmessers  einen  Kreis, 
so  berührt  dieser  C^^.  Der  Berührungspunkt  liegt  auf  der  Geraden,  welche 
in  D  Tangente  an  62»  ist. 

Weiter  nehmen  wir  an,  dass  2)  ein  Brennpunkt  von  C?«,  d.  h.  ein  im 
Endlichen  gelegener  Schnittpunkt  der  Tangenten  sei,  welche  aus  den  ima- 
ginären  Kreispunkten  an  ^3»  sich  ziehen  lassen.  Dann  schneidet  der  Kreis, 
welcher  OD  zm  einem  Durchmesser  hat,  zwei  der  Tangenten  durch  D  an 
Cjn  in  den  imaginären  Kreispunkten.  Diese  liegen  also  auf  C^^,  Nun  gehen 
durch  jeden  imaginären  Kreispunkt  n  Tangenten  an  Ci2„.  Mithin  sind  diese 
Punkte  für  Ci»»  n-fach. 

Nach  dem  Gesagten  besteht  die  Gesammtheit  der  Punkte,  welche  ein 
Kreis  K,^  durch  Q  mit  C^^  gemein  hat,  aus  dem  2 n- fachen  Punkte  (?, 
den  zwei  ti-fach  zu  zählenden  imaginären  Kreispunkten  und  weiteren  n 
Punkten  (7|.  Durch  jeden  der  letzteren  geht  eine  Tangente  an  C^m  welche 
den  Kreis  K^e^  auf  einem  Durchmesser  schneidet,  der  O  enthält* 

h)  Construiren  wir  einen  beliebigen  Kreis  durch  Q-  und  einen  Punkt  C^ 
von  C^^  und  schneide  der  durch  O  gehende  Durchmesser  diesen  Kreis  ein 
zweites  Mal  in  D,  so  ist  C^D  eine  Tangente  von  (hn-  Zeichnen  wir  jetzt 
den  Kreis  durch  ff,  welcher  C^^  in  Cy  berührt,  so  stellt  C^D  zwei  benach- 
barte Tangenten  von  Crin  vor  und  D  ist  ein  Punkt  dieser  Curve.  Wir 
sagen  daher:  Ein  Kreis  durch  ff,  welcher  C^^  berührt,  schneidet  aus  seinem 
durch  ff  gehenden  Durchmesser  einen  Punkt  von  Cs« .  Seine  Tangente  ent- 
hält den  Berührungspunkt  des  Kreises  an  C^^. 

c)  Die  Tangenten  von  (hnj  welche  zu  g^  und  g^  senkrecht  stehen, 
schneiden  diese  Linien  resp.  in  Punkten  von  ffj^". 

ä)  Die  n  unendlich  fernen  Punkte  von  C*  liegen  auch  auf  Cj'". 
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24. 

Sei  in  Satz  LI  und  LH  n  =  l,  so  folgt: 
SiUg  LIIL  DuTchlänft  eine  Ecke  eines  orthogonalen  Vierecks 
eine  Gerade  g^   während  eine  zweite  Ecke  and  zwei 
durch  sie  gehende  Seiten  fest  bleiben,   so  umhüllen 
die  Verbindungslinien  der  übrigen  zwei  Ecken  eine 
Parabel  P\  welche  die   zwei  festen  Seiten  berührt. 
Die  Diagonalpunkte  der  Verbindungslinien  bewegen 
sich  auf  einer  circularen  Curve  dritter  Ordnung  C, 
welche   die    feste    Ecke    der  Vierecke   zum   Doppel- 
punkte hat. 
Seien    wieder  ^^^  g^    die    gemeinsamen   Seiten  der  Vierecke.      G  sei 
Schnittpunkt  von  ^1,^9.    O-^j  G^  seien  die  Punkte,  in  denen  ^  die  resp.  Ge- 
raden ^|,  g^  trifft     Dann  errichten  wir  in  &|,  Q^  die  resp.  Normalen  n|. 
Mg  anf  g^^  g^.   Diese  sind  Tangenten  von  P^,    Desgleichen  die  Linien  ^],  ^2' 
Folglich  ist  g  die  Directrix  von  P^, 

Lassen  wir  jetzt  die  Gerade  g  die  Ebene  der  Vierecke  durchlaufen ,  so 

gehört  zu  jeder  Lage  von  g  eine  Parabel  P^^   welche  g^^  g^  berührt    Die 

Gesammtheit  dieser  Parabeln   bildet   also   eine   Schaarschaar.     Sie   enth&lt 

ebensoyiele  Parabeln ,  als  Gerade  g  in  der  Ebene  liegen.    Es  entspricht  jeder 

dieser  Parabeln  auch  eine  Gerade  g.     Wir  schliessen  daher: 

ScdB  LIV.  Halten  wir  zwei  Seiten  eines  orthogonalen  Vierecks 

fest,  während  die  dritte  Seite  eine  Parabel  umhüllt, 

welche   die  zwei   festen   Seiten  berührt,   so  bewegt 

sich  die  vierte  Ecke  des  Vierecks^auf  der  Directrix 

der  Parabel. 

25. 

Wir  erweitern  nun  Satz  LIV.  Wir  untersuchen  die  orthogonalen  Vier- 
ecke, welche  zwei  Seiten  gemeinsam  haben,  und  setzen  voraus,  dass  eine 
dritte  Seite  eine  Curve  n^^  Classe  C»  umhüllt  Wir  fragen  nach  dem  Orte 
der  vierten  Ecko. 

9i%  9%  seien  die  gemeinsamen  Seiten  der  Vierecke.  G^  sei  ein  Punkt 
von  g^.  Durch  ihn  gehen  n  Tangenten  c  an  C7„.  Sie  treffen  g^  in  n  Punk- 
ten G^.  Fällen  \7ir  aus  ihnen  die  Senkrechten  auf  ^, ,  so  schneiden  diese 
die  Ctorade  n^  durch  G^^  welche  zu  g^  normal  steht,  in  n  Paukten  C  des 
gesuchten  Ortes.  Wir  erhalten  diese  Paukte  C  aach,  indem  wir  aus  dem 
Schnittpunkte  G  von  g^y  g^  auf  die  n  Tangenten  c  die  Senkrechten  fällen 
und  sie  mit  n^  zum  Schnitte  bringen.  Zu  einer  dritten  Construction  der 
Punkte  C  gelangen  wir,  indem  wir  von  einem  Punkte  G^  von  g^  ausgehen 
und  aus  ihm  die  Normale  n,  zu  ^^  und  die  n  Tangenten  an  Cu  ziehen. 
Aus  den  Schnittpunkten  der  letzteren  mit  g^  fällen  wir  die  Senkrechten  auf  ^,. 
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Sie  treffen  fi|  in  «  Punkten  C.  Bei  jeder  dieser  Constmctionen  ist  der  Ort 
der  Punkte  C  ein  Erzeugniss  Yon  Bttscheln,  deren  Strahlen  einander 
fi- deutig  zugeordnet  sind.  Die  Scheitel  der  Büschel  sind  die  Normalrich- 
tungen 2U  g^g^  und  der  Punkt  G.  Folglich  ist  der  Ort  der  Punkte  C  Ton 
der  2fi**°  Ordnung  und  hat  diese  Scheitel  zu  n-&chen  Punkten.  Wir 
schliessen  daher: 

Sai0  LV.   ümhttllt  eine  Seite  eines  orthogonalen  Vierecks  eine 
Curve  ti^*'  Classe,   während  zwei  Seiten  fest  bleiben, 
so  bewegt  sich  die  vierte  Ecke  auf  einer  Curye  von 
der  Ordnung  2fi,    für   welche   die  Normalrichtungen 
zu   den   festen  Seiten  und  der  Schnittpunkt  der  letz- 
teren fi-fache  Punkte  sind. 
Sei  n=  1,  so  folgt: 
Satz  LVI.   Dreht  sich  eine  Seite  eines  orthogonalen  Vierecks 
um  einen  Punkt /^,  während  zwei  Seiten  fest  bleiben, 
so  durchläuft  die  vierte  Ecke  eine  Hyperbel  H^    Sie 
geht  durch  den  Schnittpunkt  der  festen  Seiten  und 
die  Asymptoten  stehen  zu  den  festen  Seiten  senk- 
recht. 
Lassen  wir  P  die  Ebene  der  Vierecke  durchlaufen,  so  erhalten  wir  asn 
jeder  Lage  von  P  eine  Hyperbel  durch  (?,  deren  Asymptoten  zu  g^  resp.  g^ 
senkrecht  stehen.     Diese  Hyperbeln  bilden  eine  Schaarschaar.     Jeder  von 
ihnen  ist  ein  Punkt  P  zugeordnet.    Wir  sagen  daher: 
Sota  L VII.  Durchläuft  eine  Ecke  eines  orthogonalen  Vierecks 
eine  Hyperbel,  während   zwei  Seiten  fest  bleiben, 
zu  den  Asymptoten  der  Hyperbel  senkrecht  stehen 
und  sich  in  einem  Punkte  der  Hyperbel  schneiden, 
so  dreht  sich  die  Verbindungslinie  der  übrigen  zwei 
Ecken  um  einen  Punkt. 
Dieser  Satz  ist  eine  Modification  von  Satz  LI. 

üeberblicken  wir  die  Entwickelungen  von  23 — 25,  so  finden  wir,  dass 
durch  dieselben  zwei  Beciprocitäten  vermittelt  werden.  Bei  beiden  gehen 
wir  von  orthogonalen  Vierecken  aus ,  welche  zwei  gemeinsame  Seiten  haben. 
Bei  der  ersten  Beciprocität  ordnen  wir  eine  Ecke  einer  Seite  zu.  Der  Ge- 
raden entspricht  eine  Parabel,  der  Curve  fif^  Ordnung  eine  solche  von  der 
Classe  2n.  Bei  der  zweiten  Beciprocität  gehen  wir  von  der  Seite  eines 
Vierecks  aus  und  ordnen  ihr  eine  Ecke  zu.  Dem  Punkte  entspricht  eine 
Hyperbel,  der  Curve  von  der  fff*^  Classe  eine  solche  von  der  2n*^  Ordnung. 
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XVnL  üeber  die  Doppelpankte  der  Keppelcurye. 

Bei  der  Bewegung  eines  Kurbelgetriebes  beschreibt  jeder  Punkt  der 
mit  der  Koppel  yerbundenen  Ebene  in  Bezug  auf  den  Steg  eine  Curve 
sechster  Ordnung,  die  von  Burmester*  als  Koppelcurve  bezeichnet 
worden  ist.  Dieselbe  geht  dreimal  durch  die  imaginären  Kreispunkte  und 
besitzt  überdies  im  Allgemeinen  —  d.  h.  vom  speciellen  Falle  des  durch- 
schlagenden Kurbelgetriebes  abgesehen  —  drei  endliche  Doppelpunkte.  Im 
Folgenden  soll  die  Frage  nach  der  Realität  derselben  behandelt  werden. 

1.  In  nebenstehender  Fi- 
gur stellt  das  Viereck  ABffO 
ein  Kurbelgetriebe  dar  mit  dem 
Stege  oder  dem  festen  Gliede 
OCf  xmd  der  Koppel  oder  dem 
beweglichen  Gliede  AB\  mit 
AB  ist  der  Punkt  C  starr 
verbanden.  Wir  setzen  mit 
Roberts 

Oa=Y,  OA^r,  0'B==8,  AB  =  c,  BC^a,  AC=h,  LAOB=C. 
Befindet  sich  dann  in  der  Figur  der  Systempunkt  C  in  einem  Doppelpunkte 
seiner  Bahncurve,  so  ist  bekanntlich 

LOCa=LAOB,  also  auch  LACO  =  LBC(y. 
Nun  ist  für  OC=Qy   CfG^Q 


cos 


folglich 
oder 

1) 


dhg  daq 


6p 


aq 


54  +  5(a«-5«)-^.-i-a(-?-)'-a(6«-H)-L  =  0. 


*  Burmester,  Lehrbuch  der  Kinematik,  Bd.  I  S.  290 flgg.  Yergl.  auch 
Roberts,  On  Three-bar  motion  in  Plane  Space,  Proceedinga  of  the  London  Ma* 
themattcal  Society,  vol.  VU  p.  14,  und  Gayley,  On  Three-bar  Motion,  ibid.  p.^l8e. 
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Es  ist  ferner 
also 

Setzen  wir  daher 

7- 

80  geht  Gleichung  1)  über  in 

6y«.tt  +  6(a«-s«)i*(i*«  +  l-2i*aw(7)-ay>.i*«-a(6«-r«)(i*«  +  l-2tt0os(7):=0 

oder 

+  {6y«  +  &(a«-5«)  +  2a(5«-r«)co5C}w-a(fc«-r»)  =  0. 

Hierbei  ist  •  .  «^^       « 

a*  +  5*  — c* 

wir  erhalten  also  zur  Bestimmung  von  u  die  Gleichung  dritten  Grades 

Setzen  wir  noch  zur  Abkürzung 

so  ergiebt  sich  die  Discriminänte  dieser  Gleichung  in  der  Form 

3)  /^  =  27a*6^a»-««)«(5«-r»)« 

+  4a«(a«-5«)(2a«fc«+fc*-r«a«-m«5«  +  r«c«)» 
4-4fc«(2,«-.r«)(a*-2a«6«-mV-5«5«  +  5«c«)» 

-18a«6»(a«-5«)(6«-r«)(a*+2a«fc«-m«a«-5«5»+5«c«)(2a»5»+5*-rV-m«6«  +  f*c 
-(a*  +  2an«-mV-5«5»  +  5«c«)»(2a«5«  +  6*-r«a«-m«5«  +  r«c«)«. 

Von  den  drei  Doppelpunkten  der  Eoppelcurve  ist  also  der  eine  immer 
reell;  die  beiden  anderen  sind  reell  und  verschieden,  oder  vereinigt,  oder 
imaginär,  je  nachdem  J^O  ist 

2.  Betrachten  wir  a  und  h  als  verftnderlich,  so  bestimmt  die  Gleichung 
J^=:0  den  Ort  aller  derjenigen  Systempunkte  (7,  welche  in  dem 
gegebenen  Kurbelgetriebe  ABffO  Eoppelcurven  mit  zwei  zu- 
sammenfallenden Doppelpunkten  beschreiben.  Wir  bezeichnen 
diesen  Ort  als  die  Uebergangscurve  der  bewegten  Ebene.  Sie  theilt 
die  Ebene  in  zwei  Gebiete,  so  dass  den  Sjstempunkten  des  einen  Gebietes 
Koppelcurven  mit  drei  reellen  Doppelpunkten ,  denen  des  andern  solche  mit 
nur  einem  reellen  Doppelpunkte  entsprechen. 

Die  Entwickelung  nach  Potenzen  von  a'  und  V  liefert  ^  in  der  Form 
z/  =  t;<•)  +  t?(5)^ |.t;(0). 

hierbei  bezeichnet  f;^'^)  eine  homogene  Function  Ä;*^  Grades  von  a*  und  h\ 
insbesondere  ist 
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+  (4r«c«  +  45«c»~2r«5«-tn*)a*M  +  2^«(m«-2c»)a«fe«-5*&8|. 
Sind  x^  y  die  rechtwinkligen  Coordinaten  von  C  in  Bezug  auf  A  als 
Anfangspunkt  und  iiJ?  als  a;-Axe,  so  ist 

und  dann  geht  i;^^  in  eine  Function  zehnten  Qrades  von  x  und  y  über.  Die 
TJebergangscurye  ist  daher  von  der  zehnten  Ordnung,  und  zwar, 
wie  aus  der  Form  ihrer  Gleichung  sofort  folgt,  mit  vierfachen  Punk- 
ten in  den  imagin&ren  Rreispunkten. 

Für  6*  =  0  liefert  die  Gleichung  J  =  0  zweimal  den  Werth  a^s^c^^ 
d.  L  die  üebergangscurve  hat  die  Endpunkte  Ä  und  B  der 
Koppel  zu  Doppelpunkten. 

Entwickeln  wir  J  nach  Potenzen  von  x  und  y  in  der  Form 

80  ergiebt  sich 

icC2)  =  4r«dB(c«+a«-m«)«}y»aj»-(r«-y«)y»}- 

Der  Punkt  Ä  ist  also  ein  Knotenpunkt  für  r>y  und  ein 

isolirter  Punkt  für  r<y.     Für  r  =  y  wird  m*  =  {?+«*,  also  f«?^)  =  0, 

und  dann  geht  «?<')  über  in 

w(»  =  32f^c»(c*-5«)aj». 

In  diesem  Falle  ist  also  Ä  ein  dreifacher  Punkt  mit  der  einzigen 

Tangente  a?  =  0.  T^    «  w 

®  Dr.  R.  MüLLBB, 

Prof.  a.  d.  teohn.  Hoehiohule  ia  Bramuohwelg. 


XIX.  Die  Krümmungsradien  der  Polbahnen. 

In  seiner  Mittheilung:  „ Bemerkungen  zu  der  Grüblerischen  Bestimmung 
der  Krümmungsmittelpunkte  der  Polbahnen  eines  ebenen  Systems''  (diese 
Zeitschrift,  Bd.  XXXIII,  2.  Heft  S.  117)  machte  Herr  Dr.  Buka  in  dan- 
kenswerther  Weise  darauf  aufmerksam,  dass  die  von  mir  gegebene  Con- 
struction  der  Krümmungsmittelpunkte  der  Polbahnen  (diese  Zeitschrift, 
Bd.  XXIX  S.  212  u.  382)  nur  giltig  ist  für  solche  Punkte  des  bewegten 
ebenen  Systems,  welche  augenblicl^lich  Bahnen  mit  stationärer  Krümmung 
durchlaufen.  Obgleich  nun  die  Allgemeinheit  dieser  Construction  hierdurch 
insofern  nicht  beeinträchtigt  wird,  als  im  Allgemeinen  in  jedem  irgendwie 
bewegten  starren  ebenen  System  unendlich  yiele  solcher  Punkte  existiren, 
80  besitzen  doch  die  an  citirter  Stelle  gegebenen  Entwickelungen  der  Aus- 
drücke ftlr  die  Krümmungsradien  der  Polbahnen  nicht  die  ihnen  dort  irr- 
thümlich  beigelegte  Allgemeinheit  und  dies  veranlasst  mich,  dieselben  hier 
nochmalB  aufzunehmen. 

/Google 


ZcitMhrift  f.  Mathematik  n.  Pbjrrik  XXXIY,  5.  20 
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Die  Bewegung  des  starren  ebenen  Systems  werde  ganz  allgemeiii  da- 
durch erzeugt,  dass  die  im  bewegten  System  liegenden  HüUcurven  y^  and 
Yi  längs  der  im  ruhenden  System  befindlichen  Hüllbahnen  c^  und  c,  gleiten 
(s.  Figur).     Befindet  sich  das  bewegte  System  momentan  in  der  Lage  I, 


1)"»      P 


so  bestimmt  die  unendlich  benachbarte  Lage  II  die  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten der  HttUcurven  und  -bahnen,  folglich  auch  die  gemeinsamen  Nor- 
malen in  den  Berührungspunkten  B^  und  B^  der  Curvenpaare.  Diese  Nor- 
malen, die  sogenannten  Berührungsnormalen ,  schneiden  sich,  wie  bekannt, 
im  Momentancentrum  oder  Pol  P  der  unendlich  kleinen  Bewegung  des 
Systems  aus  der  Lage  I  in  die  Lage  11.  Die  der  Lage  II  folgende  unend- 
lich benachbarte  Lage  III  des  Systems  bestimmt  die  unendlich  benachbarten 
Berührungsnormalen  der  Curvenpaare,  somit  einerseits  die  Krünunungsmittel- 
punkte  C^f  C^,  f^  und  Tg  der  Hüllbahnen  und  -curven^  welche  den  mo- 
mentanen Berührungspunkten  B^  und  B^  zugehOren,  andererseits  den  unend- 
lich benachbarten  Pol  P\  bez.  die  Polbahntangente  PT,  welche  bekanntlich 
aus  den  genannten  Erümmungsmittelpunkten  mittels  der  Bobillier'achen 


Digitized  by 


Google 


Kleinere  Mittheilungen.  307 

Constraetion  gefunden  werden  kann«  Es  ordnen  sich  sonach  den  vier 
Punkten  C^y  C,,  f^,  Tg  drei  unendlich  benachbarte  Lagen  des  bewegten 
Systems  und  damit  die  Polbahnnormale  FD  zu.  Denken  wir  uns  noch  eine 
zu  in  unendlich  benachbarte  Lage  IV  des  Systems  hinzu,  so  ordnen  sich 
den  drei  Lagen  II,  III  und  IV  die  den  Punkten  C^,  C,,  f^,  f,  unendlich 
benachbarten  ErtLmmungsmittelpunkte  C\,  C\y  P|,  Tg  (letztere  beiden 
Punkte  sind  nicht  in  die  Figur  aufgenommen  worden,  um  dieselbe  nicht  zu 
undeutlich  zu  machen)  zu,  welche  auf  den  Berührungsnormalen  B^iP'  bez. 
B'^P'  liegen.  Durch  diese  yier  Punkte  wird,  wie  vorher,  die  Tangente 
P'jT'  und  Normale  P'D'  im  Punkte  P'  der  festen  Polbahn  p  bestimmt; 
die  beiden  Normalen  in  den  Punkten  P  und  P'  der  letzteren  Curve  schnei- 
den sich  im  gesuchten  Krümmungsmittelpunkt  Cp  derselben.  Es  wird  sonach 
der  Krümmungsmittelpunkt  der  ruhenden  Polbahn  durch  vier  unendlich  be- 
nachbarte Lagen  des  bewegten  Systems  bestimmt  und  ordnen  sich  diese 
letzteren  den  Krümmungsmittelpunkten  A^j,  iT,,  K^,  K,  der  Evoluten  der 
Hüllbahnen  und  -curven  zu,  welche  den  Punkten  JB^  und  B^  entsprechen, 
um  die  Bichtigkeit  dieser  Behauptung  zu  erkennen,  haben  wir  nur  zu  be- 
achten, dass  dem  Krümmungsmittelpunkte  C^  die  drei  Lagen  I,  II,  III, 
dem  Krümmungsmittelpunkte  C\  die  drei  Lagen  II,  III,  IV  des  bewegten 
Systems  sich  zuordnen;  da  nun  die  Normalen  B^O^  und  B\G\  der  Curve 
C|  zugleich  Tangenten  der  Evolute  e^  sind,  so  werden  durch  jene  vier  Lagen 
die  Normalen  in  den  Punkten  C^  und  G\  der  Evolute  e^  fixirt,  die  sich  in 
dem  Krflmmungsmittelpunkte  K^  der  Evolute  e^  schneiden  und  folglich  letz- 
teren bestimmen.  Analoges  gilt  für  die  übrigen  Curven  c,,  y^  und  y,, 
bez.  für  deren  Evoluten  e^,  C|  und  s,«  Zugleich  geht  aus  dieser  Betrach- 
tung hervor,  dass  bei  einer  Bewegung  des  Systems  aus  der  Lage  I  in  die 
Lage  rv  die  beiden  Punkte  K^  und  K^  ihre  Lage  in  der  ruhenden  Ebene 
nicht  ftndem,  weshalb  wir  die  Richtungen  sftmmÜicher  ihre  Lage  ändernden 
Geraden  auf  die  Verbindungslinie  K^K^  beziehen. 

Bezeichnet  Qp  =  CpP  den  Krümmungsradius,  dss=PP'  das  Curven- 
element  imd  dn=^LPCpP'  (s.  Figur)  den  Contingenzwinkel  der  festen 
Polbahn  f>,  so  ist  .         , 

1)  1=  ^- 

p0      ds 
Setzen  wir  zur  Abkürzung  ^^ 

LCiPD  =  q>i,    LC^PD=^q>^,     LPDK,=^n 

und  bezeichnen  mit  n^  bez.  n^  die  Winkel  zwischen  den  Berührungsnor- 
malen PB^  bez.  FB^  und  der  Geraden  I^yl^^  im  gleichen  Sinne  wie  n  ge- 
messen,  so  bestehen  für  die  letzten  beiden  Winkel  als  Aussenwinkel  von 

Dreiecken  die  Belationen 

«i  =  (jpj+f»,     n8  =  <)p,  +  n; 

aus  denselben  folgt  unter  Benutzung  von  1) 

„  ^^i_^_J_.     ^^2      ^ L. 

d«  ~"  (i5      pp '       ds        ds      Qp 


20* 
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Diese  beiden  Beziehungen  benutzen  wir  in  folgender  Weise  zur  Ermitteliui^ 
von  Qp. 

Der  Durchmesser  W  des  Wendekreises  der  Bewegung  des  Systems  aus 
der  Lage  I  in  die  Lage  III  ergiebt  sich  bekanntlich  aus  der  Gleichung 


^<-r) 


costpi, 


in  welcher  zur  Abkürzung  Prj  =  pi,  FC^=^r^  gesetzt  wurde.  Bei  der 
Bewegung  des  Systems  aus  der  Lage  II  in  IV  ändern  sich  alle  vier  in 
dieser  Gleichung  auftretenden  Grössen  und  zwar  um  Werthe,  zwischen  denen 
die  folgende  Gleichung  besteht: 

*'      '(w)  =  -(^iT)'*»"'"-(^-'^')«»'- 

Die  hierin  auftretenden  Elemente  lassen  sich  aber  durch  gegebene  Grössen 
und  das  Element  dB  der  ruhenden  Polbahn  p  ausdrücken.     Es  ist  z.  B. 

(8.  Figur)  r^  +  dr,=^P'C\=^P'P\  +  P',C,  +  C,C\ 

=  d« .  WIKPi  +  Tj  +  ^1 .  <i  W, , 

worin  ÄjS=ä'jCj  den  Krümmungsradius  und  dnj^^LCiK^C\=:^LB^C^^^ 
den  Contingenzwinkel  der  Evolute  ^  im  Punkte  C^  bedeutet;  folglich  er- 
giebt sich 

dr^=^d8.8inq>^  +  \,dn^. 
Ganz  analog  finden  wir. 

dQi  ^=ds,8ynq>^'\r^\'dvi\ 

hierin  bezeichnet  %^i=}^^V^  den  Krümmungsradius  und  dv^  den  Contingenz- 
winkel der  Evolute  e^  im  Punkte  fi.  Bekanntlich  besteht  aber  zwischen 
dvj,  dn^  und  dem  Drehwinkel  dtf;  des  bewegten  Systems  die  Beziehung 

dv^^dn^+d^f^ 
auf  Grund  deren  wir  erhalten 

d  ^1  =  d« .  «n  cpi -f  x^  (df»! -f  d  T/^). 
Die  Werthe  für  dQ^  und  dr^,  sowie  deig'enigen  fQr  d^^  aus  2)  in  4) 
eingesetzt,  ergeben  nach  einigen  Beductionen 

K^oastp^fdn^     d^\     \co8(p^  dn^ 
Q^*      \d8  '^dsJ'^     ri»      17' 
I^un  ist,  wie  aus  der  Figur  unmittelbar  hervorgeht, 
PP\^d8.C08q>i^ 

PP\^r^.df^, 


andererseits  aber 
folglich 


femer  bekanntlich 


dn^casfp^ 
ds  ""TT"' 
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d8       W' 
womit  obige  Gleichung  übergeht  in 

Durch  entsprechende  Benutzung  der  Gleichung  3)  erhalten  wir  schliesslich 
d_  /l\_tony|      /l       2\gmy|      %^cos^q>^      lCyOO^q>^ 
d8\w)      W.Qp      \9i      rj     W  Q,^      "^      rj» 

Vertauschen  wir  hierin  den  Index  1  mit  2,  so  ergiebt  sich  ein  zweiter 
Ausdruck  für  den  links  stehenden  Differentialquotienten;  die  Oleichsetzung 
beider  Ausdrücke  liefert  die  zur  Berechnung  von  Qp  dienende  Gleichung, 
welcher  wir  die  folgende  Gestalt  geben: 

/x^  cos* qPj       Xg  COS^ (Pg       k^  COS^ y t    ■   ^  ^^ ^%\    -rar 

Der  Krümmungsradius  qn^"  ^Gn  der  beweglichen  Polbahn  ze  findet  sich 
durch  die  gleiche  Entwickelung  für  die  umgekehrte  Bewegung.  Wir  haben 
folglich  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  1)  einfach  die  Grössen  q  und  r» 
bez.  X  und  Ic  miteinander  zu  vertauschen,  um  die  entsprechende  Gleichung 
für  ffr  zu  erhalten.  Hierbei  ist  aber  noch  Eines  zu  beachten.  Führen  wir 
nftmlich  diese  Yertauschung  in  der  Ausgangsgleichung  3)  durch,  so  geht 
dieselbe  über  in  die  Gleichung 

/l       1\  1 

Diese  Gleichung  ist  unmöglich,  falls  q>^  denselben  Winkel  wie  früher  be- 
zeichnet und  unter  r^,  q^  und  W  absolute  Werthe  verstanden  werden,  weil 
ja  hier  r,  >  p|  ist.  Um  die  Gleichung  richtig  zu  machen,  müssen  wir  noch 
W  mit  —  W  vertauschen ,  was  ja  auch  mit  dem  umstände  in  Einklang 
steht,  dass  die  Wendekreise  der  umgekehrten  und  der  ursprünglichen  Be- 
wegung zur  Folbahntangente  symmetrisch  liegen.  Diese  üeberlegung  zeigt, 
dass  wir  in  Gleichung  I)  W  ebenfalls  mit  —  W  vertauschen  müssen,  sobald 
wir  dieselbe  für  die  umgekehrte  Bewegung  aufstellen  und  dabei  unter  q>^ 
und  qpg  dieselben  Winkel  verstehen  wie  bei  der  ursprünglichen  Bewegung. 
Mittels  der  angeführten  Vertauschungen  finden  wir  aus  I)  ohne  Weiteres 
die  Gleichung 
,^  tong>,-to#i9j      /"l   ,   2\    .  /1^2\. 

flc^cofftp^      h^eof^q}^      %^co^q>^      x»  cQg*yA  j^r 

^      V  V  ^l'  t?|?ized/y'GbOgle 
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Subtrahiren  wir  I)  von  11),   so  heben  sich  auf  der  rechten  Seite  die 
mit  W  multiplicirten  Glieder  ganz  fort,  und  es  bleibt 

unter  Benutzung  der  Relation  3)  und  der  folgenden 


1 


ergiebt  sich  daraus,  wie  erforderlich,  die  Beziehung 

9n        Qp        W' 

Der  Einfluss,  welchen  die  Lage  der  Punkte  i^^,  A'g,  K^  und  K,  auf 
die  Form  der  Ausdrücke  I)  und  II)  hat,  wird  aus  der  Entwickelung  der 
Gleichung  I)  unmittelbar  ersichtlich.  Liegt  z.  B.  £C^  auf  der  entgegengesetz- 
ten Seite  der  Bertlhrungsnormalen  JB^C^,  so  ist  in  dem  Ausdrucke  f&r 
r^  +  dri  das  Glied  C^C\  negativ;  in  der  Gleichung  I)  würde  sonach  das 
Glied  mit  dem  Factor  A^^  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  erhalten.  Wir 
kOnnen  folglich  die  Abweichungen  in  der  Lage  der  Punkte  A'j ,  ÜT^)  ^i  ^^^ 
Kg  von  der  in  der  Figur  angenommenen  in  den  Gleichungen  I)  und  II) 
dadurch  berücksichtigen,  dass  wir  die  Krümmungsradien  der  Evoluten  mit 
dem  negativen  Vorzeichen  einführen. 

Sind  einzelne  der  Hüllcurven  und  -Bahnen  Kreise  oder  Punkte,  so  hat 
man  einfach  in  den  Gleichungen  I)  und  II)  die  entsprechenden  Krümmungs- 
radien der  Evoluten  gleich  Null  zu  setzen;  sind  sie  Gerade,  so  verschwin- 
den in  jenen  Gleichungen  ausserdem  die  Glieder  1 :  (> ,  bez.  1 :  r.* 

Die  Gleichungen  I)  und  11)  lassen  ähnliche  Umformungen  zu,  wie  sie 
zum  Zwecke  der  geometrischen  Construction  der  Krümmungsmittelpunkte 
beider  Polbahnen  in  der  früheren  Arbeit  angegeben  wurden;  jedoch  sollen 
dieselben  hier  nicht  weiter  berührt  werden,  weil  ich  in  einer  bald  folgenden 
Mittheilung  die  erwähnte  Construction  unter  Benutzung  der  Punkte  statio- 
närer Krümmung  näher  auszuführen  beabsichtige. 


*  Herr  Dr.  Buka  scheint  nicht  zu  unterscheiden  zwischen  speciellen  Be< 
wegungeu  und  speciellen  Erzeugungs  weisen  von  Bewegungen,  sonst  würde 
er  wohl  schwerlich  die  nicht  zutreffende  Anmerkung  **  auf  S.  117  aufgenommen 
haben,  zu  welcher  kein  Wort  meiner  Arbeit  ihm  Anlass  bietet. 

Riga,  November  1888.  Prof.  M.  Grübler. 
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XX.  Der  Simson'sohe  Sats  vom  Dreieck  und  dessen  Erweiterung. 

L  „Fällt  man  aus  jedem  Punkte  des  einem  Dreieck  umbeschriebenen 

Kreises  Perpendikel  auf  die  drei  Seiten,  so  liegen  deren  Fasspnnkte 

anf  einer  Geraden."  • 

Wendet  man  auf  die  so  entstehenden  Geraden  den  Transyersalensatz 

des  Menelaos  an,  so  ergeben  sich  einige  besondere  Sätze.     Errichtet  man 

allgemein   in  den  Schnittpunkten  einer  beliebigen  Transversalen  durch  das 

Dreieck  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  Senkrechte,   so  werden  sich  dieselben 

in  drei  Punkten  schneiden,  die  die  Ecken  eines  dem  ursprünglichen  Dreieck 

Shnlichen  Dreiecks  sind,   das  gewissen  Bedingungen  unterworfen  ist,   die 

hier  nicht  näher  untersucht  werden  sollen.     Fallen  nun  die  drei  Punkte  in 

einen  zusammen  (oder  wird  das  Dreieck  gleich  Null),  so  haben  wir  es  mit 

der  ümkehrung  des  obigen  Satzes  zu  thun,  d.  h.  der  Punkt  ist  ein  Punkt 

der  Peripherie  des  dem  Dreieck   umschriebenen  Kreises.     In  diesem  Falle 

giebt  uns  die  Anwendung  des  Satzes  des  Menelaos  folgende  bemerkens- 

werthen  Resultate. 

Es  sei  ABC  das  gegebene  Dreieck,  P  der  Punkt  auf  der  Peripherie 
-^1»  ^it  ^1  <^io  Fusspunkte  der  Senkrechten  resp.  auf  BC^  CAy  AB, 

1)  .  PA.PA^  =  PB.Pn^  =  PC.  PO^  =  IT. 

Für  die  drei  Fälle,  dass  P  in  A,  B  oder  ö  liegt,  ist  A'ssO: 

I)  Pin^,     PA^O,    PB,  =  0,  />Ci  =  0; 

II)  PinB,    PA,=0,     PB=-0,  />(7i  =  0; 

in)  PinC,    PA^  =  0,   PB^=^0,  />C=0. 

2)  {BA^  -  CA^)a  +  {CB,  ^AB^)h  +  {AC\  +  BC\)c  =  0 
oder 

oder 

oder 


{BA,^^CA^^  +  {CB^*^AB^^  +  (AC^^'--BC,^=^0 
BA^^  +  CB^^  +  A  C^^  «  CA^^  +  AB^^+B  6\«, 


{BA^  -  CAi)(BA^  +  CA^)  +  (CB^'^A  B^)  {CB^  +  AB^) 

+  IaC^'-B  C,)  {AC^  +  BC^)  =  0. 

Es   liege  Pin  A,  so   wird   Aß^=0,    ^6?i=0,    C^,  =  &,    BC^^c, 
also 

{BA^  -  CA^){BA,  +  CAj)  +  CB^^^B  6\«  =  0, 

{BA^-CAi)a+h^-<^-=0  oder    BA^^CA^=^ > 

also,  da  BA^'\'CA^=ia  ist, 


2a  '~        2a 


*  Dieser  Satc  wird  £.  Simson  zngeechiieben  Ton  Servois  Gerg.  Ami.  4  S.  260> 
Ve^l.  Gerg.  Ann.  14  8.28  .0.280;  Ponoelet,  Propr.  proj.  468.  Baltser,  Ele- 
mente n,  s.  26.  ^.g.,,^^^  ^y  Google 
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Die  beiden  Sätze  heissen  in  Worten: 

1.  „F&llt  man  von  einem  Punkte  der  Peripherie  des  einem  Dreieck  nm- 
beschriebenen  Kreises  Senkrechte  aaf  die  drei  Seiten,  so  sind  die  Prodncte 
der  Abstände  des  Punktes  von  den  drei  Ecken  in  die  Senkrechten  auf  die 
Gegenseiten  gleich'',  und  umgekehrt: 

1.  a)  „Errichtet  man  in  den  Durchschnittspunkten  einer  Transyersalen 
auf  den  Seiten  des  Dreiecks  Senkrechte  und  sind  die  Producte  aus  den 
Abständen  der  Schnittpunkte  je  zweier  von  den  Ecken  und  den  Senkrechten 
gleich I  so  schneiden  sich  die  drei  Senkrechten  in  einem  Punkte,  der  auf 
der  Peripherie  des  dem  Dreieck  umbeschriebenen  Kreises  liegf 

2.  „Die  Summe  der  Quadrate  dreier  nicht  aneinanderstossenden  Ab- 
schnitte ist  für  eine  Si ms on 'sehe  Transversale  gleich  der  Summe  der  Qua. 
drate  der  drei  anderen  Abschnitte",  und  umgekehrt: 

2.  d)  „Ist  die  Summe  der  Quadrate  dreier  nicht  aneinanderliegender 
Abschnitte  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  drei  anderen  Abschnitte,  so 
liegen  die  drei  Theilpunkte  auf  einer  Geraden.  Diese  Gerade  ist  eine 
Simson'sche  Gerade,  d.  h.  die  in  den  Durchschnittspunkten  auf  den  Seiten 
errichteten  Senkrechten  schneiden  sich  in  einem  Punkte,  der  auf  der  Peri- 
pherie des  dem  Dreieck  umbeschriebenen  Kreises  liegt.  ** 

IL  Der  Simson'sche  Satz  ist  nur  ein  Specialfall  eines  allgemeineren: 

„Zieht  man  von  einem  Punkte  des  einem  Dreieck  umbeschriebe- 
nen Kreises  unter  beliebigem,   aber  gleichem  Wickel  Strahlen  nach 
den  drei  Seiten,  so  liegen  die  Durchschnittspunkte  auf  einer  Geraden.* 
Da  man,  wenn  der  Winkel  kein  rechter  ist,  unter  demselben  Winkel 
zwei  Strahlen   nach  jeder  Geraden  ziehen  kann,  so  muss  präcisirt  werden, 
dass  die  drei  Durchschnittspunkte  auf  einer  Geraden  liegen,  die  vom  Fuss- 
punkte   der  Senkrechten   nach  derselben  Bichtung   liegen.     In  diesem  all- 
gemeinen Falle  ergeben  sich  also  zwei  Gerade,  die  für  den  Specialfall  des 
rechten  Winkels  in  die  Simson'sche  Gerade  zusammenfallen. 

Nach  Steiner*  ist  die  Simson'sche  Gerade  die  Einhüllende  einer 
Cuive  dritten  Grades  und  vierter  Ordnung.  Qr^  ist  ideelle  Doppeltangente 
der  Curve,  die  drei  Bückkehrpunkte  hat.  Die  drei  Bückkehrtangenten 
schneiden  sich  in  einem  Punkte.  Die  Carve  berührt  die  Seiten  und  Höhen 
des  Dreiecks.** 

Ganz  analog  sind  die  Enveloppen  der  beiden  für  die  allgemeine  Vor- 
aussetzung resultirenden  Geraden  dreieckige  Hjpocjkloiden ,  da  je  zwei 
zweien  Gegenpunkten  im  umschriebenen  Kreise  entsprechende  Gerade  senk- 
recht aufeinander  stehen,  also  ein  sogenanntes  Paar  bilden.     Wir  erhalten 


•  Crelle*8  Journal,  Bd.  68  S.  28i: 

^  Vergl.  Schotten,  üeber  einige  bemerkenswerthe  Gattungen  der  Hype- 
cprkloiden.    Inaag.-Dis..  Marbnrg  1888.  oigitized  by  GoOglc 
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also  jetzt  zwei  dreieckige  Hypocykloiden ,  deren  Lage  nnd  Grösse  von  der 
Grösse  des  beliebig  gewählten  Winkels  abhängig  sind.  Es  ergeben  sich  hier 
ähnliche  Beziehungen  wie  zwischen  der  Fusspunktscurve  und  den  beiden 
8cheitelpunktscuryen.* 

Die  Durchschnittspunkte  zweier  ein  »Paar"  bildenden  Geraden  liegen 
nicht,  wie  beim  Specialfall  des  rechten  Winkels,  auf  dem  Feuerbach- 
schen  Kreise. 

Hersfeld.  Dr.  H.  Sohottbn. 


XXL  Zum  Problem  der  Brachistochrone. 

In  der  Variationsrechnung  wird  gezeigt,  dass  die  Curve,  welche  ein 
fallender  Punkt  verfolgen  muss ,  um  von  einem  gegebenen  Punkte  zu  einem 
andern  gegebenen  Punkte  in  möglichst  kurzer  Zeit  zu  gelangen  —  die  so- 
genannte Brach  istochrone  — ,  eine  Cykloide  ist,  indem  die  Berücksichtigung 
der  angegebenen  Forderung  auf  die  Differentialgleichung  dieser  Curve  führt. 
Da  aber  sämmtliche  Lehrbücher  der  genannten  Theorie,  soweit  sie  wenig- 
stens dem  Schreiber  dieser  Zeilen  bekannt  sind,  mit  einer  einzigen,  weiter 
nnten  näher  berührten ,  sich  auf  einen  Specialfall  beziehenden  Ausnahme  sich 
sodann  auf  die  Bemerkung  beschränken,  „die  beiden  in  dem  Integral  jener 
Differentialgleichung  noch  enthaltenen  willkürlichen  Constanten  würden  durch 
die  Bedingung  bestimmt ,  dass  die  Curre  durch  die  beiden  gegebenen  Punkte 
gehen  müsse ^,  ohne  über  die  Ausführung  dieser  Bestimmung  oder  auch  nur 
deren  Möglichkeit  Etwas  auszusagen,  so  dürfte  der  Beweis  nicht  über- 
flüssig sein,  dass  durch  zwei  beliebige  Punkte,  welche  nicht  auf 
verschiedenen  Seiten  einer  gegebenen  geraden  Linie  liegen, 
stets  ein  Cykloidenbogen  gelegt  werden  kann,  dessen  erzeu- 
gender Kreis  auf  jener  Geraden  rollt. 

Liegen  beide  Punkte  auf  der  gegebenen  Geraden  selbst,  so  bedarf  es 
keiner  Erörterung,  dass  durch  sie  ein  Cykloidenbogen  gelegt  werden  kann^ 
dessen  Anfangs-  und  Endpunkt  eben  jene  Punkte  sind.  Es  werde  daher 
angenommen,  dass  mindestens  einer  der  beiden  Punkte  nicht  auf  der  Ge- 
raden liege. 

Legt   man   ein   rechtwinkliges  Coordinatensjstem   zu  Grunde,   dessen 

Z'Axe  die  gegebene  Gerade  und   dessen  Anfangspunkt  auf  dieser  beliebig 

ist,  und  nennt  man  die  Coordinaten  der  zwei  gegebenen  Punkte  x^y^  und 

^s^st  so  darf  offenbar  unbeschadet  der  Allgemeinheit  angenommen  werden 

x^>x^  und  y2>yi>0. 

Die  Gleichungen  einer  jeden  Cykloide,  deren  erzeugender  Kreis  den 
Hadius  r  hat  und  yon  dem  Punkte  o;  =  |  aus  in  der  positiven  Richtung  der 


*  VergL  Schotten,  Ueber  Fusspunktscurven.    Progr.  Hersfeld,  Ostei 
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x-Aze  anf  dieser  rollt,  sind  alsdann  bekanntlich,   wenn  der  ia  x=^  mit 
dem  Werthe  Null  beginnende  Wftlzangswinkel  mit  q>  bezeichnet  wird, 
jv  I  fl?~S  =  r(g)-mg)), 

l         y=r(l  — C05g)). 
unser  Beweis  wird  nun ,  wie  sich  durch  eine  nachträglich  anzugebende 
Stetigkeitsbetrachtnng  zeigen  wird,   allgemein  erbracht  sein,   wenn  er  für 
die   beiden   folgenden   besonderen  Lagen  des   gegebenen  Punktepaares   ge- 
führt ist: 

a)  der  eine  Punkt  liegt  beliebig  auf  der  Geraden ,  der  andere  beliebig 

ausserhalb  derselben  [(a;j,0)  und  (a;g,^2)li 
h)  beide  Punkte  liegen  in  gleicher  Entfernung  von  der  Geraden,    be- 
liebig weit  yon  dieser  und  voneinander  [{x^^y^)  ^^^  (^s'^s)]- 
Diese  F&lle  mögen  daher  zunächst  erörtert  werden. 
Bezeichnet  man   bei  allen  durch  (x^^y^)  gehenden   Cjkloiden   den  zu 
diesem  Punkte  gehörigen  Werth  des  Wälzungswinkels  mit  «pg,  den  Radius 
des  erzeugenden  Kreises  mit  r,  so  besteht  zwischen  diesen  beiden  von  Cyk- 
loide  zu  Cykloide  stetig  sich  ändernden  Grössen  die  Gleichung 

2)  r(l-(»59g)=y,. 

Bei  jeder  dieser  Cykloiden  gehört  zu  der  Abscisse  Xj  eine  gewisse  Ordinate, 
die  wir  mit  u^  bezeichnen  wollen  und  die,  wenn  <P|  den  jedesmal  zu  Xi 
gehörigen  Werth  des  Wälzungswinkels  bezeichnet,  gegeben  wird  durch 

3)  tti=r(l  — OM^i). 
Dabei  besteht  zwischen  tp^  und  <p,  noch  die  Gleichung 

4)  r{(p^-g>i  —  8in<p^  +  8intpi)=^x^'-Xi, 
aus  welcher  r  durch  Gleichung  2)  eliminirt  werden  kann. 

a)  In  dem   ersten   der  zu  behandelnden  Fälle  muss  u^  verschwinden 
dadurch,  dass  <Pi=0  ist    Es  ist  daher  zu  untersuchen,  ob  ^^  aus  2)  und 
4)  demgemäss  bestimmt  werden  kann,  d.  h.  ob  die  Gleichung 
5\  <Pa  —  gjw  y  a  __  a?g  —  g, 

l-ccMry,  y, 

für  einen  zwischen  0  und  2it  liegenden  Werth  von   qf^  erfüllt  wird.     Da 

X   *"  J? 

— als  gegebene  Grösse  jeden  beliebigen  positiven  Werth  haben  kann, 

ist  also  zu  zeigen,  dass  die  linke  Seite  von  5)  alle  Werthe  von  0  bis  oo 
durchläuft,  während  <p^  von  0  bis  2n  geht.  Dies  ist  aber  der  Fall;  denn 
für  g>i  =  0  ist  der  Ausdruck  Null,  wovon  mcm  sich  durch  Einsetzen  der 
Reihen  für  fittxpg  i^<^  castp^  überzeugt,  und  für  92  =  2n;  wird  der  Bruch 
unendlich.  Da  er  aber  eine  stetige  Function  von  <p^  zwischen  diesen  Grenzen 
ist,  so  nimmt  er  auch  alle  Werthe  zwischen  0  und  oo  an. 

Hiermit  ist  zunächst  gezeigt,  dass  durch  einen  beliebigen  Punkt  auf 
der  gegebenen  Geraden  und  einen  beliebigen  Paukt ,  der  nicht  auf  ihr  liegt, 
stets  ein  Cykloidenbogen  zu  legen  ist.     Für  diesen  Specialfall  hat  übrigens 
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auch  Sturm  (Cours  d'analyse,  i  II,  6"*  6dit.,  Paris  1880,  p.  321)   eine 
Con8truction  des  Radius  des  die  Cykloide  erzeugenden  Kreises  angegeben. 

h)  Damit  u^^y^   ^^^^^  ^^^  durch   {x^^y^)  und   (x^^y^l    de i^ selbe 
Cykloidenbogen  hindurchgehe,  muss  zwischen  ^j  und  q)^  die  Relation  be- 


6)  g?i  +  g)8  =  2». 

Eliminirt  man  mit  Hilfe  derselben  aus  4)  und  den  beiden  identisch  gewor- 
denen Gleichungen  2)  und  3)  einen  der  beiden  Winkel ,  z.  B.  <p^ ,  so  ist  also 
nur  zu  zeigen,  dass  die  Gleichung 

'  1    __    />/)0/M  * 


l  —  cosq>i  '     y^ 

durch  einen  zwischen  0  und  n  liegenden  Werth  von  q>i  zu  befriedigen  ist, 
—  zwischen  0  und  n ;  denn  <P|  muss  ja  <C  q>i  sein ,  und  die  Summe  beider 
ist  27t.  Da  aber  die  rechte  Seite  in  7)  wieder  jeden  beliebigen  positiven 
Werth  haben  kann,  so  ist  zu  zeigen,  dass  die  Function  von  <pj  auf  der 
Linken  alle  Werthe  vot  0  bis  oo  durchläuft,  während  9,  von  0  bis  n  geht. 
In  der  That  ist  fflr  ^^  =  0  der  Ausdruck  unendlich  und  für  ^j  = «  Null, 
und  wegen  der  Stetigkeit  nimmt  er  dann  auch  alle  Zwischenwerthe  an. 

Damit  ist  auch  der  Beweis  erbracht,  dass  durch  zwei  gleich  weit  von 
der  gegebenen  Geraden  entfernte  Funkte  stets  ein  Cykloidenbogen  gelegt 
werden  kann.  Auch  dieser  letztere  Beweis  kann  übrigens  durch  eine  der 
angeführten,  von  Sturm  herrührenden  ähnliche  Construction  ersetzt  werden. 
Sind  nämlich  zwei  gleichweit  von  der  gegebenen  Geraden  entfernte  Funkte  ^ 

Ä   (oder  «1,^2)  und  B  (oder  x^^y^)  gegeben,   so   ist  "^  ,^    ^   oder  C  der 

Mittelpunkt  der  Grundlinie  der  durch  Ä  und  B  zu  legenden  Cykloide.  Con- 
strnirt  man  nun  irgend  eine  Cykloide,  für  die  C  ebenfalls  Mittelpunkt  der 
Grundlinie  ist,  so  mögen  CA  und  CB  diese  Cykloide  in  den  Punkten  A 
und  S'  schneiden,  und  man  findet  leicht,  dass  alsdann  die  Froportionen 
bestehen 

CA      CB  _r 

CA'      CB^'^r' 
wenn  r  und  r  die  Radien  der  die  beiden  Cykloiden  erzeugenden  Kreise  sind. 
Hierdurch  findet  man  also  den  Radius  r  der  gesuchten  durch  ^  und  B  zu 
legenden  Cykloide  auf  dem  Wege  der  Construction. 

Es  ist  jetzt  noch  nachzutragen,  dass  durch  die  Erledigung  der  beiden 
SpecialfläUe  a)  und  b)  thatsächlich  auch  der  allgemeine  Beweis  erbracht  ist, 
dass  durch  zwei  Funkte  {x^y^)  tind  {x^y^),  wo  0<yj^yg,  ein  Cykloiden- 
bogen zu  legen  ist  Der  nach  h)  vorhandene,  durch  {x^y^)  und  {x^y^) 
gehende  Cykloidenbogen  schneidet  auf  der  x-Axe  einen  Funkt  Xq  aus,  wo 
Xq<Xi.  Nach  a)  geht  nun  durch  {x^y^)  und  jeden  Funkt  zwischen  Xq 
und  Xi  ebenfalls  ein  Cykloidenbogen.  Jeder  derselben  schneidet  daher  die 
auf  der  x-Axe  in  x^   senkrecht  stehende  Gerade,  und  die  auf  dieser  ab-    t 

Digitized  by  LjOOQIC 


316  Kleinere  Mittheüangen. 


geschnittenen  Stücke  werden  durch  den  Ausdruck  Ar  U|  in  Qleichung  3) 
gegeben.  Da  aber  u^  unter  Berficksichtigung  von  Gleichung  2)  und  4)  eine 
stetige  Function  von  q)^  ist  und  für  zwei  bestimmte  Werthe  von  q)^  bezw. 
die  Werthe  0  und  y^  annimmt,  wie  unter  a)  und  h)  gezeigt  ist,  so 
kann  es  auf  der  Senkrechten  zwischen  (x^O)  und  {x^y^)  auch  nicht  einen 
Punkt  geben,  welcher  nicht  yon  einem  jener  Cykloidenbogen  geschnitten 
würde. 

Hiermit  aber  ist  unser  Beweis  Yervollstftndigt. 

Giessen.  Dr.  L.  Hbfftbr. 

XXU  üeber  Beihentheoreme. 

1. 

Sei 

80  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  Beihe 


ß 


-^^-- 


sowie   ihre   sftmmtlichen  Differentialquotienten   convergent  bleiben.      Unter 
dieser  Voraussetzung  gilt  folgende  allgemeine  Beziehung: 


^=>.^5.'>(-»'S 


Diese  Gleichung  schliesst,  wie  wir  zeigen  wollen,  als  speciellen  Fall  die 
Bürmann'sche  Reihenentwickelnng  in  sich. 

Sie  ergiebt  sich  mit  Hilfe  der  Functionentheorie  sofort;  wir  ziehen  es 
jedoch  vor,  sie  unter  der  obigen  Voraussetzung  auf  eine  eigenthümliche 
Weise  zu  begründen. 

Es  sei  allgemein  _^^ 

^'      da' 
Wir  bilden  ^^  ^ 

addirt  man  diese  Gleichungen,  so  folgt,  wenn 

1  1       A-1 

gesetzt  wird, 


Es  ist  aber  auch 


mi,2  ^2 «*  =  »11,2 /?, «« -^  mi,2  ^^32?  ^^• 


Setzt  man  daher  ^  t 

Digitized  by  VjOOQIC 


IQeinere  Mittbeilungen.  317 

ffll,2 

80  folgt  durch  Addition  der  beiden  letzten  Oleichongen 

So  fortfahrend  erhSlt  man,  wenn 
gesetzt  wird,  so  dass 

•^'' ;Tn 

ond 

1 


wird:  (•'  +  ^>' 


A=^{-ir-^+i-^y^^^AA^,^- 


Nach  der  Yoraossetzang  wird 

Mm^m,,iilaa*  =  0  für  Kmv  =  Qo, 
ako 


genau  so  ergiebt  sich 


und  damit  ist  unsere  Formel  bewiesen. 

Um  sie  für  einen  speciellen  Fall  in  Anwendung  zu  bringen,  verlangen 
wir  die  Entwickelung  von 


Sei 


^ßn-\    .  __,, 


80  wird 


m  unbc 
80  folgt 


Kann  unbeschadet  der  Convergenz  £  so  gewählt  werden,  dass 

y(i)«o, 


^(-)=^^*««). 


die  bekannte  Bürmann*sche  Reihe.    Im  Allgemeinen  muss  der  Werth  von  | 
80  bestimmt  werden,  dass 

/Google 
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dann  werden  die  Reihen  sicber  convergent  und  es  gilt  die  Gleichong 


Die  Entwickelnng 

einer  Fanction  nach  steigenden 

Potenzen 

einer 

andern 

Function  wird  bewirkt 

wie  folgt: 

Sei  gegeben 
Man  setze 

dhx) 
dx 

f{x)  +  A^fp{xY  +  . 

d^„«i  («) 

:  (d(x\  =  lii«  (x\ . 

dx         ^^'        ^"^   " 

80  wird 

t>'„(«)=5x(x-l)...(«-«+l)//,v(a;)«-" 

nnd  demzofolffe  ,  . 

.       »«(«) 

-^n — ; — ' 

n! 

wenn  a  ein  solcher  Werth  von  x  ist.  für  den 

(p{a)=0. 

Es  erscheint  manchmal  aber  wttnschens werth,  von  der  Anflösong  der 

Gleichung  ,\      ^ 

frei  zu  sein.     Dies  kann  auf  folgende  Art  geschehen. 
Sei 

wo  VI  eine  vor  der  Hand  noch  unbestimmte  Zahl  bezeichnen  mag.     Dann 
ist  offenbar  ^ 

n 

oder  anders  geschrieben 

Daraus  ergiebt  sich  leicht: 
oder 
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Nun  ergiebt  sich  ans  1) 

(n+l)«^«+,=:ci:-5: — 2j   — ,j]-;^j — ^«+»+1««+^ 
Sabtititoirt  man  diese  Gleichung  in  die  vorhergehende,  so  ergiebt  sich 

^•-:;n~"";^+^  iid'HFTil  — n\ — ^-+'+»«  +  • 

Setzen  wir  nun 

"  x!      x  +  l! 

so  ergiebt  Qich  auf  dieselbe  Ai*t: 

^.  =  ^-«^'  +  <»>.(l)(»+l)(«+2)^.+2«» 

Nnn  ist 

<P,(l)(«+l)(n+2)^»+ia» 


»<r>,(i)%l«._2^^^±f±^<«>,(i)^.+,+.«-n 


also,  wenn  man  die  beiden  letzten  Oleichungen  addirt: 


Setst  man 


(n+2+«)l 


80  wird 


*^  '       %\      X  +  ll 
«,(x)  =  i<P,(l)-<P,(*+l), 


<J>»(»)  =  ^<I>»-l(l)-««-l(«  +  l), 


^„=^(-l)»<l>,(l)^««. 
Wird  nun  y\  so  gewählt,  dass  diese  Reihe  convergirt,  so  ist 

f{x) = v%(«)*^Vi)"<».(i)  §«•. 

Eine   weitere  Betrachtung   dieser   Reihe,   sowie    die  Bestimmung  des 
Kestgliedes  behalte  ich  mir  für  eine  spätere  Publication  vor. 

Prag.  Dr.  W.  LiiSKA. 
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XXTTT.   Zur  Heimerprobe. 

Die  Bemerkung  anf  S.  117  des  laufenden  Jahrgangs  dieser  Zeitschrift 
bezüglich  beschränkter  Anwendbarkeit  der  Neunerprobe  bei  der  Division 
beruht  wohl  auf  einem  Irrthum.  Die  Probe  besteht  ja  darin ,  dass  man  die 
reducirten  Quersummen  des  Quotienten  und  des  Divisors  ermittelt,  beide 
Zahlen  multiplicirt  und  die  reducirte  Quersumme  des  Productes  mit  der 
reducirten  Quersumme  des  Dividenden  vergleicht.  Z.  B. 
15  =  6,    4  =  4,    6.4  =  6  =  60. 

Auch  bei  Divisionen,  welche  nicht  aufgehen,  erweist  sich  die  Neuner- 
probe  als  höchst  praktisch.     Z.  B. 

1889:76  =  25  (Best  14) 
389 
14 
75  =  3,    25  =  7,    14  =  5, 
3.7+5  =  8=1889. 
Mfllheim  a.  d.  B.  A.  Emmerich. 
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Zur  Invariantentheorie. 

Von 

Dr.  Veltmann 

in  Poppelfdorf- Bonn. 


In  Bd.  XXII  dieser  S^itscbrift  habe  ich  einen  Beweis  zu  geben  yer- 
sucht  für  einen  von  Aronhold  aufgestellten,  aber  in  ganz  verfehlter  Weise 
hergeleiteten  Satz  Aber  die  Bedingungen,  unter  welchen  zwei  ganze  homo- 
gene Functionen  ineinander  durch  lineare  Substitution  transformirt  werden 
kSnnen.  Es  ist  nun  mir  gegenüber  die  Ansicht  geäussert  worden,  dass 
nicht  blos  der  Aronhold'sche  Beweis  (auf  die  Fehler  desselben  hatte  auch 
Clebsch  aufmerksam  gemacht),  sondern  der  Satz  selbst  unrichtig  sei,  wo- 
nach dann  der  von  mir  geführte  Beweis  ebenfalls  fehlerhaft  sein  würde.  Bei 
näherer  Prüfung  finde  ich  nun  in  der  That^  dass  durch  denselben  nur  die 
Nothwendigkeit,  nicht  die  Zulänglichkeit  der  betreffenden  Transformations- 
bedingungen dargethan  ist.  Der  Satz  ist  jedoch  richtig  und  der  von  mir 
eingeschlagene  Weg  geeignet,  zu  einem  einwarfsfreien  Beweise  desselben  zu 
ftbren.  Die  von  mir  gegebene  Herleitnng  bedarf  blos  noch  einer  allerdings 
sehr  wesentlichen  Ergänzung  und  im  Einzelnen  strengerer  Begründung.  In 
letzterer  Beziehung  sind  namentlich  verschiedene  besondere  Fälle  auszu- 
schliessen,  welche  in  der  früheren  Abhandlung  nicht  berücksichtigt  oder 
wenigstens  nicht  ausdrücklich  ausgeschlossen  waren.  Im  Folgenden  soll  der 
Tollständige  Beweis  mit  jedesmaliger  Angabe  der  auszuschliessenden  Singu- 
laritäten gegeben  werden. 

L 

Mit  F^{ayX)^  ■^„(^>^)»  •••  ^ir^  ©™  ganze  homogene  Function  p**' 
Ordnung  von  x^..,x„  bezeichnet.     Die  Glieder  werden  so  geordnet,  dass 
diejenigen  mit  nachstehenden  Benennungen  den  Anfang  machen: 
x^-Kxi,    xP-Kx^,    flJp^a;3,   ...,   x^-Kxn', 
xl^-Kx^,    x^-^.x^,    a?J"~*.«a»    •••»   a?~*««^; 

•    •    • 5 

irj-^a;,,    xP^Kx^,    «J"^ä8,    ...,   a?"^a?«. 

Die  übrigen  mögen  dann  etwa  in  Gruppen  nach  den  Potenzen  von  o^,  jede 
Qmppe  nach  den  Potenzen  von  Xn—i  u.  s.  w«  geordnet  sein.     In  dieser 
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Reihenfolge  wird  der  die  (reellen  oder  imaginären)  Coefficienten  bezeich- 
nende Buchstabe  (a,  2»  n.  8.  w.)  mit  den  Indices  1,  2,  ...,  m  versehen,  wo 
also  m=[n(n  +  l)...(n+P  — 1)]."(1.2 p)  ist.  Durch  lineare  Sub- 
stitution wird  eine  Function  ^'(ö,  a;)  in  eine  Function  J^J(5,a?),  eine  Co- 
efficientenreihe  a|  ...  Om  in  eine  Coefficientenreihe  &|...2»in  transformirt. 
Zwei  Coefficientenreihen,  welche  ineinander  transformirbar  sind,  heissen 
collinear.  Alle  Coefficientenreihen,  welche  aus  einer  bestimmten  durch 
lineare  Substitution  entstehen  kSnnen,  bilden  ein  collineares  Gebiet. 
Aus  der  Reihe  Oj . . .  am  möge  durch  die  Substitution 

2)  Xi  (=)  «n  «1  +  •  •  •  +  CtinXn^^OijXj 

[wo  also  das  Zeichen  (=)  „ersetzt  durch"  bedeutet]  die  Reihe  2»^. ..^m  ent- 
stehen. Die  hl... hm  seien  in  den  <Hi..,am  und  den][a/j  dargestellt  durch 
die  Gleichungen 


3,) 

». 

1 

a.  +  .. 

'  +  ' 

1  • 

«», 

3.) 

h 

2 

a.j+.. 

■  + 

'l 

am. 

3»«) 

hnn 

•    •    •    • 

nn 

o,  +  -. 

•  + 

nn 

a— 
m 

o«, 

3,«+i) 

iHn+ 

nn 

,  =  «.— 

±^.,+.. 

'  + 

1 
-am, 

3«) 

hm 

m 

«.  +  •• 

•  + 

Om, 

wo  die  aj  Functionen  der  oij  vom  |)**°  Grade  sind.  ^  Es ''.ist  hier  voraos- 
gesetzt,  dass  die  Anzahl  m  der  Glieder  der  Function  grösser  als  nn,  das« 
also  jp>»2  und,  wenn  p^^S^  n>»2  ist.  Die  Benennungen  1)  sind  dann 
sftmmtlich  voneinander  verschieden. 

Die  Gleichungen  3i)[bis  3«)  bleiben'^bestehen/  wenn  man  sämmtUche 
aij  mit  irgend  einer  jp^'^  Wurzel  aus  1  multipliciri  Löst  man  also  diese 
Gleichungen  oder  einen  Theil  derselben  in  Bezug  auf  a,j  auf,  so  erhSlt 
man  mindestens  p  verschiedene  Lösungen. 


n. 

In  den  Gleichungen  3J  bis  Sp,)  sind,  besondere  Fälle  ausgenommen, 
bei  Constanten  a,  ...0«  und  ^...hnn  die  Grössen  atj  und  somit  auch  die 
hnn+i-"hm  nicht  stetig  veränderlich. 

Beweis.  Angenommen,  die  Substitution  2)  lasse  sich  unendlich  wenig 
so  variiren,  dass  aus  den  früheren  ai...am  durch  die  Gleichungen  3^)  bis 
3«n)  wieder  die  früheren  ft^ ...  &„„  hervorgehen.    Die  variirte  Substitution  sei 
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£8  mOge  eine  Substitution 


5)  '^^='^^/' 


SO  bestimmt  werden ,  dass  4)  durcb  Composition  von  2)  mit  5)  entsteht. 
Die  resultirende  Substitution  wird  erbalten,  indem  man  aus  5)  den  Aus- 
druck fCbr  Xj  in  2)  einsetzt;  sie  ist  also 

jz=n  ibs=n 

6)  a^  (=)  ^  «O  /^  Äftip* 

oder 

Asrn 

Soll  dies  mit  4)  übereinstimmen,  so  muss 
8)  , 

ynk  =  Clnlßlk  +'•'+  Ounßnk 

sein,  woraus  sich  ergiebt,  wenn  die  Determinante  der  Substitution  2)  mit  J., 
ihre  ünterdeterminanten  mit  Aij  bezeichnet  werden: 


9) 


ßik 2 


•» 


Pnk 2 


Da  die  y  von  den  a  nur  unendlich  wenig  verschieden  sind,  so  kann 
die  Substitution 

a^i(=)fti«i+---  +  /3i„Ä«, 

10) 

Xn{=)ßnlXi'{ \-ßnn^ 

dargestellt  werden  durch 

flJ,  (=)  (1  +  1,1  5)a?l+  S,i^  X^  +  '"+  Sln^Än, 

11)  ^^"^^  l«l  ^iCl  +  (l  +  lM^)iC2  +  -"-+  l2n««n. 

• > 

«?«(=)  InlÖ  Xi+  5«2^a?2  +  ---+(l  +  li.n^)i>?,, 

WO  die  §  endliche  Grössen  sind,  d  unendlich  klein  ist. 

Da  die  mit  der  Substitution  a  zusammengesetzte  Substitution  ß  den 
Coefficienten  b^  .,.hnn  dieselben  Werthe  giebt,  wie  die  Substitution  a  allein» 
80  müssen,  wenn  man  auf  die  Reihe  l)^..,l>m  die  Substitution  10)  =  11) 
s&wendet,  die  \...l>nn  ungeändert  bleiben.  Die  Aenderung,  welche  die 
Function  I^ifi^x)  durch  die  Substitution  11)  erfährt,  ist  nun 
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12)  +^(S«^x+-+&„x,)d 


dF 


In  dieser  Stimme  müssen  also  die  Glieder  mit  den  Benennungen  1)  =  0  sein. 
Zur  Bestimmung  der  |  erh&lt  man  somit  eine  Anzahl  =nn  Gleichangen, 
welche  in  den  |  homogen  vom  ersten  Grade  sind  und  in  welchen  die  |  mit 
linearen  Functionen  der  Coefficienten  h  der  Function  F^{b,x)  multiplicirt 
sind.  Die  Determinante  (vom  nn^*^  Grade)  dieser  Gleichungen,  welche  mit 
X  bezeichnet  werden  möge,  ist  nicht  identisch  =0;  denn  wenn  man  z.  B. 
JP^  (6,  x)  die  besondere  Function 

fl;,P  +  a?gP  +  ---  +  Ä»P 
sein  ISsst,  so  ist  die  Variation  derselben  = 

pxr\^,,X,+-.^  +  ^tnXn)6 

+  P^'^  (I21  a?i  H h  fen  aJn)  5 


+  p4"~*  (In  1  ^1  H f-  InnÄn)  5. 

In  diesem  Ausdruck  kommen  nur  die  Benennungen  1)  vor  und  mit  Weg- 
lassung des  gemeinsamen  Factors  p  sind  die  Gleichungen  zur  Bestimmung 
der  I  diese:  j, Jedes  |  =  0."  Die  Determinante  dieser  nn  Gleichungen 
ist  =  1. 

Wenn  demnach  in  dem  Ausdruck  12)  die  Glieder  mit  den  Benennungen 
1)  =0  gesetzt  werden,  so  ist  das  Verschwinden  der  Determinante  der 
Gleichungen,  welche  man  hierdurch  zur  Bestimmung  der  |  erhält,  als  Sin- 
gularität zu  betrachten  und  kann  daher  ausgeschlossen  werden.  Im  All- 
gemeinen ist  diese  Determinante  nicht  =0  und  ergeben  sich  deshalb  für 
sämmtliche  $  die  Werthe  Null.  Die  Substitution  kann  also  nicht  so  variirt 
werden,  dass  aus  denselben  ai*.,am  dieselben  5|...l)„n  hervorgehen. 

Hierbei  möge  bemerkt  werden,  dass  es  coUineare  Gebiete  giebt,  in 
welchen  die  Determinante  X  durchweg  =  0  ist.  Wenn^  nämlich  eine  Func- 
tion die  Eigenschaft  hat,  durch  eine  stetig  variable  Substitution,  deren  De- 
terminante nicht  gleich  Null  ist,  in  sich  selbst  transformirt  werden  zu 
können,  so  hat  jede  zu  derselben  collineare  Function  die  nämliche  Eigen- 
schaft. Wenn  also  die  ai^-^Omy  hi,.»bm  in  den  Gleichungen  3)  einem 
solchen  Gebiete  angehören ,  so  können  die  oij  variirt  werden ,  während  nicht 
blos  die  &|...&fin,  sondern  sämmtliche  h  ungeändert  bleiben.  In  solchem 
Falle  gilt  also  obige  Ausschliessung  für  das  ganze  betreffende  collineare 
Gebiet. 
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in. 

In  den  Gleichungen  3,)  bis  3in)  möge  ans  einem  bestimmten  coUinearen 
Gebiete  die  Beihe  h^  ,,.hm  so  angenommen  werden ,  dass  die  Determinante 
X  nicht  =  0  ist.  Durch  eine  lineare  Substitution ,  deren  Determinante  von 
0  yerschieden  ist,  werde  dieselbe  in  eine  Beihe  ai...am  transformirt.  Kehrt 
man  die  angewandte  Substitution  um ,  so  erhält  man  Substitutionscoefficien- 
ten  Uij  nnd  für  diese,  wenn  man  sie  in  den  Gleichungen  3|)  bis  3m)  an 
die  Stelle  der  o,y  setzt,  und  für  die  beiden  Beihen  &|...Z»m  und  a^...am 
gelten  dann  die  Gleichungen  3^)  bis  3m). 

Jetzt  betrachte  man  in  den  Gleichungen  3^)  bis  3nfi)  die  Grössen 
^{•••^itii  und  sSmmiliche  a  als  gegeben,  die  nn  Grössen  a^j  als  zu  be- 
stimmende Unbekannte.  Die  vorhin  bestimmten  besonderen  Werthe  a'ij 
stellen  dann  eine  Lösung  dieser  Gleichungen  dar,  welche  nach  II  nicht 
yariirt  werden  kann.  Andere  Lösungen  erhält  man,  indem  man  die  a'ij 
mit  einer  p^^  Wurzel  aus  1  multiplicirt.  Diese  können  ebenfalls  nicht 
yariirt  werden,  weil  sie  nicht  blos  für  &|...5„n>  sondern  für  sämmtliche  Z» 
die  nämlichen  Werthe  liefern,  wie  die  o'^j-,  die  Determinante  X  also  für 
alle  diese  Lösungen  nicht  =0  wird. 

Sollte  ausserdem  noch  irgend  eine  Lösung  a\j  existiren,  so  ist  diese 
ebenfalls  nicht  variabel.    Denn  angenommen,  sie  wäre  es.    Wenn  man  dann 

die  Substitution  Uij  umkehrt,   so  erhält  man  die  Substitution  -^y  welche 

\"'h^n^nn-\-i*"^m  iu  a^ . . .  Om  trausformirt.  Componirt  man  dieselbe 
mit  a'ijy  welche  letztere  a^.^.am  in  2»i ...  fenn^'un+i  •••  2»"m  verwandelt, 
80  transformirt  die  Besultante  die  Beihe  &| ...  ^nnb^n-f  i  ...  ^m  in  2»i ...  5«^ 
^'nn-f  1  •••  ^'^»19  lässt  also  &|...5nR  ungeändcrt.  Die  Besultante  ist  aber 
variabel,  weil  eine  der  Componenten  variabel  ist.  Die  Beihe  h^  ...hnn^nn+i 
..•&B,  würde  also  durch  eipe  variable  Substitution  so  transformirt  werden 
können,  dass  die  Z»| ...  &nn  unverändert  bleiben,  was  nicht  möglich  ist,  weil 
die  Determinante  Ä  nicht  =  0  ist.  Variable  Auflösungen  der  Gleichungen  3^) 
bis  3nn)  existiren  also  nicht;  man  erhält  durch  Auflösung  dieser  Gleichungen 
nach  den  atj  eine,  bestimmte  Anzahl  Werthsjsteme  dieser  Grössen.  Ferner 
liefern  dann  die  Gleichungen  3«  „4.1)  bis  3m)  ebenso  viele  Werthsjsteme  der 
Grössen  ^nn-fi  bis  hm* 

IV. 

In  den  Gleichungen  3^)  bis  3m)  mögen  die  Grössen  Z»,  . . .  &nn  die  unter 
III  angenommenen ,  bestimmten  numerischen  Werthe  behalten.  Die  «i ...  am 
seien  ebenfalls  als  gegebene  Grössen  betrachtet,  deren  Werthe  jedoch  noch 
willkürlich  angenommen  werden  können.  Die  hnn+i  ".hmj  sowie  die  or^y 
werden  als  zu  bestimmende  Unbekannte  betrachtet. 

Die  nn  Gleichungen  3^)  bis  3nn)  enthalten  nur  die  nn  Unbekannten 
atj.     Eliminirt  man  in  der  Weise,  dass  man  aus  der  Gleichung  3( 
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Werth  von  «^j  in  die  übrigen,  dann  aus  3,)  den  Werth  von  «„  in  die  fol- 
genden n.  8.  w.  setzt  (ob  dies  ausführbar  ist  oder  nicht,  ist  hier  gleichgilti^), 
so  kann  der  Fall  nicht  eintreten,  dass  irgend  einmal  sämmÜiche  a  heraas- 
fallen ,  also  Bedingangsgleichungen  zwischen  den  a^,,,Cim  erhalten  werden. 
Denn  dann  würden,  wenn  dieselben  erfüllt  wären,  für  die  a  sich  stetig* 
variable  Lösungen  ergeben.  Die  a,  ,,*am  würden  also  nicht  so  angenommen 
werden  köunen,  dass  man  nichtTariable  Lösungen  erhftlt,  was  mit  III  im 
Widerspruche  steht.  Ebenso  ist  es  nicht  möglich ,  dass  ausser  sSmmtlichen 
tt  auch  sämmtliche  a  herausfallen;  denn  in  diesem  Falle  würde  man  für  be- 
liebige a  variable  Lösungen  erhalten,  ebenfalls  im  Widerspruche  mit  Früherem. 
Nur  in  besonderen  Fällen,  bei  bestimmten  Beziehungen  zwischen  den 
ai,.,am  kann  es  also  eintreten,  dass  die  Gleichungen  3|)  bis  3«)  keine  oder 
variable  Lösungen  haben,  um  diese  Beziehungen  zu  erhalten,  würde  man 
durch  rationale  Elimination,  etwa  nach  dem  Verfahren  der  Kettenbruchent- 
wickelung  unter  Anwendung  des  Satzes  von  Labatie,  das  System  von 
Gleichungen  auf  eine  oder  mehrere  Gruppen  reduciren  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  in  jeder  Gruppe  die  erste  Gleichung  sämmtliche  unbekannte,  die 
zweite  eine  weniger  u.  s.  w.  enthält.  Hierbei  würde  man  durch  Ausschliessung 
bestimmter  Beziehungen  zwischen  den  a  erreichen  können,  dass  diese  Eli- 
mination sich  in  einer  bestimmten  Weise  allgemein  ausführen  Hesse.  Ob 
diese  Ausschliessungen  für  obigen  Zweck  alle  nothwendig  sind  oder  nicht, 
ist  gleichgiltig;  es  handelt  sich  hier  nur  um  den  Nachweis,  dass  eine  end- 
liche Anzahl  von  Beziehungen  existirt,  deren  Ausschliessung  für  diesen 
Zweck  genügt. 

V. 

In  den  Gleichungen  3j)  bis  Snn)  mögen  h^,.,'bnn  wieder  die  früheren 
numerischen  Werthe  haben  und  die  a  so  gewählt  sein,  dass  die  unter  IV 
nachgewiesenen  Bedingungen  bestimmter  Lösungen  stattfinden.  Löst  man  also 
die  Gleichungen  nach  den  er,/  auf,  so  ergeben  sich  bestimmte  Werthsysteme 
dieser  Grössen.  Setzt  man  jedes  derselben  in  die  Gleichung  3nn-f  i)  ein,  so 
ergeben  sich  aus  dieser  ebenso  viele  Werthe  von  ^nn+i»  wobei  es  dahin- 
gestellt bleibt,  ob  diese  Werthe  alle  verschieden  sind  oder  nicht.  Diese 
Werthe  mögen  ^i^.p  ^*„j.i>«"  genannt  werden.  Wenn  also  die  Gleichung 
3nfi+i)  iiach  Einsetzung  der  aij  wieder  rational  gemacht,  d.  h.  wenn  die 
vij  aus  den  Gleichungen  3nn-)-i)  tmd  3|)  bis  3„n)  eliminirt  werden ,  so  wird 
die  resultirende  Gleichung  für  &nn+t  die  Werthe  6ji„  1 1»  ^J„j.i  ^-  s«  w. 
liefern.  Fälle,  wo  diese  Gleichung  infolge  besonderer  Werth  Verhältnisse  der 
Grössen  a| ...  am  in  Bezug  auf  (nn+i  mehrfache  Wurzeln  hat,  können  aus- 
geschlossen werden.  Sollten  aber  solche  mehrfache  Wurzeha  allgemein 
ezistiren,  so  kann  durch  einen  rationalen  Factor  dividirt  werden  derart, 
dass  jede  der  Grössen  &i„  1 1,  ^^„j.i  u.  s.  w.  nur  einmal  als  Wurzel  darin 
vorkommt.     In  dieser  Form  möge  die  Gleichung  ^eju^^  ^  GoOqIc 
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wo  die  9>  Functionen  von  ai,,.am  sind.  Die  Coefficienten  dieser  Functionen 
bestimmen  sich  aus  den  angenommenen  numerischen  Wertfaen  der  h^.,.hnu» 
Die  Gleichung  liefert  [unter  Ausschliessung  besonderer  Werthe  der  a,  für 
welche  <p^(a)  =  0]  eine  Anzahl  =ih  verschiedene  Werthe  von  ^nn+i* 

Auf  gleiche  Weise  erhält  man  durch  Elimination  der  atj  ans  den 
Gleichungen  3J  bis  dnn)  und  3„n-f  2)  eine  Gleichung 

13,)  vJC«) +  ?>;-(«). 6»n+2  +  ...  +  g>;(a).6*„^,  =  0, 

aus  welcher  sich  eine  Anzahl  =A;  verschiedene  Werthe  von  hnn+2  be- 
stimmen. 

ü.  8.  w.     Die  letzte  der  so  erhaltenen  Gleichungen  sei 

13„-.„)     g>i {a)  +  ipi (a).6„  +  ...+  q>, {a).lf^^O. 

Die  Anzahl  der  aus  den  Gleichungen  3^)  bis  3nfi)  erhaltenen  Werth- 
Systeme  der  aij  möge  mit  q  bezeichnet  werden.  Zu  jedem  derselben  liefert 
die  Gleichung  3nn+i)  und  somit  auch  13^)  einen  Werth  von  bnn+ii  die 
Gleichung  I32)  einen  Werth  von  hnn-\-2  u.  s.  w.,  die  Gleichungen  13^)  bis 
13a— nn)  Also  ein  Werthsystem  der  &nn+i  bis  &„,*  Man  erhält  somit 
Werthsysteme  der  letzteren  Grössen ,  deren  Anzahl  höchstens  =  q  ist  Jedes 
dieser  Wertiisysteme  und  kein  anderes  System  von  Werthen  der  hnn+i  l>i8 
hm  stellt  mit  &i...5fln  zusammen  eine  zu  a^.,.am  collineare  Reihe  dar. 
Transformirt  man  also  die  Reihe  ai>..am  durch  eine  beliebige  Substitution 

Xi  (=)  ^n  ^1  +  •  •  •  +  ^in 3?B» 
deren  Determinante  nicht  =0  ist  und  die  auch  irgendwelche  andere  oben 
ausgeschlossene  Singularitäten  nicht  zur  Folge  hat,  in  eine  Reihe  a\.,,am 
und  setzt  diese  in  den  Gleichungen  3^)  bis  3^),  sowie  13^)  bis  13m-«n) 
an  die  Stelle  von  a^ . . .  a^, ,  so  erhält  man  ebenfalls  alle  diejenigen  Werth* 
Systeme  han-^i  bis  h^  und  nur  diese,  welche  mit  ^j . . .  5nn  eine  zu  a\..,  a'm 
collineare  Reihe  bilden.  Da  aber  eine  zu  a\... am  collineare  Reihe  es  auch 
zu  ai,..am  ist  und  umgekehrt,  so  müssen  genau  dieselben  Werthsysteme 
^nn+i  l>i8  hm  erhalten  werden,  wie  früher  zu  a|... am.  Die  Gleichung  13|) 
wird  daher  dieselben  voneinander  verschiedenen  Werthe  von  h„n+\  in  der 
Anzahl  =A,  13^)  dieselben  Werthe  von  hnn+2  in  der  Anzahl  =A;  liefern 
u.  8.  w. 

In  der  Gleichung  13)  müssen  somit  die  Quotienten 


14.) 
in  der  Gleichung  13^)  die  Quotienten 


1 

1 

'n 

•^r 

1 ' 

—T' 

•pi 

'^'h 
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14^)  -^1    -^1  ••• 

U.S.  w.y  in  der  Oleichnog  IS»,-««)  die  Quotienten 

m  m 

für  beide  Beihen  Oj . . .  Om  and  a\...  am  dieselben  Werthe  haben.  Die 
hieraas  hervorgehenden  Gleichangen  zwischen  den  a| . . .  am  und  den  a\  • . .  a'm 
mögen  in  folgender  Weise  angedeutet  werden: 

9ü(ö)        9ö(«')        9>i(ö)        Vi"(ö') 


1  2  1  1 

9>r(«)         9l(ö)         ViC«)         9i(ö') 

,    ... 


15)  g>i(a)        g,i(a) 

— _ ^ ,     ... 

wo  die  Ausdrücke  aaf  den  rechten  Seiten  in  derselben  Weise  die  a\.,» am 
enthalten,  wie  diejenigen  aaf  den  linken  Seiten  die  ai,,.am» 

VI 

Das  anter  Y  erhaltene  Resultat,  dass  für  zwei  collineare  Reihen  ai,,.am 
and  a\... a'm  die  Gleichangen  15)  stattfinden ,  iSsst  sich  in  folgender  Weise 
amkehren. 

Eine  Reihe  a\.,, a'm  möge  so  beschaffen  sein,  dass  sie,  statt a^...am 
in  die  Gleichangen  3j)  bis  3mi>)  eingesetzt,  für  die  onj  bestimmte  nicht 
variable  Werthsysteme  liefert  Femer  mögen  die  a  | . . .  a'm  die  Eigenschaft 
haben,  dass  sie,  sta4t  der  a^*.,am  in  die  Qaotienten  14)  eingesetzt,  diesen 
dieselben  Werthe  geben,  wie  die  Reihe  a^,,.am*  Bann  sind  a\  . . .  a'm  und 
a|...am  collinear. 

Beweis.  Setzt  man  die  a\...am  iu  die  Gleichangen  3^)  bis  Sm)  ein 
and  eliminirt  zar  Bestimmang  der  ^nn+i  •••&»!  in  der  früheren  Weise,  so 
erhftlt  man  Gleichangen,  welche  aas  den  Gleichangen  IS^)  bis  13«.««) 
dadurch  entstehen,  dass  in  denselben  die  a^^^-Om  durch  a\...a'm  ersetzt 
werden.  Nach  der  für  die  a  ^ .  • .  a'm  in  Bezug  auf  die  Qaotienten  14)  ge- 
machten Voraussetzung  bestimmen  sich  also  die  5nn+i---^m  <^ns  Gleich- 
ungen,  welche  mit  den  früheren  13)  identisch  sind.  Die  Grössen  bnn-\-\ 
bis  hm  erhalten  daher  einzeln  dieselben  Werthe,  wie  frühei:.  . 
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Es  bleibt  nun  noch  zu  zeigen,  dass  diese  Werthe  auch  in  derselben 
Weise  zusammengehören,  dass  also  für  die  beiden  Reihen  a|...aai  und 
a\.,.am  dieselben  Werthsysteme  der  &nn+i*'*2)m  erhalten  werden.  Setzt 
man  in  den  Gleichungen  15)  statt  der  a\,,.  am  die  a^ ...  am  9  so  wird  den- 
selben genügt.  Da  die  Gleichungen  algebraische  sind,  so  kann  man  auf 
unendlich  yielfache  Weise  die  Reihe  a\... a'm  stetig  so  in  a| . . . a^  über- 
gehen lassen,  dass  den  Gleichungen  beständig  genügt  wird  und  zugleich 
keine  der  ausgeschlossenen  besonderen  Fälle  stattfinden.  Die  aus  den  Gleich- 
ungen 13j)  bis  ISm— nn)  heryorgehenden  Werthe  von  ^nn  +  i  bis  hm  bleiben 
dann  ungeändert,  weil  die  Quotienten  14)  sich  nicht  ändern.  Hieraus  folgt 
aber  ohne  Weiteres,  dass  diese  Werthe  auch  stets  in  derselben  Weise  zu- 
sammengehören ,  dass  man  also  für  beide  Reihen  a| . . .  am  und  a\  . . .  a'm 
die  nämlichen  Werthsysteme  der  h  erhält.  Da  dieselben  zu  den  letzteren 
coUinear  sind,  sind  sie  auch  unter  sich  collinear. 

VII. 

Nach  V  ist  es  eine  nothwendige,  nach  VI  eine  genügende  Bedingung 
für  die  Collinearität  zweier  Reihen  a^^^-am  cmd  a\,,, a '»,)  dass  die  Gleich- 
ungen 15)  stattfinden,  in  welchen  auf  der  linken  Seite  eine  Function  der 
^i'^^Omy  auf  der  rechten  dieselbe  Function  der  a\.,,a'm  steht  Wie  aus 
diesen  gebrochenen  absoluten  Invarianten  relativ  invariante  ganze  Functionen 
der  Coefficienten  abgeleitet  werden,  ist  in  Bd.  XXII  gezeigt  worden. 

Die  Gleichungen  15)  werden  nicht  alle  voneinander  unabhängig  sein. 
Da  aus  den  Grleichungen  3j)  bis  3„)  durch  Elimination  der  a^j  eine  Anzahl 
=  m— fift  Gleichungen  erhalten  werden  und  diese  die  Collineationsbeding- 
ungen  (in  anderer  Form)  für  die  beiden  Reihen  ai...am  tind  &x . . . &m  dar- 
stellen, so  muss  auch  die  Zahl  der  auf  obige  Weise  erhaltenen  voneinander 
unabhängigen  Gleichungen  =m  —  nn  sein. 

Der  Satz  kann  auf  ein  System  von  mehreren  Functionen  ausgedehnt 
werden.  Jedoch  müssen  hinsichtlich  der  Auflösbarkeit  der  den  Gleichungen 
3})  bis  3m)  entsprechenden  Gleichungen  ähnliche  Bedingungen  stattfinden, 
wie  in  dem  hier  behandelten  Falle  einer  Function.  Dies  ist  u.  A.  dann  der 
Fall,  wenn  das  System  wenigstens  eine  Function  enthält,  für  welche,  wenn 
sie  allein  transformirt  werden  sollte ,  die  obigem  Beweise  zu  Grunde  liegen- 
den Voraussetzungen  gelten,  weil  dann  der  Beweis  ohne  Weiteres  auch  auf 
das  System  anwendbar  ist. 

Die  bei  dem  Beweise  ausgeschlossenen  besonderen  Fälle  sind  nicht 
nothwendig  auch  sämmtlich  von  dem  Satze  auszuschliessen.  Bei  stetiger 
Annäherung  an  einen  besondern  Fall  bleibt  der  Satz  giltig,  und  wenn  hierbei 
die  zu  bestimmenden  Substitutionscoefficienten  nicht  unendlich  gross  werden, 
80  gilt  der  Satz  auch  in  der  Grenze. 

In  Fällen,  wo  die  ursprünglichen  Transformationsgleichungen  in  Bezug 
auf  die  Substitutionscoefficienten  nur   unter  besonderen  Bedingungen^  auf- 


BedingungMh  auf.   T 
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lOsbar  sind  and  dann  nnr  stetig  variable  Lösungen  liefern,  ist  obiges  Ver- 
fahren, die  Transformationsbedingnngen  herzuleiten,  nicht  anwendbar.  £m 
solcher  Fall  ist  s.  B.  derjenige  der  gleichzeitigen  Transformation  zweier 
bilinearen  Formen,  welchen  Herr  Weierstrass  (Berliner  Monatsberichte 
1868)  und  Herr  Krouecker  behandelt  haben.  Zwischen  <fen  Weier- 
strass 'sehen  und  den  Aronhold 'sehen  Transformationsbedingungen  besteht 
überdies  der  Unterschied ,  dass  erstere  sSmmtliche  besondere  Fftlle  umfassen. 
L&sst  man  diejenigen,  welche  sich  auf  die  besonderen  Fftlle  beziehen,  fort, 
so  sind  die  übrigbleibenden  von  derselben  Beschaffenheit,  wie  die  Aron- 
hold'schen.  In  den  mit  [PQ]  und  [P'Q'j  bezeichneten  Determinanten 
müssen  nämlich  die  Coefficienten  der  p^^-''  gleiche  Verh&ltnisse  haben, 
woraus  sich  n  Gleichungen  zwischen  absoluten  Invarianten  ergeben. 
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XIX. 

Bestiinmuiig  der  Potentialfcuiction  eines  homogenen 

EUipsoids. 

Von 

Dr.  Jahnke. 


Nachdem  schon  die  Herren  Weingarten*  und  Scheibner*  die  Theorie 
des  Fourier'schen  Doppelintegrals  angewandt  hatten,  um  die  Laplace- 
P  oi  8  8on 'sehe  Differentialgleichung  resp.  für  die  Massen  -  und  FlRchenpoten- 
üalfunctionen  herzuleiten,  hat  Boch*  mit  Benutzung  derselben  Theorie  und 
unter  Voraussetzung  jener  Differentialgleichung  für  die  Potentialfunction 
eines  E($rper8  folgenden  Ausdruck  aufgestellt: 


1)  y=^Jj'i£(x)dc, 


wo  M{x)  die  Schwere  der  zur  rc- Aze  normalen  und  durch  den  angezogenen 
Punkt  gelegten  Ebene  bezeichnet  und  die  x-  Linie  durch  die  Winkel  ^  und 
d  bestimmt  ist,  wenn 

da  ^  sinyp  dUf  d^. 

Dabei  ist  zu  beachten,  dass  die  Normalen  sftmmtlich  nach  einer  Seite  zu 
ziehen  sind,  womit  zusammenhangt,  dass  in  Yi  die  Grenzen  der  Integration 
0  und  n  sind,  während  in  Ya  der  Kegel,  welchen  die  Normalen  der  vom 
angezogenen  Punkt  an  den  Körper  gelegten  Tangentialebenen  bilden,  die 
Werthe  von  tf;  und  &  angiebt,  innerhalb  deren  die  M  endlich  sind. 

Im  Folgenden  soll  Boch's  Ausdruck  zur  Berechnung  der  Potential- 
function eines  homogenen  Ellipsoids  angewendet  werden.  Dabei  werde  die 
Dichtigkeit  der  Einheit  gleich  gew&hlt.     Die  zu  einem  Querschnitt  des  El- 


gehörige  Normale  l  habe  die  Bichtungscosinus  A,^,  A,,  A3.  Neben  dem  im 
Baume  festen  Coordinatensystem  (Ij,  £s,  ^)  werde  ein  zweites  {x^^x^yX^) 
eingeffthrt,  das  mit  jenem  durch  die  Beziehungen  verbunden  ist: 

^==^iXi  +  iiiX^  +  viX^  ^»=  1,2,3), 

•  Crelle's  Joum,  Bd.  49,  64.  68,  ^^^^^^^^^  by  GoOglc 
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so    dass    die  Richtung    der   rCj-Axe   mit    derjenigen  von  l  übereinstimmt. 
2)  geht  durch  diese  Substitution  über  in 

(i,4r=:|,?,3) 
WO 

(i,A  =  l,2,8)  (fTR  {IX) 

&as  =  /.  a<*  i«f  VA,  &81  =  ^i  «"  vi^Ai     ^12  =  ^i  «»•*  ^<f**     ■ 

CT  CT  OT) 

gesetzt  ist.  Die  weiteren  Entwickelungen  vereinfachen  sich  wesentlich,  wenn 
die  neun  Richtungscosinus  noch  einer  Bedingung  unterworfen  werden,  was 
gestattet  ist,  da  wohl  die  a?j-Axe  durch  l^y  1^9  h  bestimmt,  dagegen  die 
Lage  der  x^-  (oder  x^-)  Axe  in  der  07,0:3 -Ebene  noch  willkürlich  geblieben 
ist,  indem  sich  bekanntlich  die  neun  Richtungscosinus  als  Functionen  dreier 
unabhängigen  Winkel  ausdrücken  lassen.     Die  Bedingung  laute: 

Aus  der  so  transformirten  Gleichung  des  Ellipsoids  wird  diejenige  des 
ellipsoidischen  Schnittes  erhalten ,  wenn  an  Stelle  von  x^  die  Normale  l  sub- 
stituirt  wird,  wobei  nach  einem  Satze  der  analytischen  Geometrie 

3)  2=2^'«'' 

*=  1,2,3 

unter  {a^,  a^,  a^)  den  angezogenen  Punkt  verstanden.     Mithin  ergiebt  sich 
als  Gleichung  des  ellipsoidischen  Querschnittes: 

^22^2'  +  ^s3^3*  +  2«^2a;,  +  2Z6,30?3  +  6,?-l=0 


oder 
Demnach  ist: 


oder  mit  Benutzung  der  bekannten  Relation: 

^j  i  ^23*  +  ^22  ^31*  +  ^33  ^12*  =  ht  K  ^33  -  ^ » 
wo  J  die  Determinante  der  quadratischen  Form  (p  bezeichnet, 

und  dabei  ist: 

1,2,3  1.2,3 

^22^38=^  {(^ii^kk  —  aik^)XH^  +  2  y^  {akk(Hk-'aHiakk)Xhh     (ä>«>ä), 

h^k  hXk 

A  =  a„  aj2«38  +  2öi2«i3Ö3l  —  «11  «23*  —  «22 «31*  —  «3S«12*- 

Betrachtet  man  parallel  zu  dem  ellipsoidischen  Schnitte  von  den  beiden 
möglichen  Tangentialebenen  an  das  Ellipsoid   die  demselben   am   nächsten 
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gelegene,  so  ist  die  zugehörige  Normale  der  Badins  vector  der  Fosspunk- 
tenflftche  des  EUipsoids  und  hat  die  LSnge: 


^—  7/^22^83 


Da  nun  stets  P  <  f}',   so  lässt  sich  dem  Ausdruck  für  M  die  einfache 
Gestalt  geben:  .  « 

M= -=^1 

falls  ^ 

l  =  nco3% 
eingeführt  wird.     Hiernach  wird 


-^//v(-s 


i 
und 

Chh 


1.2, 3 


Chi- 


A 

dhkO'ik  —  CLhiO»kk 


(CAi^^Cih) 


A 
Die  Grenzen  sind  0  und  it  oder  durch  die  Ungleichung 

bedingt,    je    nachdem    (ckj,  ck,,  a^   ein   innerer   oder   äusserer   Punkt   des 
EUipsoids  ist. 

Im  ersteren  Falle  lässt  sich  das  Doppelintegral  leicht  auf  ein  einfaches 
zurückführen.     Betrachten  wir  zunächst 

n   n 

]/aJJ   n 
0    0 
Darch  Anwendung  einer  linearen  orthogonalen  Substitution  werde  n^  auf 
die  Form  3 

gebracht  und  nun  mit  Jacob i* 

gesetzt,  dann  geht  5*)  über  in  ^ 

2     2 

Vd^d^d^Aj  J  V'    ' 
0    0 

*  Jacobi,  De  tranaformatioue  et  determinatione  integralium  duplicium  com. 
^rtia,  Ges.  Werke  Bd.  3.  r^  T 
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und  dieses  Doppelintegral  verwandelt  sich  einer  Jacobi^scben  Formel  zu- 
folge in 

0 
wo 

gesetzt  ist.  Infolge  des  zwischen  den  c  und  d  bestehenden  Zusammen- 
hanges wird 

wenn  /f  die  Determinante  der  quadratischen  Form  n'  und  J'kh  deren  zu  Ckk 
gehörige  Unterdeterminante  bezeichnet,  und  bei  Bücksicht  auf  die  Bedeu- 
tung der  Grössen  c: 

7*)  D^zfs'  +  s^yjjAM  +  syjaAk'^l. 

wo  Jkh  analoge  Bedeutung  wie  ^'kh  besitzt,  nämlich 

-^AA  =  Oiiakk  —  Oik*  (*  ^  *  ^  *)• 

Die  übrigen  in  5)  enthaltenen  Doppelintegrale  lassen  sich  durch  par- 
tielle Dififerentiation  von  5*)  reduciren.    Der  Coefficient  von  ok^  ist: 

0    0  0  0 

wo 

OCkh 

gesetzt  ist,  und  der  Coefficient  von  2oAaj(^^$)  ist: 


hir^-fw^" 


0    0 
wo 

CChi 

gesetzt  ist.     Hiernach  nimmt  die  Poteutialfnnction  des  EUipsoids  in  Bezug 
auf  einen  inneren  Punkt  die  Gestalt  an: 


8)  Vi^nCais) 


ds 


0 
wo 
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gesetzt  ist;*  und  dieser  Aasdrack  gilt  für  eine  beliebige  Richtung  der  Co- 
ordinatenaxen ,  wenn  nur  der  Mittelpunkt  als  Anfangspunkt  gewählt  wird.** 
Der  Fall  eines  Süsseren  Punktes  lässt  sich  durch  einen  einfachen  Ge- 
danken auf  den  eben  behandelten  zurückführen.    Es  ist  n&mlich 

Da  also  die  Potentialfunction  —  wenn  den  hier  auftretenden  Wurzel- 
prrössen  das  positive  Zeichen  beigelegt  wird  —  positiv  sein  muss,  so  ist 
Ya-,  wie  man  auch  sagen  kann,  gleich  dem  positiven  Theil  von 


ö    0 
oder  von 


hfra^-^) 


«Z"«^- 


1^» 


0 
Dieses  Integral  ist  aber  nur  so  lange  positiv,  als  G{8)  positiv  bleibt.   Wird 
daher  die  positive  Wurzel  von 

mit  6  bezeichnet,  so  wird  ^ 

6 

Dasselbe  Verfahren  lässt  sich  noch  in  anderen  Fällen ,  wie  beim  Ereis- 
ringe  und  anderen  Rotationskörpern  mit  Erfolg  einschlagen,  wie  ich  bei 
einer  nächsten  Gelegenheit  zu  zeigen  gedenke. 

Schlussbemerkung.  Die  Formel  5)  —  welche  u.  a.  die  Potential- 
function des  homogenen  Ellipsoids  für  den  Fall  eines  inneren  Punktes  als 
ganze  rationale  Function  zweiten  Grades  der  Coordinaten  des  angezogenen 
Punktes  darstellt,  wobei  die  Coefficienten  Doppelintegrale  sind  —  kann  auch 
benutzt  werden ,  um  Eigenschaften  der  Anziehungskräfte  inhomogener  Ellip- 
soide  zu  erkennen. 

*  Die  Differentiation  unter  dem  Integralzeichen  ist  zulässig,  denn  einmal 
stellt  der  Ausdruck  unter  demselben  innerhalb  der  Integrationegrenzen  eine  stetige 
Function  von  s  dar,  da  er  unstetig  nur  fflr  die  Wurzeln  von  D  =  0  werden  kOnnte, 
welche  aber  negativ  sind;  andererseits  ist  er  für  einen  bestimmten  Werth  von  9 
aodi  stetig  in  Bezug  auf  den  Parameter  Chh  resp.  cm  ,  wie  man  sich  leicht  über- 
zeugt. 

**  Vergl.  Hertens,  Bestimmung  des  Potentials  eines  homogenen  Ellipsoids, 
Crelle's  J.  Bd  70.  C c^c^a\o 
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Nämlich  bei  der  Herleitnng  von  5)  ist  allerdings  die  Dichtigkeit  gleich 
Eins  angenommen  worden;  die  Entwickelnng  bleibt  jedoch  genan  dieselbe, 
wenn  ein  Ellipsoid  mit  beliebiger  Massenvertheilnng  gewählt  wird;  nur  ist 
dann  A;Jlf  an  Stelle  von  M  zu  setzen,  wo  h  den  mittleren  Werth  der  auf 
einem  Querschnitte  herrschenden  Dichtigkeit  bezeichnet. 

Nehmen  wir  nun  etwa 

fc  =  n-Pf(l), 

WO  die  analytische  Function  fnxa  von  dem  Verhältniss  —  abhängt,  so  stellt 

sich  die  Potentialfnnction  des  auf  seine  Hauptazen  bezogenen  EUipsoids  dar 
in  der  Form: 

oder,  wenn  die  Jaco hinsehe  Substitution  wieder  angewendet  wird: 

WO 

A(i,)=/^a,)(i-o 

gesetzt  ist.    Dabei  bleiben  die  Integrationsgrenzen  dieselben  wie  oben. 

Für  p  =  2  behält  der  Ausdruck  von  F  den  gleichen  Werth  bei  allen 
EUipsoideui  die  in  den  Grössen  €ir,^a,  (v=l,  2,  3)  übereinstimmen. 

Denken  wir  uns  also  ein  Ellipsoid  aus  unendlich  dünnen  ellipsoidischen 
Schalen  bestehend  und  diese  von  Ellipsoiden  begrenzt,  welche  dem  gegebe- 
nen ähnlich  sind  und  zu  ihm  ähnlich  liegen,  und  denken  wir  uns  ferner 
die  Dichtigkeit  so  vertheilt,  dass  ihr  mittlerer  Werth  in  den  dieselbe  Schale 
berührenden  Querschnitten  fi~~^  proportional,  d.  h.  dem  Quadrate  des  zu* 
gehörigen  Radius  vectors  der  Fnsspunktenfläche  umgekehrt  proportional  ist, 
so  besteht  der  Satz:  Ein  solches  Ellipsoid  übt  auf  einen  inneren  oder  äus- 
seren Punkt  dieselbe  Anziehung  aus  wie  ein  ähnliches  und  ähnlich  liegendes 
Ellipsoid,  dessen  Dichtigkeit  demselben  Gesetz  unterworfen  ist,  auf  den 
correspondirenden  Punkt  (im  Ivory 'sehen  Sinne).  Für  den  Fall  einer 
Kugel,  wo  n^^fy  lautet  der  Satz  einfacher  so:  Eine  Kugel,  in  welcher  die 
Dichtigkeit  derart  vertheilt  ist,  dass  ihr  Mittelwerth  in  allen  Querschnitten, 
welche  Tangentialebenen  an  dieselbe  (zur  gegebenen  Kugel  concentriscbe) 
Kugelschale  bilden,  der  gleiche  ist,  übt  dieselbe  Anziehung  aus  wie  eine 
concentriscbe  Kugel  mit  der  gleichen  Massenvertheilung  auf  den  correspon- 
direnden Punkt.  Wird  |?  =  — 1  gewählt,  so  verhalten  sich  die  auf  zwei 
correspondirende  innere  oder  äussere  Punkte  bezogenen  Potentialfunctionen 
der  beiden  oben  genannten  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Ellipsoide,  wie 
die  Massen  der  mit  derselben  constanten  Dichtigkeit  erfüllt  gedachten 
Körper. 
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Für 

h^n-P  (P  =  0,  1,  ...) 

lässt  sich  die  auf  einen  beliebigen  Punkt  bezogene  Potentialfanction  noch 
als  einfaches  elliptisches  Integral,  und  für 

sowie  für 

k:=n'^P+^  (p  =  l,  ...) 

in  endlicher  Form  darstellen ,  wie  man  leicbj;  unter  Benutzung  der  auf  das 
Doppelintegral  bezüglichen  Jacobi'schen*  Formeln  erkennt. 


♦  Jacobi,  1.  c. 


KelUahtift  f.  MatUmfttik  a.  Phyilk  XXXIV.  tt. 
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XX. 
Ueber  Kreisfasspiinktcurven. 

Von 

Dr.  Otto  Richter 

In  Leipiig. 


Hierzu  Taf.  X. 


Gegeben  sei  ein  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  M,  und  in  ihm  ein  Durch- 
messer Ä^A^,  Fällt  man  von  irgend  einem  auf  dem  Radius  MA^  (bez. 
dessen  Verlängerung  über  A^  hinaus)  gelegenen  Punkte  N  Lothe  auf  alle 
Tangenten  des  Kreises,  so  bilden  die  Fusspunkte  eine  Curve  vierter  Ord- 
nung („Pascarsche  Schnecke"),  welche  ich  im  Folgenden  Kreis fusspunkt- 
curve  der  ersten,  zweiten,  dritten  Art  nenne,  je  nachdem  MN<i^  =,  >  Jfilj 
ist.  Die  Kreisfusspunktcurve  zweiter  Art  ist  also  die  Cardioide  (mit  Spitze 
in  N),  Jenen  Kreis  nenne  ich  den  erzeugenden  Kreis  der  Curve;  der 
Radius  desselben  sei  mit  r,  die  Entfernung  des  Poles  oder  Doppelpunktes  N 
vom  Mittelpunkte  M  mit  e  bezeichnet:  r  =  iO,  =  JLäj ,  e^^MN.  Bei 
den  Curven  erster  Art*  ist  N  isolirter  Doppelpunkt;  diese  Curven  sind 
ganz  convex   oder  mit  einer  hohlen  Einbiegung  (und  also  dann  mit  zwei 

r  f 

reellen  Wendepunkten)  versehen,  je  nachdem  c<  oder  >-^  ist;  für  c  =  a" 

ergiebt  sich  eine  Curve  mit  Flachpunkt  ( Hy perosculationspunkt  mit  unend- 
lich grossem  Krümmungsradius).  —  Bekanntlich  ist  jede  solche  Curve  in 
zweierlei  Hinsicht  Rollcurve  (Epicykloide  und  Hypocykloide);  auch  kann  sie 
dadurch  erzeugt  werden,  dass  man  von  N  aus  alle  Strahlen  13 TJ  nach  der 
Peripherie  des  über  "NM.  als  Durchmesser  errichteten  Kreises  zieht  und  von 
TJ  aus  auf  ISV  eine  constante  Strecke  (r  =  MA^  =  MA^  =  TJP^ ,  Fig.  2)  abträgt 
Es  werde  aber  hier  gleich  noch  eine  (ebenfalls  nicht  neue)  Erzeugungsweise, 
des  Folgenden  wegen ,  erwähnt  (Fig.  1  a).  Sind  C^ ,  C^  die  Mitten  von  "SA^ , 
j^Läg,  0  die  Mitte  von  ^Jf,  und  wird  der  Kreis  um  0  gezeichnet,  welcher 
durch  C, ,  Cj  geht;  ist  ferner  P,  ein  beliebiger  Punkt  der  Curve,  schneidet 
13 P^  den  vorhin  genannten  Kreis,  welcher  j^TJlf  zum  Durchmesser  hat,  in  t/; 
wird  in  dem  Kreise,  wovon  ein  Durchmesser  C^ Cg  ist,  der  Radius  OJ\S'Bx 

*  Die  Figuren  sind  für  Curven  erster  Art  entworfen,  mit  Aasnahine  der 
Fig.  6  c. 
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gezogen,  in  J  die  Tangente  gelegt  nnd  diese  mit  'NT^  zum  Schnitte  ((?) 
gebracht;  ist  endlich  MB,  das  Loth  von  M,  auf  jene  Tangente,  so  folgt  aus 
der  Unverftnderlichkeit  der  Länge  f/P,  (=  MA^  =^  ^AiÄ^  =  0^0^  =  2 OJ 
=  NG  +  MH=NG+UG)  sofort  NG  =  QP^,  mithin  JP^^JN  {so  dass 
also  der  Kreis   um  /  durch  P^   auch  durch  N  gehen  muss,   wobei  fQr  den 

Kieia  0,  auf  welchem  J  liegt,  das  Verhältniss  i^  =  —  ist).  Also  hat  man 
den  Satz:  % 

a)  Alle  Kreise,  deren  Mittelpunkte  (/)  auf  einem  gegebenen  Kreise 
(Durchmesser  C^C^)  liegen  und  welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  {N\ 
gehen,  hüllen  eine  Kreisfusspunktcurve  ein,  deren  Doppelpunkt  A^,  und 
welche  von  der  ersten ,  zweiten ,  dritten  Art  ist ,  je  nachdem  N  in ,  auf  dem 
Kreise  oder  ausserhalb  desselben  gelegen  ist. 

Diese  Kreise  kann  man  als  doppelt  berührende  bezeichnen,  inso- 
fern man  den  Durchgang  durch  den  Doppelpunkt  als  Berührung  auffassen 
darf.  Ist  P  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  iV,  (7^,  C^  (iV,  P  einander 
zugeordnet),  und  schneidet  PJ  die  durch  Ä^  und  N  parallel  C^J  gezogenen 
Geraden  (oder,  was  dasselbe  ist,  die  Parallelen  zu  C^J  durch  iV,  A^)  in  Fj, 
■^t>  so  gehören  diese  beiden  Punkte  bez.  den  durch  iV,  A^  und  N,  A^  gehen- 
den Ejreisen  an,  deren  Mittelpunkte  Oj,  C^  sind;  überdies  liegen  sie  auf 
dem  Kreise  J  selbst,  und  die  Radien  der  Kreise  J,  C,  oder  J,  C^  verhalten 
sich  ebenso   zu   einander,   wie   die  Entfernungen  ihrer  Mittelpunkte  von  P, 

JP  OJ         6 

d.  h.  der  Quotient  -^  ist  constant,  und  zwar  =—-  =  —  •     Hieraus  folgt: 

h)  Alle  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  einem  gegebenen  Kreise  liegen 
und  fQr  welche  das  Verhältniss  des  Radius  zum  Abstände  des  Mittelpunktes 
von  einem  gegebenen  Punkte  constant ,  und  zwar  ebenso  gross  wie  das  Ver- 
hfiltniss  des  Radius  des  gegebenen  Kreises  zum  Abstände  seines  Mittelpunktes 
vom  gegebenen  Punkte  ist,  hüllen  eine  Kreisfusspunktcurve  erster,  zweiter, 
dritter  Art  ein ,  je  nachdem  jenes  Verhältniss  ^  1  ist. 

Man  beweist  femer  (Fig.  Ib),  dass,  wenn  J'  ein  Punkt  des  Kreises 
NM  ist,  F\^  F\  die  Schnittpunkte  von  NJ'  mit  den  Kreisen  (7,,  C^; 
P'j,  P\  die  Schnitte  des  Kreises  um  J'  durch  F',,  JP',  mit  der  Parallelen 
zu  CiF\  und  C^P\  durch  P,  dann  P\  und  P\  Punkte  der  Kreisfusspunkt- 
curve sind,  und  zwar  der  Kreis  J'  dieselbe  in  ihnen  berührt     Dabei  ist 

J'  P'  T 

auch  das  Verhältniss    ^^ ,}   constant,  und  zwar  = —     Also: 
<NJ  e 

c)  Alle  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  einem  gegebenen  Kreise  liegen 
und  für  welche  das  Verhältniss  des  Radius  zum  Abstände  des  Mittelpunktes 
▼on  einem  auf  dem  gegebenen  Kreise  liegenden  gegebenen  Punkte  constant 
ist,  hüllen  eine  Kreisfusspunktcurve  erster,  zweiter,  dritter  Art  ein,  je  nach- 
dem dieses  Vsrhältniss  ^  1  ist 
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Die  Normale  der  Curve  in  einem  Punkte  P^  geht  durch  die  Mitte  von 
NQii  wenn  Qy  denjenigen  Punkt  des  erzeugenden  Kreises  bedeutet,  dessen 
Tangente  den  Punkt  F^  liefert  {NP^jMQ^JLPiQi).  Qi  ^^^  ^^^  erzeu- 
gende Punkt  von  Pj  heissen. 

Die  Punkte  P  und  N  sind  Brennpunkte  der  Kreisfusspunktlinie, 
und  zwar  N  bekanntlich  ein  Doppelbrennpunkt. 

Mit  Bezug  auf  jeden  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  N  ist,  ist  der  Curve 
ein  Kegelschnitt  kreisverwandt  (Fig.  2).  Die  Kegelschnitte  sind  bez. 
Ellipsen,  Parabeln,  Hyperbeln  bei  den  Curven  erster,  zweiter,  dritter  Art. 
Unter  ihnen  ist  jedesmal  einer  besonders  ausgezeichnet,  nämlich  derjenige, 
wovon  der  eine  Brennpunkt  mit  N  zusammenfällt  und  die  zugehörige  Leit- 
linie das  Mittelloth  von  ^i>^g  (in  M)  ist.  Der  Grundkreis  dieser  Kreis- 
verwandtschaft hat  offenbar  NM  als  Hadius.  Bezeichnet  man  den  andern 
Brennpunkt  des  ausgezeichneten  Kegelschnittes  mit  N,  seinen  Mittelpunkt 
mit  M,  so  entsprechen  den  Punkten  N*,  M  vermöge  der  Kreisverwandtschaft 
zwei  Punkte  P,  0,  welche  derart  liegen,  dass  (),  iV,  A^^  Ä^  harmonische 
Punkte  sind  (ö,  iV  einander  zugeordnet),  und  P  die  Mitte  von  NO  ist, 
wobei  dieser  Punkt  P  mit  dem  auf  S.  338  und  339  genannten  identisch 
ist,  und  die  Beziehung  PA^.PA^=^  PN  besteht.  Den  Hauptscheiteln  Aj ,  A^ 
des  in  Rede  stehenden  Kegelschnittes  entsprechen  die  Punkte  A^y  A^^  den 
Nebenscheiteln  Bj ,  Bj  aber  zwei  Punkte  JBj ,  JBj  der  Curve,  welche  (ausser- 
halb der  Axe  A^A^  gelegene)   Hjperosculationspunkte  sein  müssen. 

Durch  üebertragung  einfacher  Kegelschnittssätze  vermittelst  der  Kreis- 
verwandtschaft ergiebt  sich  Folgendes: 

1.  Es  giebt  eine  Schaar  von  Kreisen,  von  welchen  jeder  die  Kreis- 
fusspunktcurve  in  zwei  Punkten  P, ,  P,  berührt;  dies  sind  die  Kreise  J' 
(Fig.  Ib),  welche  im  Satze  c)  S.  339  erwähnt  sind  [sie  entsprechen 
den  Berührungskreisen  des  Kegelschnittes,  deren  Mittelpunkte  auf  der 
Nebenaxe  desselben  liegen.*  Die  Kreise  J  (Fig.  la),  Satz  a)  und  h) 
8.  338  und  339 ,  entsprechen  den  Tangenten  des  Kegelschnittes] ; 

2.  solche  zwei  Punkte  Pj,  Pg  liegen  mit  P  in  gerader  Linie  (hierzu 
und  zu  Folgendem  vergl.  Fig.  3),** 


*  Des  Späteren  wegen  sei  bemerkt,  dass  ein  solcher  Berührkreis  eines 
Kegelschnittes  eine  Hauptacbeiteltangente  in  demjenigen  Punkte  schneidet, 
welcher  mit  dem  zugehörigen  Brennpunkte  und  dem  Ereiscentrum  in  gerader  Linie 
liegt,  was  zuerst  Qu e tele t  bemerkt  hat  (Nouv.  Mäm.  de  TAcad.  de  Bruxelles, 
t.  V,  pag.  25).  üebrigens  liegen  die  Berühi-punkte  selbst  auf  der  Parallelen  zur 
Hauptaxe  •  durch  denjenigen  Punkt,  in  welchem  die  zum  genannten  Bronnpunkto 
gehörige  Leitlinie  des  Kegelschnittes  von  der  eben  erwähnten  geraden  Linie  ge 
schnitten  wird. 

**  Aus  diesem  Satze  folgt,  dass  die  Tangenten  von  P  an  die  Curve  dieselbe 
gerade  in  den  Hjperosculationspunkten  berühren. 
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3.  werden  auch  ausgeschnitten  von  einem  Kreise,  welcher  die  Axe 
A^A^  in  N  berührt,  und 

4.  von  einem  durch  A^,  A^  gehenden  Kreise. 

Durch  einfache  Betrachtungen  folgt  hieraus  weiter,  dass,  wie  schon 
erwähnt , 

5.  die  Mittelpunkte  B  (in  Fig.  Ib  J'  genannt)  jener  Berührkreise 
auf  dem  über  NU  als  Durchmesser  errichteten  Kreise  liegen,  dass 

6.  die  Verbindungslinie  der  beiden  erzeugenden  Punkte  von  Pj,  l\y 
nämlich  Q^,  0^,  stets  durch  den  Punkt  N  läuft,  weiter 

7.  deren  Leitstrahlen  von  N  aus,  NQiy  NQ^  unter  entgegengesetzt 
gleichen  Winkeln  gegen  die  Axe  A^A^  der  Curve  geneigt  sind,  und 

8.  der  durch  N  gehende  Durchmesser  ^^Ä^  eines  Berübrkreises 
derart  beschaffen  ist,  ^'dis>^  A^Ä  ^  ,A^Ä  ^\MB  ist,  überdies  A\A^\Q^Of^ 
und  NL \.Qy^Q^^  wenn  L  der  Schnitt  von  Q^O^  mit  P^P%  ist,  und  also 
FL^=FN>  Insbesondere  hat  man  aber  den  Secantensatz  PP^.PP^ 
=  const.  =  PA^.Pj4^=  PN^  (auf  diesen  Satz  hat  wohl  zuerst  Chasles 
aufmerksam  gemacht).*     Hiernach  und  wegen  5  bat  man  den  Saic: 

Berühren  sich  zwei  Kreise  J^j,  ^2  ^°  ^i  ^^  hüllen  alle 
Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  ^|  liegen,  und  welche  IP^  recht- 
winklig schneiden,  eine  Kreisfusspunktcurve  ein;  dieselbe  ist 
von  der  ersten  oder  dritten  Art^  je  nachdem  ^^  ausserhalb 
oder  innerhalb  $|  liegt;  N  ist  ihr  Doppelpunkt. 

Der  durch  Zusammenfassung  von  1,  5.  8  entstehende  Satz  ist  aber 
nar  ein  specieller  Fall  eines  allgemeineren,  für  alle  Fasspnnktcnrven 
giltigen  Satzes,  welchen  ich  bereits  vor  langer  Zeit  gefunden  habe,  ohne 
in  der  Literatur  eine  Spur  davon  zu  entdecken,  ausgenommen  eine  neuer- 
diugs  erschienene  Arbeit  von  H.  G.  L.  Schotten,*  wo  sich  eine  Andeutung, 
sowie  der  (freilich  analytische)  Beweis  für  den  speciellen  Fall  der  Car- 
dioide  findet.  Es  wäre  aber  seltsam,  wenn  jener  an  und  für  sich 
sehr  einfache  Satz  so  lange  sollte  verborgen  geblieben  sein.  Jedenfalls 
dfirfle  der  hier  gegebene  Beweis,  vielleicht  auch  die  Fassung  des  Satzes 
nea  sein.  Um  den  Satz  bequem  aussprechen  zu  können,  schicke  ich  einige 
Bemerkungen  voraus. 

Es  sei  eine  beliebige  Curve  S  gegeben.     Die  Fusspunktcurve  derselben 

mit  Bezug  auf  einen  beliebigen,   aber  fest  gewählten  Pol  C  bezeichne  ich 

mit  %fg^  diejenige  Curve  aber,  welche  entsteht,  wenn  man  von  C  aus  nicht 

T 
unter    rechteip,    sondern    einem    beliebigen    con stauten    Winkel   ^ 


•  Daher  ist  die  Entfernung  der  Hyperosculationepunkte  (^, ,  Bf^  Fig.  2)  von 
P  gleich  PN. 

••  Wissenschaftl.  Beilage  zum  Progr.  d.  Königl.  Gymnaa.  etc.  zu  Hersfeld 
1887:  „üeber  Fusspunktcurven",  von  Dr.  H.  G.  L.  Schotten. 
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342      '  üeber  Ereisfasspunktcarren. 

Strablen  nach  den  Tangenten  von  €  zieht,  mit  f$^.*  Dabei  kann  man 
voraussetzen ,  dass  unter  allen  umständen  die  Bedingung  0  <  ^  <  »  erfüllt 
sei,  weil  offenbar  09r+^  mit  ^^^  identisch  ist. 

Sind  weiter  S^,  (§,'  zwei  einander  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Cnr- 
ven,  C  ihr  äusserer  Aehnlichkeitspunkt,  und  wird  die  kleinere  Curve  6' 
aus  ihrer  Lage  um  C  soweit  gedreht,  bis  der  cos  des  Winkels  zweier 

entsprechender  Strahlen  p,  Pq  der  Curven  €',  S^  gleich   —   ist, 

Po 
und  wird  in  dieser  Lage  S  mit  €  bezeichnet,  so  soll  gesagt  werden,  dass 

sich  die  Curven  (So  nnd  €  in  gedreht-ähnlicher  Lage  befinden;  ge- 
nauer, wenn  der  Winkel  zweier  entsprechender  Strahlen  (z.  B.  von  p  gegen 
Po)  7  genannt,  und  entsprechend  S  durch  6^^  ersetzt  wird:**  dass  sich 
die  Curve  S^  in  gedreht -ähnlicher  Lag9  gegen  Qq  mit  Bezug  auf  g)  als 
Drehungswinkel  nnd  C  als  Aehnlichkeitspnnkt  befindet.  Betrachtet  man 
alle  Curven  (Sf  (entsprechend  den  verschiedenen  Werthen  von  9),  so  soll 
dieses  Curvensystem  ein  System  von  Curven  in  gedreht-ähnlicher 
Lage  heissen.  Dabei  liegen  entsprechende  Punkte  der  Curven  ?y,  welche 
einem  «Punkte  Pq  von  Sg  entsprechen ,  jedesmal  auf  einem  Kreise  durch  r, 
und  zwar  dem  Kreise,   wovon   ein  Durchmesser  P^C  ist.     Dem  Winkel  q> 

muss   man  dabei  die  Spielräume  von  0  bis  ^  und  von   -^  bis  2n  geben. 

Falls  (So  sich  nicht  ins  Unendliche  erstreckt,  ist  (S^  oder  @3k  identisch  mit 

dem  Punkte  C;  ausserdem  ist  Ssn-^^S^^.     Es  mag  festgesetzt  werden, 

dass  g>  nur  von  0  bis  -^   variiren  soll,  dagegen  für  einen  Winkel  q>'  zwi- 

sehen  \n  und  2w,  welcher  =2n^<p  ist,  69' ee  (52ä— y  durch  (5^^  ersetzt 
werden  soll. 

Der  in  Rede  stehende  allgemeine  Satz  lautet  dann  so: 

Die    Fusspunktcurve   %m    irgend    einer    gegebenen    Grund- 

T 
curve   @o  ^^^  Bezug   auf  einen  gegebenen  Pol   N  ist  zugleich 
%M         mit  Bezug  auf  Q^  als  Grundourve,   welche  sich  gegen  (So 

in  Bezug  auf  A'  als  Aehnlichkeitspunkt  und  9  als  Drehwinkel 
in  gedreht-ähnlicher  Lage  befindet.  Die  Fusspunktcurve  wird 
dabei  von  der  Schaar  der  Curven  (Stp  eingehüllt,  während  an- 
dererseits jede  Schaar  entsprechender  Tangenten  der  (einander 
ähnlichen)  Curven  (S^  einen  Punkt  der  Fusspunktcurve  als  ge- 
meinsamen Punkt  hat,   so  dass  auch  umgekehrt  jedem  Punkte 

*  Die  Zweideutigkeit,  welche  entsteht  (da  man  von  N  aus  zwei  Strablen 
unter  dem  Winkel  v^  gegen  eine  Gerade  ziehen  kann),  wird  durch  FeBtsetzong 
eines  bestimmten  DrehungBBinnes  des  Winkels,  von  der  Tangente  zum  Strahle 
gerechnet,  beseitigt.    Die  andere  Curve  ist  dann  als  g^r-V'  ^"  bezeichnen. 

**  Wieder  mit  Festsetzung  eines  bestimmten  Drehungssinn^. 
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der  Fusspanktcnrve  sein  Strahlbüscbel  als  Schaar  entspre- 
chender Tangenten  der  einhüllenden  Cnrven  €^  zugeordnet  ist. 

So  wird  z.  B.  die  Lemniscate  von  allen  den  gleichseitigen  Hyperbeln 
eingehallt,  deren  Mittelpunkte  mit  dem  Lemniscatenmittelpunkt  zusammen- 
fiillen,  ttnd  deren  Scheitel  auf  den  Kreisen  liegen,  die  über  den  beiden 
Halbaxen  der  Lemniscate  als  Durchmessern  errichtet  sind;  und  entsprechende 
Tangenten  dieser  Hyperbeln  schneiden  sich  jedesmal  in  einem  Punkte  der 
Lemniscate. 

Einen  analytischen  Beweis  fUr  diesen  Satz  zu  geben,  scheint  wenig 
angemessen,  da  die  analytische  Behandlung  solcher  Aufgaben  die  inneren 
Beziehungen  der  betrachteten  geometrischen  Gebilde  eher  zu  verdunkeln  als 
aufzuhellen  pflegt.     Mir  scheint  der  folgende  Beweis  am  einfachsten  zu  sein. 

Beweis.*  Man  denke  sich  drei  Kreise,  die  sich  in  einem  Punkte  N 
schneiden.  Ihre  anderen  Schnittpunkte  seien  A,  £,  C.  Ein  Dreieck  SaS^Se^ 
dessen  Ecken  Saj  S^^  So  bez.  auf  den  drei  durch  ßC,  CA^  AB  gehenden 
Kreisen  laufen,  w&hrend  die  Seiten  S'a /Sc ?  SoSa^  SaS^  sich  bez.  um  A,  BjC 
drehen ,  wird  beständig  sich  selber  ähnlich  bleiben.  Die  Seiten  des  grössten 
dieser  Dreiecke  sind  parallel  den  Centralen  der  drei  Kreise;  das  kleinste 
fällt  mit  N  selbst  zusammen  (Maximaldreieck  —  Nulldreieck).  Indem  man 
alle  diese  einander  ähnlichen  Dreiecke  ins  Auge  fasst  und  eine  beliebige 
Figur  ®  in  den  Lagen  der  verschiedenen  Dreiecke  betrachtet  (so  dass  ®o 
zum  grössten  Dreiecke  Sa^Sh^Se  dieselbe  Lage  hat  wie  ®^  zum  beliebigen 
Dreieck  Sa^S^fSc^^  welches  um  q>  gegen  das  Mazimaldreieck /Sa^S^^S^«.^  ge- 
dreht ist,  und  also  die  Figuren  ©yfi^a^ÄftVS'c«^  und  ®oSa^Si,^8p^  einander 
ähnlich  sind),  so  kann  man  auch  von  einer  Bewegung  der  Figur  @  bei 
der  Drehung  des  Dreiecks  SaS^Sc  reden.  Ist  z.  B.  ®  ein  Punkt  $,  so 
bewegt  sich  $  auf  dem  Kreise,  wovon  ein  Durchmesser  N^q  ist,  so  dass 
das  System  der  Figuren  ®  stets  ein  System  in  gedreht-ähn- 
licher Lage  mit  Bezug  auf  N  als  Drehpunkt  darstellt,  und  zwar 
eine  Figur  ®(p  gegen  ®q  sich  mit  Bezug  auf  9  als  Drehwinkel  in  gedreht- 
ähnlicher  Lage  befindet.  Ist  ®  eine  gerade  Linie  9t,  so  wird  sich,  wenn 
wieder  die  Lage  von  9t  im  grössten  Dreieck  mit  SRq  bezeichnet  wird ,  dt  um 
einen  festen  Punkt  D  drehen ,  welcher  als  Pusspunkt  des  Lothes  von  N  auf 
SRq  gefunden  wird,  indem  man  vom  grössten  Dreieck  Sa^S^l^So^  ausgeht; 
oder,  wenn  man  von  einem  beliebigen  Dreieck  Sa^St^Se'^  ausgeht,  indem 

man  von    N  aus   nach   3i<p   die  Gerade  unter  dem  Winkel  -0— 9   zieht** 

(Fig.  4).     Aus  diesen  Betrachtungen ,   die  eigentlich  selbstverständlich  sind, 


*  Yergl.  hierzu  etwa  J.  Petersen,  Methoden  und  Theorien  zur  Auflösung 
geometrischer  Constructionsaufgaben ,  deutsch  von  Fischer-Benzon,  S.  79 ügg, 

**  Die  Zweideutigkeit  ist  wieder  durch  Festsetzung  eines  bestimmten  Dreh- 
migiunnes  zu  beseitigen.  Der  Winkel  «p  vonSa^Si,^  gegen  Sa^  Sf,^  z.B.,  von  letz- 
terer Geraden  nach  der  ersteren  hin  gerechnet,  musa  denselben  Drehunj^sinn 
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ergiebt  sieb  bereits  der  zu  beweisende  Satz,  wenn  man  jetzt  nach  der  Be- 
wegung der  Tangenten  einer  Curve  @  fragt,  die  sich  mit  dem  Dreieck 
SaSbSe  bewegt.  Jede  einzelne  Tangente  dreht  sich  um  einen  festen  Punkt, 
und  die  verschiedenen  Lagen  einer  bestimmten  Tangente  (entsprechend  den 
verschiedenen  Lagen  des  Dreiecks  SaS^Sc<t  d.  i.  den  verschiedenen  Drei- 
ecken Sa^Sif^Se^)  sind  entsprechende  Tangenten  der  verschiedenen  Lagen 
von  6  oder  der  verschiedenen  Curven  (l?<p,  wobei,  wie  bemerkt  wurde,  (Sq, 
sich  in  gedreht -ähnlicher  Lage  gegen  ^^  befindet.  Ausgehend  von  irgend 
einer  Lage  6^^?,  findet  man  nach  dem  vorhin  Gesagten  die  Drehpunkte  D  der 

TP 

Tangenten  von  6,  indem  man  von  N  die  Geraden  unter  dem  Winkel  0  —  9' 

gegen  die  Tangenten  von  Sip  zieht;  d.  h.  mit  früherer  Bezeichnungsweise, 
die  Drehpunkte  D  bilden  die  ^fn  von  (Sg?,  insbesondere  (9>  =  0)  auch 
die  %n  von  6o«  ^ 

Hiermit  ist  der  Satz  bewiesen.  Jede  Qq,  berührt  die  Drehpunktscurve 
(oder  Fusspunktcurve  von  ^)  in  ebensovielen  Punkten ,  als  sich  Tangenten 
von  einem  gegebenen  Punkte  an  die  gegebene  Curve  S  ziehen  lassen.  Es 
ist  selbstverständlich,  dass  diese  Berührpunkte  von  vornherein  in  gewisser 
Anzahl  paarweise  conjugirt  imaginär  sein  oder  es  im  Verlaufe  der  geschil- 
derten Bewegung  werden  können.  So  werden  z.  B.  bei  einer  Kreisfusspunkt- 
curve  der  ersten  Art  die  Berührpunkte  des  Berührkreises  {J'  Fig.  Ib, 
B  Fig.  3)  von  zwei  bestimmten  Stellen  an  (JBj ,  J?^  Fig.  2) ,  wo  sie  zusam- 
menfallen (so  dass  diese  beiden  Kreise  Hjperosculationskreise  sind, 
s.  S.  340),  conjugirt  imaginär. 

Aber  selbst  der  Satz  S.  342  ist  wiederum  nur  einem  weit  umfassen- 
deren Satze  untergeordnet.  Es  liegt  ihm  (vergl.  seinen  Beweis)  die  Betrach- 
tung einer  Curve  6  zu  Grunde,  welche  sich  von  einer  gegebenen  Curve  5q 
aus  derart  verändert,  dass  sie  l,  der  letzteren  beständig  ähnlich  bleibt  und 
dass  II.  jeder  ihrer  Punkte  P  denjenigen  Kreis  beschreibt,  dessen  Durch- 
messer NPq  ist,  wenn  unter  P^  der  dem  Punkte  P  von  6  entsprechende 
Punkt  von  ^q  verstanden  wird.  Der  Satz  sagt  alsdann  aus,  dass  die 
Gebilde,  welche  die  sämmtlichen  Schaaren  entsprechender 
Tangenten  der  Curven  @  hervorbringen  (nämlich  die  Schnittpunkte 
der  Tangenten),  dieselbe  Curve  erzeugen,  wie  die  Curvenschaar 
(£  selbst.  Dies  ist  die  Form  des  Satzes  S.  343,  in  welcher  er  sich  ver- 
allgemeinern lässt.  Da  eine  nähere  Erörterung  dieses  umfassenderen 
Satzes,  welcher  der  bequemen  Anführung  wegen  der  Satz  {%)  genannt 
werden  möge,  nicht  hierher  gehört,  so  möge  er  blos  durch  einige  Beispiele 
erläutert   werden,    welche   sich  auf  die  Kegelschnitte   und   Kreis fusspunkt- 


haben,  wie  der  Winkel  9  von  dt(p  gegen  dtoi  derselbe  von  9?o  nach  di<p  hin  ge- 
rechnet.   Dann  ist  bei  demselben 
von  ffttp  gegen  ND  zu  rechnen. 


rechnet.    Dann  ist  bei  demselben  Drehungssiune  der  oben  genannte  Winkel  -^-9 
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cunren  beziehen.  Vorher  sei  noch  bemerkt^  dass  die  in  Rede  siehende  Ver- 
aligemeinernng  im  Wesentlichen  auf  eine  Verallgemeinerung  des  Begriffes 
der  „gedreht -ähnlichen  Lage"  hinauskommt  (S.  342),  indem  man  festsetzt, 
dass  die  Function,  welche  das  Verhftltniss  zweier  entsprechender  Strecken 
der  betrachteten  ähnlichen  Figuren  angiebt,  nicht  der  cos  ihres  Winkels  zu 
sein  braucht,  sondern  eine  beliebige  Function  sein  kann.  Zu  jedem  defi- 
nirten  System  in  „gedreht- ähnlicher  Lage"  gehört  dann  eine  bestimmte 
Winkel function,  und  umgekehrt  wird  bei  derselben  Ausgangsfigur  S^  und 
demselben  Aehnlichkeitscentrum  C  jeder  eindeutigen  Winkelfunction  ein  ganz 
bestimmtes  System  6  in  gedreht -ähnlicher  Lage  entsprechen.  In  diesem 
Sinne  kann  man  z.  B.  sagen,  dass  auch  die  Kreise  J  (Fig.  1  a)  sich  in  ge- 
dreht-ähnlicher Lage  befinden,  und  zwar  [auf  Grund  der  Sätze  d)  und  h) 
S.  339]  sowohl  mit  Bezug  auf  N  als  mit  Bezug  auf  P  als  Aehnlichkeits- 
centrum« —  Es  mögen  nun  drei  Specialfälle  des  Satzes  (^)  folgen,  welche 
also  dem  Satze  S.  342  nebengeordnet  sind. 

1.  Setzt  man  an  Stelle  der  obigen  Bedingung  II  die  folgende:  dass 
jeder  Punkt  P  diejenige  Gerade  beschreibt,  welche  in  Pg  auf  NPq  senkrecht 
steht y  80  lautet  der  hieraas  sich  ergebende  Specialfall  des  Satzes  {%) ,  weil 
alsdann  eine  Gerade  91  diejenige  Parabel  umhüllt,  welche  C  zum  Brenn- 
punkte und  dio  zur  Scheiteltangente  hat,  folgendermassen : 

Verändert  sich  eine  Curve  S  von  einer  gegebenen  Curve  Sg 
aus  derart,  dass  sie  beständig  (&q  ähnlich  bleibt,  und  jeder 
Punkt  P  diejenige  Gerade  beschreibt,  welche  in  Pq  (dem  ent- 
sprechenden Punkte  von  S^)  auf  CPq  senkrecht  steht  (unter  C 
das  gegebene  Aehnlichkeitscentrum  verstanden),  so  wird  die 
Einhüllungscurve  von  @  zugleich  eingehüllt  werden  von  allen 
Parabeln,  welche  C  zum  Brennpunkte  und  die  Tangente  von  Sq 
zu  Scheiteltangenten  haben.  JedeSchaar  entsprechender  Tan- 
genten der  Curven  6  hüllt  eine  der  Parabeln  ein. 

Insbesondere,  wenn  (Sq  ein  Kreis  ist  (wobei  die  6  einen  Kegelschnitt 
einhüllen,  vergl.  die  Anmerkung  S.  340): 

Jeder  Kegelschnitt  wird  eingehüllt  von  den  Parabeln, 
welche  einen  der  bei  den  Brennpunkte  zum  gemeinsamen  Brenn- 
punkte, und  die  Tangenten  desjenigen  Kreises,  welcher  den 
Kegelschnitt  in  den  Hauptscheiteln  berührt,  zu  Scheiteltan- 
genten haben.*    Oder,  was  genau  dasselbe  ist:  Alle  Parabeln,  welche 

*  Dieser  Satz  ist  ebenso,  wie  die  folgenden,  auch  leicht  direct  nachzuweisen. 
Der  Berührpunkt  einer  Bolcheii  Parabel  mit  dem  Kegelschnitte  liegt  auf  demjeni- 
gen Strahle,  der  vom  andern  Brennpunkte  des  letzteren  aus  zur  Parabelaze  parallel 
gezogen  ist,  wenn  man  die  Parabelaze  in  der  Richtung  vom  Parabel brennpunkte 
zum  Scheitel  rechnet.  Durch  Anwendung  der  Kr  eis  verwand  tschaft  ergiebt  sich 
ans  dem  obigen  Satze  ein  interessanter  Satz  über  Kreisfusspanktcurven.  —  Uebrigens 
befinden  sich  auch  die  BerOhrkreise  eines  Kegelschnittes,  die  ihre  Mittelpunkte     t 
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den  Doppelpunkt  einer  Kreisfusspunktcarve  zum  Brennpunkte 
und  die  Punkte  dieser  Cnrve  zn  Scheiteln  haben,  hallen  eine 
Ellipse  oder  Hyperbel  ein^  je  nachdem  die  Ereisfusspunktcurve 
von  der  ersten  oder  dritten  Art  ist. 

2.  Die  Bedingung  II  (S.  344)  möge  durch  diese  ersetzt  werden:  dass 
jeder  Punkt  P  den  durch  P^  gehenden  zu  CP^  symmetrisch  gelegenen  Kreis 
beschreibt,  für  welchen  das  VerhSltniss  CP'q:CPq  =  1  einen  gegebenen 
Werth  hat  (wo  P\  seinen  andern  Schnitt  mit  CPq  bezeichnet),  so  wird  eine 
Gerade  9t  einen  Kegelschnitt  beschreiben.  Nimmt  man  gleichzeitig  für  (Sq 
einen  Kreis,  welchem  dasselbe  VerhftUuiss  l  zukommt  (so  dass,  wenn  die 
Enden  seines  durch  C  gehenden  Durchmessers  Pq,  P\  sind,  CP\iCPq^=^X 
ist),  so  wird  derselbe  (oder  die  Kreisschaar  (S)  eine  Kreisfusspunktcurve* 
einhüllen.     Daher  hat  man  auf  Grund  des  Satzes  (91)  (vergl.  Fig.  la): 

Jede  Kreisfusspunktcurve  wird  von  den  Kegelschnitten 
eingehüllt,  welche  P  zu  einem  Brennpunkt  und  die  Paare  ent- 
sprechender (paralleler)  Tangenten**  der  Kreise  C^,  C^  zu  Haupt- 
scheite Itangenten  (oder  die  Taugenten  des  Kreises  C^C^  zu  Nebenaien) 
haben.  Diese  Kegelschnitte  sind  Hyperbeln  oder  Ellipsen,  je 
nachdem  die  Curve  von  der  ersten  oder  dritten  Art  ist.  Jeder 
dieser  (in  gedreht- ähnlicher  Lage  befindlichen)  Kegelschnitte  wird 
von  einem  System  entsprechender  Tangenten  der  Kreise  J  (mit 
P  als  Aehnlichkeitscentrum)  eingehüllt.  Man  übersieht  sehr  leicht,  dass 
diese  Kegelschnitte  alle  durch  den  Doppelpunkt  N  laufen,  und  der 
andere  Berührpunkt  jedesmal  auf  der  Parallelen  durch  N  zur  Hauptaxe  des 
Kegelschnittes  liegt.     Man  kann  also  auch  sagen: 

Dreht  sich  ein  Kegelschnitt,  welcher  einem  gegebenen 
ähnlich  ist,  um  den  einen  Brennpunkt,  während  seine  Peri- 
pherie beständig  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht,  so  hüHt 
er  eine  Kreisfusspunktcurve  erster  oder  dritter  Art  ein,  je 
nachdem  er  eine  Hyperbel  oder  Ellipse  ist.  Der  Brennpunkt 
ist   zugleich  Doppelpunkt  der  Eingehüllten.     Die  numerische  Ex- 

centricität  der  Kegelschnitte  ist  offenbar  gleich  —  (s.  S.  338). 

V 

3.  Berücksichtigt  man,  dass  die  Kreise  /  sich  auch  mit  Bezug  auf  N 
als  Aehulichkeitscentrum  in  gedreht  ähnlicher  Lage  befinden  [vergl.  Satz  a), 
S.  330] ,  so  erhält  man  genau  wie  bei  2 : 

Jede  Kreisfusspunktcurve  wird  von  den  Kegelschnitten  ein- 
gehüllt,  welche   N  zum  Brennpunkte  und   die  Paare  entspre- 

auf  der  Nebenaxe  haben,  in  gedreht -ähnlicher  Lage,  nämlich  mit  Bezug  auf  jeden 
der  imaginären  Brennpunkte. 

*  Vergl.  den  Satz  h)  8.  339,  wobei  also  P  (Fig.  la)  das  Aehnlichkeitscentnim 
der  in  gedreht -ähnlicher  Lage  befindlichen  Kreise  J  ist 

**  Entsprechend  mit  Bezug  auf  P  als  Aehnlichkeitspunkt. 
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chender  Tangenten  der  Kreise  C^,  C,*  zu  Hanptscbeiteltan- 
genten  (oder  die  Tangenten  des  Kreises  NM  za  Nebenaxen)  haben. 
Jeder  dieser  (in  gedreht •  fibnlicber  Lage  befindlichen)  Kegelschnitte 
wird  von  einem  System  entsprechender  Tangenten  der  Kreise 
J  eingehüllt,  nnd  seine  Berührpunkte  liegen  auf  der  Paral- 
lelen zu  seiner  Hauptaxe  durch  P,     Oder,  was  dasselbe  ist: 

Dreht  sich  ein  Kegelschnitt,  welcher  einem  gegebenen 
Shnlich  ist,  um  den  einen  Brennpunkt  iV^,  während  seine  Neben- 
axe  beständig  einen  durch  iV  hindurchgehenden  gegebenen 
Kreis  berührt,  so  wird  er  eine  Kreisfusspunktcurve  (mit  N  als 
Doppelpunkt)  einhüllen,  welche  von  der  ersten  oder  dritten  Art 
ist,  je  nachdem  er  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  ist.  Die  nume- 
rische Excentricit&t  ist  gleich  — 

Die  Sätze  2  und  3  können  folgendermassen  zusammengefasst  werden: 
Jede  Kreisfusspunktcurve  wird  von  zwei  Systemen  doppelt 
berührender  Kegelschnitte  in  gedreht- ähnlicher  Lage  ein- 
gehüllt; das  eine  besteht  stets  aus  Hyperbeln,  das  andere  aus 
Ellipsen.  Das  eine  System  hat  P,  das  andere  N  als  Aehnlich- 
keitscentrum  und  gemeinsamen  Brennpunkt,  und  zwar  besteht 
das  erste  aus  Hyperbeln  oder  Ellipsen,  das  zweite  umgekehrt 
aus  Ellipsen  oder  Hyperbeln,  je  nachdem  die  Curve  von  der 
ersten  oder  dritten  Art  ist.  Die  numerische  Excentricität  deS 
einen  Systems  ist  dasReciproke  von  der  des  andern.  Die  Mittel- 
punkte des  ersten  Systems  liegen  auf  einer  Kreisfusspunktcurve  dritter  oder 
erster  Art,  die  des  zweiten  auf  einer  solchen  zweiter  Art.  Unter  den  Hyper- 
beln befinden  sich  stets  zwei  zerfallende,  nämlich  die,  deren  Mittelpunkte  bei 
der  Curve  erster  Art  P,  bei  der  dritten  Art  N  sind;  die  ersteren  bestehen 
aus  der  Axe  PN  und  einer  der  von  P  an  die  Curve  gehenden  Tangenten,  die 
letzteren,  welche  zusammenfallen,  aus  den  beiden  Doppelpunktstangenten. 

Es  mögen  nun  die  Betrachtungen  S.  340  fortgesetzt  werden.  Ist  (Fig.  3) 
der  erzeugende  Kreis  iüf,  der  Doppelpunkt  N  und  auf  dem  Kreise  NM  der 
Mittelpunkt  B  eines  Berührkreises  gegeben,  so  findet  man  die  Berührpunkte 
?!,  P^  desselben  nach  den  Sätzen  S.340  u.  341.  Ein  ganz  anderes  Verfahren 
ergiebt  sich  aber  auf  Grund  des  Satzes  S.  342  (vergl.  namentlich  den 
Beweis  desselben):  man  ziehe  (Fig.  3) -durch  A\  oder  ^^  die  Parallele  zur 
Axe  und  zeichne  den  Hilfskreis,  welcher  mit  dem  Berührkreise  B  concentrisch 
ist  und  jene  Parallele  berührt  —  die  Tangenten  von  N  aus  an  diesen  Hilfs- 
kreis werden  die  Punkte  P^^  P^  ausschneiden.** 

*  Entsprechend  natürlich  jetzt  mit  Bezug  anf^als  Aehnlichkeitspunkt;  s.  Fig.  Ib. 
•♦  Alle  diese  Hilfskreise  hüllen  eine  Curve  ein,  welche  sowohl  zur  Axe  NM^ 
als  auch  zu  einer  darauf  senkrechten  Axe  Bjmractrisch  ist.    Im  Falle  der  Cardioide 
ist  es  eine  zweispitzige  Cjkloide,  wie  man  sofort  einsieht.  r^^^^^T^ 
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Aus  den  bereits  angeführten  Sätzen  folgt  weiter ;  dass  der  Winkel  von 
OOiOi  gegen  die  Axe  (Fig.  3)  gleich  dem  Winkel  NQ^M^NQ^M,  ferner, 
dass,  wenn  /?j  den  Fusspunkt  des  Lothes  von  N  auf  MQi  bedeutet,  dann 
P^Q^R^NL  ein  Kreisfünfeck  ist.  Trifft  also  das  Loth  von  Q^  auf  die  Axe 
die  letztere  in  8^^  so  ist  demnach  P^QiS^B^NL  ein  Kreissechseck,  folglich 

LS,PiL  =  LS,  01 0=  ^-  -LOiQS,  =  ^-LNO,M^L  P^O^N,    anderer- 

seits  LP^S^N^LP^Q^N-,  mithin  LS^P^P  =^  L  P^S^P^  d.h.  PP^S^  ist  ein 
gleichschenkliges  Dreieck,  also 

/>/>,  =  PS,  =  />/?/+  Wo,, cos L  P, NAi 
=  PM+r,cosLP,NA,. 
Wird   der  andere   Punkt,   in   welchem  N P,   die  Curve   trifft,    mit  P\ 
bezeichnet,  so  hat  man  ebenso 

PP\  =  /^V  +  r.cos  L  P\1SIA, 
z=PM  —  r.co8LP,NA,', 

nennt  man  also  die  Leitstrahlen  PPj,  PP\  zweier  Curvenpunkte  P, ,  P\y 
welche  mit  dem  Doppelpunkte  N  in  gerader  Linie  liegen,  w  und  w\  so  ist 

«?  +  «?'=  consU  =  2 .  PMy 

während  sich  P,  P\  um  iV^  dreht  Weil  aber  auch  die  Länge  P,  P\  con- 
stant  =  2r  ist,  so  entspringt  hieraus  der  folgende  merkwürdige  Satz 
(8.  Fig.  5  a): 

Der  Mittelpunkt  und  der  eine  Nebenscheitel  einer  Ellipse 
seien  mit  9i  und  $  bezeichnet,  die  Punkte,  auf  welche  91  und  ^ 
fallen,  wenn  man  die  Ellipse  aufeineEbene  legt,  mit  A^  und/*. 
Dreht  man  dann  in  der  Ebene  die  Ellipse  so,  dass  beständig 
ihre  Hauptaxe  durch  N  und  ihre  Peripherie  durch  P  geht,  so 
beschreiben  ihre  Brennpunkte  eine  Kreisfusspunktcurve,  deren 
Doppelpunkt  iV^  ist. 

Von  der  Ausgangslage  der  Ellipse  aus  lässt  sich  diese  Fnsspunktcurve 
sehr  leicht  punktweise  zeichnen.  Ist  nämlich  in  dieser  Lage  (Fig.  5a) 
P'  irgend  ein  Peripheriepunkt,  etwa  in  der  Nachbarschaft  von  P,  so 
braucht  man  nur  um  P'  als  Mittelpunkt,  den  Kreis  zu  schlagen,  dessen 
Radius  gleich  PN  ist;  schneidet  derselbe  die  Hauptaxe  der  Ellipse  in 
A",  und  bedeutet  H  den  Hauptscheitel,  welcher  mit  P  den  Ellipsen- 
quadranten einschliesst ,  in  welchem  P'  nicht  liegt,  so  trage  man  an 
PN  in  N  den  Winkel  FNH'  =  P'N'H  ab  und  mache  HN^HN'-^ 
dann  wird  H'  die  Lage  von  H  sein,  die  derjenigen  Lage  der  Ellipse 
entspricht,  in  welcher  P'  nach  P  gekommen  ist  Da  jedoch  jener  Hilfs- 
kreis um  P'  die  Hauptaxe  in  zwei  Punkten  A^',  A^"  schneidet,  so  ent- 
sprechen dem  Punkte  F'  auch  zwei  Lagen  von  H\  und  also  zwei  Lagen 
der  Ellipse  überhaupt  D.  h. :  von  der  Anfangslage  aus  lässt  sich  die  Ellipse 
auf  zwei  Arten  in  der  S.  347  geforderten  Weise  bewegen,  jjnd  also  können 
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die  Brennpunkte  auch  ;eii<76iKrei8fu88punktcuryen  beschreiben,  welche 
N  als  geraeinsamen  Doppelpunkt  und  auch  P  gemeinsam  haben,  d.  h.  mit 
einem  Worte  confocal  sind.  Man  beweist  leicht  direct,  dass  die  beiden 
Richtungen  y  in  welchen  sich  jeder  Brennpunkt  von  der  Anfangslage  aus  ver- 
schieben lässt,  aufeinander  senkrecht  stehen.  Auch  in  den  beiden  anderen 
Punkten,  in  welchen  sich  die  beiden  Kreisfusspunktcurven  durchsetzen, 
mdssen  sie  sich  daher  techtwinklig  schneiden;  dies  folgt  aus  dem  Secanten- 
Satze  S.  340,  ebenso  wie,  dass  die  vier  Schnittpunkte  paarweise  mit  P  in 
gerader  Linie  liegen.  Die  beiden  ersten  Schnittpunkte  entsprechen  den 
beiden  äusseren,  die  beiden  anderen  den  inneren  gemeinsamen  Tangenten 
der  erzeugenden  Kreise  (^',  /!/"  Fig.  5  a).  Dass  sich  die  beiden  Curven 
überall  rechtwinklig  schneiden,  folgt  nach  einem  bekannten  Satze  schon 
daraus ,  dass  sie  confocal  sind.  Stets  ist  übrigens  die  eine  der  beiden  Cur- 
ven  von  der  ersten ,  die  andere  von  der  dritten  Art;  stets  sind  ihre  beiden 
erzeugenden  Kreise  gleich  gross  und  liegen  symmetrisch  zu  P,  weshalb  auch, 

wenn   man   für  die  zwei  Curven   das  Verhältniss   —  (s.  S.  338)  mit  q  , q' 

bezeichnet,   g'.g"=l    ist  —  Aus  der  Erzeugungsweise  der  Kreisfusspunkt- 
enrven  durch  Abtragen  einer   constanten  Strecke  mittels  des  Kreises  über 
UM  als  Durchmesser  (S.  338)  folgt  sofort  weiter,   dass  jeder  Punkt  des 
Axenkreuzes   der   Ellipse   (nicht  blos   die  Brennpunkte!)   zwei  Kreis- 
fusspunktcurven beschreibt;  denn  die  Strecke  S\8\^  wenn  zwei  Punkte  der 
Kreisfusspunktcurve ,   welche   mit  iV  in  gerader  Linie  liegen,   so  bezeichnet 
werden  (Fig.  5  a),  ist  gleich  dem  Durchmesser  des  erzeugenden  Kreises  und 
wird  durch  das  Loth  aus  dem  Mittelpunkte  desselben  halbirt,  so  dass  der 
Mittelpunkt  der  Ellipse  zwei  Kreise  beschreibt,  je   zwei  gleich 
weit  vom  Mittelpunkte  der  Ellipse  abstehende  Punkte  (Punktepaar)  einer 
EUipsenaxe  aber  jedesmal  dasselbe  Curvenpaar,   und  zwar  zwei  Punkte  der 
Nebenaze  jedesmal  ein  Paar  sich  doppelt  berührender  Curven,  dagegen  ein 
Punktepaar    der    Hauptaze    ein    Paar   von    Curven,    welche    die    Brenn- 
punkte   gemein    haben.       Mit  Festhaltung    der    Punkte    A^,    P   (Fig.  5a) 
werden  sich  alle  möglichen  Ellipsen  mit  verschiedenen  Hauptaxen  2a,  aber 
mit  derselben  Nebenaxe  26  =  2.iVP  in  der  S.  348  angegebenen  Weise  be- 
wegen lassen.     Dann   werden  die  Brennpunkte  jeder  Ellipse  ein  confocales 
Curvenpaar  beschreiben ,  und  alle  diese  Curvenpaare  sind  wiederum  mitein- 
ander confocal:  es  entsteht  also  ein  Doppelorthogonalsjstem  von  Kreis- 
fusspunktcurven* (Fig.  5  b).     Jedem  Curvenpaare  entspricht  umgekehrt  eine 
Ellipse  mit  bestimmter  Halbaxe  a,  die  i, erzeugende*^  Ellipse,     unter  diesen 
Curvenpaaren  sind  drei  hervorzuheben :  die  beiden  extremen ,  sowie  ein  mitt- 
lerer.   Die  beiden  extremen  sind:  1.  a  =  Z)  (erzeugende  Ellipse  ein  Kreis): 
die  Carve  erster  Art  dieses  Paares  ist  der  Punkt  iV  selbst,  die  Curve  dritter 


*  Denkt  man  sich  in  dieser  Figur  den  Punkt  N  ins  Unendliche  gerückt,  so 
entsteht  ein  Doppelsystem  confocaler  Parabeln. 
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Art  der  Kreis  dnrcb  N  um  P,  doppelt  gezfthlt.*  2.  (i  =  cx>  (Ellipse  be- 
stehend  aas  zwei  Parallelen):  die  Curve  erster  Art  ist  die  Verl&ngemDg 
von  PN  über  P  hinaus,  die  dritter  Art  aber  PN  sammt  Verlängerong  dieser 
Strecke  über  N  hinaus.     3.  a  =  f  6;  die  Brennpunkte  dieser  Ellipse  bescbrei- 

ben  zwei  Curven ,  für  welche  das  Verhältniss  —  (S,  338)  bez.  2  und  ^  ist; 

6 

d.  h.  die  Curve  erster  Art  dieses  Paares  ist  eine  solche  mit  Flachpunkt 
(s.  S.  338) ,  welche  gerade  in  der  Mitte  st-eht  zwischen  den  Gurren  erster  Art 
mit  Einbiegung  und  den  ganz  convezen  Curven  erster  Art 

Jeder  andere  Punkt  einer  so  sich  bewegenden  Ellipse  durchläuft  aber 
eine  Curve  vierter  Ordnung  anderer  Art,  und  diese  Curven  sind  augen- 
scheinlich dieselben,  welche  sich  ergeben,  wenn  man  von  einem  Punkte  N 
eines  Kreises  Leitstrahlen  zieht  und  von  deren  Endpunkten  nicht  auf  den 
Strahlen  selbst,  sondern  unter  einem  constanten  Winkel  gegen  sie  geneigt 
eine  constante  Strecke  abträgt. 

Es  liegt  sehr  nahe,  zu  fragen,  was  dabei  eine  derart  bewegte  Ellipse 
einhüllt?     Man  kommt  zu  folgendem  Satze: 

Gegeben  sei  ein  Kreis  (Mittelpunkt  £^),  und  eine  Ellipse,  für 
welche  die  Summe  oder  Differenz  der  Halbaxen  gleich  dem 
Durchmesser  des  Kreises  ist.  Bewegt  sich  dann  die  Ellipse 
so,  dass  ihre  beiden  Azen  beständig  durch  zwei  Gegenpunkte 
des  Kreises  Ky  M^  und  iSfg,  gehen,  so  wird  ihre  Peripherie 
durch  einen  festen  Punkt  N  auf  M^M^  laufen  und  eine  Kreis- 
fusspunktcurve  dritter  oder  erster  Art  einhüllen,  welche  N 
zum  Doppelpunkte  hat.  Die  Berührpunkte  je  zweier  parallel- 
axiger  Ellipsen  dieses  einhüllenden  Systems  werden  von  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  durch  die  Brennpunkte  der  eingehüll- 
ten Curve  ausgeschnitten^  deren  Asymptoten  den  Azen  der 
beiden  Ellipsen  parallel  sind,  und  die  durch  deren  Mittel- 
punkte hindurchgeht.     Setzt  man  die  Strecke  ^jSr=2m,  und  sind  a, 

l  die  Halbaxen  der  Ellipse,   so  ist  —  =  —  +  —  •  —  Vergl.  Fig.  5c. 

m       0        a 

Eine  übergrosse  Menge  von  Folgerungen  lässt  sich  aus  diesen  Betrach- 
tungen noch  ziehen;  jedoch  kann  hier  nicht  weiter  darauf  eingegangen  werden.** 

Vielmehr  sollen  noch  aus  der  Kreisverwandtschaft  (S.  339)  einige  Eigen- 
schaften der  Kreisfusspunktcurve  abgeleitet  werden ,  die  sich  wesentlich  auf 
die  Krümmung  beziehen. 


*  Dieser  Kreis  hat  auf  Grund  früherer  Sätze  die  Eigenschaft,  durch  die  ausser- 
halb der  Aze  gelegenen  Hyperosculationspunkte  aller  Curven  erster  Art  des  Systems 
zu  gehen;  8.  Anm.  *  S.  341. 

**  Nachträgliche  Anmerkung.  Es  ist  mir  gelungen,  den  letzten  Satz 
auf  die  allgemeinen  bicircularen  Curven  vierter  Ordnung  zu  übertragen, 
und  dabei  bin  ieh  zu  höchst  überraschenden  Ergebnissen  gelangt  Die  betreffende 
Abhandlung  wird  nächstens  erscheinen.    October  1889. 
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Es  sei  (Fig.  6)  P^  ein  beliebiger  Punkt  der  Curve,  Q^  sein  erzeugender 
Punkt;  ein  beliebiger,  sie  in  P^  berührender  Kreis  Jf  schneide  sie  noch  in 
E  und  ¥^  deren  erzeugande  Punkte  (r,  M  seien;  endlich  sei  J  der  Schnitt 
von  ffj?  mit  M¥.  Die  so  festgestellte  Figur  denke  man  sich  mit  Hilfe 
der  oben  angegebenen  ausgezeichneten  Kreisverwandtschaft  transformirt. 
Dann  verwandelt  sich  P^  in  einen  Punkt  TTj  des  Kegelschnittes,  fi  in  einen 
den  letzteren  in  TT|  berührenden  Kreis  K',  "E^  F  in  die  beiden  anderen 
Schnittpunkte  E,  4>  von  $'  mit  dem  Kegelschnitte;  die  Geraden  Gr^,  J7F, 
weil  sie  auf  ^J5?  bez.  1^ F  senkrecht  stehen,  in  die  Kreise  über  JVE  bez. 
^0  als  Durchmessern,  und  ihr  Schnittpunkt  J  in  den  zweiten  Schnittpunkt  I 
dieser  beiden  Kreise,  deren  Mittelpunkte  E';  4>'  genannt  werden  mögen.  Da 
iV  der  eine  Brennpunkt  des  Kegelschnittes  ist,  so  wird  demnach  E'^IEO 
sein.  Bekanntlich  ist  aber  die  Kegelschnittsnormale  in  TTj  unter  demselben 
Winkel  gegen  die  Axe  geneigt,  wie  irgend  eine  Senkrechte  auf  E<t>  oder 
(da  E'0'||E4>)  wie  irgend  ein  Loth  auf  E'4>',  z.  B.  iV|;  denn  diese  Gerade 
steht  in  der  That  senkrecht  auf  E'O'  als  gemeinschaftliche  Sehne  der  beiden 
Kreise ,  deren  Mittelpunkte  E^  <t>'  sind.  Wandert  also  der  Mittelpunkt  des 
Kreises  ft',  während  dieser  den  Kegelschnitt  immer  in  TT^  berührt,  auf  der 
Normalen  dieses  Punktes,  so  läuft  I  auf  der  Geraden  AI,  deren  Richtung 
gegen  die  Axe  unverändert  bleibt.  Dieses  firgebniss,  wieder  rückwärts  auf 
die  Kreisfusspunktcurve  übertragen,  bedeutet:  dass  der  Punkt  J  auf  einer 
festen,  von  N  ausgehenden  Geraden  iV/  wandert,  wenn  der  die  Curve  in  P^ 
berührende  Kreis  seine  Grösse  ändert.  Es  ist  aber  QK  die  Polare  von  J 
in  Bezug  auf  den  Kreis  M\  und  da,  wie  eben  bewiesen  wurde,  bei  jeder 
Veränderung  von  ft  der  Pol  J  eine  Gerade  durchläuft,  so  muss  sich  dabei 
ffff  um  einen  Punkt  0^  drehen,  welcher  der  Po)  von  A^J  sein  wird. 
Da  .der  Pol  jeder  durch  0^  gehenden  Geraden  also  auf  iV7  liegt,  so  gilt 
dies  auch  von  dem  Pole  des  Lothes  von  0^  auf  die  Axe;  dieser  liegt  aber 
auf  der  Axe  selbst,  fällt  also  mit  A'  zusammen.  Der  Fusspunkt  X  jenes 
Lothes  ist  also  der  zu  AT  gehörige  vierte  harmonische  Punkt  von  A^,  ^j,  A^^ 
d.  h.  (s.  S.  340)  er  ist  mit  Q  identisch. 

In  dem  besonderen  Falle,  dass  der  Kreis  ft  die  Curve  zum  zweiten 
Male  berührt,  also  E  und  F  zu  P^  zusammenfallen,  vereinigen  sich  Cr,  K 
und  J  zu  dem  erzeugenden  Punkte  von  P^^  nämlich  Q^\  also  geht  die  Ge- 
rade A^y  durch  Q^,  ist  also  unter  einem  Winkel  gegen  die  Axe  geneigt, 
welcher  dem  von  A^Oi  gegen  die  Axe  entgegengesetzt  gleich  ist  (s.  S.  340); 
und  da  0^  der  Pol  dieser  Geraden  ist ,  so  folgt  hieraus ,  dass  die  Tangente 
iß  Q%i  d.  i.  /\02,  durch  0^  geht,  und  ebenso  das  Spiegelbild  von  P^Q^  in 
Bezug  auf  die  Axe. 

AUes  zusammengefasst  giebt  den  Satz  (Fig.  6): 

Es  sei  P^  ein  beliebiger  Punkt  der  Kreisfusspunktcurve  und 
fi  ein  veränderlicher  Kreis,  der  aber  beständig  die  Curve  in  P^ 
berührt  und  ausserdem   in  den  (veränderlichen)  Punkten  "E^  F 
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schneidet.  Alsdann  wird  sich  d»e  Verbindungslinie  der  erzeu- 
genden Punkte  von  E^  F  um  einen  Punkt  0^  drehen,  welcher 
der  Schnittpunkt  des  in  0  (s.  S.  339)  auf  der  Axe  errichteten 
Lothes  mit  dem  Spiegelbilde  der  Geraden  P^Q^  (unter  Q^  den 
erzeugenden  Punkt  von  P^  verstanden)  mit  Bezug  auf  die  Axe 
und  zugleich  der  Pol  von  NQ^  (dem  Spiegelbilde  von  iV()j)  mit  Bezug 
auf  den  erzeugenden  Kreis  M  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich  noch,  dass  der  auf  dieselbe  Weise  dem 
Curvenpunkte  P^  zugehörige  Drehpunkt  0^  das  Spiegelbild  von 
Oj  in  Bezug  auf  die  Axe  ist. 

Ans  diesem  Satze  leitet  man  sofort  die  folgende  Construction  des 
zu  P^  gehörigen  Krümmungsmittelpunktes  A^^  der  Curve  ab 
(Fig.  6): 

Man  suche  den  erzeugenden  Punkt  Q^  von  Pj,  zeichne  das 
Spiegelbild  von  P^  Qi  mit  Bezug  auf  die  Axe  und  bringe  es  zum 
Schnitte  mit  dem  auf  der  Axe  in  Q  errichteten  Lothe;  diesen 
Schnittpunkt  0^  verbinde  man  mit  0^  und  zeichne  den  zum 
zweiten  Schnittpunkte  von  O^Q^  mit  dem  erzeugenden  Kreise 
0\  gehörigen  Curvenpunkt  P\]  derselbe  ist  ein  Punkt  des  ge- 
suchten Krümmungskreises,  so  dass  das  Mittelloth  von  PjF'] 
die  Normale  im  Krümmungsmittelpunkte  IC^  trifft 

Diese  Construction  ist  zwar  etwas  weitläufig,  aber  es  folgt  aus  ihr  eine 
sehr  einfache  andere. 

Da  die  Winkel  O^P^N  und  O^QN  rechte  sind,  so  geht  der  Kreis  über 
Oj  /V  als  Durchmesser  durch  Q  und  P^;  bedeutet  Zr,  den  andern  Schnitt  von 
P^LP  mit  diesem  Kreise,  so  ist  also  L^P.F^P^^  NP.QF  =  PN\  da  aber 
auch  P^P.P^Pz=  PN^  ist  (S.  340),  so  ist  L^  P  =  PP^ .  Auf  Grund  des  soeben 
nachgewiesenen  Verfahrens ,  den  Krümmungsmittelpunkt  A^i  zu  finden,  lässt 
sich  nun  leicht  weiter  zeigen,  dass  der  zu  /\  gehörige  vierte  harmonische 
Punkt  C  von  X,,  i,  P^  derart  liegt,  dass  das  Loth  in  C  auf  PP,  die 
Normale  des  Punktes  Pj  in  dem  zweiten  Schnitte  des  Krümmungskreises 
mit  der  letzteren  trifft.  Da  L  auf  dem  um  P  mit  dem  Halbmesser  PN 
beschriebenen  Kreise  liegt  (welcher,  wie  oben  gezeigt  wurde,  die  Scbaar 
der  doppelt  berührenden  Kreise  rechtwinklig  durchsetzt),  so  hat  man  fol- 
gende zierliche  Construction  des  Krümmungsmittelpunktes,  der 
zu  Pj  gehört: 

Man  ziehe  PP^  und  suche  den  Schnitte  dieses  Leitstrables 
mit  dem  Kreise  über  ()iV als  Durchmesser;  auch  verl&ngereman 
P,P  über  P  hinaus  um  sich  selbst,  wodurch  man  einen  Punkt 
Z|  erhält;  dann  construire  man  den  vierten  harmonischen  Punkt 
C  zu  Xj,  Ly  P|,    welcher   F^    zugeordnet-  ist;    so  wird  das  Mit* 
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telloth  von  CP^  die  Normale  im  Erammungsmittelpankte 
schneiden.* 

Bei  der  Cardioide  fallen  N^  A^j  P,  Q  in  die  Spitze  zusammen.     Da 

L  P    TjP 

nach  der  vorliegenden  Construction  \CPi  =  r  'p'j   r  p    ^^^j  ^^  erhält  man 

-LiPi  +  i/P, 

ftlr  die  Cardioide,  wenn  man  den  Leitstrahl  IfP^  mit  w  bezeichnet,  \OP^^=\w, 
Dies  ist  ein  bekannter  Satz,  welcher  aussagt,  dass,  wenn  das  Loth  in  iV^ 
aaf  ^Pj  die  Normale  in  D  trifft,  der  Krümmungshalbmesser  i^^=^\P^D  ist. 
üebrigens  ist  nach  früheren  Sätzen  klar^  dass  für  die  Krümm  ungskreise 
zweier  durch  Kreisberührnng  zugeordneter  Punkte  Pj ,  ?^  stets  F  der  Süssere 
Aehnlichkeitspunkt  ist,  dass  also  z.  B.  die  beiden  zugehörigen  Krümmungs- 
mittelpunkte K^^  K^  auf  einer  Geraden  durch  P  liegen  und  die  Strecken 
PJST^  und  PK^  sich  verhalten  wie  die  Krümmungsradien  P|  jST^  ,  P^K^\  dass 
z.  B.  auch  der  Krümmungskreis  desjenigen  Curvenpunktes ,  der  mit  einem 
Wendepunkte  W^  in  gerader  Linie  liegt,  durch  P  selbst  geht,  der 
Krümmungsmittelpunkt  selbst  aber  auf  dem  Lothe  von  P  auf  die  Wende- 
tangente  liegt.     Für  einen  Wendepunkt   W^  selbst  muss  nach  der  letzten 

PN 

Construction  PTTj  =  -0-  sein.     Denn  der  vierte  harmonische  Punkt  C  liegt 

dann  in  Unendlichen,  also  W^  in  der  Mitte  zwischen  L  und  X^;  demnach 
ist  PL^  =  2pW;  (=  2W^L)  =  PL-PW^  =  PN-PW, ,  d.  h.  PTT,  =  ^PN. 
Die  Wendepunkte  werden  also  durch  einen  Kreis  um  P  mit  dem  Radius 
\PM  ausgeschnitten.  Den  erzeugenden  Punkt  Z^  eines  Wendepunktes  \V^ 
findet  man  nach  einem  Wejr'schen  Satze,**  indem  map  eine  Strecke  aß 
gleich  r  in  ^^  halbirt,  den  Halbkreis  über  ay  zeichnet  und  um  ß  einen  Kreis 
mit  dem  Radius  6ß  gleich  e  schlägt,  welcher  jenen  in  6  trifft;  zieht  man  als- 
dann im  erzeugenden  Kreise  M  der  Kreisfusspunktcurve  den  Radius  MZ^ 
Bo,  dass  LZyMÄ^  (Fig.  2,  3)  =Z.^]3y  ist,  so  wird  Z^  der  gesuchte  Punkt 
sein,  welcher  den  Wendepunkt  W^  liefert.  Denn  im  Punkte  Z^  muss  der 
erzeugende  Kreis  M  von  einer  Parabel  osculirt  werden  können,  welche  /V 
zum  Brennpunkte  hat. 

Man  wird  bemerkt  haben,  dass  für  die  vorliegenden  Entwickelungen 
namentlich  solche  Sätze  benutzt  worden  sind ,  hinsichtlich  welcher  die  Kreis- 
fosspunktcurven  als  specielle  Fälle  der  sogenannten  Cartesischen  Ovale  (apla- 
netischen  Linien)   aufzufassen   sind.     Diese  Curven  haben   bekanntlich   drei 


*  Ueber  ein  für  alle  BoUcurven,  also  auch  für  die  Kreisfusspunktcurven  gü- 
tiges Verfahren  s.  Hennig,  Grelle 's  Journ.  Bd.  65,  S.  63flgg.  Auch  vergl.  die 
schöne  Construction,  welche  Weyr  für  alle  Fusspunktcurven  angegeben  hat  (Sitz- 
ongsber.  d.  mathem.-naturwiBs.  Ciasse  d.  kaiserl.  Akad.  in  Wien ,  L1X.  Bd.,  Abth.  IT 
Jahrg.  1869,  S.  169  flgg.).  Für  die  Kreisfusspunktcurven  findet  sich  noch  ein  an- 
deres Verfahren  bei  W.  Dahl,  „Beitrag  zur  Theorie  der  Epizykeln''  (Dissert.), 
Jena  1868. 

^  ^Teyr   1  c  f^  T 
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im  Endlichen  gelegene  Axenbrennpunkte  *  nnd  werden  von  drei  Systemen 
doppelt  berührender  Kreise  eingehüllt,  die  nach  unserer  Sprechweise  sich 
in  gedreht  -  ähnlicher  Lage  befinden,**  und  zwar  jedes  System  mit  Bezng 
auf  zwei  von  den  Brennpunkten  als  Aehnlichkeitscentren.  Hieraas  folgt 
sofort  [zufolge  des  Satzes  (91),  S.  344]  eine  Verallgemeinerung  der 
Sfttze  2,  3,  S.  346,  347  für  die  Cartesischen  Ovale  (indem  man  in 
2,  S.  346  nicht  einen  Kreis  für  So  wählt,  welchem  dasselbe  k  zukommt, 
sondern  einen  ganz  beliebigen  Kreis): 

Dreht  sich  ein  Kegelschnitt,  welcher  einem  gegebenen 
ähnlich  ist,  um  den  einen  Brennpunkt,  während  beständig  seine 
Nebenaxe  einen  gegebenen  Kreis  berührt,  so  hüllt  er  eine 
Cartesische  Curve  ein,  für  welche  der  genannte  Brennpunkt 
auch  Brennpunkt  ist.  Jede  derartige  Curve  wird,  von  sechs 
solchen  Systemen  doppelt  berührender  Kegelschnitte  in  ge- 
dreht ähnlicher  Lage  eingehüllt,  indem  jeder  Brennpunkt 
Aehnlichkeitscentrum  für  zwei  Systeme  ist.  Selbstverständ- 
lich sind  die  numerischen  Excentricitäten  dieser  sechs  Kegel- 
schnittssysteme nicht  alle  unabhängig,  vielmehr  sind  nur  zwei 
unabhängige  darunter.  Bezeichnet  man  nämlich  die  nume- 
rischen Excentricitäten  irgend  zweier  Systeme  mit  £,  17,  so  sind 

1       1       _ 

die  der  vier  übrigen  gegeben  durch  — 1  — »  —7  —1  so  dass  stets 

drei  Systeme  aus  Ellipsen  nnd  die  anderen  drei  aus  Hyperbeln 
bestehen.  Nennt  man  in  leicht  verständlicher  Weise  die  drei 
Brennpunkte  der  Curve  den  äusseren,  mittleren,  inneren 
Brennpunkt,  so  entsprechen  dem  äusseren  Brennpunkte  zwei 
Systeme  Hyperbeln,  dem  inneren  zwei  Systeme  Ellipsen,  dem 
mittleren  ein  System  Hyperbeln  und  ein  System  Ellipsen.  — 
Die  Berührpunkte  aller  Kegelschnitte  eines  Systems  liegen 
allemal  in  gerader  Linie  mit  einem  Brennpunkte  der  Curve, 
und  diese  Geraden  sind  parallel  den  Axen  der  Kegelschnitte.*** 

*  Für  jeden  von  ihnen  besteht  ein  Secantensatz. 

**  Ich  bemerke,  dass  deswegen  jede  solche  Curve  (entsprechend  dem  Satze 
S.  341)  folgendermassen  definirt  werden  kann:  Eine  Cartesische  Linie  wird  ein- 
gehüllt von  allen  Kreisen,  deren  Mittelpunkte  auf  einem  gegebenen  Kreise  liegen 
und  welche  einen  andern  gegebenen  Kreis  rechtwinklig  schneiden.  Und:  eine  solche 
Curve  wird  eingehüllt  von  allen  Kreisen,  deren  Mittelpunkte  auf  einem  gegebenen 
Kreise  liegen  und  welche  einen  andern  gegebenen  Kreis  unter  einem  Durchmesser 
schneiden.  —  In  der  ersteren  Weise  wird  jede  Curve  auf  zweierlei  verschiedene 
Arten  erzeugt. 

***  Es  ist  hier  nar  von  solchen  Cartesischen  Curven  die  Rede,  welche  drei 
reelle  Axenbrennpunkte  haben.  Sind  zwei  davon  imaginär,  so  bedarf  der  Satz 
einer  Abänderung. 

Leipzig,  October  1888. 
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Darstellung  der  hjrperelliptischen  Integrale  zweiter  und 

dritter  Gattung  und  erster  Ordnung  durch  Integrale 

erster  Oattung. 


Von 

Dr.  G.  SCHIRDEWAHN 
in  BrMlan. 


Einleitung. 

In  vorliegender  Arbeit  soll  die  in  meiner  Dissertation:  „Ueber  das 
Umkehrproblem  der  hjperelliptischen  Integrale  dritter  Gattung^  für  Inte- 
grale dritter  Gattung  bereits  im  Resultat  gegebene  allgemeine  Darstellung 
durch  Int^rale  erster  Oattung  zugleich  mit  der  entsprechenden  Darstellung 
der  Integrale  zweiter  Gattung  behandelt  werden.  Die  Methode  ist  wesent- 
lich eine  Verallgemeinerung  des  von  Jacob i  in  der  Theorie  der  elliptischen 
Integrale  eingeschlagenen  Verfahrens^  und  von  Herrn  0.  Staude  für  einen 
speciellen  Fall  bereits  angewandt**  Der  in  letzterer  Arbeit  in  §  6  aus- 
gesprochene Hinweis  auf  die  (an  die  Theorie  der  Thetacharakteristiken  sich  an- 
schliessende) Gruppirnng  der  Integrale  in  Bezug  auf  die  sechs  Verzweigungs- 
punkte  des  hyperelliptischen  Gebildes  erhält  hiermit  seine  prftcisirte  Fassung. 
Auf  Grund  der  von  Herrn  Staude***  eingeführten  Ein-  und  Drei-Indices- 
bezeichnung  gelingt  die  Aufstellung  einer  Thetaformel,  welche  die  Darstel- 
lung der  Integrale  für  gleiche  untere  Grenzen  liefert;  der  üebergang  zu 
ungleichen  Grenzen  geschieht  durch  eine  Verbindung  des  Resultats  mit  eben- 
derselben Thetaformel.  Endlich  zeigt  sich,  dass  die  Darstellung  der  Inte- 
grale zweiten  Grades  auch  aus  derjenigen  der  Integrale  dritten  Grades  durch 
Differentiation  nach  dem  ünstetigkeitspunkte  unter  nachherigem  Gleichsetzen 
desselben  mit  einem  Verzweigungspunkte  hervorgeht. 


*  Jacobi,  Ges.  Werke,  herausgegeben  v«  Weieratraas,  Bd.  I  S.  626 flgg., 
688  flgg. 

**  Stande,  Ueber  hjperellipt.  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung.    Acta 
math.  Bd.  8  8.  81  flgg. 

•••  Stande,  Ueber  die  algebraischen  Charakteristiken  der  hyperellipt.  Theta- 
fonctionen.    Math.  Ann.  Bd.  XXV.  ^r-^  t 
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Gapitel  I. 
Oestalt  und  Trmfonnang  der  Integrale. 

Das  hjperelliptische  Gebilde,  welches  wir  zu  Ornnde  legen,  ist  bestimmt 
durch  die  Gleichung 

Die  <Xi  sind  Verzweigungspunkte,  und  eine  variable  Stelle  der  zugehörigen 
doppelblftttrigen  Bie  mann 'sehen  Flftche  ist  bestimmt  durch  j  und  5  als  g,  s. 
Als  Form  der  Integrale  erster  Gattung  wählen  wir: 

2)     ^i=^ßh-ii)^  +  ßh-ii)^^',    »  =  1.2,    Si^y^). 

Die  Unstetigkeitsstelle  des  Integrals  dritter  Gattung  ist  casm,  wo  Sj^  =  /r(a)). 
Zu  00  gehören  zwei  Parameterintegrale 

<D8to 

2^)  ^'^/'(^"fi'^lä^    »=1.2. 

«^ 
Die  Unstetigkeitsstelle  des  Integrals  zweiter  Gattung*  sei  der  Verzweigungs- 
punkt a;^. 

Die  darzustellenden  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung  sind: 

3a) 


jy  »1-«  2Si    J  gg-w  2^2 


3  b)  g,«, 


Die  von  den   Constanten  befreiten  Integrale   werden  wir  dabei  unter  der 
Bezeichnung 

3')  t/(«lia,)  =•/(»).     «  =  *»;     ö  =  «Zo 

zusammenfassen  können,  was  eine  gemeinsame  Umformung  beider  Integrale 
erlaubt 
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Zuerst  zeigt  die  Identität: 

-(i-9i)(a-88)K-«i,)K-«;ioKöZo-«A,) 
^  +  («1.  -  «Ao)  K  -  öl)  («z,  -  9«)  (a  -  ölt)  (» "  «Xo) 

+  t«ao""^^)(^^""8inöx,-92)(S-«;io)  (8-öO' 
dass    jedes    Di£ferential    2 — ^LlA — 8« .  ^    durch    solche    von    der    Form 

-'TT-   darstellbar  ist,  wofern  nur  ai.=|=öi-,   dass  mithin  die 

Formen  E  und  il  die  nöthige  Allgemeinheit  besitzen.     Ferner  giebt 

identisch : 

Folglich  ist  nach  Multiplication  mit  ^  und  Addition 

i.i.  ^     h'<^Xi'h-^Xt     h'<^Xt'i2--(^Xt 

Da  femer:   ^^g^^^-^^'^^-^^  J^-^Max-^.)-(^''Ü.Kax-^i)^  ^,  i^, 
9i-02  9i-ÖÄ 

^h  ^^2       9i  — 92  92 —  9i 

Ausserdem  gilt  für  ungleiche  Aq,  il|,  X^  die  Identitfit: 

^^.v    ^^    «^0-81-%- 82        «a^- 81-^1^-32        qA^-8i'qA«~>2 
^  «il-  ^X^'^X-  ^Xo      %"  %  •  «Ao- «Z,      «Zo-  «I2 ' %^^h 
Dieselbe  gestaltet  den  Nenner  für  as=ai    in 

7a)  -^"^^•"^"*' 

ond  für  a  =  c»  in 

7b)  I     ^^0"^^  '^^o'»«       I       «xr8i  '«zr8«       ,       «V81  >«v82      j  (^,^j 

K-«!«-«^^^'"''^      «V^li'^^o-^^i'*""®^!      ^Xo'%^Hr^Xt'^-^X> 
um.    Damit  erhalten  die  beiden  Diflferentiale  die  Formen:  oigitizedbyGoOQlc 
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8a)  d  fjMxid  = ^ 


8  b)  dTTionM^—-^ 


<*xr%'%''%''^'^io    «V^A,-ö;io-«A,-"-«ii    «V^^-^^"^^-**'"^ 

Die  einzige  Bedingung,  welcher  diese  in  (UjU^)  symmetrische  Darstel- 
lung unterliegt,  ist  die  Ungleichheit  der  drei  Indices  Aq,  A,,  A^.  Dieselbe 
ist  ftlr  Differentiale  zweiter  Gattung  von  selbst  erfüllt,  schliesst  aber  für  die 
untere  Grenze  des  zum  Integral  dritter  Gattung  gehörigen  Parameterinte- 
grals V  die  Werthe  a^^ ,  ax^  vorlftufig  aus;  jedoch  gelingt  es,  sich  auch 
von  dieser  Beschränkung  frei  zu  machen  (vergl.  Gap.  III,  Ende). 


Oapitel  IL 

DarBtellnng  des  Integrals  zweiter  Oattong  mit  gleichen  unteren 

Grenzen. 

Für  die  Sigmafunctionen  ^  gilt  folgendes  Additionstheorem ,  in  dem  die 
^0'  ^11  ^9)  ^s»  ^4>  ^5  ^^®  Zahlen  0,  1,  2,  3,  4,  5  in  beliebiger  Reihenfolge 
bedeuten,  so  zwar,  dass  A,=|=Aif 

K-«A,)-<JAo  (**+*')  %  (M+^)  ^X^X^h  ^^+^) 
=  K-«A.)t<^aoN  ^AbA4A5(*')  ^A8A4A6(«')  tfio ("  +  *'  +  «') 

+  («Ao-«A,)(«Ao"^^4H«Ao~«A5){<^Ai(«*)  ^1.^  ^A,  W  ^A,  («  +  V  +  ir) 

-  <yA,(«*)  ^h  ^^^  %  (*^)  <fl^{^+^+w)\. 
Die  partielle  Differentiation  von  A)    nach  tOk  (^==1,  2)   giebt,   wenn 
gleichzeitig  wjw^  =  0/0  gesetzt  und  mit  Ci^  {u + v)  cj^  (u) .  «Ja,  x  Xs  W  dividirt 
wird: 


*  Ueber  den  Zusammenhang  der  <r  mit  den  8  vergl.  Staude,  Parameter- 
darstellung eta    Math.  Ann.  Bd.  XXIY.  ^  j 
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^  *.      »,'  »u      ffi,(«).<J;i,i,i,tf).(rx,(«+t>) 
^  [  ''jj^  g;.  (m)  %  (f )  g^t  (w + «)  -  gjt)^  ffx,  (")  fft,  («)  »t,  (« + g) 

worin  «<»'  («)  =  -^^ ;  o<*)  =  { a»'  («)  )„=o . 

Eine  zweite  partielle  Differentiation  nach  »<  {i  =  1, 2)  giebt  fOr  v^  /v,  =  0/0: 

Mit  resp.   of^e^u/  und  —  (i^^^(2ti{   multiplicirt    nnd    addirt    geben   die 
vier  Formeln  von  A") 

Nach  der  Parameterdarstellung*  ist  für  gleiche  untere  Grenzen 

t1)    (2)        _(2)  .(!)_<»»  ^^1^ 

0j(tt)  =  g>2(ai-ji)(öA-gj). 
Damit  nimmt  die  rechte  Seite  von  1)  genau  die  Form  von  dEi^o^t^^   ab- 
gesehen von  einem  constanten  Factor  (ai  —  a^^)  an»  so  dass 

5?)  »  %(")  > 


•  Staude  a.  a.  0.  8.  269. 
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Bezeichnen  wir  ' ^IZ ZI — ^^  mit  i(u),  so  wird: 

E)  £(aol,l.)  ^Ij{u)''  U^  [jCO^  -  U^  [j{0). 

Capitel  III. 
Darstellung  des  Integrals  dritter  Oattnng  mit  gleichen  unteren  Orenzen. 

Ausgang  der  Darstellung  ist  Formel  A')  in  Cap.  II.  Dazu  ist  Ci  (v)  ^  0 
zu  berücksichtigen,  so  dass 

Snbtrahirt  man  beide  Formeln  and  berücksichtigt,  dass  ftlr  beliebiges  u  und 
»1  (»)  =  0  die  Gleichung 

^^_)  K-flj,) )%(«  +  »)     %(«-»)( 

besteht :  ^ 

N=  (ax^-ai^)  al^  («)  al^i^l^iv) 

+ i%-  fli.)  {%-  »ij  («1,-  «i.)  I  "1,  («)  «^  w  -  «4  (")  "ii  ("^ '  • 

und  eine  ebensolche  Ai  ,  die  aus   Ai     durch  Vertanschung  der  1,,  A,   im 
Zähler  hervorgeht,  so  wird: 

i — —/ — :-^  —  i — , r  — ^ —     ^-r\  =  i<^l  —  oi.)(«l.— «x  )(«1  —  «i  ^ 

2 '%("+«)    '%(«-")    «i.x^x.c«'^    ;^*»    *»    *•    **    *•    ^ 

Die  Parameterdarstellung  giebt  aber: 


»iW  =(»-«!,)  •  V%-  « •  «1  -  OJ,  1 


ffi,  1,  a,  (»)  =  4- j/oi^- » .  «ig- « .  «i,- ffl .  «1,- «i, .  «1,  -  aj^ .  ax^- Oi^ 
und 
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Die  Eintragung  dieser  Werthe  3)   in  die  Formel  2)  giebt  nach  Multiplica- 
tion  mit  dui  und  Addition: 

mithin  ist  unter  Berücksichtigung  der  Integrationsconstanten : 


(f). 


Hierin  soll  die  Beschränkung  Xq  =h  X^  oder  X^  beseitigt  werden.  Dazu  dient 
die  Periodenrelation :  ^  ^^ 

wo  Xq  irgend  einer  der  16  Indices,  x^^x^x^  der  aus  x^x^xg  componirte  Index 
ist.  Die  Composition  geschieht;,  nachdem  drei  ungleiche  Indices  xA^  be- 
liebig ausgezeichnet  sind,  nach  dem  Gesetz: 

Vj  +  Vj  =  Vj  Vj  =  Vj  Vg  X  A  ^  =  Vj  Vj  V  V. 

Die  t^f  f,  haben  den  Werth  0  oder  —1  und  hängen  lediglich  von  den 
%ii  Xg  ab. 

Ist  nun  f;'  =  t;  — f;j^,   v  =  v  +  vby  so  wird: 


Diese  Darstellung  fällt  der  Form  nach  unter  die  Formel  II) ^  da  für  ilo  =  A| 
ioA|A,=:  A,.  Es  gilt  also  17)  auch  für  solche  untere  Grenzen  des  Parameter- 
integrals V,  die  einem  der  beiden  bevorzugten  Yerzweigungspunkte  des  Inte- 
S^ils  n  gleich  sind,   d.  h.  11)  gilt  allgemein  für  gleiche  untere  Grenzen 

xjr 

der  n  und  ui,  ^ 

Capitel  IV. 
Allgemeine  Darstellnng  der  Integrale  mit  beliebigen  onteren  Grenzen. 

liBi       ftiSi      *i*a 

Es  ist  allgemein  J=^J—Ji  folglich  geben  Cap.  II  und  III: 

X|Xa      XX        XX 


Google      — 


la)  ».«,  -^     ^         ^%W       ai^ 
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Die  Formel  A),  Gap.  II,  giebt  fOr  «  =  »,  f>  =  tt,  w  =  — »*'**  =  ««»(».^ 


Al,».) 


<Jl^(t>  +  «).ff;i,Ct;-»«'".)  ff^^^^(„  +  („_„X.«.)) 


Entsprechend  giebt  die  Formel  A'),  Cap.  II,  fttr  u  —  v  =  u*i**,  u  =  u, 


A',.H.) 


Daher  ist,  da  t*  —  u*« *t  =  uj^'^*J^  =  U,  nunmehr  allgemein 

E)      Em^^I{U)^U,1{0)--U,[j[0), 

Das  Theorem  der  Darstellung  lautet  somit  in  expliciter  Form: 


Theorem. 

Sind   )j5|    und   i^s^   zwei    variable  Stellen    des  durch 

«*  =  ^(8)  =  «o-"J-«i-"i-^~i«8  — »-«4— a-«6-i  definirten  hy- 
perelliptischen  Gebildes  und 


Integrale  erster  Gattung  (mit  Verzweigungspunkten  als  unteren 
Grenzen),  so  wird  die  Darstellung  der  Integrale  zweiter 
und  dritter  Gattung: 

»•»1 

Kl«« 
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rt 


in  denen  ax   and  ao,  +9^  je  die  ünstetigkeitsstellen  sind, 
durch  folgende  Formeln  gegeben: 


JaSs 


f^iNH  sind  dabei  die  in  der  Reihe  012345  zu  A^x^x^  ge* 

X  A  AI 

hörigen    übrigen    Ziffern:    ferner   geht    ^  ,  »     ^^r    A  =  fA 
in  X  über. 

Es  erübrigt  noch  zu  zeigen ,  dass  die  Darstellung  der  Integrale  zweiten 
Grades  direct  durch  Dififerentiation  nach  co  und  Gleichsetzung  von  oo  mit  ai 
aus  der  Darstellung  der  Integrale  dritten  Grades  herleitbar  ist.  Zu  dem 
Ende  multiplicirt  man  (/7)  mit  5»  und  erhält: 

Die  Differentiation  giebt: 

a)  =  ai    giebt: 

Mit  Rücksicht  hierauf  nehmen  die  Darstellungen  der  Integrale  E  und  U 
gesetzt  wird,  folgende  Gestalt  an: 

(A) 
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(0  0) 

Die  Gmppirung  der  Integrale  zu  den  Verzweigangspnnktgrappen  ist 
ans  der  Gestalt  der  Darstellungen  beim  blossen  Hinblick  ersichtlich;  die 
Art  der  Unstetigkeitspunkte  und  der  unteren  Grenzen  bestimmen  jeweilig 
den  ersten  Theil  der  Darstellung  bezüglich  des  Index  der  Z- Function, 
während  die  Nullpunkte  der  quadratischen  Zählerfunction  der  Integrale  in 
Verbindung  mit  den  ünstetigkeitsstellen  dasselbe  bezüglich  des  zweiten 
Theiles  leisten.  Es  sei  auch  darauf  hingewiesen,  dass  stets  Aq^^A^  drei 
ungleiche  Indices  vorstellen,  mithin  Zxlx\^(f^x?xß)  *^®  zweite  Diflferential- 
quotienten  einer  geraden  Function  einen  festen^  bestimmten  Werth  besitzen, 
der  sich,  wie  die  entsprechende  Constante  der  Jacobi'schen  Darstellung, 
durch  Integrale  zwischen  Verzweigungspunkt  und  Periodicitätsmoduln  leicht 
darstellen  Iftsst. 

Breslau,  Januar  1889. 
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xxn. 

üeber  eine  Anwendung  der  Symbolik  bei  einer  Aufgabe 
aus  der  Theorie  der  Kegelschnitte. 

Von 

Dr.  Carl  Schmidt 

%xu  Oieiien. 


1.  Bestimmung  der  Schnittpunkte  der  Geraden  Ux=^UiX^  +  U2X2  +  u^x^ 
=  0  mit  dem  Kegelschnitt  f{x,  x)  =  £aikXiXk=0. 

Ist  x^f  Xg,  x^  ein  Punkt  der  Geraden  u,  und  v  eine  beliebige  Gerade 
durch  denselben,  so  ist 

w*  =  0,     t;*=0, 
daher  kann  man  setzen 

1)  «i«t*jf;3  — tijVj,     «2  =  «*8^i-W4t;3,     x^  —  u^v^-u^Vi. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  f{x,x)  ein,  so  erh&lt  man  bei  gegebenen  U|, 
u^,  «3  eine  quadratische  Form  von  v^^,  v^y  v^y  die  gleich  Null  gesetzt  das 
Punktepaar  darstellt,  in  welchem  die  Gerade  u  den  Kegelschnitt  f=0 
schneidet. 

Man  kann  nun  diese  reducible  Form  in  derselben  Weise  in  ihre  linearen 
Factoren  zerlegen,  wie  es  Clebsch  in  seinen  Vorlesungen  über  Geometrie 
mit  der  Form  Ea^k^i^k  gethan  hat.  Dort  ist  nämlich  Folgendes  gezeigt: 
Ist  SatkXiXk  reducibel,  und  bezeichnet  man  mit  o^i^i +  «9^  +  03^3  den 
einen  Factor,  so  verhält  sich  a^io^i tt^  wie 

2)  =^i-/^^'  fl»2 =««  +  ^^''^1 

Fttr  den  andern  linearen  Factor  hat  man  den  Quadratwurzeln  überall  die 
entgegengesetzten  Werthe  beizulegen. 

Um  dies  auf  unsern  Fall  anzuwenden,  muss  man  die  Coefficienten 
unserer  quadratischen  Form  und  ihrer  adjungirten  Form  berechnen,  und  zu 
diesem  Zwecke  bedient  man  sich   mit  Vortheil  der  Methode  der  Symbolik. 

Wir  setzen  symbolisch 

3)  f{x,  x)  =  (a^Äi  +  a^x^^a^x^Y  =  (^«i  +  ^»«2  +  ^s^s)*- 

Dann  wird ,  wie  man  sich  leicht  durch  Ausrechnen  überzeugt ,  die  adjungirte 
Form  symbolisch  durch 
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4)  <p(ti.t*)  =  i(a.6,t*)» 

dargestellt,  wobei  (a^h^u)  die  Determinante 

»1     fl»     o» 
h     &,     hs 
^1     «*«     «*8 
bedeutet.     Macht  man  nun  in  3)  die  Snbstitntionen  1),  so  erb&lt  man 

«l      «2      «8  * 


5) 


/= 


^    ^ 


Vi      V^      Vj 

Daher  ist  der  Coefficient  von  v^*  gleich: 

(Og  w,  —  ag  Mj)*  =  ajX*  +  «8*  **8*  —  2  flj  «8  «8  <*8 
oder,  wenn  man  die  Symbole  durch  ihre  Werthe  ersetzt,  gleich 

Analoge  Ausdrücke  findet  man  ftir  die  Coefficienten  von  t;,*  und  v^. 
Der  Coefficient  von  2v2V^  ist  gleich 

^^     8.   W.  =öl8«*l^«  +  «wWl«8-Ö88V-«ll«S«8 

Nun  ist  symbolisch 

f=i{(h^i  —  a^^%)Vi  +  (Oj«,  -0,^3)«;,+  (aiUg  — a8«i)t;3)* 

=  ((^«8  -  ^«*«)  «'i  +  (h^i  -  ^1  ^s)  ^%  +  i\  ^i  -  ^«**i)  «'s)** 
Bezeichnet  man  in  der  Determinante 


1     ö»     «8 
1     &*     &« 


die  Adjnncten  der  Elemente  der  ersten  bezw.  zweiten  Zeile  mit 

«l       «Ä       «81 

so  ist 

Daher  ist  die  adjungirte  Form  mit  den  Variablen  y^j  y^y  y^  gleich 

4(«,/»,y)». 

Nun  ist  nach  einem  bekannten  Determinantensatz 

«'2A— »8A  =  Wl(«»^«*)» 

«lA  — «8/^1  =  ^3  («.^w)» 
folglich  ist  die  gesuchte  adjungirte  Form  gleich 

i  (a,  6,  u)«.  (u,  yi  +  wgy,  +  Wj^j)* 
oder,  wenn  man  die  Symbole  durch  ihre  Werthe  ersetzt,  gleich 
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Die  adjnngirte  Form  ist  also^  wie  es  bei  redacibeln  Formen  nothwendig  ist, 

ein  ToUstftndiges  Qaadrat  and  stellt,  gleich  Null  gesetzt,  die  Gerade  u  dar. 

Bezeichnet  man  nun  mit  {j ,  ^  1 1$  die  Coordinaten  des  einen  gesuchten 
Schnittpunktes,  so  ist 

=   Ö8l«*8**2  +  Ö82<*8<*1  -  «12  V  —  «88^4  «2  -  W3  f^— ^  (m,  u) 

"0  •.anV-2ai8MiW8  +  a33V 

:  «12W1U3  +  »18^1 1*8  -  a,8  V  -  «llt^<*8  +  ^l  K-y(<^»^) 

=  flnUgt<8  +  asa^gti^  -  »tg  V  —  AmUiüs  +  <^2 ?^"-  ^  i<M*) 

:  auV  —  2a„Mj  Wg  +  ag,i*i*. 

Die  Coordinaten  des  andern  Schnittpunktes  erhftlt  man,  indem  man  in  diesen 
Formeln  der  Quadratwurzel  überall  den  entgegengesetzten  Werth  beilegt« 
Daraus  ergiebt  sich: 

Die  Schnittpunkte  der  Geraden  u  mit  dem  Kegelschnitt  f=0  sind 
real,  wenn  g>{u^u)  negativ  ist, 
imaginär,  wenn  g>(UyU)  positiv  ist; 
sie  fallen  zusammen,  d. h.  u  ist  Tangente,  wenn  <p(u,u)  =  0  ist. 

Man   kann   die  Coefficienten   der  reducibeln  Form  5)  und  somit  auch 
die  rationalen  Bestandtheile  von  ||,  g,»  h  ^  einer  andern  Form  darstellen. 
Bezeichnet  man  nftmlich 


dffi 


dg> 


dq) 


''i^^^^i^:?--^"»*^*»    <P2lw)  =  lp— =  -S«2AWit,    ViM^'h^  —  ^^ikUk, 


80  ist  bekanntlich 


'^u. 


(|p(u,tt)     <p(w,t7) 

(|p(u,v)   fp{v,v) 


ti,    Wg  Uj, 
V^   V^   v^ 

mit  Benutzung  der  Gleichungen  1).     Nun  ist 


q>^(u)  (p^{u)  q>^{u) 
<PiW  <P2W    9>8('') 


au8 

«l  «2  ^8 

g>,(t*)   <pj(w)  98  (w) 

9iW   «PaW  98  W 


9»2W    ^tip) 


tti   Wg   U3 


fl'jl    «w    «28 
«81    «82    «83 


=  ^ .  (Oji  a?j  +  a,2  ajg  +  a,8«8) , 


wo  /^=|aiA|  die  Determinante  von  f  ist. 

Mithin  ist 

<)p(u,  u)  9  (ü, «?)  —  9>  (w,  »)*  =  -^ A«, «) 


oder 


Daher  ist 


/"(«,«)  =  j(<p(w.u)  9  (»,P) 


9{w,  r)«). 
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li-5t'^  =  -T(aii9>  — 9»!*)  '■-:i^ii9  —  9>i9%)+^V^ 


1 


-^  (ai8  9>  -  Vi^s^  —  ^iV-  9> 


8) 


=  7  («1«  V  —  <Pi  9>«)  -  «*8 /-9  =  ;2r  ^""^  ""  ^«*^ 


Man  kann  für  das  Verhältniss  £i :  Ig :  I3  noch  drei  neue  Formeln  finden, 
indem  man  die  Elemente  der  ersten  Zeile  mit  an ,  die  der  zweiten  Zeile 
mit  a{2  und  die  der  dritten  Zeile  mit  Oiz  multiplicirt  (i=l,2,  3),  und 
dann  colonnenweise  addirt     Da 

9)  an  (Pi  (tt)  +  an  q>i  (u)  +  an  «Ps  (<*)  =  -^^ 
ist,  so  erh&lt  man 

li :  Ig :  §8  =  9>  -  9>i  «*!  -  («18  Ws  -  «18  ^i)  /^ 
:     —  (p^Ui  —  («13  Uj  —  «11^3)  jZ—ip 

'     -  9^8 «*1  -  («1X^8  -  aj2t*i)  V-<P 

=    -  yi  ti,  --  (OggUg  --  cggtig)  ^->  y 

10)  :  (p  -  cpjttg  -  (OjgM^  -  a^i  U3)  ^-  gp 
:     -  ffi^i  -  Kl««  -  öj^ttj  /^ 

=     —  9>i«8  —  («38^8  -  «33  «^a)  V—^ 

'       —  ^2  «*3  —  («33^1  —  «31  «*8)  V—'P 
:  y  -  g>8<*3  —  («31  «2  —  «82  «*l)  V-  <P' 

2.   Die  Aufgabe,  die  Tangenten  zu  bestimmen,  welche  von  dem  Punkte 
X  an  den  Kegelschnitt  f=0  gehen,  ist  der  vorigen  polar -reciprok. 
Bekanntlich  ist  die  Gleichung  des  Tangentenpaares 

11)  nx,x)ny,y)^f(x,yf^O 
oder 

12)  9'(«,«)  =  0, 
wenn  man  setzt 

13)  Wi=ir2y8-«3y2>      ^^^^zVl—^iVzy      «*3  =  «'l  ^2  "  «2  ^  1  • 

Die  adjungirte  Form  von  q>  (w,  u)  ist  /l .  f{x^  x). 

Auf  dieselbe  Weise ,  wie  bei  der  ersten  Aufgabe  unter  6) ,  ergiebt  sich 
als  adjungirte  Form  von  11)  mit  den  Variablen  ©, ,  ©g,  r^: ' 

14)  /l .  f{x,  x) .  (rcj  Vj+x^  Tg  +  x^  v^)K 

Sie  ist  ein  vollständiges  Quadrat  und  stellt,  gleich  Null  gesetzt,  den  Punkt 
X  doppelt  dar. 
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Bezeichnet  man  nun  mit  «i^  «g,  «3  die  Coordinaten  der  einen  Tangente, 
so  verhält  sioh  Oii^c^ictQ  wie 

Dasselbe  Resultat,    auf  andere  Weise  abgeleitet,   findet  sich  in   den 
Vorlesungen  über  Oeometrie  von  C  leb  seh. 
Daraus  ergiebt  sich: 

Der  Punkt  x  liegt  ausserhalb  des  Kegelschnitts,  wenn  Jf{x^x) 
negativ  ist,   innerhalb  des  Kegelschnitts,  wenn  Jf{x^x)  positiv  ist, 
und  auf  dem  Kegelschnitt,  wenn  ^f{x^x)^  also  f{XyX)  =  0  ist. 
Man  kann  die  Coordinaten  a^^  o,,  «3  der  Tangente  auch  in  fthnlicher 
Form,  wie  unter  7)  und  10)  darstellen,  wenn  man  statt 

3.  Die  Aufgabe,  die  Tangenten  zu  bestimmen,  welche  den  Kegelschnitt 
^=0  in  den  Schnittpunkten  mit  der  Geraden  u,=^0  berühren,  kann  nun 
sowohl  auf  die  erste,  als  auch  auf  die  zweite  Aufgabe  zurückgeführt  werden. 

Der  Pol  der  Geraden  u  hat  die  Coordinaten  q>i{u)y  9>s(t«),  9^3 (u)*  Von 
diesem  gehen  die  beiden  Tangenten  aus,  also  hat  man  in  der  Lösung  der 
Aufgabe  2  statt  Xi  überall  q>i{u)  einzusetzen. 

Nun  wird 

fi  {x)  =  0,1  (Piiu)  +  ai2q>i{u)  +  an  (p^  (u)  =  Jui , 
also 

/•(«,  x)  ^SXifi (x)  ^£ipi {u)  Jui  ==J(p{u,  u). 

Daher  geht  die  Gleichung  11)  des  Tangentenpaares  über  in  folgende: 

^(v(t*,w)/-(y,y)-^V)-=0- 
Die  adjungirte  Form  der  linken  Seite  14)  ist 

Nimmt  man  als  Gleichung  des  Tangentenpaares 

16)  g>Kt*)/'(y,y)-^V  =  0, 
80  wird  die  adjungirte  Form  der  linken  Seite 

17)  9  (fPi  h  +  9>i^9  +  n  »»)*  =  0. 

Demnach  verhalten  sich  die  Coordinaten  «i«  «s,  <<s  der  einen  Tangente,  wie 
a,i<p  — -^Uj*  :a,2«p  — ^U|i^  +  <P3j/--^ 

:  «18  V  —  ^^i^  —  Vt  y—  9 

jgx         =a„<)P--^Wif«a-<)P3>^-g):art<p--^V  

e=  a,3<p  —  Ju^Uq  +  fp^ /—  9 :  «M 9>  —  ^^^  —  Vi  V—^ 
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unter  8)  haben  wir  die  Coordinaten  l^,  ls>  Is  des  einen  Schnittpunktes 
der  Geraden  u  mit  dem  Kegelschnitt  f=0  bestimmt.  Daraus  ergeben  sich 
aber  auch  sofort  die  Coordinaten  a^,  a,»  a^  der  Tangente;  denn  es  ist 

daher  ergiebt  sich  

:     —  yi  t«!  +  (fli«^3  ^  <hi^i)  V--^ 

==     —  9t  «*i  +  («13  «*i  —  «11^)  V^ 
19)  V  —  9>jt  Wa  +  (osat*!  -  <h\  ««s)  ?^-y 

-  9>8  «3  +  (033  Wi  -  03,  W3)  /--g) 
=     —  ^PjWi  +  («11  Wa  —  ajjtti)  J/-V 

V  —  9>8<*8  +  («81  **i  -  ^2^1)  J^-V- 

Genau  dieselben  Formeln  findet  man  aus  18),  wenn  man  dort  die  Ele- 
mente der  drei  Zeilen  bezw.  mit  crn  9  ^ity  ^i%  (i«=  1,2,3)  multiplicirt  und 
dann  colonnen weise  addirt.     Man  hat  dabei  zu  beachten,  dass  z.  6. 

«1«       «18^1 +  «««*«  + «88^8 
«18       «18«*l  +  «t8«8  +  «88«*8 


=  -^öl8«*8--^«I8«8 


ist. 

4«  Der  Aufgabe  3  polarreciprok  ist  folgende: 

Die  Berührungspunkte  der  beiden  Tangenten  zu  bestimmen,  welche 
Ton  dem  Punkte  x  an  den  Kegelschnitt  /sO  gehen. 

Die  Polare  des  Punktes  x  hat  die  Coordinaten  f|(^)i  fs(^)>  ^sC^)»  °°^ 
diese  schneidet  den  Kegelschnitt  in  den  gesuchten  Berührungspunkten.  Wir 
haben  daher  in  der  Gleichung  des  Punktepaares 

-j(g»(u,  u)  q>[v,  v)  -  9(u,r)»)  =  0 

Ui  durch  fi{j£)  zu  ersetzen. 
Dann  wird 

g>t  (t*)  =  «rfi  /i  (a?)  +  a«  /i  («)  +  a<8  ^8  («)  =  ^fl^ 
und 

g>(w,  1*)  =  2;i*,-9i(tt)  =  2;/i(aj)  ^faj*  =  -^/*(«, «). 

Folglich  heisst  die  Gleichung  des  Panktepaares 

20)  -^/'(iB,«)9>(p,»)-  ^(«iPi  +  «2»2  +  ai»s)'  =  0. 
Die  adjungirte  Form  der  linken  Seite  ist 

21)  ^f{x,  X) .  (/;  y,  +  f,y,  +  f,p,y. 

Daher  ergiebt  sich  für  die  Coordinaten  des  einen  Berührungspunktes 
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22)  ^«lif-^^i^-ff^V-^f'^nf-^^i^ 


^nf-^^t^  +  fil/^^f 


Unter  15)  haben  wir  die  Coordinaten  a^,  or,,  a^  der  Tangente  bestimmt, 
welche  Yon  dem  Ponkte  x  an  den  Kegelschnitt  geht  Daraus  kQnnen  wir 
wieder  die  Coordinaten  ||,  Ig,  £,  des  Berührungspunktes  finden,  denn  es  ist 

6l  =  «ll«l+«lt««  +  «l3«Si 

S2=«21«l  +««««  + ««8  «8> 

^,  .  w     •  1.  58  =  a81«l  +  ««2«a  +  «3S«S- 

Daher  ergiebt  sich 


li:|,:l8=^/*-^/i«i+(«i««8-«i8^)/^^ 
:       -  /^ /i«2  +  («fM«8  -  «28^8)  V-^f 

=       -  ^ /;a;^  +  (ofj3 x^  -  a, j  iCj)  y^^ff 

23)  :  ^Z--  ^//ia;^  +  {a^x,  -  a,,x^)j/^Jf 

:       -  ^^,a?s  +  (033»!  -  «3^  x^)  jZ-df 

=   —  ^/i^i + («11^2  -  «i2«i)  y-^f 

5  —  ^^3^2  +  («21  «2  —  «22«l)  ?^— ^f 

:  Jf-  df^x^  +  («31^2  -  «3,3?,)  J^^^^f 
Dieselben  Formeln  findet  man  aber  auch  aus  22),   indem  man  dort  die 
Elemente   der   ersten,   zweiten   und   dritten  Zeile  bezw.  mit  an,  a«2,  a^ 
(i=l,  2,  3)  multiplicirt  und  dann  colonnenweise  addirt     Man  hat  dabei  zu 
beachten ,  dass  z.  6. 

^     f         ^     /•  _     ^1       «21*1 +  Ö22«^2  + «28^8 

a„/3      «81^2-   ^^    a,,x,  +  a^x,  +  a^x, 
ist. 

Es  ist  klar,  dass  diese  rechnerische  Erledigung  des  Problems ,  von  den 
Tbetarelationen  aus,  nur  solche  Endresultate  liefern  konnte,  welche  aus 
den  Formeln  der  allgemeinen  Theorie*  durch  geeignete  Specialisirung  her- 
leitbar sind.  Rechnerische  Gründe  empfehlen  zudem  die  Beschreibung  auf 
Integrale  mit  entgegengesetzten  ünstetigkeitsstellen,-  ohne  dass  dadurch  der 
Allgemeinheit  Eintrag  geihan  würde,  da  die  Herstellung  weiterer  Formeln 
sich  blos  als  Anwendung  der  Additionstheoreme  der  Thetafunctionen  dar- 
stellt, ähnlich  der  Methode,  welche  im  Anfang  des  Cap.  IV  befolgt  ist. 


=  ffi8a?2  -  «12^ 


*  Vergl.  F.  Klein,  Ueber  hyperelliptische  Sigmafanctionen.    Math.  Annalen 
Bd.  XXVI  und  XXXII. 

Heppenheim  a.  d.  Bergstr.,  im  Februar  1889. 
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XXIV.  lieber  die  Doppelpunkte  der  Koppelcnrye  * 

(Hierzu  Taf.  XI.) 

Die  Untersuchung  des  Formenwandels  der  Eoppelcarven,  welche  in 
einem  beliebig  gegebenen  Kurbelgetriebe  von  den  sftmmtlichen  Systempnnkten 
beschrieben  werden,  ftthrt  auf  eine  gewisse  Curve  zehnter  Ordnung,  die  wir 
als  die  üebergangscnrve  der  bewegten  Ebene  bezeichnet  haben.  Die- 
selbe ist  der  Ort  derjenigen  Systempunkte,  welche  Koppelcurven  mit  zwei 
zusammenfallenden  Doppelpunkten  erzeugen.  Sie  geht  viermal  durch  die 
imaginären  Kreispunkte  und  hat  die  Endpunkte  der  Koppel  im  Allgemeiuen 
zu  Doppelpunkten.  —  Im  Folgenden  soll  die  üebergangscnrve  weiter  dis- 
cutirt  werden. 

1.  In  Fig.  1  wird,  wie  früher,  durch  das  Viereck  OO'BA  ein  Kurbel- 
getriebe mit  dem  Stege  00'  dargestellt.  Setzen  wir  wieder  00'==y,  ÄB==se^ 
OÄ  =  rj  03=^8^  c^  — y*  +  r*+5*  =  in*  und  bezeichnen  dieAbst&nde  eines 
beliebigen  Punktes  der  bewegten  Ebene  von  A  und  B  beziehungsweise  mit 
}>  und  a,  so  ergiebt  sich  als  Gleichung  der  üebergangscnrve 
1)  27a*6Va*-Ä»)«(&»-r«)« 

+  4a«(a«-0(2an«  +  6*-r^a«-fn«6»+Hc«)» 

+  46«(6«-r*)(a*  +  2a«6«-fn«a«-Ä«6«  +  5*(^)» 

-18a«6«(a«-5«)(6«-r«)(a*+2aH«-fn2a«-5«5«  +  5«c«)(2a«6«  +  6* 

-(a*  +  2a«6«-w«a«-fn«6«+5*c«)n2a«6«  +  &*-r«a«-m»&«  +  r»c«)»  =  0. 
Für  A  als  Coordinatenanfangspunkt ,  AB  als  a;-Axe  wird 

und  dann  lautet  in  Gleichung  1)  das  Glied  zehnten  Grades 
4(c»  ^  y*)»(x«+y«)*  I  (c*-  y»)y«  -  y  V}. 
Die  beiden  unendlich  fernen  Punkte,  welche  die  Üeber- 
gangscnrve ausser  den  Kreispunkten  noch  besitzt,  sind  dem- 
nach reell  oder  imaginär,  je  nachdem  die  Koppel  c  grOsser 
oder  kleiner  ist  als  der  Steg  /.  —  Wählen  wir  im  speciellen  Falle 
des  gleicharmigen  Kurbelgetriebes  (r^s)  die  Koppelmitte  Jf  zum 
Coordinatenanfangspunkte,  M  B  znr  a;-Axe,  so  ist 


*  Fortsetzung  zu  dem  Aufsätze  S.  303  dieser  Zeitschrift. 
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die  Gleichung  der  Asymptoten  der  Uebergangscnrve. 

Ist  Ci=iyy  80  zerfUllt  die  Uebergangscurve  in  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade und  in  eine  tricirculare  Curve  neunter  Ordnung,  und  ist  zugleich  r=5, 
so  ergiebt  sich  (von  der  doppelt  zählenden  unendlich  fernen  Geraden  ab- 
gesehen) eine  bicirculare  Curve  achter  Ordnung  mit  einem  yierfachen  Punkte 
im  nnendlich  fernen  Punkte  der  ^-Axe.* 

2.  Gleichung  1)  ist  in  Bezug  auf  a  und  h  vom  zwölften  Grade,  tmd 
zwar  fanden  wir  als  Glied  zwölften  Grades 

(a*-6V{-»^a®  +  2r«(w2-2c«)a«6«  +  (4rV  +  45V-2rV~m*)a*6* 

+  252(m«-.2c«)a«6«-5*58|. 
Ferner  stellt  die  Gleichung 

einen  Ejreis  dar,  dessen  Mittelpunkt  Sl  die  Strecke  i^^  im  Verhältniss  — ^  =  — 
theilt.    Ist  nun  "k  eine  Wurzel  der  Gleichung 

2)    -f^jfc*  +  2r«(m«-2c«)Ä;»  +  (4rV  +  4s«c»-2r«s«-m«)Ä;« 

+  252(w«-2c«)Ä-s*  =  0, 

so  berührt  der  betrachtete  Kreis  die  XJebergangscurve  in  den  imaginären 
Kreispunkten,  d.  h.  .^  ist  der  Schnittpunkt  zweier  Tangenten  der  Ueber- 
gangscurre  in  diesen  Punkten.  Isfc  insbesondere  h  reell,  so  ist  Sl  ein 
Doppelbrennpunkt  der  XJebergangscurye.  Die  Wurzeln  der  Gleichung 
2)  sind  nun  im  Allgemeinen  sämmtlich  verschieden,  folglich  hat  die 
üebergangscurve  in  jedem  der  imaginären  Kreispunkte  im 
Allgemeinen  vier  verschiedene  Tangenten. 

Für  den  speciellen  Fall  des  gleicharmigen  Kurbel«retriebes  er- 
geben sich  hieraus  leicht  die  folgenden  Beziehungen :  Von  den  vier  Doppel- 
brennpunkten der  Üebergangscurve  liegen  entweder  zwei  auf  der  Koppel 
und  zwei  auf  der  Normalhalbirenden  derselben  —  und  zwar  symmetrisch 
in  Bezug  auf  die  Koppelmitte  — ,  oder  alle  vier  auf  der  Normalhalbirenden, 
je  nachdem  c  +  y^2r  ist.  Ist  c  +  y  =  2r,  also  das  gleicharmige  Kurbel- 
getriebe ein  durchschlagendes,  so  fallen  zwei  der  Doppelbrenupunkte  in  der 
Eoppelmitte  zusammen;  die  beiden  anderen  liegen  auf  der  Normalhalbiren- 
den der  Koppel. 

3.  Für  6  =  r  liefert  Gleichung  1)  zweimal  ö*  =  f»*— r*— ^  =  5*—y*. 
Die  Kreise  um  A  und  B  mit  den  Radien  r  bez.  8  berühren  also  die  üeber- 
gangscurve. 

4.  Beim  gleicharmigen  Kurbelgetriebe  ist  die  üebergangscurve 
symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Normalhalbirende  M  Y  der  Koppel,     um  in 


*  Dann  zerfallen  die  Koppelcurven  in  Kreise  und  Curven  vierter  Ordnuug, 
Vergl.  Burmester,  Kinematik,  S.  300  — 306. 
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diesem  Falle  die  Curvei) punkte  auf  MT  zu.  bestimmen,  setzen  wir  in  Gleicfa- 
UDg  1)  a  =  &,  r  =  s  und  erhalten  nach  einfacher  Umformung 

Die  üebergangscurve  besitzt  daher  auf  MY  zwei  Spitzen  S  und  T  mit 
der  Tangente  MT  (Fig.  1).     Fttr  dieselben  ist 

rc  rc 


a  =  6  = 


Die  Punkte  8  und  T  beschreiben  Koppelcurven  mit  drei  zusammenfal- 
lenden Doppelpunkten  (Fig.  4). 

5.  Wir  untersuchen  zum  Schluss  die  Gestaltung  der  Koppelcurven  für 
ein  bestimmt  gegebenes  Kurbelgetriebe;  es  sei  z.  B.  (;  =  2y,  r  =  Ä  =  y.  — 
Nehmen  wir  die  Koppelmitte  M  als  Coordinatenanfangspunkt,  MB  als 
a;-Axe  und  setzen  wir  noch  a;^+^'=il^y^  so  ergiebt  sich  als  Gleichung 
der  Üebergangscurve  (Curve  co  in  Fig,  1) 

60j^  +  (88A*-428AH97)(|)V  +  2(A«-l)2(-18X«-232A8  +  43)(|)V 

+  (A«--l)3(36X*  +  349A«-l)(|-j  =  0. 

Die  Curve  oo  hat  —  wegen  T^=^s^=^y  —  die  Koppelendpunkte  Ä  und  B 
zu  dreifachen  Punkten  mit  einer  dreifach  zählenden  Tangente  l^AB.     Ffir 

die  Spitzen  8  und  T  auf  Jtf  T  folgt  y  =  +  -^i  also  LÄ8B^  120\    Die 

beiden  Asymptoten  gehen  durch  M  und  bilden  mit  AB  Winkel  von  30®. 

In  Fig.  2  ist  für  dasselbe  Kurbelgetriebe  die  Polcurve  p  construirt 
worden.  Die  Polcurve  ist  bekanntlich  für  jedes  Kurbelgetriebe  eine  bicir- 
culare  Curve  achter  Ordnung  mit  vierfachen  Punkten  in  A  und  B.  Für 
r  =  5  fallen  die  beiden  Tangenten  in  jedem  der  imaginären  Kreispunkte  mit 
der  unendlich  fernen  Geraden  zusammen,  so  dass  die  Polcurve  überdies  noch 
zwei  unendlich  ferne  Punkte  besitzt.  Im  gegenwärtig  betrachteten  Beispiel 
sind  dieselben  reell;  als  Gleichung  der  Asymptoten  ergiebt  sich 

Von  den  vier  Tangenten  der  Polcurve  in  A  und  F  sind  je  zwei  imaginär; 
die  beiden  reellen  bilden  mit  A  B  Winkel  von  60^.  Auf  MY  liegen  zwei 
imaginäre  Doppelpunkte;  für  die  reellen  Punkte  G  und  H  ist  a  =  2y. 

Die  Curven  (o  und  p  theilen  den  Quadranten  XMY  der  bewegten 
Ebene  in  fünf  Flächenstücke:  FM8,  BFSG,  UBGY,  BF  UV  mit  dem 
Berührungspunkte  P  von  oo  und  p  (vergl.  Fig.  3  in  fünffacher  Vergrösse- 
rung)  y  VBX.  Da  nun  jeder  Punkt  von  p  eine  Koppelcurve  mit  Bückkehr- 
punkt beschreibt,  und  da  der  Bückkehrpunkt  die  üebergangsform  zwischen 
dem  Knotenpunkte  und  dem  isolirten  Punkte  bildet,  so  können  wir  den 
Formenwandel  der  Koppelcurve  für  alle  Systempunkte  im  Quadranten  XMT 
in  der  folgenden  Tabelle  darstellen: 
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Doppelpunkte 

der 

erzeugten  Koppelcurve. 


1.!  FJächeD8tück  FMS 
2.  t  Bogen  FS  ...  . 


S. 

4 

5. 

6. 

7. 
8. 


Flächenstück  BFSG 

;  Bogen  BG 

Plächenstück  UBGY 
Bogen  BU 


Flächenstack  BP  UV 
Bogen  BV 


FlächenBteick  VBX 


9  Knotenpunkte 

1  £jiotenpankt,  1  Selbstberührnngs- 
punkt 

t  Knotenpunkt,  2  conjugirt  imaginäre 
Doppelpunkte 

1  Rückkehrpunkt,  2  conjugirt  imagi- 
näre Doppelpunkte 

1  isolirter  Punkt,  2  conjagirt  imagi- 
näre Doppelpunkte 

1  isolirter  Punkt,  1  Selbstberührungs- 
punKt  •••••••••••• 

1  isolirter  Punkt,  2  Knotenpunkte   . 

1  isolirter  Punkt,  1  Knotenpunkt, 

1  Bückkehrpunkt 

2  isolirte  Punkte,  1  Knotenpunkt  •  • 


Punkt  1,  Fig.  6. 
„     2,     „   6. 


Punkt  6,  Fig.  11. 


In  der  vom  Punkte  P  erzeugten  Koppelcurve  (Fig.  10)  ist  ein  Knoten- 
punkt mit  einem  Bückkehrpunkte  vereinigt,  überdies  besitzt  dieselbe  einen 
isolirten  Punkt.  Für  die  Fälle  6  bis  8  konnten  die  Unterscheidungsmerk- 
male der  betreffenden  Koppelcurven  bei  dem  zu  Grunde  gelegten  Maassstabe 
nicht  deaüich  veranschaulicht  werden. 

Braunschweig,  27.  Juni  1889.  B.  Müllbr. 


XXY.  Eine  Erweiterung  des  Doppelverhältnissbegriffes. 


Auf  einer  Geraden  q  seien  vier  Punkte  Ä^  By  C^  D  gegeben,  für 
welche  {ABCD)  =  J,  Wir  können  dieses  Doppelverhähniss  —  wie  sich 
durch  ähnliche  Dreiecke  zeigen  lässt  —  in  folgender 
Weise  construiren.  Wir  errichten  in  Ä  und  D  zu  ^ 
die  resp.  Normalen  a,  d.    Auf  Ä  bestimmen  wir  zwei 

Punkte  -4j,  A  derart,   dass  i— r  =  — ;:— •     Dann 
Diese  Gerade  treffe  d  in  D*, 


Wir 


.'IT 


ziehen  wir^|^. 

projiciren  D*  aus  A^  auf  q  und  erhalten  (?. 

Diese  Construction  wollen  wir  verallgemeinern. 

Ä^  B,  C,  D,  E  seien  fünf  Punkte  auf  ^,  von  Aj^ 
denen  wir  vier  —  A^B^D^  E  —  kennen.     Aus  ihnen  werde  der  fünfte 
—  (7  —  durch  folgende  Construction  abgeleitet  (Fig.  1).    Wir  errich 


%./. 


^^ 


B 
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A,  B^  E  die  Senkrechten  a,  d,  6  za  ^.  Auf  a  bestimmen  wir^  wie  oben, 
die  Punkte  A^^  Ä^,  Dann  ziehen  wir  A^B,  Diese  Grerade  schneide  D  in  2>*. 
A^V*  trefife  q  und  e  resp.  in  8^  und  E*,  Wir  ziehen  die  Gerade  A^E*. 
Ihr  Schnittpunkt  mit  q  sei  C. 

Aus  dieser  Construction  folgt: 

1)  {A8^BB)=;/I 
und 

2)  i,A8^CE)^J, 

Wir  eliminiren  5|,  indem  wir  für  1)  und  2)  setzen: 

3)  8^A(,AB''^AB)^{/l-l)AB.AB 
und 

4)  8^A{AC^  /IAE)=^{^l-l)AC.AE. 
Mithin  ist: 

.  AB.AG.BE 

^  AB.AE.BC 

Eine  einfache  Rechnung  zeigt,  dass 

AB.BE^BE.AB-AE.BB. 
Setzen  wir  dies  in  5)  ein,  so  folgt: 

Die  Abhängigkeit,  welche  wir  in  6)  unter  den  Punkten  A^  Bj  C,  B^  E 
aufgestellt  haben,  wollen  wir  mit  dem  Symbol  {AB ÜBE)  bezeichnen.  Wir 
haben  somit  für  dasselbe  die  definirende  Gleichung: 

I)  {ABCBE)^^^^'-  (ABCB)  +  {ABCE). 

Wir  wenden  uns  zu  einer  Gruppe  von  sechs  Punkten  ABCBEF.    Fünf 
^^  Fiff'Z.  von  ihnen,  ABBEF,  seien  gegeben.  Wir 

construiren  (Fig.  2)  zuerst  einen  Punkt  S,, 
^        für  den 
cAf-.      e   ""^>f-.         7)  {AB8^B)^J. 

— O— o-         *^ — M? rg       6  '  o 

^        ^  ffierauf  bestimmen  wir  G  in  der  Weise,  dass 

8)  {A8^CEF)^J 

ist.    Aus  7)  und  8)  eliminiren  wir  8^.    Zu 

aJ^-'  diesem  Zwecke  setzen  wir  für  7)  und  8): 

9)  A8^{BB^JAB):=J.BA.AB 

und 

10)  A8i{AC.EF+J.AE.AF)  =  J.AE.AF.Aa 

Also  ist: 
--,    ^      AC.BB  ,  AB.AC.EF     _     ^ 

Drücken  wir  diese  Abhängigkeit  der  sechs  Punkte  A,  B,  C,  D,  J7,  JP  mit 
dem  Symbol  {ABCBEF)  aus,  so  ergiebt  sich  die  definirende  Gleichung; 

II)  {ABCBEF)  ^J^  {ABCB) -  {ABCE)  +  (ABCF). . 
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Damit  ist  der  Weg  gezeigt,  um  eine  Abhängigkeit  Zivted»s4i  Punkten 
Ä^  Sf  Cy  .,.j  N  festzustellen.  Wir  definiren  dieselbe  durch  das  Symbol: 
III)    {ABCD...N)  =  J=^±[{ÄBCD)'^{ÄBCE)  +  ...±{ABCN)]. 

Bei  dieser  Gleichung  gilt  das  obere  Zeichen,  wenn  n  gerade  ist  und 
das  imtere,  wenn  n  ungerade  ist.  Soll  jetzt  zu  den  n  —  l  Punkten  A^  Bt 
D,  ...,  ^  der  Punkt  C  gesucht  werden,  so  verfahren  wir,  wie  folgt:  Wir 
conetruiren  in  ^D...^ die  Normalen  a,  d,  ...,  n  zu  q.    Auf  a  bestimmen 

wir  ^1-4,  nach  der  Bedingung  -j-^sa  «    Je  nachdem  nun  n  gerade 

oder  ungerade  ist,  ziehen  wir  A^B  oder  A^B,  Mit  dieser  Linie  schneiden 
wir  d.  Den  Schnittpunkt  D*  yerbinden  wir  mit  A^  oder  A^ .  Wir  zeichnen 
den  Punkt,  in  welchem  diese  Verbindungslinie  e  trifft,  ziehen  nach  ^^  oder 
A^  nnd  fahren  in  dieser  Weise  fort,  bis  schliesslich  eine  Gerade  durch  A^ 
oder  A^  aus  q  den  gesuchten  Punkt  C  schneidet 

Wir  führen  einige  Benennungen  ein,  welche  die  Stellung  der  Punkte 
in  der  allgemeinen  Gruppe  charakterisiren.  A  sei  der  Hauptpunkt, 
B  der  Anfangspunkt  und  C  der  Endpunkt  der  Gruppe. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  der  entwickelten  Abhängigkeit  der  n  Punkte 
A^  Bf  ••.,  N  noch  eine  andere  Form  geben«  Lösen  wir  die  Doppelverhält- 
uisse  Yon  III)  auf,  so  ergiebt  sich: 

Wir  führen  nun  den  Begriff  des  Exponenten  der  Punkte  C,  D,  •..,  N  in 
Bezug  auf  die  festen  Punkte  A^  B  ein.     Seien  diese  Exponenten  mit  p«» 

Pd,  ....  Pn  bezeichnet,   so  ist  P*»  =  ^'  ^^'^BD'   '"'  ^""^^BJ^" 
nutzen  wir  diese  Schreibweise,  so  geht  III)  über  in: 

Pe         Pd       Pb       Pf         "~  Pn 

2. 

Wir  projiciren  jetzt  die  Figur,  welche  die  Construction  des  Punktes  C  aus 
ABD,..N  darstellte,  aus  einem  beliebigen  Oentrum  auf  eine  beliebige 
Ebene.  Hierdurch  erhalten  wir  eine  neue  Figur^  welche  zu  der  ursprüng- 
lichen perspectivisch  liegt.  Doppelverhältnissgleichheiten  der  einen  Figur 
übertragen  sich  auf  die  andere.  Daher  ergiebt  sich  für  die  neue  Figur  (3) 
Folgendes:  Die  Geraden  a,  d,  e,  ...,  n,  welche  die  Projectionen  von  a, 
d,  ...,  n  der  ursprünglichen  Figur  sind,  müssen  durch  einen  Punkt  T 
gehen.  Er  ist  die  Projection  des  unendlich  fernen  Punktes  T«,  welcher 
die  zu  ^  senkrechte  Richtung  angiebt.  Verbinden  wir  T  noch  mit  den 
Punkten,  welche  die  Projectionen  von  B  und  C  sind,  und  seien  2»,  c  diese 
Verbindungslinien,   so  haben  wir  in  der  neuen  Figur  ein  Büschel/ 
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Geraden  a^  h,  c,  ...^  n  durch  T.     Dieses  ist  perspectiviscli  zu  der  Reihe 
der  Punkte,  welche  A^B^C,  ...,  JV  entsprechen.    Folglich  ist  das  Doppel- 

yerhftltniss   Ton  je  vier  Strahlen  dieses 
Büschels  gleich  dem  resp.  Doppelverhfilt- 
niss    der  Punkte,    durch    welche  diese 
Strahlen  gehen.     Die  DoppelverhSlhiisse 
der  Punkte  sind  aber  den  resp.  Doppel- 
Verhältnissen  ihrer  Originale  gleicL   Die 
Abhängigkeit    der    letzteren    Doppelver- 
hältnisse von  ^  haben  wir  in  Gleichung 
III)  aufgestellt,     üebertragen  wir  diese 
Abhängigkeit  auf  die  Strahlen  a,  &,  c,  ...,  n,  welche  durch  T  gehen,  und 
bezeichnen   wir  dieselbe  mit  dem  Symbol  (a&c...n),   so  gilt  fttr  dasselbe: 
(a6cd...n)  =  ^=  +  [(afecd)  — (afecc)  4-*«-  +  {ahcn)] 
V)  __      r$inac  fsinhd 


sinhe  ,  giw6w\1 


sinae 


sinanf 


Wir  nennen  a  den  Hauptstrahl^  h  den  Anfangsstrahl  und  c  den 
Endstrahl  der  Gruppe  von  n  Strahlen  durch  T. 


3. 

Wir  wenden  uns  nochmals  zum  Punkte  2,  von  dem  unter  2  die  Rede 
war.  Er  muss  mit  den  Punkten  J[,  J[,,  ^,  welche  die  Bilder  der  gleich- 
namigen Punkte  von  der  ursprünglichen  Figur  sind,   das  nämliche  Doppel- 


verhältniss  bilden,  wie  T^  mit  den  letzteren  Punkten.     Nun  war  ^  = 


AA^ 


=  (-4j-4,-4Tqo).     Folglich  ist  in  der  neuen  Figur  (J[j-4,-4T)  =  ^. 

Mit  Hilfe  dieser  Bemerkung  können  wir  eine  allgemeinere  Construction 
des  Punktes  C  aus  AB..,N^  J  ableiten,  als  die  unter  1  entwickelte,  und 
ferner  eine  Construction  des  Strahles  c  aus  den  Strahlen  ahd..,n  und  d. 

Bei  der  ersten  Construction  ziehen  wir  durch  A  eine  beliebige  Gerade 
und  bestimmen  auf  ihr  eine  Punktegruppe  nach  der  Bedingung  (ui|  A^  AT)  =  J. 
Dann  zeichnen  wir  ein  Polygon,  dessen  Seiten  abwechselnd  durch  A^  un^ 
A^  gehen  und  dessen  Ecken  auf  den  Geraden  liegen,  welche  T  mit  DE..,N 
verbinden.  Wir  beginnen  diesen  Polygonzug  mit  einer  Geraden  durch  A^ 
oder  A^ ,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist.  Auf  der  Schlusslinie  des 
Polygons  liegt  C  (Fig.  3). 

Bei  der  zweiten  Construction  sind  n  — 1  Strahlen  ah..,n  dnrch  einen 
Punkt  T gegeben.  Wir  construiren  auf  a  die  Punktegruppe  (A^A^AT)  =  J. 
Hierauf  ziehen  wir  durch  A  eine  beliebige  Gerade  g^  welche  &  in  ^  schneide. 
B  verbinden  wir  mit  A^  oder^,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist. 
Diese  Verbindungslinie  treffe  d  in  D\  Wir  ziehen  D^A^  oder  JD*Ai  und 
fahren  so  fort     Wir  erhalten   ein  Polygon  BD*E*,..N*j   dessen  letzte 
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Ecke  0  in  ^  liegt.     Durch  C  geht  c.    Ein  üeberblick  über  beide  Construc- 
tionen  zeigt,  dass  diese  zwei  verschiedene  Deutungen  derselben  Figur  sind. 

4. 

Wir  stellen  nun  für  die  Pnnktegrnppe  {j^BC ,.,  N)=i  J  einige  spe- 
cielle  Lagen  zusammen,  bei  denen  die  allgemeinen  Constructionen  sich  ver- 
einfachen. 

!•  Ist  J=  +  ^,  so  ist  zl— 1  =  — ^.  Fahren  wir  unter  dieser  Be- 
dingung die  Construction  von  C  nach  der  in  1  entwickelten  Methode  durch, 
80  können  wir  einen  der  Punkte  Äi,  A^  beliebig  wählen.  Die  Strecke 
zwischen  ihm  und  dem  andern  Punkte  muss  durch  A  halbirt  werden. 
Zeichnen  wir  G  nach  der  in  3  abgeleiteten  Construction ,  so  ist  T  der  vierte 
harmonische  zu  A  in  Bezug  auf  A^A^,  Dementsprechend  wollen  wir  in 
diesem  Falle  C  den  n^^^  harmonischen  zu  B  in  Bezug  auf  JID  .,.N 
nennen.  Die  Gruppe  {ABC »..N)^=\  sei  eine  harmonische  Gruppe. 
Für  sie  geht  N  über  in : 

^^Pe        Pd       Pe  Pn 

2.  Ist  ^  =  —  1,  SO  ist  -^  — 1  =  — 2.  A^  liegt  in  der  Mitte  von  A 
und  dem  willkürlich  gewählten  Punkte  A^,  T  ist  der  vierte  harmonische 
zu  A^  in  Bezug  auf  AA^.  Der  Punkt  C  ist  mit  den  übrigen  durch  die 
Relation  verbunden:  1         i        1  1 

+  — = ...+  — , 

Pe         Pd       Pe  Pn 

bei  der  das  obere  Zeichen  für   ein  gerades,   das  untere  für  ein  ungerades 
n  gilt 

3.  Wir  nehmen  an,  dass  der  Punkt  A  unendlich  fern  liege.  Dann 
geht  ni)  über  in: 

{ABC...N)  =  J=±^[BD^BE...±Bir] 

OD  JDO 

^^^'  ±JBC=BD'-BE...±BN. 

Machen  wir  B  zum  Nullpunkt  und   sei  BC^  BD,.,  gleich  c,  d,  ..., 

so  ist: 

+  Jc  =  d—e...  +  n. 

Die  Construction  von  C  führen  wir  in  diesem  Falle  am  einfachsten  so 
durch,  dass  wir  die  Bichtungen  der  unendlich  fernen  Punkte  A^y  A^  be- 
stimmen. Zu  diesem  Zwecke  ziehen  wir  durch  einen  Punkt  von  q  —  etwa 
durch  B  —  zwei  Gerade,  deren  Neigungen  gegen  q  der  Bedingung  ge- 
nügen:  — :—  =  ■——*•     Dann   sind  J[,,  A^  die  unendlich  fernen  Punkte 

dieser  Geraden. 

Soll  C  der  n*®  harmonische  zu  B  sein,   d.  h.  soll  construirt  werden: 

+  —  =  4--e ...  +fj,  so  ist  g?js=(p^  und  im  Uebrigen  willkürlich. 
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Ist  ^  =  —  1,  d.  h.  soll  construirt  werden :  +c  =  cJ— 6...  +  n,  so  halbirt 
die  Bicbtungslinie  von  Ä^  den  sonst  willkürlichen  Winkel  q>i. 

4.  Bückt  der  Anfangspunkt  A  der  Oruppe  ins  Unendliche ,  so  wird  der 
Endpunkt  Cm  durch  die  Gleichung  bestimmt: 

Dieselbe  erhält  eine  einfachere  Form,  wenn  wir  ÄCy  AD,  ...  gleich  c,  d,  ... 
setzen.     Dann  ist:  ^       i        t  i 

+  ~=-i- •••"T  — • 

~  c       a       e       —  n 
Für  ^=4  ^^^  ^"»  gegeben  durch: 

—  2c      d       e      —  n 

Für  zi  =  — 1  ergiebt  sich  Om  aus: 

_1       1       1        .1 
+  — =  — +— . 

^  c       d       e      —  n 


5. 

Wir  machen  von  den  aufgestellten  Erklärungen  eine  Anwendung  auf 
die  Curventheorie. 

In  einer  Ebene  B  seien  n  — 1  Gerade  aßö  .,,v  und  ein  Punkt  P  ge- 
geben. P  sei  Scheitel  eines  Strahlenbüschels  in  B.  Jeder  Strahl  q  schneidet 
aus  den  Geraden  aßS,..v  w—1  Punkte -ä.5D  ...  ^.  Wir  suchen  den  n*^ 
Punkt  C,  welcher  der  Bedingung  genügt:  {ABCD  ...N)=  J  und  fragen 
nach  dem  Orte  der  Punkte  C,  Zur  Beantwortung  dieser  Frage  gehen  wir 
von  der  Ebene  B  in  den  Baum  über.  Wir  errichten  in  P  eine  Normale  p 
zu  B.  In  a  d  ...  V  denken  wir  uns  die  Normalebenen  A  D  . . .  N  zu  B  con- 
struirt. In  der  Ebene  A  ziehen  wir  durch  den  Schnittpunkt  8  von  or  und  ß 
zwei  Gerade  a^^  a^,  deren  Neigungen  9»^,  g>^  gegen  a  durch  das  Verhältniss 

. — ls=z — - —  bestimmt  seien.     Ist  nun  n  eine  gerade  Zahl,  so  erhalten  wir 

den  Ort  der  Punkte  G  in  folgender  Weise:  Wir  legen  zuerst  eine  Ebene 
durch  a^  und  ß.  Wir  zeichnen  ihre  Schnittlinie  £*  mit  der  Ebene  D.  Dann 
ziehen  wir  die  Transversalen  zu  a,,  h*  und  p.  Sie  erfüllen  eine  Kegel- 
schaar  B^  Die  Ebene  E  schneidet  B'  in  einem  Kegelschnitte,  welcher 
durch  den  unendlich  fernen  Punkt  von  p  geht.  Wir  construiren  jetzt  die 
Transversalen  zu  diesem  Kegelschnitte,  zu  p  und  a^«  Sie  gehören  einer 
Begelfläche  dritten  Grades  B^  an.  p  ist  eine  doppelte  Gerade  von  B^.  Die 
Ebene  F  schneidet  aus  B'  eine  Curve  dritter  Ordnung,  welche  den  unend- 
lich fernen  Punkt  von  p  zum  Doppelpunkte  hat.  Die  Transversalen  zu  dieser 
Curve  dritter  Ordnung,  zu  p  und  a^,  liegen  auf  einer  Begelfläche  vierter 
Ordnung  B^  welche  p  zur  dreifachen  Geraden  hat.  B^  schneiden  wir  mit  G 
und  fahren  in  dieser  Weise  fort.     Schliesslich  gelaugen  wir^u  einer  Begel- 
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flftche  B"~^,  für  welche  p  eine  n  — 3 -fache  Gerade  ist.  Die  Ebene  6  trifft 
B"— *  im  Orte  der  Punkte  C.  Also  ist  dieser  Ort  eine  Curve  von  der 
n  —  2*«"  Ordnung^  welche  in  P  einen  w  — 3 -fachen  Punkt  hat. 

Zu  einer  Curve  derselben  Ordnung  gelangen  wir^  wenn  n  eine  ungerade 
Zahl  ist.  In  diesem  Falle  gehen  wir  von  der  Ebene  aus,  welche  durch  a, 
und  ß  geht,  bestimmen  ihre  Schnittlinie  6*  mit  D,  zeichnen  die  Begel* 
schaar  B'  zu  or,,  ö*j  p  und  fahren  so  fort,  bis  wir  zu  einer  Begelflftche 
Rn— 2  kommen,  welche  B  im  Orte  der  Punkte  C  schneidet. 


6. 

Mit  der  vorstehenden  Entwickelung  ist  der  Weg  gezeigt,  um  mit  dem 
Lineal  aus  ti  — 1  Geraden  und  einem  Punkte  P  eine  Curve  der  n  — 2^° 
Ordnung  zu  finden,  für  welche  der  gegebene  Punkt  ein  w  — 3-facher  ist. 
Wir  beginnen  mit  drei  Geraden,  d.  h.  mit  n  =  4.  Wir  erhalten  als  Ort 
der  C  eine  Curve  zweiter  Ordnung  (7/,  welche  durch  P  und  die  Ecken  des 
Dreiecks  aßS  geht.  Fügen  wir  eine  neue  Gerade  e  hinzu,  so  liegen  die  G 
auf  einer  Curve  dritter  Ordnung  C«'.  Sie  enthftlt  den  Schnittpunkt  S  von 
aß  nnd  die  Schnittpunkte  von  s  mit  Cd*. 

Indem  wir  in  dieser  Weise  fortfahren,  ordnen  wir  jeder  weiteren  der 
9»— 1  Geraden  aß.,.v  eine  neue  Curve  zu,  welche  die  vorhergehende  in 
Punkten  dieser  Geraden  schneidet  Wir  leiten  nun  ein  Gesetz  ab,  welches 
zwei  solche  aufeinanderfolgende  Curven  Cq^  Cp  verbindet.  ^«,  q^  seien 
zwei  Gerade  durch  P.  Ihre  resp.  Schnittpunkte  mit  a,  Cq,  tc,  C7p  seien 
resp.  ÄjpAy,  XqTqj  PxPy  und  XpYp.  Dann  ist  nach  Construction 
(Ä,XQPa:Xp)  =  (Jy  T^Py  Tp).  Daraus  folgt,  dass  g,,  Qyj  et,  X^Yq,  n 
und  Xp  Tp  Tangenten  desselben  Kegelschnittes  sind.  Nennen  wir  X^,  Xp 
entsprechende  Punkte  und  XqTqj  XpTp  entsprechende  Sehnen  der  Curven 
Cq,  Cp,  so  lässt  sich  der  gefundene  Zusammenhang  zwischen  C^Cp  so  aus- 
drücken: Ein  entsprechendes  Sehnenpaar  umhüllt  mit  or,  n  und 
den  Geraden,  welche  die  entsprechenden  Endpunkte  der  Sehnen 
verbinden,  einen  Kegelschnitt. 

Dieser  Satz  gestattet  eine  einfache  Linealconstruction  der  Curve  Cp 
aus  Cq.  Halten  wir  n&mlich  X^Xp  fest,  wfthrend  Yq  die  Curve  Cq  durch- 
Iftuft,  so  ergiebt  sich  Cp  als  Ort  entsprechender  Strahlen  von  zwei  Büscheln, 
welche  P  und  Xp  zu  Scheiteln  haben.  Die  Correspondenz  der  Strahlen 
dieser  Büschel  wird  dadurch  festgesetzt,  dass  jeder  Strahl  Qy  mit  a,  n,  Qx 
und  X^Yq  einen  Kegelschnitt  bestimmt.  An  ihn  geht  aus  Xp  eine  zweite 
Tangente,  welche  Qy  entspricht. 

Tritt  an  Stelle  der  Sehne  X^Y^^  eine  Tangente  in  X^  an  Co,  so  wird 
aus  der  entsprechenden  Sehne  Xp  Yp  die  Tangente  in  X.  an  C  •  Der 
Kegelschnitt,  welcher  a,  tc,  Qxi  Qy  und  diese  Tangenten  berührt,  muss 
jetzt  Qx  im  Schnittpunkte  von  QsQy^   d.  h.  in  P  berühren.     Es  folgt  also:  j 
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Die  Tangenten  in  zwei  entsprechenden  Punkten  von  C^,  Cp 
an  diese  Curven  umhüllen  mit  a,  n  einen  Kegelschnitt,  der  in 
P  von  der  Verbindungslinie  der  entsprechenden  Punkte  be- 
rührt wird. 

Damit  ist  ein  Mittel  gegeben,  um  aus  den  Tangenten  von  C^  diejenigen 
von  Cp  mit  dem  Lineal  zu  zeichnen. 

Zürich,  März  1889.  Dr.  Chr.  Bbybi.. 


XXVL  Zur  Theorie  der  mehrwerthigen  Functionen. 

1.  In  einigen  wichtigen,  in  den  SUeu/ngsherichten  der  Berliner  Akademie 
erschienenen  Arbeiten*  betrachtete  Herr  L.  Fuchs  die  Theorie  der  Diffe- 
rentialgleichungen von  ganz  neuen  Standpunkten  aus,  und  setzte  manche 
merkwürdigen,  bisher  unbeachtet  gebliebenen  Eigenschaften  derselben  ins 
Licht.  Dabei  bemerkte  er,**  dass  ein  mehrwerthiges  Integral  einer  Differen- 
tialgleichung von  zweierlei  Art  sein  kann;  entweder  nftmlich  die  Werthe 
des  Integrales,  welche  irgend  einem  Werthe  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen entsprechen,  vertheilen  sich  über  die  compleze  £bene  in  discreten 
Punkten,  oder  sie  bedecken  eine  oder  mehrere  Flächen.  In  diesem  letzten 
Falle  kann  nach  ihm  das  Integral  als  eine  analytische  Function  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  keineswegs  aufgefasst  werden.  Diese  letzte  Be- 
hauptung wurde  schon  von  Casorati***  angefochten.  Dass  aber  auch  die 
Fuchs 'sehe  Ausdrucks  weise  nicht  ganz  correct  ist,  erhellt  aus  dem  Can- 
tor 'sehen  Satze, "^  nach  welchem  die  Werthe,  welche  eine  Function  für  einen 
und  denselben  Werth  der  Variabein  annimmt,  eine  abzählbare  Menge  bilden, 
und  folglich  keine  Fläche  bedecken  können.  Nichtsdestoweniger  kann  die 
oben  angeführte  Eintheilung  als  Leitfaden  zu  einer  Classification  der  mehr- 
werthigen Functionen  dienen;  und  dadurch  kann  man  leicht,  mit  Benutzung 
einfacher  funotionentheoretischer  Sätze,  zur  Begründung  einiger  von  den 
Fuchs 'sehen  Theoremen  gelangen.     Indem  ich  die  Ausführung  dieses  letz- 


*  Ueber  Differentialgleichungen,  deren  Integrale  feete  Verzweigungapankte 
besitzen  (Sitzungsber.  1884,  8.  699);  —  Ueber  den  Charakter  der  Integrale  u.  s.  w. 
(Sitzungsber.  1885,  S.  5);  —  Ueber  die  Werthe  u.  s.  w.  (Sitzangsber.  1886,  S.  279). 
Siehe  auch:  Poincar^,  Sar  un  th^or^me  de  M.  Fuchs  (Compt.  rend.  XCIX,  S.  75 
und  Acta  math.  VII,  S.  1). 

••  Sitzungsber.  1886,  S.  11—12. 

***  Les  fonctions  d'une  seale  variable  etc.,  Les  lieux  fondamentaux  etc.  (Acta 
math.  VIII.) 

t  Beweis  von  Vol  terra  in  den  Bendiconti  delP  Acc.  dei  Lincei  1888:  Salle 
funzioni  analitiche  polidrome,  —  und  von  Poincar^  in  den  Rendiconti  del  Giro- 
mat  di  Palermo  1888:  Sur  une  propri^tä  des  fonctions  analjtiqnes.  Siehe  auch 
meine  Notizen  in  den  letztgenannten  Bendicouti  1888,  S.  185  un^  150. 
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ten  Gedankens  auf  eine  spätere  Gelegenheit  verschiebe,  beschränke  ich  mich 
gegenwärtig  auf  wenige  Worte  über  die  Eintheilnng  der  mehrwerthigen  Func- 
tionen in  zwei  Familien  und  auf  einige  damit  zusammenhängende  Betrach- 
tungen. 

2.  Ist  y  =  f(B)  eine  monogene  Function  und  J^  die  Punktmenge,  welche 
die  Werthe  von  y  für  einen  bestimmten,  aber  willkürlichen  Werth  von  e 
in   der  y- Ebene  darstellt,  so  können  sich  zwei  Fälle  ereignen.    Entweder 

a)  ist  die  Punktmenge  J.  in  keinem  Bereiche  überall  dicht,*  oder 
h)  die  Funktmenge  I»  oder  ein  Theil  derselben  ist  in  einem  oder 
mehreren  Bereichen  überall  dicht. 

Es  leuchtet  ein ,  dass ,  welches  auch  z  sei  (von  speciellen  Werthen  etwa 
abgesehen),  die  Beschaffenheit  von  I^  sich  nicht  ändert;  man  kann  demnach 
die  Functionen  in  zwei  ;, Familien^  eintheilen,  je  nachdem  J^  für  willkür- 
liche Werthe  von  z  von  der  Beschaffenheit  a)  oder  V)  ist. 

Die  erste  Familie  umfasst  insbesondere  die  einwerthigen  und  die  endlich- 
vielwerthigen  Functionen  und  ihre  ümkehrungen,  die  zweite  ^ie  drei-  oder 
mehrfach -periodischen  Functionen  und  ihre  ümkehrungen. 

Man  kann  im  Allgemeinen  folgenden  Satz  aufstellen: 

Die  Function  y  =  f{e)  und  ihre  Umkehrung  »^q>{y)  gehören  einer 
und  derselben  Familie  an. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  hat  man  nur  zu  zeigen ,  dass ,  wenn  y  s=  f{g) 
von  der  zweiten  Fam;lie  ist,  dasselbe  von  fs=iq>(j/)  folgt.  Setzen  wir  also 
voraus,  y  =  f{z)  gehöre  der  zweiten  Familie  an.  Dann  kann  man  aus  dem 
Inbegriffe  der  Werthe  von  y  für  0s=Zi  eine  derartige  überall  dichte  Theil- 
menge  JE[{Yi)  ausscheiden,  dass  die  Differenz  irgend  zweier  Elemente  der- 
selben eine  vorgegebene  Grösse  absolut  nicht  übertrifft.  Die  Function 
g=:qf(^y)  nimmt  für  y=  Yi  (i  =  l,  2,  ...)  unter  Anderem  den  Werth  0s=Zi 
an.  Geht  man  nun  in  der  ^- Ebene  von  Yi(iy>l)  nach  F,  längs  einer  sehr 
kurzen  Linie,  welche  durch  keinen  singulären  Punkt  der  Function  0^=g>{y)  hin- 
durchgeht, und  nimmt  man  Z|  als  Anfangswerth  dieser  Function  an,  so 
wird  der  Endwerth  Z^f^  derselben  von  Z^  sehr  wenig  abweichen.  Indem 
man  für  alle  Werthe  2,  3,  ...  von  i  derart  verfährt,  erhält  man  eine 
Werthemenge  Z^,  Z^^^^  Z/'\  ...,  welche,  wie  man  leicht  zeigt,  überall 
dicht  ist  und  deren  sämmtliche  Elemente  dem  Werthe  y  =  F,  entsprechen. 
Damit  ist  bewiesen,  dass  e^=(piy)  der  zweiten  Familie  angehört. 

3.  Ea  sei  insbesondere     * 

1)  y=m 

das  Integral  einer  algebraischen  Differentialgleichung  der  ersten  Ordnung 

mit  isolirten  singulären  Punkten 

^ y"  +  t(;,fy,%'«-i  +  ...  +  tJ^„(y,ir)  =  0, 

*  Siehe  G.  Cantor  in  den  Math.  Ann.  XV,  S.  2  und  Acta  math.  II,  S.^1.         ^ 
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und  setzen  wir  yorans,  1)  sei  eine  anendlich  vielwerthige  Fanction  von  der 
zweiten  Familie.  Ist  J^  eine  überall  dichte  Theilmenge  yon  1%^  and  sind 
y,  y   zwei    einander   hinlftnglich  nahe  gelegene  Elemente  von  7«,   ^1  =  9 

+  ir*^»  y.=y+^di5  die  Werthe,  in  welche  y  bezw.  y  übergehen, 
wenn  man  von  b  ans  nach  0^  =  0+ de  längs  einer  sehr  kurzen  Linie  geht, 

so  weichen  die  n  Werthe  yon  -^  yon  den  n  Werthen  yon  rr-  sehr  wenig 

d0  dß  ^ 

ab;  and  wenn  man  für  -p*  -p  zwei  einander  entsprechende  Werthe  an- 
nimmt, so  sind  die  hieraas  entstehenden  Werthe  yon^i,y,  sehr  wenig  yon 
einander  yerschieden.  Es  ergiebt  sich  daraus,  dass,  wenn  e  den  Werth  5, 
annimmt,  J«  in  eine  andere  überall  dichte  Menge  oder  wohl  in  mehrere 
derartige  Mengen  übergeht. 

Es  mOge  jetzt  rj  ein  Element  yon  J«  bedeuten,  welches  J»  nicht  an- 
gehört. Ziehen  wir  in  der  ier- Ebene  darch  0  eine  geschlossene  Linie  C, 
welche  durch  keinen  singulären  Punkt  der  Function  1)  hindurchgeht  und 
den  Werth  y  derselben  in  i;  überführt,  und  wenden  die  obige  Schluss weise 
nach  und  nach  auf  den  IJeberschritt  yon  jedem  Punkte  der  Linie  C  zu  einem 
naheliegenden  Punkte  derselben  an,  so  schliessen  wir,  dass  17  ein  Element 
einer  überall  dichten  Menge  sein  muss,  welche  natürlich  eine  Theilmenge 
yon  Ig,  ist,  d.  h.: 

Die  Menge  der  Werthe  der  Function  1),  welche  einem  und  demselben 
Werthe  yon  0  entsprechen,  ist  entweder  selbst  überall  dicht,  oder  sie  be- 
steht lediglich  aus  überall  dichten  Theilmengen. 

Mantua,  den  20.  August  1889.  G.  ViyANTi. 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 


Die  ersten  Bestimmungen  der  Rotationsdauer  der  Sonne 
duroh  Beobachtung  der  Sonnenflecke. 

Eine  historische   Skizze 

TOn 

E.  Gelcich. 


Hierzu  Taf.  II  Fig.  1-16. 


L 

Der  eigenüichen  Besprechung  unseres  'Themas  lassen  wir  zunächst 
einige  ganz  kurze  Worte  über  die  ältesten  Wahrnehmungen  der  Sonnen- 
flecke überhaupt  vorangehen. 

Obwohl  man  über  die  Existenz  der  Sonnenflecke  erst  mit  der  Erfindung 
des  Femrohres  Gewissheit  erlangte,  so  unterliegt  es  keinem  Zweifel,  dass 
grössere  Flecke  schon  früher  auffielen.  So  glaubte  man  z.  B.  im  Jahre  807 
einen  Merkurdurchgang  vor  sich  zu  haben,  während  es  sich  offenbar  um 
einen  grossen  Fleck  handelte.  Ein  anonymer  Schriftsteller  der  damaligen 
Zeit  berichtet  über  diese  Erscheinung  wie  folgt: ^)  et  Stella  Mercurii  XVI 
Kai.  Äprü.  Visa  est  in  Sole,  quasi  paruula  macula  nigra,  patUo  superius 
yiMdio  centro  ^usdem  sideris,  quae  a  nohis  octo  dies  canspecta  est,  Sed 
quando  primum  intrauü  et  euixü,  nuhihus  impedientibm ,  mmime  notare 
poiuimus.  Da  nun  ein  Merkurdurchgang  nicht  so  lange  dauern  kann,  so 
kann  unser  Anonymus  nur  einen  Fleck  gesehen  haben.  Littrow  führt 
in  seinen  Wundern  des  Himmels  den  berühmten  Arzt  aus  Cordova,  Aver- 
roes  an,  der  die  ersten  Flecke  sah,  immer  jedoch  in  der  gleichen  üeber- 
zeugung,  es  handle  sich  um  einen  Merkurdurchgang.  Auch  Kepler  hielt 
einen  Fleck  für  einen  Merkurdurchgang  ^).  und  überzeugte  sich  erst  des 
Gegentheiles ,  als  ihm  die  Rechnung  nachwies,  der  genannte  Planet  habe 
sich  an  dem  betreffenden  Tage  nicht  in  Gonjunction  mit  der  Sonne  be- 
fnnden.     Dafür  beanspruchte  er,   wenn  auch  nur  theil weise,  die  Ehre  der 

1)  Joan.  Beuber,  Collec.  Scriptorum  rerum  germanicarum.    S.  27. 

2)  Er  beobachtete  den  Fleck  am  Sonnenlicht,  welches  er  in  einer  Camera 
ob.cnra  auffing.  GoOQk 

iUst-lit.  Abthlg.  d.  Zeltsohr.  f.  Math,  n  Phys  XXXIV,  1.  l  O 


Historisch -literarische  Abtheilnng. 

Entdeckung  der  Sonnenflecke,  wie  dies  ans  der  Einleitung  zu  seinen  Ephe- 
meriden  von  1616  hervorgeht,^)  wo  er  schrieb:  Fdix  sum  eo  ip$o,  guod 
primus  hoc  secuio  macuLarum  ohseruator;  eripio  ergo  süio  tuo  paHmam  hane 
eodem  iure,  quo  Marius  Q-älüeo  sateUUn  Jouiälis  primum  visi  laudem  eripuü. 
Nam  si  ego  nesciui,  me  sölis  videre  maculas,  nesciuU  et  iUe  prindpio,  se 
Jouiaks  sateUUes  aspicere,  cum  tarnen  adspiceret  u.  s.  w.  Später  giebt  er 
zu,  dass  der  eigentliche  Entdecker  ein  gewisser  Johann  Fahr i eins,  Sohn 
des  Seelsorgers  David  Fabricius  zu  Ostell  in  Ostfriesland  war. 

Durch  die  Entdeckung  des  Femrohres  gewann  man  Mittel»  die  Flecke 
näher  zu  untersuchen,  und  wir  haben  nun  gleich  eine  Beihe  von  Beobach- 
tern, die  unabhängig  von  einander  arbeiteten.  Der  früher  genannte  Fabri- 
cius brachte  gelegentlich  einer  Reise  nach  Holland  ein  Femrohr  nach  seiner 
Heimath,  welches  er  mit  seinem  Vater  zusammen  gegen  das  Tagesgestirn 
richtete.  Nicht  nur,  dass  er  die  Sonnenflecke  beobachtete,  sondern  er  merkte 
sich  auch  die  Zeit  an,  an  welcher  sie  bestimmte  Lagen  einnahmen,  und 
als  er  sie  wieder  in  gleicher  Stellung  bemerkte,  notirte  er  die  Bota- 
tionsdauerderSonnean.  Seine  1611  in  Wittenberg  erschienene  Schrift: 
„Joan  Fabricii  Phrysi  de  maculis  in  sole  obseruatis  et  apparente  eamm 
cum  sole  conuersione  narratio.  Yitsberg.  1 61 1  ^^  ist  unter  allen ,  welche  von 
diesem  Gegenstande  handeln,  die  erste. 

Pater  Christoph  Scheiner,  Professor  der  Mathematik  zu  Ingolstadt, 
beobachtete  die  Sonnenflecke  durch  ein  Fernrohr  im  März  des  Jahres  1611. 
Fabricius  und  sein  Vater  pflegten,  da  sie  die  Blendgläser  nicht  kannten, 
die  Sonne  von  der  äussersten  Grenze  des  Femrohres  nach  und  nach  in  die 
Mitte  zu  führen.  Scheiner  gebrauchte  dagegen  die  Vorsicht,  nur  dann 
seine  Untersuchungen  zu  pflegen  ^  wenn  der  Himmel  leicht  verschleiert  war. 
Später  verwendete  er  ein  blaues  Ocular,  bis  er  schliesslich  auch  auf  den  6e 
danken  verfiel,  sich  der  dunklen  Kammer  zu  bedienen.  Er  leitete  die  Sonne  in 
dieselbe  durch  ein  holländisches  Femrohr;  durch  diese  Vorrichtung  konnte 
er  das  Phänomen  mehreren  Leuten  zeigen  und  es  so  bekannter  machen.  In 
damaliger  Zeit  war  die  Physik  des  Aristoteles  massgebend,  man  hielt 
die  Sonne  für  das  reinste  Feuer  und  es  darf  daher  nicht  wundem,  wenn 
sich  der  Ordensprovinzial  Theodor  Busäus  dagegen  sträubte,  die  Ent- 
deckung der  Sonnenflecke  plötzlich  bekannt  zu  machen.  Er  empfahl  znm 
Mindesten,  behutsam  und  vorsichtig  zu  Werke  zu  gehen,  so  dass  Scheiner 
das  Resultat  seiner  Beobachtungen  dem  gelehrten  Patricier  zu  Augsburg, 
Markus  Velser,  nur  brieflich  mittheilte.  Velser  zögerte  nicht,  diese 
Ermngenschaften  bekannt  zu  machen,  ohne  sich  jedoch  der  Mitwirkung 
Scheiner*s  zu  bedienen.  Die  bezügliche  Dmckschrift  trag  den  Titel: 
„Tres  epistolae  de  maculis  solaribus  scriptae  ad  Marcum  Velsemm»  com 


1)  Hanscfa,  Vita  Eepleri  in  epistotis  ad  Keplerum  scriptis.    Leipsig  1718. 
S.  XXI.  ^  . 
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obaemationem  iconismis.  Aug.  Vindel.  1612.*'  Den  dritten  Brief  unter- 
seichnete  Seh  einer  mit  den  Worten:  „ApeUes  latens  post  tabulam.^  Nicht 
lange  darauf  erschien  eine  Fortsetzung  dieser  Beobachtungen ,  betitelt:  j,De 
maculis  solaribus  et  stellis  circa  Jouem  errantibus  accuratio  descriptio  ad 
Marc.  Velserum  perscripta.  Aug.  Vindel.  1612.**  Der  dritte,  vom  25.  Juli 
1612  datirte  Brief  trSgt  die  Unterschrift:  ÄpeUes  latens  post  täbtUatn,  vd 
si  mauis,  Ulysses  suh  Ajacis  dppeo.  Kurz  darauf  erhielt  Scheiner  einen 
Buf  nach  Rom ,  dem  er  alsbald  folgte ;  in  der  ewigen  Stadt  setzte  er  seine 
Stadien  mit  grossem  Eifer  fort  und  als  er  über  2000  Beobachtungen  ver- 
ftlgte,  schrieb  er  das  Werk:  „Rosa  ürsina  s.  sol  ex  admirando  facul.  et 
macular.  suarum  phaenomena  variis  nee  non  super  polos  proprios  mobilia 
a  Christoph  Scheinero,  Germ.  Svevo  e  Soc.  Je.  Bracciani.  1630^,  welches 
Yon  den  Zeitgenossen  mit  grossem  Beifall  aufgenommen  wurde. 

Auch  Galilei  erhob  Anspruch  auf  die  Entdeckung  der  Sonnenflecke, 
indem  er  behauptete,  selbe  eher  gesehen  zu  haben,  als  ihm  Scheiner 's 
Beobachtungen  bekannt  wurden.  Yelser  sendete  nämlich  die  Briefe  Schei- 
ner's  an  Galilei  am  6.  Januar  1612,  und  da  meinte  Galilei,  Scheiner 
habe  von  seinen  Beobachtungen  Eenntniss  gehabt.^)  Dagegen  vertheidigte 
sich  Scheiner  in  der  Bosa  Ursina,   wobei  er  mehrere  Zeugen  anfahrte.') 

Im  Jahre  1788  erst  veröffentlichte  Zach  einige  Nachrichten ,  aus  wel- 
chen hervorging,  dass  Thomas  Harriot  in  England  Manuscripte  hinter- 
Hess  mit  Aufzeichnungen  ttber  Beobachtungen  von  Flecken,  die  der  be- 
rühmte Engländer  vom  8.  December  1610  bis  zum  18.  Januar  1613  fast 
ununterbrochen  ausführte.  In  den  geschriebenen  Vormerkungen  erzählt 
Harriot,  dass  er  zu  diesen  Beobachtungen  durch  die  Erzählung  Joseph 
a  Costa's  veranlasst  wurde,  welcher  berichtete,  dass  man  in  Paris  Flecke 
an  der  Sonne  bemerkt. 

In  der  Folge  wurden  die  Beobachter  immer  zahlreicher,  unter  den 
älteren  derselben  zeichnete  sich  besonders  Hevel  aus. 

Die  Sonnenflecke  haben  wesentlich  zur  Aufstellung  der  verschiedenen 
HTpothesen  über  die  physische  Constitution  der  Sonne  beigetragen,  wir 
haben  uns  aber  mit  diesem  Theil  ihrer  Bedeutung  nicht  zu  beschäftigen« 
Wie  schon  fi-üher  bemerkt,  haben  schon  die  ersten  Beobachter  Fabricius 
und  Scheiner  gleich  den  Einfall  gehabt,  diese  Flecke  zur  Bestimmung 
der  Botationszeit  der  Sonne  auszunützen.  Wir  wollen  nun  sehen,  welche 
verschiedene  Methoden  dazu  in  Vorschlag  kamen ,  und  hoffen  damit  ein  sehr 
interessantes  Capitel  aus  der  Geschichte  der  Mathematik,  wenn  auch  nicht 
vollständig,  so  doch  möglichst  ausführlich  zu  erledigen« 


1)  Ittoria  et  dimoBtraiioni  intomo  alle  macchie  solari  del  sign.  Galileo  Galilei 
in  Borna  1614. 

2)  Bode,  Astronomisches  Jahrbuch  ftir  1788,  S.  154  ist  ein  Brief  von  Zach 

dd.  London  26.  November  1788  enthalten,  welcher  die  näheren  Auskünfte  enthält«     t 
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Die  ältesten  Beobachter,  P  a b  r  i  c  i  u  s  und  S  c  h  e  i  n  e  r ,  hatten  ursprüng- 
lich keine  anderen  Anhaltspunkte  für  die  Bestimmung  der  Rotationsdauer, 
als  die  Bestimmung  der  Zeit,  welche  ein  Fleck  verwendete,  um  von  einem 
Sonnenrand  zum  anderen  zu  gelangen.  Oder,  vorausgesetzt,  dass  der  Fleck 
unverändert  seine  Lage  behielt,  konnten  sie  eventuell  auch  die  Zeit  ab- 
warten, bis  er  zweimal  nacheinander  wieder  dieselbe  Stellung  einnahm. 
In  dieser  Weise  ermittelten  sie  die  Botationsdauer  mit  ungefähr  26  Tagen. 

Die  Vervollkommnung  des  Fernrohres  und  die  Einführung  des  Faden- 
kreuzes machten  erst  genauere  Beobachtungsmethoden  möglich  und  diesen 
folgten  auch  auf  dem  Fusse  graphische  und  rechnerische  Bestimmungsmittel, 
die  Mrir  nun  eben  in  der  chronologischen  Folge  ihres  Bekanntwerdens  be- 
handeln wollen. 

Soweit  wir  eruiren  konnten,  war  Christian  August  Hausen  (ordent- 
licher Professor  der  Mathematik)  der  erste  Gelehrte,  der  eine  Methode  zur 
Bestimmung  der  Rotati onsdauer  der  Sonne  aus  Beobachtungen  von  Sonnen- 
üecken  gab  und  erschöpfend  behandelte.  Seine  1726  zu  Leipzig  erschienene 
Druckschrift  umfasst  48  Seiten  und  eine  Figuren tafel  mit  20  Holzschnitten. 
Der  Titel  derselben  lautet: 

Theoria  motus  solis  circa  proprium  axem,  quam  disputatione  pro 
loco  in  amplissima  facultate  philosophica  obtinendo.  Ad  d.  XIV  Aug. 
1726  proposuit.  Praeses  Christ.  Augustus  Hausen  Mathes.  prof.  Ordinär. 
Respondente  Christophoro  Bürkmann  Norimbergensi  SS.  Th.  Cultore. 
Lipsiae.     Literis  Job.  Georg.  Schniebesii.  *) 

Auf  den  ersten  Blick  ladet  die  Brochure  durchaus  nicht  zum  Studium 
dieses  Gegenstandes  ein ,  denn  die  an  und  für  sich  genug  einfache  Aufgabe 
ist  sehr  umständlich,  wir  möchten  sagen  zu  umständlich  behandelt.  Es 
wird  uns  auch  Mühe  kosten,  ihren  Inhalt  kurz  genug  wiederzugeben. 

Zunächst  erklärt  der  Verfasser  einige  Grundprineipien  der  stereograpbi- 
sehen  Polarprojection ,  und  zwar  wie  man  die  Projection  eines  gegen  die 
Projectionsebene  geneigten  kleineren  Kreises  *)  und  den  Neigungswinkel  dieser 
beiden  Ebenen*)  durch  Construction   oder  durch   die  Elemente  des  Euklid 


1)  Es  hat  uns  grosse  Mühe  gekostet,  diese  Quelle  aufzutreiben.  Aus  den 
Wiener  Bibliotheken  war  die  Druckschrift  durchaus  nicht  zu  haben  und  wir  ver- 
danken die  Bekanntschaft  mit  derselben  dem  gewöhnlichen  liebenswürdigen  Ent* 
gegenkommen  des  Herrn  Dr.  Laubmann,  Eönigl.  Bibliotheksdirector  in  München, 
der  sich  die  Mühe  gab,  dieselbe  ausfindig  za  machen  und  uns  zur  Verfugung  zu 
stellen.  Die  Druckschrift  ist  mit  27  anderen  heterogenen  Abhandlungen  zusam- 
mengebunden und  das  ganze  Werk  trägt  die  Bibliothekszahl  Dissert.  2071  (Band  III) 
der  Eönigl.  Hof-  und  Staatsbibliothek  in  München. 

2)  A.  a.  0.  Prop.  I,  TU. 

3)  Prop.  II. 

Digitized  by  VjOOQlC 


Die  ersten  Bestimmtingen  der  Rotationsdaner  der  Sonne  etc.  5 

bestimmen  kann.  Sodann  löst  er  graphisch  und  geometrisch  folgende  Auf- 
gabe*): M  (Fig.  1)  ist  ein  Punkt  der  Kugel  AB  CD,  AC  die  Projections- 
ebene,  D  das  Auge,  m  sei  die  Projection  des  Punktes  M  auf  die  Ebene 
des  grOssten  Kreises  AB  CD,  welcher  mit  der  Ebene  des  Papiers  zusam- 
menfSllt.     Es  ist  die  Projection  von  m  auf  AC  zu  bestimmen. 

Nun  geht  er  über  zur  Untersuchung  einiger  Bewegungsverhaltnisse  und 
ihrer  Reproduction  auf  dem  Projectionsbilde.*) 

Ist  P  das  Auge  (Fig.  2),  ee'  der  Durchschnitt  der  Projectionsebene  mit 
der  Papierflache,  DJ  ein  kleinerer  Kreis  der  Sphäre,  K  dessen  Projection. 
Denken  wir  uns  den  Kreis  DcT*  in  die  Papierebene  aufgedreht  und  ein 
Punkt  n  desselben  beschreibe  in  einer  gewissen  Zeit  den  Weg  yr/5,  so  repro- 
ducirt  sich  diese  Bewegung  in  der  Projection  durch  den  Bogen  ph  und 
Hausen  stellt  nun  die  Relation  auf: 

Geschw.  n :  Geschw.  p  =  T£.DF:  To.dK. 

Da  es  nicht  leicht  ist,  sogleich  zu  entdecken,  wie  man  auf  diesen 
Schluss  gelangt,  möge  hier  die  Beweisführung  des  Autors  Platz  finden. 

In  Fig.  3  sind  die  Punkte  T,  Z,  iS,  a,  5,  P  der  Fig.  2  besonders  ge- 
zeichnet.    Man  führe  h8[TS,     Es  bestehen  nun  die  Proportionen: 

P^:PÄ=:2;S:Ä5...Ä5  =  ^.2IÄ, 

h8:68^T2:T0...h8== 
woraus:  ^g     Ji>£,TZ 

Nun  nimmt  Hausen  an,  dass  h  und  a  so  nahe  aneinander  fallen, 
dass  man  Ph^Pa  setzen  kann,  woraus  er  erhalt: 

£S:08  =  P£.T2:Ta.Pa. 

Die  Methode  stützt  sich,  wie  man  sieht,  auf  approximative  Voraus- 
setzungen, die  heutzutage  nicht  mehr  zulassig  waren. 

Kehren  wir  nun  zu  Fig.  2  zurück,  so  ist  vermöge  der  Kreiseigenschaften: 

^      DF.  £8 

der  daraus  entstehende  Werth  von  HS  in  obige  Proportion  eingeführt,   er- 
giebt  nach  Bestimmung  von  es: 

Ta.aP.En       ^ 

'''^th.zp.df''^' 

Aber  auch  im  Kreise  K  (Fig.  2)  hat  man  die  Analogie: 


1)  Prop.  VI. 

2)  Prop.  IV,  V.  Unsere  Leser  merken,  dass  wir  bei  der  Beschreibung  der 
Druckschrift  nicht  die  Reihenfolge  des  Autors  einhalten ,  da  uns  die  oben  gew&hlte 
passender  scheint. 
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dK.as 
pa 
daher 

^        BF  T£.2F,pc^^' 
Aus  der  Natur  der  Projection  folgt  die  Proportion: 

und  somit  P£,pc  =  Pa.n£  und  demnach: 

woraus 

nß:ph  =  T£,DF:Ta.dK,   q.  e.  d. 

Hat  man  nun  drei  Lagen  eines  Sonnenfleckes  beobachtet,  so  werden 
dieselben  nach  Proposition  VI  (Fig.  1)  auf  die  Ebene  der  Ekliptik  polar- 
stereographisch  projicirt.  Dadurch  erhält  man  den  Kreis  K  (Fig.  2)  und 
nach  Proposition  I,  II ,  III  dessen  Neigungswinkel  gegen  die  Ekliptik,  mit 
anderen  Worten:  man  erhält  die  Neigung  der  Sonnenaxe. 

Aus  der  Projection  des  Parallelkreises  gewinnt  man  unmittelbar  die 
Bewegungsgrössen  ph  (Fig.  2),  woraus  sich  nß  berechnen  läset.  Schliess- 
lich sind  noch  einige  Sätze  angeführt,  welche  lehren,  wie  die  Bewegung 
der  Erde  in  der  Zwischenzeit  der  Beobachtung  berücksichtigt  werden  solL 

Bevor  wir  nun  zur  Besprechung  der  Methoden  von  Cassini  und 
De  risle  übergehen,  erinnern  wir  daran,  dass  infolge  der  Bewegung 
der  Erde  um  die  Sonne  wir  den  Nordpol  des  Tagesgestirnes  bald  sehen  und 
bald  nicht,  und  dass  dieser  Pol  im  Laufe  eines  Jahres  um  den  Pol  der 
Ekliptik  einen  scheinbaren  Kreis  bewegen  muss.  Zweimal  im  Jahre  sehen 
wir  den  Pol  gerade  am  Bande  der  Sonnenscheibe  und  zweimal  im  Jahre 
projicirt  er  sich  uns  auf  jenen  Durchmesser  der  Scheibe ,  der  senkrecht  auf 
der  Ekliptik  steht.  Denkt  man  sich  auf  der  Sonnenscheibe  einzelne  Punkte 
markirt,  so  werden  diese  je  nach  der  Lage,  in  welcher  wir  den  Pol  sehen, 
infolge  der  Sonnendrehung  bald  gerade  Linien,  bald  Ellipsen  beschreiben, 
die  gegen  den  Nord-  und  gegen  den  Südpol  der  Sonne  offen  sein  können. 

Nach  dieser  einleitenden  Bemerkung  gehen  wir  nun  zur  Cassini'scben 
Abhandlung  über. 

Cassini^)  giebt  zunächst  eine  Methode  an,  um  die  Lage  der  Sonnenaxe 
gegen  die  Ekliptik  zu  bestimmen ,  wie  sie  sich  uns  von  der  Erde  aus  gesehen 
projicirt.  Es  stelle  der  grosse  Kreis  in  Fig.  4  die  Sonnenscheibe  vor, 
ÄCB  ihren  Durchschnitt  mit  der  Ekliptik.  Zur  Zeit  der  Sonnenwende 
wird,  wenn  I>E±,ÄB  steht,  D  den  Pol  der  Ekliptik  vorstellen.  Macht 
man  DJF  =  De  =  23'28',  und  führt  man  HOF±FC,  LCM±6C,  so 
werden  HJ  und  LM  die  Projectionen  des  Sonnencentrums  auf  die  Sonnen- 


1)  Elemente  d* Astronomie.    Paris  1740.    S.  Slflgg. 
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Scheibe  während  der    Azendrehung   der  Sonne  zar   Zeit  der  Nachtgleichen 
Torstellen. 

Um  die  Lage  dieser  Projection  für  eine  beliebige  Zeit  zu  finden,  ver- 
binde man  F  mit  G  und  vom  Mittelpunkte  P  der  FQ  beschreibe  man  mit 
dem  Halbmesser  CF=PG  den  Kreis  FSOO^  der  die  auf  der  Sonuenscheibe 
abgelegte  scheinbare  Bahn  des  Sonnenpols  um  den  Pol  der  Ekliptik  in  der 
Zeit  eines  Jahres  vorstellt.  Trägt  man  auf  diesen  Kreis  die  Länge  der 
Sonne,  z.  B.  nach  B  auf,  zieht  Rr  parallel  mit  SV  und  verbindet  man 
T  mit  C7,  so  ist  T  die  Lage  des  Pols,  wie  er  sich  uns  darstellt,  und  TV  die 
Projection  der  Sonnenaze.  —  Den  einfachen  Beweis  dieses  Verfahrens,  der 
hier  schliesslich  übergangen  werden  kann,  führt  Cassini  synthetisch  und 
ziemlich  umständlich  aus  und  nun  geht  er  zur  Beobachtung  und  Auftragung 
der  Flecke  über. 

Mit  einem  Quadranten  beobachtet  man  die  Meridianhöhe  beider  Sonnen- 
rftnder  und  des  Fleckes,   sowie   die  Dnrchgangszeiten  am  Mittagsrohr  der 
Ränder   und   des  Fleckes.     Die   bezüglichen  Zeiten-  und   Höhendifferenzen 
geben  ein  Mittel,  um  die  Lage  des  Fleckes  auf  ein  rechtwinkliges  Coordi- 
natensjst^m  FGON  (Fig.  5)  aufzutragen,  dessen  Abscissenaxe  mit  der  Lage 
des  Sonnenäquators  HJ  für  den  betreffenden  Tag  parallel  ist  {ÄB=  Eklip- 
tik, D=  Pol  der  Ekliptik).    Ist  z.  B.  NO  in  soviel  Zeitsecunden  abgetheilt, 
als  die  Durchgangsdifferenzen  der  Bänder  betragen  und  NF  in  soviel  Bogen- 
minuten,  als  der  beobachtete  Sonnendurchmesser  erreicht,   so  lässt  sich  in 
leichter  Weise  die  Lage  des  Fleckes  X  durch  die  Coordinaten  NW=^  Durch- 
gangszeit des  Bandes  weniger  Durchgangszeit  des  Fleckes ,  und  NB  =  Höhe 
des   Fleckes   weniger   Höhe   des   Unterrandes   auftragen.    -   Hat  man   ein 
Femrohr  mit  vier  Fäden ,  die  sich  im  Mittelpunkte  des  Gesichtsfeldes  unter 
Winkel  von  45®  schneiden,  so  beobachte  man  die  Sonne  zu  einer  beliebigen 
Tageszeit,  indem  man  das  Femrohr  so   stellt,  dass  sich  der   Sonnenrand 
längs  des  einen  Fadens ,   z.  B.  FE  (Fig.  6)  bewegi     Beobachtet  man  die 
Zeit  vom  Durchgang  des  Fleckes  durch  den  Faden  ÄD,  welcher  den  Stun- 
denkreis vorstellt,  und  durch  einen  beliebigen  schiefen  Faden  MN^  so  ist 
wegen    LM0Ä=^45^  und  ÄO±OF,  BX^XO.     Man    kann   somit   in 
Pig*  2  jetzt  ähnlich  wie  früher  vorgehen.     Als  Maass  der  Ordinate  nimmt 
man  dann  die  Durchgangszeit  vom  Stundenkreis  {AB)  bis  zu  einem  schiefen 
Faden  und  als  Abscisse  die  Durchgangszeit  der  beiden  Bänder  durch  den 
Stundenkreis.     Selbstverständlich   müssen  jetzt  die  Abstände  FG  und  GO 
der  Fig.  2  in  so  viel   Zeitsecunden   eingetheilt  werden,  als  zwischen  dem 
Durchgange  der  beiden  Sonnenränder  durch    den  nämlichen  Stundenkreis 
vergingen.     Wir  übergehen  schliesslich  eine  dritte  Methode,    die  für  den 
Fall   berechnet    ist,    dass    das  Fernrohr   nur  zwei   aufeinander   senkrechte 
Fäden  hätte,  da  sie  auf  ähnliche  Lösungen  ftlhrt. 

Nnn  handelt  es  sich  darum,  die  Lage  der  Sonnenaxe,  beziehungsweise 
ihren  Neigungswinkel  gegen  die  Ekliptik  zu  bestimmen.    Bekanntlich  be- 
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schreiben  die  Sonnenflecke  zweimal  im  Jahre  vollkommen  gerade  Linien, 
in  allen  übrigen  Zeiten,  je  nach  der  Länge  der  Sonne,  mehr  oder  minder 
offene  Ellipsen,  die  bald  gegen  den  einen,  bald  gegen  den  anderen  Pol 
gekrümmt  sind.  Verfolgt  man  also  die  Lage  der  Flecke  zur  Zeit,  als  sie 
gerade  Linien  beschreiben,  4in3  trSgt  man  erstere  nach  der  früher  angegebenen 
Art  von  Tag  zu  Tag  auf  die  Sonnenscheibe  auf,  so  wird  jener  Diameteir, 
der  auf  diesen  Bahnen  senkrecht  steht,  die  wahre  Lage  der  Sonnenaxe  er- 
geben. Die  Endpunkte  dieses  Diameters  geben  die  Lage  der  Sonnenpole 
an  und  der  Abstand  derselben  vom  Pol  der  Ekliptik  das  Complement  der 
verlangten  Neigung.  —  Sind  die  Bahnen  Ellipsen,  so  handelt  es  sich  darum, 
jenen  Punkt  der  Sonne  zu  finden,  der  von  allen  Punkten  dieser  Ellipsen 
gleich  weit  absteht,  wozu  mehrere  Constructionen  führen  können.  —  Von 
den  verschiedenen  Fällen,  welche  Cassini  anführt,  wählen  wir  den  all- 
gemeinen, dass   die  EUipsenaxe   eine   beliebig  geneigte  Stellung  annimmt. 

Es  sei  Lhl  (Fig.  7)  eine  solche  Ellipse.  Man  führt  den  Halbmesser 
TCt  senkrecht  auf  die  grosse  Axe  LI  und  beschreibt  über  LI  als  Halb- 
messer den  Kreis  LYZh  Vom  Punkte  h  führt  man  die  hY\\Ll  und  trägt 
von  T  aus  die  Bögen  T  7=  TK  c^LT.  Die  JT  7  schneidet  den  Halbmesser 
Tt  iu  0;  über  diesen  Punkt  zieht  man  die  EF  parallel  mit  der  Ekliptik 
AB  und  erhält  so  den  Durchmesser  EF  desjenigen  Kreises,  den  der  Pol 
der  Sonne  in  einem  Jahre  um  den  Pol  der  Ekliptik  beschreibt.  Zieht  man 
noch  durch  0  die  Hh  \\  CD^  so  erhält  man  in  h  die  wahre  L^e  des  Poles. 
Wäre  die  Convexität  der  Ellipse  gegen  Norden  gewendet  gewesen,  so  läge 
der  Pol  in  H. 

Den  Beweis  davon  führt  Cassini  wie  folgt:  Es  ist  zufolge  bekannter 
Sätze  der  Geometrie: 

Oh^^OH^^EO,OF    PK^^OV^=OT.Ot^EO.OF; 

^'^^^'^  0JS:«=07«=0H«=0ä« 

und 

OK=:ain.arc  TK  Mnd  OK(^LY. 

Der  Sinus  von  LG  ist  uY  und  letztere  Grösse  giebt  uns  die  halbe 
kleine  Axe  der  Ellipse,  welche  die  Erhöhung  des  Auges  über  die  durch 
dieselbe  bestimmte  Ebene  vorstellt.  So  giebt  also  auch  Oh  und  beziehungs- 
weise OH  dieselbe  Grösse  an,  welche  offenbar  dem  Abstände  des  Pols  von 
der  Sonnenscheibe  entspricht. 

Soll  also  endlich  die  Botationszeit  der  Sonne  bestimmt  werden,  so  be- 
stimmt man  sich  die  Lage  des  Pols  (z.  B.  in  0  [Fig.  4])  und  notirt  die 
Zeit  auf,  wann  der  Fleck  den  Durchmesser  T.OC  (Declinationskreis)  paasiri 
Wird  der  Fleck  wieder  sichtbar,  so  notirt  man  abermals  die  Durchgangszeit 
durch  den  Declinationskreis,  der  unterdessen  eine  veränderte  Lage  angenom- 
men hat.  Die  Differenz  dieser  beiden  Zeiten  giebt  vorläufig  die  scheinbare 
ümdrehungszeit  der  Sonne  an.  Es  folgt  nun  eine  Erklärung,  warum  diese 
Umdrehungszeit  nur  eine  scheinbare  ist   und   wie   man  durch  Proportionen 
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daraus  die  wahre  Umdrehungdzeit  berechnen  kann,  was  unsere  eigentliche 
Aufgabe  nicht  mehr  tangirt 

Für  den  Fall,  dass  ein  Fleck  nicht  durch  längere  Zeit  sichtbar  bleiben 
sollte,  räth  Cassini,  durch  drei  oder  vier  Tage  die  Ortsveränderung  des 
Fleckes  zu  beobachten.  Man  erhält  so  mehrere  Punkte  der  Ellipse,  über 
deren  grosse  Axe  ein  Kreis  beschrieben  wird.  Projicirt  man  die  Ellipsen- 
Mgen  auf  den  Kreis,  so  hat  man  nur  noch  die  Proportion  aufzulösen:  der 
einem  Tag  entsprechende  Kreisbogen  verhält  sich  zu  360^  sowie  1  Tag 
zur  Dauer  der  Sonnenrotation. 

De  risle^)  erklärt  in  der  Einleitung  zu  seiner  ^Theorie  du  mou- 
Tement  des  taches  du  Soleil'',  dass  er  letztere  schon  im  Jahre  1713 
ausgearbeitet  hatte ,  ohne  die  Dissertation  zu  sehen,  welche  Cassini  schon 
1675  der  Akademie  vorlegte.  —  Im  Granzen  und  Grossen  bemerkt  man  nur 
geringe  unterschiede  in  den  beiden  Abhandlungen,  nur  ist  De  Tlsle  wo- 
möglich umständlicher,  als  Cassini.  Wir  können  kaum  wagen,  hier  den 
Auseinandersetzungen  von  De  Tlsle  zu  folgen,  da  sie  uns  viel  zu  weit 
fCLhren  würden  und  wir  uns  doch  lieber  mit  den  rechnei-ischen  Methoden 
ausführlicher  beschäftigen  wollen.  Deshalb  erwähnen  wir  also  nur  kurz, 
dass  De  Tlsle  gleich  als  zweite  Aufgabe  erörtert,  wie  man  die  Bahn  eines 
Fleckes  im  Voraus  ^entwerfen  kann  und  wie  man  bei  dieser  Operation  auf 
die  Ortsveränderung  der  Erde  Bücksicht  nehmen  soll,  wenn  es  sich  näm- 
lich um  die  scheinbare  Bahn  handelt.  Dann  kommen  die  zwei  Aufgaben: 
.  1.  Aus  zwei  Beobachtungen  eines  Fleckes  die  Lage  der  Sonnenaxe  zu  be- 
stimmen; 2.  aus  drei  Beobachtungen  die  Lage  der  Pole  und  die  Neigung 
des  Sonnenäquators  gegen  die  Ekliptik  zu  ermitteln.  Zum  Schlüsse  zeigt 
De  risle  auch  ein  rechnerisches  Verfahren,  um  die  letzte  Aufgabe  auf- 
zulösen. Er  bedient  sich  dabei  der  sphärischen  und  der  ebenen  Trigono- 
metrie, indem  er  sich  zu  letzterem  Zwecke  der  Projectionen  der  sphärischen 
Dreiecke  auf  die  Sonnenscheibe  bedient.  v 

Die  sphärische  Bechnung  geht  wie  folgt  vor  sich :  Es  seien  Äj  B^  D 
(Fig.  8)  drei  Lagen  eines  Sonnenfleckes,  EG  die  Ekliptik,  H  ihr  Pol. 
Durch  die  Flecke  fahre  man  drei  Breitenkreise  und  durch  Ä,  B  einen  gross- 
ten  Kreisbogen  AB^  durch  J?,  D  einen  grössten  Kreisbogen  BD.  Man 
erhält  zwei  sphärische  Dreiecke,  die,  da  die  Lage  der  Flecke  bekannt  ist, 
vollkommen  bestimmt  sind.  In  den  Halbirungspunkten  7,  K  der  Seiten  AB^ 
BD  denke  man  zwei  darauf  senkrechte  grösste  Kreisbögen  gelegt,  die  sich 
im  Punkte  L  schneiden.  L  ist  offenbar  der  Pol  des  Kreises,  der  durch 
A,  B,  D  bestimmt  ist,  somit  der  Pol  der  Sonne,  weil  eben  die  Botation 
des  Fleckes  um  den  Sonnenpol  geschieht.  Der  Breitenkreis  HLM  schneidet 
dann  die  Ekliptik  in  einem  Punkte  M^  gegen  welchen  die  Sonnenaxe  ge- 


1)  Mämoires  poar  servir  ä.  Tbistoire  k  an  progr^s  de  T Astronomie  etc.  8t.  Pe- 
terabomrg  1738.   S.  148flgg. 
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neigt  ist,  und  der  Bogen  HL  misst  die  Neigung  der  Sonnen-  gegen  die 
Ekliptikaxe. 

Legt  man  nunmehr  auch  durch  B  und  K  und  durch  B  und  L  grösste 
Kreisbögen,  so  entsteht  zunfichst  das  sphärische  Dreieck  JKB^  dessen 
Seiten  JB^  BK  und  der  Winkel  JBK  bekannt  sind  (aus  den  Dreiecken 
ABH^  BEB).  Berechnet  man  also  auch  LBJK^  BKJ  und  die  Seite 
jry,  so  hat  man,  weil  JBJX  =  JBÄX  =  90®,  auch  die  LLJK,  JKL.  So 
kann  man  jetzt  aus  l^JKL  JL  berechnen. 

Das  rechtwinklige  Dreieck  LJB  ist  jetzt  vollständig  bestimmt  and 
man  hat:  LLBJ-HBJ=^HBL. 

Jetzt  ist  auch  BHL  bestimmt,  denn  man  kennt  die  Seiten  BH^  HL 
und  den  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel ,  somit  auch  die  Neigung  HL 
der  Sonnenaze  gegen  die  Ekliptik,  sowie  den  Winkel  FHM^  das  ist  die 
heliocentrische  Längendifferenz  zwischen  dem  Fleck  B  und  dem  Punkte  M, 

Die  Rechnung  durch  ebene  Trigonometrie  wird  sofort  begreiflich ,  wenn 
man  die  obige  sphärische  Figur  auf  eine  stereographische  ekliptische  Polar- 
projection  der  Sonne  (Fig.  9)  überträgt.  Auf  letzterer  werden  die  helio- 
centrischen  Längen  in  ihrer  natürlichen  Grösse  wiedergegeben,  die  Breite 
des  Fleckes  A  wird  bei  gleichem  Durchmesser  der  beiden  Kreise  durch  das 
Stück  ON  wiedergegeben  u.  s.  f.  üeberträgt  man  A^  B,  D  nach  den  Ge- 
setzen der  stereographischen  Polarprojection  nach  a,  &,  d,  halbirt  man  ah 
und  hdy  so  giebt  der  Durchschnitt  der  ilLah  und  hl  ^^td  die  L^e  des 
Pols  in  l.  Das  Stück  hl  entspricht  dann  der  gewünschten  Neigung,  die 
geocentrischen  Längen  der  Neigungsrichtung  sind  in  m  und  n. 

Lalande  tbeilt  in  der  ersten  Auflage  seiner  Astronomie^)  die  nach- 
folgende Methode  von  Boscovich  mit,  die,  wie  Lalande  glaubte,  1764 
noch  nicht  bekannt  gewesen  sein  sollte.  Boscovich  selbst  erzählt^)  jedoch, 
dass  diese  und  noch  eine  andere  graphische  Methode  von  ihm  bereits  1737 
in  Rom  gedruckt  wurden,  aber  in  nur  sehr  wenigen  Exemplaren  und  ohne 
Angabe  des  Autors.  Der  Titel  dieser  kleinen  Brochure  war:  „De  maculis 
solaribus^. 

Die  Rechnung  wird  durch  ebene  Trigonometrie  wie  folgt  geführt: 

In  Fig.  10  sei  P  der  Pol  der  Ekliptik,  AQNE  die  Ekliptik;  B,  D,  F 
sind  die  beobachteten  Lagen  eines  Fleckes,  A^G^E  die  Fusspunkte  ihrer 
Breitenkreise.  Fällt  man  von  J?,  D,  F  Senkrechte  auf  die  Sonnenradieu  CA, 
Cff,  CE,  so  sind  die  Abstände  BA,  Dff,  FK  die  Sinuse,  HC,  CJ,  CK 
die  Cosinuse  der  heliographischen  Breiten  des  Fleckes.  Verbindet  man  B 
mit  D,  H  mit  /,  so  treffen  sich  diese  Verbindungslinien  in  einem  Punkte  M^ 
welcher,  wie  leicht  einzusehen,  sowohl  in  der  Ebene  des  Parallelkreises  Bd 


1)  Astronomie  Lalande.   Bd.  II,  8. 1216,  Art.  2&80. 

2)  Rogerii  Josephi  Boscoyieb  opera  pertinentia  ad  opticam,  et  astronomiam. 
Bassani  1786.    Bd.V,  S.  75,  76. 
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als  anch  in  der  Ebene  der  Ekliptik  liegt.  Desgleichen  erhält  man  durch 
Verbindung  von  D  mit  F  und  von  J  mit  K  einen  Punkt  L  von  gleicher 
Beschaffenheit  und  üfZ  ist  die  Schnittlinie  der  genannten  beiden  Ebenen. 
Da  sSmmtliche  Parallelkreise  die  Ekliptik  unter  einem  gleichen  Winkel 
schneiden,  so  giebt,  wenn  CN\ML  gezogen  wird,  N  den  Knoten  des 
Sonnenftquators.  Fällt  man  von  D  und  J  die  DQJ_ML  und  JQA^MLt 
80  ist  LDQ8,  wie  einleuchtend,  nichts  Anderes  als  die  Schiefe  der  Eklip- 
tik,    um  sie  zu  berechnen,  hat  man: 

im   AHOJ  gegeben   HC,    CJ  (heliogr.  Breite   von   S,  D)    und 
L  HCJ  (heliogr.  Längenuntersohied  von  £ ,  D) ,  daher  zu  berechnen 
HJ,  L  CJH-, 
im  ACJK  gegeben  07,  CK,  LJCK  zu  berechnen  JK,   LCJK. 
LOJH+CJK='HJK 
^^  LJM^im^HJK. 

Wegen  A  MBHc^  MDJ  hat  man  femer 

BJ:BE^JMiME 

^"^  DJ-BH.DJ=^JM-^MH:JM, 

ebenso  ^„      ^  ,    w^ ,      «--.^•r^ 

FK—  DJ:  DJ  =  KL\JL\ 

hat   man    so  JM,    JL   und   LLJM  berechnet,    so  ist  auch  das   Dreieck 
LMJ  bestimmt.  * 

Im  ALJQy  rechtwinkh'g  bei  Q,  kennt  man  nunmehr  die  Hypotenuse 
JL  und  LJLQ,  somit  auch  JQ  und  im  AI>JQ^  endlich  rechtwinklig  bei 
D  sind  BJ  und  JQ  gegeben,  woraus  BQJ  berechnet  werden  kann. 

Die  Länge  des  Knotens  ergiebt  sich  aus: 

LJLM^LJVN,    LJYU-^CJK^aCN. 

Es  sei  zur  Bestimmung  der  Botationsdaner  2fX  der  Aequator,  FX  ein 
Declinationskreis ;  NF  lässt  sich  leicht  bestimmen  und  aus  NF  und  FE 
folgt  der  Werth  von  FN  und  L  ENF.  Im  A  FNX  ist  jetzt  FN  und 
L  FNX=FNE-ENX  bekannt,  daraus  lässt  sich  FX  und  NX  bestimmen. 
Beducirt  man  die  Lage  eines  zweiten  Fleckes  noch  auf  den  Aequator  und 
bildet  die  Differenz  der  heliocentrischen  auf  den  Knoten  N  bezogenen 
Bectascensionen  dieser  Flecke,  so  giebt  eine  einfache  Proportion  die  ge- 
wünschte Botationsdaner. 

Später  und  zwar  erst  1777^)  hat  Boscovich  eine  Methode  durch 
sphärische  Bechnung  angegeben ,  die  im  Folgenden  besteht  ^) :  C,  C\  C"  sind 
die  drei  Lagen  des  beobachteten  Fleckes,  P'  der  Sonnenpol,  P  der  Pol 
der  Ekliptik.  Gegeben  sind  die  Längen  und  Breiten  der  drei  Flecke. 
P'E,  P'E'  sind  grOsste  Kreisbögen,  die  auf  CC\  CO"  senkrecht  stehen. 


1)  Opera.    Bd.  V,  S.  76.[ 

S)  A.  a.  0.    Bd.  V,  ß.  116  §  76.  r"  T 
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In  den  Dreiecken  CFC\  C'PC",  CFC"  sind  durch  die  heliographischen 
Breiten  die  Seiten,  durch  die  Lttngen  die  Winkel  am  Pole  gegeben,  man 
kann  somit  die  grössten  Kreisbögen  CC\  C'C'\  CG"  und  die  Winkel 
FCC,  FCC\  FC'C'  berechnen.  Dadurch  erUlt  mm  CC'C"=L  CO' P' 
+  />'C'C"  und  C'E^\CC\  C'E'^  i  C'C".  So  kann  man  im  A  C'EE\ 
EE'  und  die  Winkel  C'EE\  C'E'E  berechnen.  Letztere  zwei  sind  die 
Complemente  der  Winkel  P'EE'  und  P'E'E.  Im  A  EP'E'  kennt  man  jetzt 
EE'  und  die  Winkel  bei  E  und  E\  woraus  sich  P'E'  ergiebt.  Im  recht- 
winkligen Dreiecke  F'E'C"  sind  gegeben  die  Seiten  P'E'  und  E'C"^C'E\ 
womit  P'C"  und  L  P'C'E'  bestimmt  erscheint.  Nun  bekommt  man:  FCC 
^  P'C"E'^PC"P\  woraus  und  aus  den  Seiten  PC'\  P'C  LC'PP' 
und  PP'  zu  berechnen  kommt.  Nun  ist  PP'  die  Neigung  der  Sonnenaze 
und  LC'PP'  der  Längenunterschied  J?"2),  der  zur  Länge  des  Knotens  führt 
Die  Revoktionsdauer  ergiebt  sich  aus  Winkel  CP'C,  welch'  letzterer 
durch  Auflösung  des  Dreieckes  CF'C  resultirt.     Die  Proportion: 

Z.CP'C":360  =  ^:a; 
fuhrt  endlich   zur  Kenntniss  des  verlangten  Elementes.     Boscovich  giebt 
die  Yollstftndigen  zum   Ziele   führenden   Formeln   erst  bei  Anwendung   auf 
Zahlenbeispiele. 

üngeföhr  ein  halbes  Jahrhundert  nach  dem  Erscheinen  des  Werkes 
von  De  l'Isl»  lieferten  kurz  nacheinander  Eule r  und  Kästner  sphftrisch- 
trigonometrische  Rechnungsmethoden.  Euler^)  leitet  seine  Abhandlung 
damit  ein,  dass  er  sich  mit  dem  complioirten  Figurenwerke  seiner  Vorgänger 
nicht  zufrieden  erklärt.  Er  zieht  die  sphärische  Rechnung  vor,  die  er  wie 
folgt  in  Anwendung  bringt. 

Ist  nach  irgend  einer  Methode  die  Lage  eines  Sonnenfleckes  auf  der 
sichtbaren  Sonnenscheibe  schon  aufgetragen  worden ,  so  muss  zunächst  diese 
Lage  auf  die  Ekliptik  reducirt  werden  und  um  dies  zu  thun,  muss  der 
Neigungswinkel  des  vertikalen  Sonnenhalbmessers  gegen  letztere  bestimmt 
werden. 

Es  sei  Z  das  Zenith  des  Beobachters  (Fig.  12),  F  der  Pol,  VB  ein 
Theil  des  Aequators,   VSE  die  Ekliptik,  8  die  Sonne. 

Setzen  wir  der  Kürze  halber:  ZP  =  Complement  der  Breite  90  — p, 
ZFS  =  Stundenwinkel  =  ^  V8=^  Länge  der  Sonne  =  Z ,  Ä  F  B  =  Neigung 
der  Ekliptik  =  « ,  PS  —  Poldistanz  =  ^ ,  /-  ESP  =  u. 

Da  Euler  nur  p,  l^  t  und  e  als  bekannt  voraussetzt,  so  berechnet 
er  zuerst  aus  A  RSY  RS  und  gewinnt  so  PS,  dann  aus  l  und  e 
L  RSV=LESP:i  aus  q,  p,  t  bestimmt  er  L  Z8P  und  schliesslich: 

ZSE  =  ESP-ZSP. 


1)  Novi  cominentariiÄcademiaeecientiarumimperialiePetropolitanae.  TourXII 
pro  Anno  1766  et  1767,  8.  273.  De  Rotatione  Solis  circa  axem  ez  motu  maca- 
larom  apparente  determinanda.    Autore  Job.  Alberto  Euler. 
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Die  Rechnung  würde  natürlich  kürzer  ausfallen ,  wenn  man  sich  erlauben 
könnte,  die  Declination  der  Sonne  als  bekannt  vorauszusetzen.  Diesen  Fall 
hat  Euler  aber  unberührt  gelassen  und  dafür  die  andere  Vereinfachung 
eingeführt,  dass  man  die  Höhe  der  Sonne  misst,  wodurch  Zfi^ bekannt  wird. 

um  den  Winkel  zu  bestimmen,  welchen  die  durch  den  Mittelpunkt 
der  Sonne  und  den  Fleck  M  gedachte  Linie  mit  der  Ekliptik  bildet,  be- 
trachte man  die  Fig.  13,  in  welcher  CBQH  die  Sonnenscheibe,  T  den 
Erdmittelpunkt  vorstellt.  TO  giebt  dann  die  Ebene  der  Ekliptik  an, 
L  DTO  ist  der  scheinbare  Sonnendurchmesser  r,  L  OTM  nennen  wir  a. 
Man  hat:  ^_      ^ ., 

A    T^f^m  OB        OM 

aus  ADOT:  Mnr  =  — =— , 

aus  AOMT:  OM  i  OT  =^sma:  NM  T, 

daher  stnNMT=  yrj:=sma  =  -, — 

OM  smr 

und  endlich  COM  =  NMT—ay 

La  ist  aus  den  Messungen  r—  MJDT  bekannt. 

Hat  man  die  Neigung  der  Axe  und  des  Fleckes  gegen  die  Ekliptik 
bestimmt,  so  braucht  man  nur  noch  die  Lage  des  Fleckes  auf  die  Ekliptik 
za  beziehen  und  man  kann  dann  sogleich  zur  Bestimmung  der  Lage  des 
Sonnenpols  schreiten. 

Zu  ersterem  Zwecke  sei  in  Fig.  14  i(/  der  Fleck,  C  die  Verbindungslinie 
des  Sonnen-  und  des  Erdmittelpunktes,  also  wenn  EJ  die  Ekliptik  und  E 
den  Mittelpunkt  der  Lftngentheilung  vorstellt,  JE7(7==die  heliocentrische 
LSnge  der  Erde  =  180  +  L  Aus  der  vorigen  Aufgabe  ist  die  Entfernung 
des  Fleckes  von  C,  also  CM^m  bekannt  und  der  Winkel  JE7C^  =  «wird 
gemessen.  Im  AEMC  sind  somit  drei  Elemente  bekannt,  weshalb  sich 
EM  und  L  JUEC  berechnen  lassen.  Will  man  den  Fleck  durch  seine  helio- 
centrische Länge  EN  und  durch  die  Breite  NM  bestimmen,  so  hat  man 
die  Formeln  aufzulösen: 

sin  MN^=  sin m  sinn^ 
tgCN=tgm.co8n 
''''^  LEON=l80  +  l^ON 

Es  seien  nun  M^  M\  M"  (Fig.  15)  drei  verschiedene  Lagen  eines  be- 
obachteten Fleckes,    0  der  Pol   der  Ekliptik,   ^y   v  die  Zeitintervalle  der 
Beobachtungen  von  M^  M'  M".     Man  setzte: 
die  heliocentrischen  Ekliptik  •  Coord.  von  M  Länge  a ,    Compl.  der  Breite  hj 

yi  »»  r  »»  u      ^         >»        ^  V  '»         V         9y 

P  sei  der  Pol  der  Sonne,  12*»  — y  dessen  Länge,  OP  =  Z. 

In  den  sphärischen  Dreiecken  POM,  POM\  POM"  ist  L  POM  =  a+y, 
LPOM'=^h+y,  LPOM"=c  +  y  und: 
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cosPM  ^eos  fcosZ+8infsinZcos{a+y\ 
cos  PM'  =cosgcos  Z  + sing  sin  Z cos  (6+y), 
cos PM*'=  coshcos  Z  + sink  sin  Z cos (c+y ). 
Der  Pol  P  mass  von  My  M\  M"  fiqnidistant  sein,  woraus  aus  obigen 
Gleichungen  die  Bedingung  folgt: 

^.  ^ ^sinf  cos {a+y)  -  sing  cos  {h+y) 

cos  g  —  cos  f 
^^ ^^sinf  cos  {a+y)- sink  cos  (c+y) 
cos  h-- cos  f 
Aus  diesen  Gleichungen  und  aus  diesen  Bedingungen  lässt  sich  y  und 
Z  und  dann  irgend  eine  der  Seiten  z.  B.  ZM  bestimmen.    Kennt  man  PM^ 
so  ergiebt  sich  LMPM'  aus: 

,.  p  y/_  CQg  f  cosg  +  cos  (&— g)  sin  f  sing —  cos  PM* 
""  sinPM^ 

und  endlich  aus:  ,  ^^^    -. 

MPM'i  |ii  =  360 !  Ä, 

woraus  ^  ^ 

^^mWp' 

die  Rotationsdauer  der  Sonne.     In  analoger  Weise  wird  R  aus  den  Beob- 
achtungen Yon  M'  und  M"  ermittelt. 

Die  Methode  Euler 's  hat  jedenfalls  den  Vorzug  grosser  üebersicht 
in  Verbindung  mit  entsprechender  Klarheit,  doch  ist  die  Berechnung,  die 
dazu  erforderlich  ist,  immerhin  lang  genug. 


(Schlaft  folgt.) 
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Geonomie   (mathematisohe  Geographie)  >   g^tützt  auf  Beobaohtang  und 
elementare  Berechnung.     Für  Lehrer,   Studirende  und  zum  Selbst- 
unterricht,  bearbeitet  von   Dr.  Th.  Epstein,  Lehrer  an  der  Real- 
schule  „  Philanthropin  ^   in  Frankfurt  a.  M.     Mit   166  Holzschnitten 
im   Text    und    18  Figurentafeln.      Wien,    Druck   und    Verlag  yon 
C.  Gerold's  Sohn.     1888.     XVI,  576  S. 
Die   Noth wendigkeit,    ein   neues   Kunstwort  ftLr  jene  Disciplin  einzu- 
führen,   welche    bisher   als    durch    die  Bezeichnung   „mathematische''  oder 
auch  y, astronomische  Geographie^  ausreichend  definirt  gegolten  hat,  wollen 
wir    dahingestellt  sein  lassen.     Mag  man   darüber  denken,  wie  man  will, 
so    wird  man  dem  Verfasser   doch  jedenfalls   zugestehen   müssen,   dass  er 
das  Wesen  seiner  Geonomie  in  sehr  ansprechender  Weise  darzustellen  und 
ein    Lehrbuch  zu  schreiben  yerstanden   hat,   welches  den  Stoff,   soweit  er 
bis   vor  etwa  einem  Decennium  vorlag,  vortrefflich  und  übersichtlich  dar- 
stellt    Wir  sagen  absichtlich,  dass  das  Werk  den  allerneuesten  Standpunkt 
der  Wissenschaft  nicht  vertritt;   der  Studirende  wird,   wenn  er  diese  Geo- 
nomie  durchgearbeitet  hat,   noch  nach  weiteren  literarischen  Hilfsmitteln 
sich    umzusehen   haben,    allein    er  wird   sich,   das   verdient  anerkannt  zu 
werden,  auch  so  weit  gefördert  sehen,  um  verh&ltnissmttssig  leicht  die  ihm 
noch  übrig  bleibenden  Schritte  thun  zu  können. 

Die  Methode,  nach  welcher  der  Verf.  vorgeht,  ist  im  Wesentlichen 
keine  neue,  sondern  die  gute  alte  genetische,  welche  die  himmlischen  Er- 
scheinungen feststellt  und  stets  da  die  erforderlichen  Beobachtungs-  und 
Berechnungsmittel  der  Besprechung  unterzieht,  wo  diese  sich  von  selbst 
und  ungesucht  behufs  schärferer  Analyse  der  einzelnen  Bewegungserschei- 
nungen darbieten.  Von  der  sphärischen  Trigonometrie  ist  ein  ziemlich  aus- 
gedehnter Gebrauch  gemacht,  doch  ist  nur  Weniges  als  bekannt  voraus- 
gesetzt, schwierigere  Formeln,  wie  z.  B.  die  Napier'schen  und  Gauss- 
schen,  werden  besonders  hergeleitet.  Es  wird  sodann  die  Bestimmung  der 
Gestalt  und  Grösse  der  Erdkugel  vorgenommen;  die  Zweifel  an  der  ab- 
soluten Kugelform  stammen  nicht,  wie  es  hier  heisst,  aus  den  Zeiten 
Picard*s,  obwohl  sie,  das  ist  richtig,  erst  gegen  Ende  des  XVII.  Jahr- 
hunderts sich  etwas  mehr  in  den  Vordergrund  zu  drängen  begannen.  Die 
Vorgeschichte  des  später  zwischen  den  englischen  und  französischen  Mathe- 
matikem  geführten  Streits  über  die  Erdgestalt  bietet  den  vom  Bericht- 
erstatter angestellten  Untersuchungen  zufolge  einiges  Interesse  und  sollte 
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wohl  auch  einmal  einer  gesonderten  Behandlung  theilhaftig  werden.  Auf 
die  älteren  Gradmessungen  nun  geht  unser  Verf.  mit  solcher  Gründlichkeit 
ein,  dass  er  sogar  gewisse  Originalactenstücke  und  die  Abbildungen  der 
wichtigeren  Messinstrumente  von  damals  wiedergiebt;  diese  Ausführlichkeit 
findet  ihre  Berechtigung  wohl  weniger  in  einer  geschichtlichen ,  als  vielmehr 
in  der  richtigen  pädagogischen  Erwägung,  dass  ein  Neuling  den  doch 
immerhin  lange  nicht  so  verwickelten  Mechanismus  dieser  astronomisch- 
geodätischen  Arbeiten  schneller  verstehen  lernt  als  denjenigen ,  welchen  man 
heutzutage  zur  Anwendung  zu  bringen  gezwungen  ist.  Einem  Schaltcapitel, 
in  welchem  gewisse  Lehrsätze  der  Coordinateugeometrie  entwickelt  und  zu- 
sammengestellt sind,  folgt  ein  üeberblick  über  die  neueren  Gradmessnngs- 
arbeiten;  einige  mathematisch -geographische  Aufgaben,  wie  die  Berechnung 
des  ,, mittleren"  Erdhalbmessers  (ungefähr  zu  +  35^  lat  gehörig),  die 
Distanzenbestimmung  auf  der  kugelförmigen  Erde  u.  s.  w.  schliessen  sich 
an.  Nächstdem  geht  der  Verf.  zur  Messung  der  Pendelschwere  über  und 
zeigt,  wie  auch  durch  diese  die  Abplattung  der  ellipsoidischen  Erde  er-' 
mittelt  werden  kann. 

Von  der  Erde  schreitet  der  Verf.  weiter  zu  den  Himmelskörpern ;  dabei 
trägt  er  dem  so  entscheidenden  und  von  den  Lehrern  oft  so  wenig  berück- 
sichtigten Augenscheine  dadurch  Rechnung ,  dass  er  die  Sonne  als  das  sich 
Bewegende  behandelt.  Manches  hat  hier  eine  sehr  durchgearbeitete,  gegen- 
über den  Schilderungen  in  anderen  Büchern  durch  Klarheit  hervorstechende 
Darstellung  erfahren,  so  hauptsächlich  die  Lehre  von  der  Präcession  und 
von  der  Zeitgleichung.  Natürlich  findet  nachher  der  üebergang  von  der 
geocentrischen  zur  heliocentrischen  Weltanschauung  statt,  wobei  die  Eigen- 
art der  elliptischen  Bahnbewegung  so  vollständig  dargelegt  wurde,  als  es 
ohne  die  vom  Verf.  ausgeschlossene  Infinitesimalrechnung  zu  geschehen  ver- 
mochte. Erfreulich  ist,  dass  in  der  Reihe  Derer,  welche  sich  die  Erklärung 
der  Planetenbewegung  zur  Aufgabe  gestellt  haben,  auch  der  Name  des 
Eudoxus  und  unter  den  vorcoppernicanischen  Systemen  auch  dasjenige 
der  homoceütrischen  Sphären  nicht  fehlt.  Bei  der  Erörterung  der  Planeten- 
durchgänge ist  mit  Recht  —  ähnlich ,  wie  es  früher  schon  der  Referent  im 
Anschlüsse  an  J.  J.  v.  Littrow  vorgeschlagen  —  nicht  nur  der  eigent- 
lichen Parallaxenbestimmung,  sondern  auch  der  directen  Abstandsmessimg 
gedacht)  von  deren  Wesen  der  Anfänger  weit  leichter  als  von  jener  erstem 
einen  klaren  Begriff  erhält.  Wir  sind  nicht  in  der  Lage,  die  Inhalts- 
übersicht so  ausführlich  zu  gestalten,  wie  es  vielleicht  in  einer  wesent- 
lich didaktischen  Zwecken  gewidmeten  Zeitschrift  angezeigt  wäre;  wir  er- 
wähnen vielmehr  nur  noch  kurz,  dass  auch  die  Finsternissberechnung  ziem- 
lich allseitig  abgehandelt^  und  dass  nicht  minder  auf  die  neueren  Methoden, 
das  specifische  Gewicht  des  Erdkörpers  aufzufinden,  eingegangen  wurde. 
Freilich  hat  v.  Jolly's  geistreiches  Abwägeverfahren  in  der  allerletzten 
Zeit  so  mannigfaltige  und  einschneidende  Verbesserungen  erfahren ;  dass  es 
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in  seiner  ursprünglichen  Gestalt  eigentlich  nicht  mehr  Yorgetrageu  werden 
sollte.  Nicht  versagen  können  wir  uns  die  Betonung  des  ümstandes,  dass 
ans  eine  so  vollkommene  bnchhändleriscbe  und  buchdruckerische  Ausstattung 
noch  nicht  leicht  bei  einem  Lehrbuche  vorgekommen  ist. 

Was  aber  wollten  wir  oben  mit  dem  Ausspruche  andeuten,  dass  das 
Epstein'sche  Werk  von  den  Fortschritten  der  letzten  zehn  Jahre  un- 
berührt geblieben  sei?  Zu  dem  Ende  verweisen  wir  auf  S.  226,  wo  es 
heisst:  „Man  neigt  in  Gelehrtenkreisen  vorzugsweise  zu  dem  Abplattungs- 
werihe  ^ts  ^^9  ^^  dieser  nicht  nur  aus  vielen  guten  Pendelbeobachtungen 
resnltirt,  sondern  weil  sich  ihm  auch  die  Resultate  der  Gradmessungen, 
je  weiter  sich  diese  ausdehnen,  desto  mehr  zu  nShern  scheinen.''  Hier- 
nach  scheint  es  doch   der  Verf.  für  ausgemacht  zu  halten,  dass  es  einen 

wirklich  genauen  Werth  für  giebt,  dass  die  bisherige  Nichtüberein- 
stimmung in  den  Fehlern  und  ünvoUkommenheiten  der  Operationen  ihren 
Grand  hatte,  und  dass  mit  der  Zeit  eine  asymptotische  Annäherung  an 
diesen  wahren  Werth  zu  erkennen  sein  werde.  Gerade  das  ist  aber  nicht 
der  FaU.  Jenes  Referenzellipsoid  oder  Niveausphäroid ,  dessen  Abplattung 
auf  die  eine  oder  andere  Weise  ermittelt  wird,  ist  nicht  das,  was  wir  „Erd- 
gesialt''  nennen,  und  die  Abweichungen  der  letzteren  von  jener  Hilfsflttche 
müssen  in  langsamer,  mühevoller  Arbeit  durch  eine  Vereinigung  von 
astronomisch  -  trigonometrischen  Messungen,  Nivellirungen  und  Schwere- 
versuchen  von  Ort  zu  Ort  aufgesucht  werden.  Diese  Erkenntniss  ist  in 
langsamer  Steigerung  durch  die  Leistungen  eines  Ph.  Fischer,  Stokes, 
Brunsy  Helmert  u.  A.  uns  vermittelt  worden,  und  es  hätte  auch  an 
diesem  Orte  wenigstens  angestrebt  werden  müssen ,  dem  Leser  die  grossartige 
Perspective  aufzuschliessen ,  die  sich  für  die  „Geonomie^  der  Zukunft  eröfibet. 
München.  Dr.  8.  GOnthbb. 

Die  Elemente  der  Geometrie,  für  den  Schulunterricht  bearbeitet  von  H. 
Sbsoer,  Direotor  des  Realgymnasiums  zu  Güstrow.     Mit  6  Figuren- 
tafeln.   3.  Auflage.   Wismar,  Hinstorff*sche  Hof buchhandlung.    1887. 
211  8.    Preis  Mk.  2,40. 
Das  Buch  verräth  im  Ganzen  ein  gesundes  Streben  nach  Deutlichkeit 
und   wissenschaftlicher  Strenge.     Der  Stoff  ist  sowohl  im  lehrenden  Theile, 
als  auch  bezüglich  der  Aufgabensammlung  als  reichhaltig  und  wohlgeordnet 
SU  bezeichnen. 

Dieses   im    Allgemeinen   anerkennende   ürtheil   schliesst   nicht*  aus, 
dass  Referent  sich  mit  manchen  Einzelheiten  durchaus  nicht  befreunden  kann. 


*  Referent  findet  sich  veranlasst,  diese  Belbetveretändliche  Sache  zu  betonen; 
der  Yerfasser  einer  kürzlich  in  dieser  Zeitschrift  erschienenen  „Berichtigung*'  ist 
nftmlich  anderer  Meinung. 

HUt-Ut.  Abthlg.  d.  ZtitMdir.  f.  MAth.  u.  Phji.  XZZIV,  1.  Dig^ized  by 


Google 


18  Historisch  •literarische  Abtheilang. 


Die  Parallelentheorie  enth&lt  S.  15  den  Satz,  dass  zwei  gerade  Linien, 
die  von  einer  dritten  Geraden  durchschnitten  werden,  sich  anf  deijenigen 
Seite  der  schneidenden  Linie,  auf  welcher  die  inneren  Winkel  zasammen 
weniger  als  zwei  Rechte  betragen,  schneiden  (oder  convergiren).  Der  Be- 
weis Iftsst  sich  nach  Herrn  S.  ohne  Zuziehung  unendlicher  Flftchenräume 
nicht  führen.  Aber  m  i  t  solchen  muss  es  ja  wohl  gehen ,  da  wir  im  An- 
hange dem  Bertrand'schen  Beweise  begegnen,  üebrigens  sollte  hier  ein 
pädagogisches  Bedenken  noch  gewichtiger  gegen  diese  Art  des  Vortrages 
in  die  Waagschale  fallen.  Auch  die  Abweichungen  vom  Herkommen,  welche 
sich  in  der  Fassung  der  Deckungssfttze  finden,  kann  man  nicht  als  be- 
sonders gelungen  anerkennen. 

Endlich  dürfen  einige  Dinge  nicht  verschwiegen  werden,  welche  mit 
der  Wissenschaft  wenig,  mit  der  Schule  aber  umsomehr  zu  thun  haben. 
Zunächst  sollte  ein  Schulbuch  nicht  Andeutungen  in  unvollständigen  Sätzen 
machen,  wie  dies  schon  S.  6  Nr.  15,  S.  10  Nr.  31  und  oft  geschieht  Es 
kann  Herrn  S.  als  praktischem  Schulmann  gewiss  nicht  unbekannt  sein,  dass 
unvollständige  Sätze  von  den  Lehrern  auch  dann  beseufzt  zu  werden  pflegen, 
wenn  die  Schüler  nicht  durch  ihr  Lehrbuch  dazu  angeleitet  werden.  Dann 
gehören  Wörter,  wie  »offenbar*,  „Beweis  leicht",  „bekanntlich",  „folgt  un- 
mittelbar*, „unmittelbar  einleuchtend*,  „folgt  sofort"  nicht  in  ein  Lehrbuch. 
Die  fraglichen  Wörter  erinnern  in  wissenschaftlichen  und  Schulbüchern  an 
die  in  Versnoth  zusammengeschmiedeten  Yersfüllsel  mancher  Poeten.  Re- 
ferent begegnete  ihnen  auf  S.  41,  43,  45,  46,  47,  49,  54,  57,  58,  59,  66, 
78,  81,  84,  88,  89,  90,  91,  94,  95,  99  u.  s.  w.  —  Zu  den  Spracbreinigem 
gehört  Herr  S.  auch  nicht.  Wir  finden  z.B.  Situationspunkt,  homo- 
loge Punkte,  centrisches  System,  Sjmmetrale,  äquidistant, 
excentrischer  Winkel,  Sehnenpoljgon,  Multiplum,  aliquoter 
Theil,  Fundamentalproportion,  Aehnlichkeitsmodulus,  höherer 
Calcul.  So  haben  wir  S.  35  den  merkwürdigen  Satz:  „Wenn  der 
Situationswinkel  zweier  gleichartig  construirten  congruenten 
Systeme  180®  beträgt,  so  wird  jede  Strecke,  welche  zwei 
homologe  Punkte  verbindet,  durch  den  Situationspunkt  hal- 
birt.  —  Die  armen  Jungen I  —  Zum  Glück  versichert  ihnen  Herr  S.,  dass 
die  Sache  nicht  schwierig  sein  könne,  da  der  Beweis  durch  das  Wort 
„Leicht''  ersetzt  ist. 

Druck  und  Papier  ist  tadellos.  ^   Sghwbrihg 


Wie  unterscheidet  sich  die  Methode  der  Mathematik  von  der  der  Phflo- 
Bophie?  Von  Maximilian  Habebland,  Realschullehrer.  Neustrelitz, 
1884. 

Die  24  Seiten  starke  Abhandlung  ist  vorwiegend  philosophischen  Inhalts. 
Zunächst    wird    der    Begriff    „Methode*'    nach    Kant,    Trendelenborg 
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und  Herbart  näher  dargelegt  and  alsdann  an  Beispielen  mathematisches  und 
pliiloeophisches  Vorgehen  gezeigt.     So  gelangen  wir  S.  14  zu  dem  Schiasse : 

„Diamach  beraht  also  die  Methode  der  Mathemalik  auf  der  Anwendung 
▼on  Beweis,  Definition  und  Axiom. 

Da  nan  die  Vernunft  in  der  Philosophie,  den  principiellen  unterschied 
von  der  Mathematik  vergessend*,  doch  versucht,  in  diesen  drei  Stücken  die 
Mathematik  nachzuahmen,  so  weist  Kant  bei  jedem  einzelnen  nach,  dass 
keines  dieser  Stflcke  in  dem  Sinne,  darin  sie  der  Mathematiker  nimmt, 
▼on  der  Philosophie  geleistet  werden  kann.*' 

Nach  einem  geschichtlichen  Rückblicke  auf  Gart esius  und  Leibnitz 
wendet  sich  der  Verf.  S.  22  wiederum  Kant  zu  mit  der  Frage,  „ob 
Kant's  Lehre  von  den  Eigenthümlichkeiten  der  mathematischen  Methode 
der  philosophischen  gegenüber  mit  seiner  Ansicht  von  der  Subjectivität  unserer 
sinnlichen  Anschauungsformen  steht  und  fllllt." 

Referent  will  dem  Schriftchen  gegenüber  nur  insofern  eine  eigene 
Aeusserung  machen,  als  er  sich  zu  der  Beobachtung  berechtigt  glaubt, 
dass  die  Zahl  der  kantgläubigen  Mathematiker  nicht  zunimmt.  Ich  ver- 
weise dabei  auf  die  bekannten  Aeusserungen  von  Gauss,  welche  neiTerdings 
von  Kronecker  in  der  in  seinem  Journal  abgedruckten  schönen  Abhand- 
lung „üeber  den  Zahlbegriff'',  Bd.  101,  S.  339  erwfthnt  sind. 

K.    SCHWEBIKO. 

AuflOflimgen  und  Beweise  der  Aufgaben  und  Lehrsätze  aus  der  ana- 
lytischen Geometrie  des  Punktes,  der  geraden  Linie,  des  Kreises 
und  der  Kegelschnitte.    Bearbeitet  von  Fr.  QR^ETHy  Prof.    Leipzig, 
Verlag  von  B.  G.  Teubner.     1886. 
Beferent    hat    sich    über    die    „Aufgaben   und   Lehrsätze '^    des    Herrn 
Graefe  bereits  empfehlend  geäussert;  vergl.  diese  Zeitschrift  Jahrg.  1886, 
S.  226.     Die  jetzt  vorliegenden  „Auflösungen  und  Beweise"   sind  in  dem- 
selben   Geiste   bearbeitet;   an   einigen  Stellen   leistet   der  Herr  Verf.  sogar 
mehr,   als  die  Ankündigung  verheisst  und  erfreut  den  Leser  durch  inter- 
essante  mathematische  Untersuchungen,    die  selbständige  Bedeutung  bean- 
spruchen   dürfen.     Beferent    erwähnt    hier    die   Untersuchungen    über    die 
Pascal'schen  Sechsecke    S.  52  flgg.  und  die  Bearbeitung  der  Aufgabe  des 

*^*^^*"^-  K.    SCHWBMNQ. 

Die  Elementargeometrie   des  Punktes,    der  Geraden    und   der  Ebene. 

Systematisch  und  kritisch  bearbeitet  von  Dr.  Otto  Raüsenbbroer. 
Leipzig,  Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner.     1887.     236  S. 
Bei  dem  Worte  „  Elementargeometrie '^   pflegt  der  Leser  an  ein  Schul- 
buch zu  denken.     Das  vorliegende  Buch  ist  kein  Schulbuch,   sondern  setzt 

•  Vernunft?    D.  R.  r^  i 
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einen  mathematisch  gebildeten  Leser  voraus.  Es  hat  femer  nicht  den 
Zweck,  eine  vollständige  Zusammenstellung  des  weitschichtigen  Materials 
zu  geben ,  welches  auf  dem  Gebiete  der  niederen  Mathematik  durch  Einzel- 
forschung  im  Laufe  von  mehr  als  zwei  Jahrtausenden  sich  gehäuft  hat 
Die  Absicht  des  Verf.  geht  vielmehr  auf  eine  Darstellung  der  Orund- 
beziehungen  und  Gmndeigenschaften  deijenigen  Gebilde,  welche  durch  die 
Zusammenstellung  einer  endlichen  Zahl  von  Punkten,  Geraden  und  Ebenen 
entstehen.  Dabei  betrachtet  der  Verf.  die  Anschauung  als  die  nicht  su  be- 
seitigende Grundlage  der  Geometrie  und  schliesst  daher  alle  Forschungen, 
welche  mit  derselben  nicht  im  Einklang  stehen,  trotz  ihres  wissenschaft- 
lichen Reizes  von  seiner  Darstellung  aus.  Dabei  wird  aber  dem  viel- 
besprochenen Parallelenaziom  eine  besondere  Aufmerksamkeit  zugewandt 
und  die  Stellung  der  einzelnen  Sätze  zu  demselben  vollkommen  klar  gelegt. 

In  dem  ersten  Theile  des  Buches^  welcher  die  üeberschrift  „Grund- 
lagen^ trägt,  lässt  der  Verf.  die  gerade  Linie  als  unveränderlich  durch 
Drehung  um  zwei  ihrer  Punkte  entstehen  und  leitet  die  Haupteigenschaften 
derselben  aus  dieser  Erzeugungsweise  ab.  Bezfiglich  der  Ebene  wird  die- 
selbe zwar  zunächst  durch  Drehung  einer  Geraden,  welche  eine  andere 
fortwährend  schneidet,  um  einen  festen  Punkt  auf  der  Geraden  erzeugt 
Allein  es  gelingt  nicht»  die  Eigenschaften  der  Ebene  aus  dieser  Erzeugungs- 
weise abzuleiten.  Vielmehr  bedarf  es  hier  neuer  Axiome,  welche  der  An- 
schauung entstammen.  Dabei  nimmt  der  Verf.  gegenüber  den  Versuchen 
z.  B.  von  Boljai  und  Lobatschewski  eine  abweisende  Stellung  ein. 
und  zwar  ist  nicht  die  Eflnsüichkeit  dieser  Erzeugungsweisen  der  Grund 
dieser  Ablehnung,  sondern  die  Unzulänglichkeit  derselben.  Auch  durch 
diese  Versuche  entgeht  man  nicht  den  Axiomen. 

Nunmehr  gelangen  wir  S.  16  zum  eigentlichen  Gegenstände,  der  in 
herkömmlicher  Weise  in  Planimetrie  und  Stereometrie  zerfällt  Der  Vert 
hält  an  dieser  Eintheilung  darum  fest,  weil  die  Planimetrie  einen  solchen 
Umfang  gewonnen  hat,  dass  sie  durch!  räumliche  Betrachtungen  f&glich 
nicht  zerrissen  werden  darf. 

Seinem  Grundsatze  getreu,  die  Aufmerksamkeit  demjenigen  Gebilden 
vorwiegend  zuzuwenden,  welche  einen  ganz  allgemeinen  Charakter 
tragen,  beginnt  der  Verf.  mit  der  begrenzten  Geraden,  der  Strecke. 
Für  dieselbe  werden  die  Begriffe  der  Addition  und  Subtraction  fest- 
gesetzt, und  zwar  spricht  der  Verf.  das  Axiom  aus:  Man  erhält  die- 
selbe Gesammtstrecke,  in  welcher  Beihenfolge  auch  man  die 
Einzelstrecken  (summatorisch)  zifsammensetzt  Da  nun  die 
ganze  Arithmetik  sich  nur  auf  zwei  Begriffen  aufbaut,  nämlich  dem  der 
Addition  und  dem  der  positiven  ganzen  Zahl;  da  alle  anderen  Rechnungs- 
arten sich  auf  diese  beiden  Begriffe  zurttckftUnren  lassen,  so  haben  wir 
die  Möglichkeit  gewonnen,  die  Gesetze  der  Arithmetik  auf 
die  Geometrie  anzuwenden.     Sofort  wird  von  diesem  wichtigen  Er- 
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gebniBse  Grebrauch/  gemacht.     Wir  theilen  eine  Strecke  in  n  Tbeile,   jeden 
wieder  in  fi  Theile  u.  8.  w.;   wir  tragen  eine  Strecke  auf  der  anderen  ab, 
80  oft  es  geht,  den  Best  auf  der  kleineren  Strecke  u.  s.  w. ,  und  sehen  ans 
BO  aasgerüstet  mit  den  Begriffen  des  Decimalbraches  and  des  Ketten* 
braches,  sowie    dem   des  Irrationalen.     Erst  jetzt  kommt  der  Aas- 
dmck  a  —  b  an  die  Beihe.    Mit  nicht  geringer  Genagthaang  betont 
Bef.  dieseAnordnang,  welche  er  iSngst  durch  geschichtliche  Gründe  and 
didaktische  Nothwendigkeit  als  die  allein  berechtigte  erkannt  und  verfoch- 
ten hat.     Multiplication  und  gebrochene  Zahl  müssen  der  nega- 
tiTonZahlvorangehen.    Mit  interessanten  und  scharfsinnigen  Bemerkun- 
gen über  Gurvenmessung  and  der  geistreichen  Erweiterung,  welche  C  a  j  1  e  7 
und  F.  Klein  dem  Begriffe  des  Messens  gegeben  haben,  schliesst  der  die 
Strecke  behandelnde  Abschnitt    Das  zweite  allgemeine  Gebilde,   welches 
sich  uns  nunmehr  darbietet,  ist  der  Winkel.    Wfthrend  wir  bei  der  Strecke 
keine  natürliche  Maasseinheit  vorfanden,   ist  dies  beim  Winkel  der 
Fall.    Er  ist  nicht  als  Bichtungsunterschied  zu  erklären  und  ebenso- 
wenig als  ein  aus  der  Gesammtebene  herausgeschnittener  Flächentheil. 
Indem  wir  nun  drei  Gerade  betrachten,   haben   wir  das  Dreiseit  vor 
uns.     Logisch   sind  bezüglich  des  Durchschneidens   derselben  vier  Fälle 
zu  unterscheiden,  von  denen  das  Parallelenaziom  nur  drei  bestehen  lässt; 
Dann  folgen  die  beiden  ersten  Gleichheitssätze  (Gleichheit  von  a,  ß,  y  und 
^  •  ^ »  7) '  welche  natürlich  vollständig  begründet  werden.    Die  Bezeichnung 
dieser  Sätze  als  Gleichheitssätze  statt  Congruenzsätze  ist  ebenso 
berechtigt,  wie  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  dem  eingebürgerten  Miss- 
brauch  gegenüber  —  hoffnungslos.    Nunmehr  gelangen  wir  zur  Paral- 
lelentheorie,  wo  wir   zunächst  dem  Satze  des  Ptolemäus  begegnen  und 
durch    denselben   von  der  Existenz  paralleler  Linien   überzeugt  werden. 
Indem   wir  weiter  nur  voraussetzen,   dass  zwei  Gerade  sich  nur  in  einem 
Punkte   schneiden    k((nnen,   beweisen    wir,    dass   zwei    Dreiecks winkel   zu- 
sammen stets  weniger  betragen  >  als  einen  Gestreckten  und  dass  die  Winkel- 
samme eines  Dreiecks  ebenfalls  dies  Maass  nicht  überschreiten  kann.    Wir 
haben   nun   die    Mittel,   eine  Beihe    von  Sätzen   über  das  Dreieck,  sowie 
zwei  weitere  Gleichheitssätze  (Gleichheit  aus  a,  &,  e  und  a,  a,  /?),  endlich 
den  fünften  (a,  6,  «;  a>&)  Gleichheitssatz  zu  beweisen  und  zu  erkennen, 
wie   zwei  Dreiecke,  welche  nur  in  einigen  S1j|ücken  übereinstimmen,  sich 
bezüglich  anderer  ungleicher  Stücke  verhalten. 

Nun  hat  der  Leser  ein  wohlumgrenztes  Feld  einfachster  Sätze  vor 
sich,  welche  vom  Parallelenaziom  unabhängig  sind.  Er  darf  sich  jetzt 
diesem  wichtigen  Marksteine  zuwenden.    (S.  48,  §  15.) 

Das  Axiom  selbst  tritt  ip  der  Form  auf,  welche  ihm  von  dem  Alt- 
meister Euklid  es  ertheilt  ist,  und  nun  nimmt  der  Verf.  nach  wenigen  ein- 
gehen Folgerungen  aus  demselben  zar  nichteuklidischen  Geometrie  Stellung. 
Znnächst  wird  der  B  er  tr  and 'sehe  Beweis  des  Axioms  als  unzulässig  dar- 
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gethan  und  dann  werden  einige  Sätze  aus  derjenigen  Geometrie  mitgetheüt, 
welche  nach  Boljai  und  Lobatschewskj  das  Axiom  verwirft.  Bef. 
würde  die  Grenzen  einer  Anzeige  bei  Weitem  überschreiten ,  wollte  er  auch 
nur  in  gedrängter  üebersicht  die  geistvollen  Ausführungen  des  Verf. 
wiedergeben.  Eine  solche  Kürzung  würde  zudem,  bei  einem  so  feinen 
und  vielumstrittenen  Gegenstande  der  mathematischen  Forschung ,  vielleicht 
den  Verf.  verlftumden.  Trotzdem  kann  Bef.  nicht  umhin,  einen  einzigen 
Satz  des  Buches  wörtlich  herzusetzen.     Er  lautet: 

,,Es  ist  demnach  die  Möglichkeit,  dass  die  nichteuklidische  Geometrie 
noch  einmal  als  unzulässig  erkannt  wird,  nicht  unbedingt  ausgeschlossen.'' 

Nach  einer  kurzen,  aber  klaren  Erörterung  bezüglich  der  unendlich 
fernen  Punkte  gelangen  wir  S.  59  §  17  zum  Vierseit  und  Viereck. 

Durch  einfache  Abzahlung  wird  festgestellt,  dass  hier  ein  umstand 
vorliegt,  der  beim  Dreiseit  nicht  vorhanden  ist  und  unsere  Auftnerksamkeit 
besonders  fesseln  muss;  der  Umstand  nämlich,  dass  Strecken  lediglich 
durch  andere  Strecken  bestimmt  sind.  Insbesondere  für  das  Vier- 
seit treten  acht  Strecken  auf,  von  denen  nur  fünf  willkürlich  sind.  Wir 
haben  also  drei  Beziehungen  (Gleichungen)  unter  denselben  zu  erwarten. 
Um  diese  Gleichungen  abzuleiten,  sind  wir  genöthigt,  besondere  Figuren, 
das  Parallelogramm  und  Paralleltrapez  zu  betrachten.  Diese  Be- 
trachtungen  sind  nichts  Anderes,  als  die  Theorie  der  Aehnlichkeit.  So 
gewinnen  wir  den  Lehrsatz  des  Menelaos  und  durch  ihn  zwei  der  ge- 
suchten Gleichungen.  Aus  der  Aehnlichkeitslehre  ergiebt  sich  als  Folgerung 
der  Lehrsatz  des  Pjthagoras,  bei  dem  das  Wort  „Quadrat*'  also  zunächst 
in  rein  arithmetischem  Sinne  erscheint  Mit  Hilfe  dieses  Lehrsatzes  erbalten 
wir  nun  die  dritte  Gleichung,  deren  nahe  Beziehung  zum  Cosinussatse 
der  Trigometrie  nicht  unerwähnt  bleibt.  Analog  sind  die  Untersuchungen 
für  das  Viereck  durchgeführt;  Zweiseitigkeit  der  Geiuden,  der  Satz 
des  Ceva,  der  Determinantenausdruck  für  die  sechs  Entfernungen 
je  zweier  von  vier  Punkten  und  die  naturgemässe  Einführung  des  vielleicht 
einfachsten  homogenen  Coordinatensystems  sind  hier  vorgefahrt. 

In  der  ebenen  Trigonometrie,  deren  Behandlung  S.  91  beginnt, 
werden  Sinus  und  Cosinus  zunächst  als  Projectionen  definirt,  and  dann  be- 
züglich ihrer  Werte  und  Vorzeichen  durch  die  vier  Quadranten  verfolgt 
Dann  wird  das  Additionstheorem  dieser  Functionen  zunächst  für  spitze 
Winkel  abgeleitet  and  als  allgemein  giltig  kurz,  aber  streng  nachgewiesen. 
Bef.  zieht  eine  andere  Ableitung  vor,  wenigstens  für  den  Unterricht  An 
das  Additionstheorem  schliesst  sich  die  Zusammenfassung  durch  die  Moivre- 
sche  Formel  und  die  Entwickelung  in  Potenzreihen.  Dieselben  werden  jedoch, 
wie  auch  die  Einführung  der  Zahl  n^  nur  nach  Art  einer  kurzen  Zu- 
sammenfiEtösung  vorgeführt 

Den  Zugang  zu  der  nun  folgenden  hochinteressanten  Darstellung  der 
Geometrie  der  Lage  bietet  natürlich  das  Doppelverhältniss.    Eine 
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lichtvolle  arithmetische  Onindlage  sichert  uns  das  Verständniss  der  Invo- 
lution und  der  harmonischen  Theilung.  So  ausgerüstet  treten  wir 
an  die  zwei  Fundamentalgebilde  der  Geometrie  der  Lage  heran,  jene 
wunderbaren  und  doch  so  einfachen  zehn  bez.  neun  Geraden  und  zehn  bez. 
neun  Punkte,  von  denen  je  drei  Punkte  in  einer  Geraden  liegen  und  je 
drei  Gerade  sich  in  einem  Punkte  schneiden.  In  trefflicher  Weise  wird 
die  sich  naturgemftss  ergebende  Frage  behandelt,  ob  denn  diese  eigenartigen 
Gebilde  die  einfachsten  ihrer  Art  sind.  Die  Antwort  ergiebt  sich  durch 
combinatorische  und  rein  geometrische  Betrachtung. 

Aus  den  folgenden  Abschnitten,  welche  die  Collineation  und  Reci- 
procität  betreffen,  wollen  wir  nur  kurz  die  wohlbegrttndete  Betonung  der 
Stetigkeitsannahme,  sowie  den  Umstand  hervorheben,  dass  der  Verf. 
bezüglich  der  metrischen  Relationen  eine  völlige  Dualität  in  Abrede  stellt, 
aber  einen  beschränkten  Dualismus  anerkennt.  Das  ist  auch  ganz 
in  der  Ordnung;  nur  meint  Bef.,  dass  sich  die  Schranken  doch  noch  weiter 
hinausrücken  lassen,  als  der  Verf.  zuzugeben  geneigt  scheint. 

8.  151  beginnt  der  letzte  Theil  unserer  Schrift,  die  Stereometrie. 
Wie  in  der  Planimetrie,  so  werden  auch  hier  die  Grundlagen  sorgfältig 
und  ausführlich  dargelegt.  Insbesondere  findet  das  Ebenenbündel  und 
die  Einführung  des  Parallelenaxioms  seine  gebührende  Berücksichtigung. 
Die  Eigenart  der  Darstellung  kann  hier  noch  weniger,  als  an  früherer 
Stelle  durch  unsere  Besprechung  hinreichend  deutlich  werden.  Höchst  an- 
ziehend ist  die  Behandlung  der  dreiseitigen  Ecke.  Ans  dem  einzigen 
Satze  a  +  h^c  werden  alle  die  Winkel  und  Seiten  betreffenden  Ungleich- 
ungen durch  Betrachtung  der  Polarecke  und  Nebenecke  abgeleitet.  »Der 
gewöhnliche  Beweis  für  den  Satz  a  +h  +  c^4B  nimmt  das  Parallelen- 
axiom zu  Hilfe  und  entbehrt  der  nöthigen  Strenge.^  Natürlich  folgen 
diesen  Ungleichungen  alsbald  die  metrischen  Relationen  an  der  dreiseitigen  < 
Ecke,  d.  h.  in  sehr  vernünftiger  Beschränkung  auf  wenige  Formeln,  die 
sphärische  Trigonometrie.  Diese  bietet  nun  den  Uebergang  zu  einem 
anziehenden  Gebiete,  welches  in  den  gewöhnlichen  Lehrbüchern  sehr  kärg- 
lich bedacht  zu  werden  pflegt,  dem  Inhalt  der  Ecken.  Und  dennoch  ist 
dieser  Theil  der  niederen  Raumlehre  nicht  blos  wissenschaftlich  wichtig, 
sondern  führt  auch  zu  bemerkenswerthen  Schulaufgaben.  Ref.  erlaubt  sich, 
hier  an  die  regelmässsigen  Körper  und  die  Theilung  des  Raumes  im  Mittel- 
punkte der  umschriebenen  Kugel  zu  erinnern. 

Der  Ausdruck  für  den  Inhalt  der  Pyramide  durch  die  Kanten 
tritt  uns  mehrfach  entgegen.  Zunächst  erscheint  er  bei  Aufstellung  der 
Höglichkeitsbedingung  für  ein  Tetraeder  (S.  191),  dann  aber  auch  bei 
directer  Inangri&ahme  der  betreffenden  Aufgabe.  Der  Inhalt  der  Pyramide 
wird  durch  unendlich  nahe  Parallelebenen  bestimmt. 

Ans  dem  reichen  übrigen  Inhalte  heben  wir  insbesondere  die  anziehende 
Darlegung    einiger  Grundbegriffe  aus  der  analysis  sUue  und  die  vortreff* 
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liehe  damit  in  nahen  Zusammenhang  gebrachte  Bel^andlnng  des  Eni  er- 
sehen Satzes  6  +  /"— Ä  =  2  hervor. 

Den  Sehluss  bildet  die  Collineation  ränmlicher  Systeme. 

Indem  Ref.  das  treff liehe  Buch  znr  Seite  legt,  fasst  er  sein  ürtheil 
dahin  zusammen,  dass  diese  Elementargeometrie  nach  Inhalt  und  Dar- 
stellung einen  hervorragenden  Platz  unter  den  Schriften  fthnlicher  Art  be- 
anspruchen darf.  Wer  wissenschaftliche  Gründlichkeit,  gepaart  mit  genauer 
Kenntniss  der  neuesten  Arbeiten  und  eine  anmuthige  Darstellung  der  Grund- 
lehren  der  Geometrie  sucht,  der  wird  bei  diesem  Buche  sich  befriedigt 
finden.  Möge  die  treffliehe  Schrift  in  keiner  Bibliothek  einer  höheren  Lehr- 
anstalt fehlen. 

Coesfeld,  im  März  1888.  E.  Sohweriho. 


Beispiele  und  Aufgaben  sur  Algebra.  (Für  höhere  Lehranstalten.)  Von 
Dr.  G.  Lautesohläoer.  Zwölfte  vielfach  vermehrte  Auflage  be- 
arbeitet von  Dr.  Fr.  Graefe,   Professor.     Darmstadt,  Bergstrfisser. 

Auf  132  Seiten  finden  wir  den  gewöhnlichen  Stoff  in  ziemlicher  Fülle 
und,  wie  es  scheint,  in  entsprechender  Anordnung.  Durch  die  Neu- 
bearbeitung ist  laut  Vorrede  nicht  unerheblich  die  wissenschaftliche  Seite 
des  Buches  gehoben  worden.  So  sind  z.  B.  durch  die  Neubearbeitung 
wesentliche  Aufgaben  aus  dem  Gebiete  der  reeiproken  Gleichungen 
und  anderer  Gleichungen  höheren  Grades,  welche  auf  quadratische  zurück- 
führbar sind,  hinzugekommen.  Insbesondere  findet  die  Berücksichtigung 
des  Imaginären  durchaus  den  Beifall  des  Referenten. 

Eine  besondere  Seite  des  Buches  ist  ein  gewisser  Schulhumor  (nicht 
zu  verwechseln  mit  Galgenhumor  I),  der  bei  manchen  Aufgaben  hervortritt. 
Wir  meinen  damit  nicht  Aufgaben,  in  denen  Jahreszahlen  geschichtlicher 
Ereignisse  als  Unbekannte  auftreten ,  sondern  etwa  Aufgabe  623,  wo  sieben 
Mädchen  einem  Knaben  Nüsse  fortnehmen,  oder  661,  wo  zwei  Räuber  zwei 
Reisende  berauben.  Nicht  ganz  neu  dürfte  es  manchem  Lehrer  sein,  dass 
laut  Aufgabe  946  Bakchos  den  Silen  einmal  neben  einem  vollen  Weinfasse 
schlafend  gefunden  hat ;  er  benutzte  die  Gelegenheit  und  trank  u.  s.  w. 
Weiss  doch  z.  B.  Heis  auch  diesen  schönen  Beitrag  zur  griechischen  Götter- 
lebre  fast  mit  denselben  Worten  zu  berichten.  Prächtig  ist  auch  ein  sechs 
Strophen  langes  Gedichtchen  (928),  von  dem  wir  wenigstens  eine  auf- 
nehmen wollen: 

Die  Zahl  der  Rehe  kenn'  ich  nicht, 

Die  fielen  durch  den  Schass; 

Doch  lag's  an  Fuchs'  und  Hasen  dicht, 

Die  man  addiren  mum. 
Coesfeld.  K.  SoHWBRorG, 
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Anleitung  zu'  Aufldsung  eingekleideter  algebraisoher  Aufgaben  von 
Dr.  E.  Bardey.  Erster  Theil:  Aufgaben  mit  einer  Unbekannten. 
Leipzig,  Drnck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner.     1887. 

Wie  die  Vorrede  erzählt,  ist  die  Veranlassung  der  Herausgabe  dieses 
Büchleins  eine  eigenthamliche  gewesen.  Wir  können  dem  Verf.  nicht 
ganz  beistimmen,  wenn  er  Auflösungen  und  dergl.  in  den  Händen  der 
Schüler  fast  mit  einem  gewissen  Angstgefühle  zu  erblicken  scheint,  Die 
ThStigkeit  des  Durchschnittsschülers  ist  einmal  wesentlich  nachahmender 
Art,  besonders  anf  unterer  Stufe.  Eigenes  kann  erst  dann  erwartet 
werden,  wenn  die  Nachahmung  die  Kräfte  des  Lernenden  gestählt  und  ge- 
Wissermassen  ausgelöst  hat  Auch  das  Kind  lernt  zuerst  nachsprechen  und 
dann  erst  sprechen.  Und  zu  (fiesem  Zwecke  ist  die  vorliegende  kleine 
Sammlung  recht  geeignet.  Die  Fassung  der  Sätze  ist  einfach  und  klar; 
der  Schüler  wird  den  Ansatz  leicht  mit  denselben  Worten  wiederholen 
können ,  ohne  blind  auswendig  zu  lernen.  Schön  sind  die  Methoden ,  welche 
ohne  Gleichungen  Aufgaben  lösen. 

Coesfeld.  K.  Schwerimg. 

Lehrbuch  der  Algebra.     Theoretisch -praktische    Anleitung  zum   Studium 
der  Arithmetik  und  Algebra.     Zum    Gebrauche   an   höheren  Lehr- 
anstalten,   insbesondere    an   Gymnasien,    bearbeitet   von   Prof.    Dr. 
J.  VAüT  Hbngel,    Oberlehrer  am  Königl.  Gymnasium  zu  Emmerich, 
Freiburg  im  Breisgau,  Herd  er 'sehe  Verlagsbuchhandlung.    1887.   8. 
489  Seiten.     Preis  brochirt  M.  5,  geb.  M.  5,50. 
„In  den  vorhandenen,  zu  Hilfsmitteln  beim  algebraischen  Unterrichte 
bestimmten   Büchern   zeigt   sich   allerdings   zuweilen   ein   gewisser  Anlauf, 
ausserdem  dass  ein  mehr  oder  weniger  grosser  Uebungsstoff  zur  praktischen, 
bezw.  mechanischen  Verarbeitung  vorgelegt   wird,   auch   der   theoretischen 
Seite  der  Algebra  Rechnung  zu   tragen;   allein   die  Scheu,  zuviel  zu   ver- 
rathen ,  scheint  doch  in  ihnen  gross  zu  sein ,  und  das  Dargebotene  ist  nicht 
selten  unbestimmt^   verworren  oder  geradezu  falsch,  und   manche  Begriffs- 
bestimmung zu  eng  gefasst.** 

In  diesen  Worten  der  Vorrede  tritt  die  Absicht  des  Verfassers  klar  zu 
Tage,  und  Referent  giebt  ihm  gern  das  weitere  Zeugniss,  dass  Herr  van 
Hengel  redlich  bemüht  gewesen  ist,  in  der  von  ihm  gekennzeichneten 
Richtung  Wandel  zu  schaffen.  Sehen  wir  zu,  wie  weit  seine  Absicht  er- 
reicht worden  ist. 

D^s  Buch  zerfällt  in  zwei  Theile.  Der  erste,  168  Seiten  stark,  fahrt 
die  üeberschrift:  Allgemeine  Arithmetik;  der  zweite  die  üeberschrift: 
Algebra. 

Die  Allgemeine  Arithmetik  umfasst  die  Lehre  von  den  Rech- 
nungsarten.    Dieser   „Rechnungsarten"  giebt  es  nach   unserm  Verfasser 
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sieben,  da  eine  Zahl  in  siebenfacher  Weise  Yon   gegebenen   Zahlen  ab- 
hängig sein  kann«     Schade,    dass   der  Verfasser  hier  nicht  an   die  alten 
sieben  Farben  des  Regenbogens  gedacht  hat,   während  die  neuere  Phjsik 
im    Spectram    unendlich   viele   Farben    vorhanden   weiss.      Die    ^ siebente" 
Rechnungsart    ist    natürlich     das    Logarithmiren    und    die    Zuordnung 
derselben  zu  den  Grandformen   der  Arithmetik  ist  ein  altehrwürdiger  Irr- 
thum  der  Lehrbücher.    Es  wird  glaubhaft  versichert,  dass  manche  VerfiEisser 
dieser  Bücher  sehr  wohl   wissen,   dass  der  Logarithmus  nicht  eine  alge- 
braische, sondern  eine  trän scendente  Function  ist.  —  Ziemlich  mttssig 
dürfte    die    Unterscheidung    S.  10  zwischen    losen,    mittelfesten    und 
festen  Zahlverbindungen  sein.     Denn  den  Vortheil,  mit  Hilfe  dieser  Fest- 
setzungen den  Sinn  der  sträflich  nachlässigen  Schreibart  35.4:2:7  sofort 
errathen  zu  können,   schlagen  wir  gar  nicht  hoch  au.     Eher  dürften   die 
Erklärungen  der    Addition    und    Multiplication   S.  14,    bezw.    S.  32 
Beachtung  verdienen.     Sie   lauten:    „Addition   ist  das  Ableiten  einer  Zahl 
(Summe)   aus   zwei  oder  mehr  gegebenen  Zahlen  (Summanden)  durch  Zu- 
sammenkommenlassen der  Einheiten  derselben. **     „Multiplication  ist  das  Ab- 
leiten einer  Zahl  (Product)  aus  zwei  oder  mehr  Zahlen  (Factoren),    wenn 
sie  von  diesen  so  abhängig  ist,  dass  das  Resultat  Null  ist,  wenn  einer  der 
Factoren  Null  ist,  und  dass,  wenn  an  die  Stelle  irgend  eines  der  Factoren 
alle  seine  Summanden  einzeln  eintreten,  die  Summe  dieser  Einzelresultate  gleich 
dem  zu  suchenden  Resultate  ist.*'     Offenbar  geht  namentlich  aus  der  letz- 
teren Erklärung  hervor,   dass  die  wesentlichen  Multiplicationsgesetze 
als  Hauptmerkmale  hervorgehoben  und  zu  einer  Definition  verwerthet  werden 
sollen.  Allein  es  dürfte  diese  Absicht  doch  in  anderer  Weise  einfacher  ver- 
wirklicht worden  sein  und  die  obige  Erklärung  sich  z.  B.  zum  Auswendig- 
lernen für  Schüler  wenig  eignen.  —  Was  sagen   wohl  die   Herren   Schul- 
männer zu  der  Ansicht  S.  33  des  Verfassers,  dass  auch   zwei  oder  mehr 
Factoren  eines  Productes  benannte  Zahlen  sein  können?    Werden  sie  sich 
durch   die   obige  Definition   in  Verbindung  mit   dem  Beispiel   akgX&m 
=  a&kgmtr   zu  dieser  Meinung  herüberziehen  lassen?    Wohl  schwerlich! 
Auch  darf  der  Verfasser  nicht  auf  allgemeine  Zustimmung  rechnen ,  wenn 
er  S.  76  aus  a  =  &  und  a^  =  h^  schliessen  will ,  dass  c  =  d  sei.     Denn  ob- 
wohl «<^=«^*'=1,   so  ist  doch  nicht  0  =  2nf.     Befremdlich  ist  auch  die 
Erklärung  einer  imaginären  Zahl.    Sie  steht  ebendort  Nr.  25  und  lautet: 
jyEine  Zahlverbindung,  deren  Resultat  weder  der  Zahlenreihe  der  positiven, 
noch  der  negativen  einzelnen  Zahlen  angehört,  wird  imaginäre  Zahl  genannt' 
Natürlich  ist  es  bei  dieser  Aufstellung  spottleicht,  den  Fundamentalsatz  der 
Algebra  zu  beweisen,  und  ohne  gerade  den  Vorwurf  argwöhnischer  Sinnes- 
art auf  sich  zu  laden,   darf  man  an  die  obige  Definition  erinnert  werden, 
wenn  man  S.  175  mit  Erstaunen  liest:  „Eine  Gleichung  mit  einer  unbekann- 
ten X  heisst  eine  Qleichung  vom  fi*^  Grade,  wenn  sie  in  fi  Gleichungen 
von  der  Form  x  +  a^=0  zerfallen  kann,   wobei  a  irgend  eine  bekannte, 
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positive  oder  negative  Zahl  bezeichnet.'  Auch  die  Beweise  fQr  die  Irratio- 
nalitftt  der  Wurzeln  S.  127  und  142  sind  nicht  streng.  Denn  wenn  m 
und  V  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben,  so  folgt  durchaus  nicht  ohne 
einen  bekannten  Beweis,  dass  dann  m^iv  keine  ganze  Zahl  sein  kann. 

Wir  sind  jetzt  mit  unseren  Ausstellungen  fertig  und  können  nicht  um- 
hin ,  flbrigens  an  dem  Buche  Manches  anzuerkennen.  Zu  den  wohlgelungenen 
Abschnitten  desselben  gehört  z,  B.  die  schöne  Darstellung  der  PTthago- 
reischen  Zahlen,  gehören  die  Anweisungen  zur  Ertheilung  eines  rationalen 
Nenners,  die  Vorschriften  zur  praktischen  Wurzelausziehung.  Yortrefiflich 
und  nicht  unbedeutend  über  den  herkömmlichen  Gemeinbesitz  der  Lehr- 
bücher hinaus  bereichert  erscheint  die  Auflösung  der  Gleichungen  zweiten 
Grades  mit  zwei  unbekannten.  Dasselbe  gilt  mehr  oder  weniger  beztlglich 
der  Eettenbrüche  nebst  Anwendungen  auf  Zeitrechnung,  bezüglich  der  Dar- 
stellung des  binomischen  Lehrsatzes  und  der  logarithmischen  Beihe  (Coeffi- 
cientenvergleichung).  Leider  fehlen  ausreichende  Convergenzbetrachtungen 
hier,  wie  früher  bezüglich  der  geometrischen  Beihe.  Auch  die  Darstellung 
der  Combinationslehre  ist  wohlgelungen. 

Druck  und  Papier  sind  vortrefflich. 

Fassen  wir  unser  Urtheil  zusammen,  so  können  wir  nicht  umhin,  das 
Buch  vom  praktischen  Gesichtspunkte  aus  zu  empfehlen ;  bezüglich  mancher 
mehr  der  Theorie  angehörenden  Dinge  wird  eine  Umarbeitung  erforder- 
lich sein. 

Coesfeld,  1888.  K.  Sohwebino. 


Conttniotive   Geometrie  der  Kegelschnitte  auf  Omnd  der  Fooaleigen- 
Schäften.    Einheitlich  entwickelt  von  ADAiiSERT  Bbeueb,  k.  k.  Beal- 
lehrer   in   Trautenau,    Böhmen.     Ein   Lehrbuch  für   höhere  ünter- 
richtsanstalten  und  für  den  Selbstunterricht.     Mit  80  in  den  Text 
gedruckten    Originalfiguren.     Preis  1  fl.  ö.  W.     Prag  1887,    Selbst- 
verlag. 
Die  vorliegende  Darstellung  der  Kegelschnittslehre  geht  von  der  De- 
finition durch  Brennpunkt  und  Leitlinie  aus.    Es  werden  die  verschiedenen 
Constructionsaufgaben  (Punkte,  Tangenten  u.  s.  w.)  in  sehr  klarer  Sprache 
gelöst.     Auch  die  Betrachtung  des  Kegelschnitts  als  Tangentengebilde  ist 
geschickt  angeschlossen.     Nach  diesen  Vorbereitungen  untersucht  der  Ver- 
ÜASser  die  Eigenschaften  der  Ellipse  und  Hyperbel  bezüglich  ihrer  beiden 
Brennpunkte.     Auch  der  Osculationskreis  der  Kegelschnitte  und  die  nahe- 
liegenden Beziehungen  zum  Tactionsproblem  finden  gebührenden  Platz. 

Die  Wendung:  „Der  gesuchte  Punkt  existirt  daher  nicht  in  Wirklich- 
keit; er  kann  also  höchstens  in  der  Einbildung  bestehen  und  wird  deshalb 
imaginär  genannt*'  ist  wohl  ein  wenig  kindlich. 
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üebrigens  sei  das  Buch  mit  seinen  schOnen  Figuren  und  seinem  klaren 
Vortrage  bestens  empfohlen. 

Coesfeld,  1888.  K.  Schwbwhg. 

Die  Elemente  der  Kegeliohnitte  in  synthetischer  Behandlung.  Zum  Gre- 
brauche  in  der  Gymnasialprima  bearbeitet  von  Dr.  W.  Erlbb,  Pro- 
fessor am  König].  P&dagogium  Züllichau.  Mit  1  lithogr.  Figuren- 
tafel.  Dritte  verbesserte  Auflage.  Leipzig,  Druck  und  Verlag  von 
B.  G.  Teubner.  1887. 
In  den  Kreisen  der  Mathematiklehrer  ist  eine  Strömung  eingetreten, 
welche  der  Bearbeitung  der  Kegelschnittslehre  in  der  Prima  zustrebt.  Man 
führt  zur  Empfehlung  dieses  Strebens  an ,  dass  dasselbe  den  Schüler  keines- 
wegs mehr  belasten  werde,  als  die  Durchnahme  so  mancher  Dreiecksauf- 
gaben, dass  die  Kegelschnittslehre  dagegen  sehr  geeignet  sei,  den  mSssig 
begabten  Primaner  anzuregen ,  dass  die  Physik  in  manchen  Theilen  geradezu 
gebieterisch  zur  näheren  Betrachtung  gewisser  Kegelschnittsaufgaben  und 
Eigenschaften  hindränge;  endlich  führt  man  aus,  dass  die  massgebenden 
Vorschriften  der  obersten  Schulleitung  einer  massigen  und  geschickten  Ein- 
beziehung dieser  Dinge  in  den  Primalehrstoff  nicht  widersprächen.  Für  die 
Vertreter  dieser  Anschauungen  war  es  eine  höchst  erfreuliche  und  darum 
höchst  beifällig  aufgenommene  Erscheinung,  dass  ein  so  erfahrener  Pädagoge 
und  bekannter  kritischer  Schriftsteller  wie  Herr  W.  Erler  zunächst  in  der 
Hoffmann'schen  Zeitschrift  und  später  in  der  vorliegenden  Schrift  mit 
einem  Versuche  hervortrat,  der  das  in  den  obigen  Zeilen  gekennzeichnete 
Problem  zu  lösen  scheint.  Indem  der  Verfasser  auf  die  Behandlung  der 
harmonischen  Eigenschaften  verzichtet  und  darum  auch  entsprechend  jeden 
der  drei  Kegelschnitte  zunächst  und  hauptsächlich  in  getrennter  Behand- 
lungsweise  vorführt,  gelingt  es  ihm,  einen  reichen  und  zweckmässig  ge- 
wählten Stoff  auf  ganze  45  Seiten  zusammenzudrängen.  Sehen  wir  uns 
genauer  die  Ellipse  an.  Zur  Definition  und  Formbestimmung 
werden  die  Brennpunktseigenschaften  benutzt;  es  wird  sofort,  und  zwar 
sehr  elegant,  die  Gleichung  abgeleitet;  es  folgen  dann  die  Beziehungen 
zum  Tactionsproblem  und  daraus  im  natürlichen  Zusammenhange  die 
Tangenten  der  Ellipse.  Dann  erscheint  die  Curve  in  ihrer  Entstehung 
durch  Leitlinie  und  Brennpunkt,  die  conjugirten  Diameter  und  ver- 
wandte Eigenschaften,  die  Beziehungen  zu  dem  über  der  grossen  Axe  als 
Durchmesser  beschriebenen  Kreise,  endlich  die  Ausmessung  der  Ellipse» 
Es  folgen  37  Aufgaben,  welche  zweckmässig  gewählt  und  geordnet  sind. 
Nur  bei  einer  geringen  Anzahl  ist  eine  Anleitung  zur  Lösung  oder  eine 
Verweisung  auf  den  theoretischen  Theil  beigefügt,  üebrigens  dürfte  nur 
eine,  nämlich  die  dritte,  einer  wesentlichen  Aenderung  bedürfen. 
Die  kleine  Schrift  sei  hiermit  bestens  empfohlen. 
Coesfeld.  K.SoHWBRiNa. 

Digitized  by  LjOOQIC 


Becensionen.  29 

Sammlimg  yon  Lehrsätien  und  An^ben  ans  der  Stereometrie.    Im  An- 
schlags an  nachgelassene  Papiere  des  Oberlehrers  Dr.  Kbbtsohmbr 
bearbeitet  von  Dr.  H.  Thibhb,   ord.  Lehrer  am   Realgymnasium  zu 
Posen.     Leipzig,  Druck  und  Verlag  von  B.  6.  Teubner.    1885. 
jyDie  stereometrischen  Aufgaben  erscheinen  noch  meist  als  Rechnungs* 
aufgaben,  wie  die  Durchmusterung  der  Abiturientenaufgaben  in  den  Schul- 
Programmen*  zu  erkennen  giebt.     Dieser  Zustand  ist  weder  sachlich  berech- 
tigt, noch  entspricht  er  den  Absichten  der  ünterrichtsbehSrde. "     Der  Verf. 
will  nun  diesem  üebelstande  durch  sein  Buch  abhelfen  und  zwar  unter  aus- 
drflcklicher  Betonung   der  grossen  Bedeutung  klarer  r&umlicher  Anschau- 
ungen. Er  hat  dabei  nachgelassene  Papiere  seines  verstorbenen  Lehrers  benutzt. 
Das  Bflchlein  enthält  92  Seiten  und  gliedert  seinen  Lehrstoff  in  14  Para- 
graphen«    Zunftchst  werden  wir  uns  mit  einfacheren  Lagenbeziehungen  der 
Elemente  zu  beschäftigen  haben,  die  ja  auch  in  den  Lehrbüchern  den  Zu- 
gang zur  eigentlichen  Körperlehre  bilden.    Es  folgen  dann  im  §  5  Lehrsätze 
und  Aufgaben  Ober  drei  -  und  mehrseitige  Ecken.    Hier  begegnen  uns  durch- 
aus analoge  Aufgaben,   wie  sie  in  der  Planimetrie  längst  Gemelugut  der 
Aufgabensammlungen  geworden  sind«   Man  findet  diese  Aufgaben  in  Elemen- 
tarbflchem  häufig  der  sphärischen  Trigonometrie  zugewiesen;   mit  Unrecht, 
denn  ihren  wesentlich  anschaulichen  Charakter  büssen  sie  unter  der  Herr- 
schaft der  Formel   dabei   gewöhnlich   ein.     Dieser  Paragraph  enthält  bei 
Herrn  Thieme  132  Aufgaben.     Wir  gestatten  uns,   eine  einzige  namhaft 
zu  machen:  „Unter  welcher  Bedingung  lässt  sich  in  eine  vierseitige  Ecke 
ein  Botationskegel  beschreiben?^   Ueber  das  Tetraeder  finden  wir  172  Auf- 
gaben gestellt,  bei  denen  mit  Recht  mehrere  Rechnungsaufgaben  aufgenom- 
men worden  sind.     Wir  heben  hervor  die  interessante  Aufgabe,  aus  den 
Kanten  des  Tetraeders  die  Verbindungslinien  der  Ecken  mit  den  Schwer- 
punkten der  Glegenflächen  planimetrisch  zu  construiren  und  zu  berechnen; 
femer  sei  die  Aufgabe  erwähnt,  welche  nach  den  Daseinsbedingungen  einer 
Kugel  fragt,  die  alle  6  Kanten  berührt,  und  endlich  sei  die  Berücksichtigung 
anerkannt,  welche  das  Tetraeder  mit  senkrechten  Gegenkanten  findet.    Diese 
172  Aufgaben  bilden  eine  hervorragend  schöne  Sammlung  und  nach   der 
Meinung  des  Referenten   den   brauchbarsten   und   werthvoUsten  Theil    des 
Buches.     Von  annähernd  gleicher  Bedeutung  scheinen  die  Aufgaben   des 
§  9  zu  sein,  welche  dem  Wesen  nach  die  Grundzüge  der  analytischen  Geo- 
metrie unter  Zugrundelegung  Cartesischer  Coordinaten  enthalten.     Freilich 
hat  uns  die  Behandlung  hier  weniger  angesprochen,  als  beim  Tetraeder; 
aber  sachlich  erscheint  es   uns  als  ein  ungemein  glücklicher  Griff,  diesem 
praktisch  so  wichtigen  Zweige  der  Geometrie  Früchte  für  den  elementaren 


*  Der  BückschluBs  von  Ahiturientenaafgaben  auf  den  Betrieb  des  Unter- 
riohts  ist  übrigens  vielfach  ungerechtfertigt.  Die  Prüfungsordnung  fordert  aus- 
drfioklich:  „Einfache  Aufgaben*'.  D.  Ref. 
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Unterricht  abzagewinnen.  „ Gegeben  eine  Ebene  durch  ihre  Schnittpankte 
mit  den  Coordinatenaxen  und  ein  Punkt  durch  seine  Coordinaten.  Man  be- 
stimme den  Abstand  des  Punktes  von  der  Ebene  durch  Zeichnung  und 
Rechnung.^  Diese  Aufgabe  wiegt  inhaltlich  ein  ganzes  Dutzend  jener 
Dingelchen  auf,  welche  sich  in  so  manchen  Sammlungen  breit  machen. 
Und  ist  diese  Aufgabe  einem  mittelbegabten  Primaner  zu  schwer?  Jeder 
Lehrer,  der  nach  geeigneter  Unterstützung  der  Anschauung  dieselbe  seinen 
Schülern  vorträgt,  wird  das  Gegentheil  bezeugen  können.  —  Erwähnen 
wir  noch  aus  unserm  Büchlein  Aufgaben  über  Anfangsgründe  der  beschrei- 
benden Geometrie,  über  stereographische  Projection  und  endlich  über  das 
Berührungsproblem  der  Kugel. 

Sei  es  dem  Beferenten  gestattet,  schliesslich  zu  bemerken,  dass  er  die 
Hervorhebung  von  Hauptaufgaben,  sowie  Andeutung  der  Lösung  an  vielen 
Stellen  ungern  vermisst  hat.     Auch  Figuren  fehlen  leider  gänzlich. 

Möge  man  sich  endlich  entschliessen ,  das  Postulat,  ,, durch  drei  Punkte 
eine  Ebene  zu  legen*',  gänzlich  fallen  zu  lassen!  Der  Zeichner  kann  es  ja 
doch  in  Wirklichkeit  nicht  ausführen ,  noch  viel  weniger  in  der  neuen  Ebene 
zeichnen.  Und  auch  wissenschaftlich  gilt  eine  Aufgabe  nur  dann  für  glatt 
gelöst,  wenn  der  wesentliche  Theil  der  Construction  in  einer  Ebene  aus- 
führbar ist  Ein  classisches  Beispiel  dieser  Lösung^  und  zugleich  eine 
wunderschöne  Veranschaulichung  der  eben  ausgesprochenen  befremdlich 
klingenden  Meinung  des  Beferenten  fanden  wir  kürzlich  im  Journal  für 
Mathematik  von  Eronecker-Weierstrass,  Bd.  99.  Es  handelt  sich  um 
die  Lösung  der  Aufgabe,  den  achten  Schnittpunkt  dreier  Flächen  zweiter 
Ordnung  zu  finden,  und  jeder  der  ausgezeichneten  Geometer,  welche  sich 
an  der  Lösung  betheiligen,  Caspary,  Sturm,  Schroeter,  Zeuthen, 
erkennt  stillschweigend  oder  ausdrücklich  an,  dass  die  Zeichnung  in  einer 
Ebene  anzustreben  ist.  Und  wie  leicht  ist  es,  genau  so  im  elementaren 
Unterrichte  zu  verfahren!  Man  unterscheidet  einfach  „Analjsis*'  und  , Con- 
struction'', lässt  in  der  ersteren  Zeichnung  in  verschiedenen  Ebenen, 
in  letzterer  aber  nur  in  einer  Ebene  zu.* 

Das  Buch  verdient  beste  Empfehlung. 

Coesfeld.  K.  Schwerino. 

Vorlesungen  über  die  Theorie  des  Fotentials  nnd  der  KngelflmotioBen, 

gehalten  an  der  Universität  Königsberg  von  Dr.  Franz  Neümamh, 
Professor  der  Physik  und  Mineralogie.  Herausgegeben  von  Dr.  Cari. 
Neumann,  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  Leipzig. 
Leipzig,  1887.  B.  G.  Teubner.  XVI,  364  S.  mit  Figuren  im  Text 
Seit  wir  Bd.  XXXII  dieser  Zeitschrift,  histor.-liter.  Abth.  S.  16—17, 
über  das  Erscheinen  der  deutschen  Bearbeitung  des  Betti 'sehen  Lehrbuchs 

*  Bef.  wird  auf  die  hier  kurz  erwähnte  Ansicht  baldigst  aufifflhrlich  surfickkommen. 
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der  Potentialtheorie  berichteten,    ist  von  den  damals  namhaft  gemachten 
Schriften  ähnlichen  Inhaltes  eine,  nämlich  die  Dirichlet'schen  Vorlesungen, 
in  neuer  Auflage  erschienen,   unsere  Bemerkung  bestätigend,  dass  gerade 
dieses  Buch  sich  am  angenehmsten  lese.    Eine  schwere  Wettbewerbung  ent- 
steht ihm  in  dem  Werke,  dessen  Erscheinen  wir  heute  unseren  Lesern  an- 
zeigen.    Auch  gegenwärtig    haben    wir  Vorlesungen   eines   faochberühmten 
Ijehrers  vor  uns,  auch  heute  ist  der  Druck  auf  Grundlage  vortrefflicher 
Nachschriften  erfolgt,  dagegen  ist  in  einer  Beziehung  eine  sehr  wesentliche 
Verschiedenheit  hervorzuheben.    Während  Herr  Grube  das  Dir ichle tische 
Heft  unverändert  Hess,  hat  Herr  C.  Neumann  mit  ziemlicher  Freiheit  ge- 
schaltet.   Er  hat  nicht  blos  ein  von  ihm  selbst  1852/53  nachgeschriebenes 
Heft  mit  einem  weit  umfangreicheren,  welches  Herr  0.  E.  Meyer  1856/57 
anlegte,   und  mit  Abhandlungen  des  Herrn  F.  Neumann   aus  den  Jahren 
1838,  1847,  1878  zusammengeschmolzen,    er  hat  auch  nicht  unbedeutende 
eigene  Zuthaten  da  und  dort  eingefügt,  so  dass  man  fast  das  Wort  „ heraus- 
gegeben^ des  Titelblattes  durch  das  Wort  „bearbeitet^  ersetzt  wissen  möchte. 
Wir   betonen   diesen  Umstand,    weil  er  die  Verantwortlichkeit  des  Herrn 
C.  Neumann  für  das  Gebotene  in   das  richtige  Licht  setzt,   eine  Verant- 
wortlichkeit, welche  der  Verfasser  des  Werkes  über  das  logarithmische  und 
Newton 'sehe  Potential  in  keiner  Weise  zu  scheuen  hat.     Haben  wir  doch 
bereits  oben  den  Eindruck  angedeutet,  welchen  wir  von  dem  uns  vorliegen- 
den Bande  erhalten  haben.    Die  neuen  Vorlesungen  sind  mindestens  ebenso 
angenehm   zu  studieren,   wie  die  Dirichlet'schen  Vorlesungen;    sie   ent- 
halten Vieles,  was  in  sämmtlicben   sonstigen  Werken  über  Potentialtheorie 
sich  nicht  vorfindet;  sie  weichen  in  ihrem  Gange  nicht  unwesentlich  von 
anderen  Werken  ab.     Andererseits  vermissen  wir  allerdings  auch  Einiges. 
Weshalb  z.  B.  auf  S.  55  der  Convergenzbeweis  für  die  nach  Kugelfunctionen 
zweier  Winkel  fortschreitende  Beihe  einfach  vorausgesetzt  ist;   weshalb  auf 
8.  218  ftlr  den  Newton'schen  Satz  von  der  Unwirksamkeit  einer  ellipsoi- 
dischen  Schaale  auf  einen  inneren  Punkt,  der  recht  eigentlich  der  Potential- 
theorie angehört,  auf  DuhameTs   Mechanik  verwiesen  ist;   weshalb  auf 
8.  5  dem  Beweise  der  Gleichung 

B.cos{B,p)  =  -ffn  — 

nicht  die  so  nahe  liegende  Bemerkung  beigefügt  ist,  es  seien  F,  JE7,  /^,  m, 
fi,  /'von  der  Wahl  des  Coordinatensystems  durchaus  unabhängig;  jede  Ge- 
rade p  könne   somit   als  a;-Axe  gedacht   und  die  Gleichung  Bca8{BjX). 

dV 
=:  —  fm  -r-    unter  Ersetzung  von  x  durch  p  einfach  abgeschrieben  werden, 

vX 

worauf  der  partielle  Differentialquotient  in  einen  totalen  übergeht,  sofern  p 
als  einzige  unabhängige  Veränderliche  gedacht  ist,  warum,  sagen  wir,  ähn- 
liche Lücken  vorhanden  sind,  wissen  wir  nicht.  Wir  haben  aber  diese 
wenigen  Beispiele  auch  nur  hervorgehoben ,  um  gleichsam  als  Prttfstem^der      , 
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Aufmerksamkeit  zu  dienen ,  mit  welcher  wir  den  Band  durchgelesen  haben. 
Weit  zahlreicher  sind  die  Stellen,  auf  welche  wir  aufmerksam  machen 
müssten,  wenn  wir  besonders  Hübsches  nennen  wollten.  Da  wäre  der, 
wenn  auch  nicht  ganz  strenge,  doch  um  so  elegantere  Beweis  des  Satzes 
JV^^  —  ^nq  zu  erwähnen  (S.  16)  fUr  den  Fall  einer  im  Inneren  des  Kör- 
pers stetigen  Dichtigkeit  q.  Da  wfire  das  ganze  II.  Capitel  zu  rühmen,  eine 
von  Herrn  C.  Neu  mann  an  dieser  Stelle  —  also  früher,  als  es  sonst  in 
Potentialvorlesungen  zu  geschehen  pflegt  —  eingeschaltete  Lehre  von  den 
Eugelfunctionen  Pny  aus  welcher  wir  wieder  einen  Satz  hervorheben ,  der 
von  Herrn  C.  Neumann  herrührt,  und  welcher  ausspricht,  dass  jede  der 
Differentialgleichung  g 

(n-i)(n+i  +  l)l^-(2i  +  2)^.|^+(l.-^«)|^  =  0 

genügende  Function  F  sich  von  der  ^'**°  Ableitung  von  Pn  nur  durch  einen  con- 
stanten  Factor  unterscheidet  (S.  37).  Da  ist  das  VII.  Capitel  der  Methode 
des  Herrn  F.  Neumann  zur  Entwicklung  einer  Function  nach  Eugelfunctio- 
nen auf  Grund  gegebener  Beobachtungen  gewidmet  und  innerhalb  dieses 
Capitels  (S.  150 — 152)  gezeigt,  dass  diese  Methode  geeignet  ist,  auch  als 
bequemerer  Ersatz  für  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate  zu  dienen.  Da 
ist  das  Problem  des  stationären  Temperaturzustandes  einer  von  zwei  Paral- 
lelebenen begrenzten  unendlichen  homogenen  Platte  (S.  256flgg.),  da  ist 
später  das  Pois so  nasche  Problem  von  der  Elektricitfitsvertheilung  auf  zwei 
Kugeln  (S.  277  flgg.)  mit  Hilfe  von  Spiegelung  behandelt  u.  s.  w.  Unsere 
Leser  werden  aus  diesen  gleichsam  auf's  Gerathewohl  herausgegriffenen 
Erwähnungen  die  ganze  Reichhaltigkeit  des  Werkes  erkennen,  welches  bald 
in  keiner  Büchersammlung  eines  Mathematikers  oder  Physikers  fehlen  dürfte. 

Cantor. 

Lehrbuch  der  politiflchen  Arithmetik  für  höhere  Handelsschulen  (Handels* 
akademien)  und  zum  Selbstunterricht,  bearbeitet  von  F.  S.  Holzinoer, 
Professor  an  der  öffentlichen  Handelsakademie  in  Linz.  Braunschweig 
1888,  bei  Friedrich  Vieweg  &  Sohn.    IX,  156  S. 
Der  Verfasser  hat  der  Vorrede  nach  sein  Lehrbuch  den  Lehrplänen  der 
österreichischen  höheren  Handelsschulen  (Handelsakademien)  angepasst.    Da 
er  selbst  Lehrer  an  einer  derartigen  Anstalt  ist,   so   wird  er  gewiss  diese 
Lehrpläne  genau  kennen ,  jedenfalls  viel  genauer,  als  Referent  mit  denselben 
bekannt  ist,  der  deshalb  auch  sich  jeden  Urtheils  über  das  vorliegende  Werk 
nach  der  Bichtung  hin,   ob  es   diese  selbstgestellten  Zwecke  erfOlle,  ent- 
halten muss.    Ein  zweiter  angegebener  Zweck  ist  der  zum  Selbstunterrichte. 
Der  Selbstunterricht  aber  ist  überall  der  gleiche,   und  insofern  dürfen  wir 
Herrn  Holzinger's  kleines  Lehrbuch  besprechen. 

Der  Inhalt  des  Buches  ist  in  sechs  Abschnitte  gegliedert,  welche  die 
üeberschriften  führen:  I.  Die  Zinseszins-  und  Zeitrentenrechnung;  II.  An- 
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lehenaconrs  und  Constructioxi  von  Amortisatioiisplänen;  III.  Constraction 
Ton  Lotterie -Anlehens- Plänen;  IV.  Wahrscheinliclikeits -  and  Leibrenten* 
rechnung;  Y.  Capitalversicherang ;  VI.  Yerbindungsrenten. 

Offenbar  stehen  die  drei  ersten  Abschnitte  in  engerem  Zusammenhange, 
und.  ebenso  die  beifolgenden ,  so  dass  statt  sechs  auch  nur  zwei  Theile  unter- 
schieden werden  konnten:  I.  Die  Lehre  von  den  Capitalanlagen ;  IL  die 
Lehre  von  dem  Yersicherungdwesen ,  soweit  es  von  der  Lebensdauer  des 
Menschen  beeinflusst  ist. 

In  beiden  grossen  Abtheilungen  sind  zweierlei  Lehren  als  Hilfsmittel 
benutzt  und  deshalb  vorher  kurz  erörtert:  Zinseszins-  und  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung. Beruht  doch  jedes  Lotterieanlehen  auf  diesen  beiden  Ghrund- 
la^en.  Wir  können  es  daher  nicht  billigen ,  dass  erst  vom  lY.  Abschnitte 
an  der  Leser  mit  dem  Begriffe  der  Wahrscheinlichkeit  bekannt  gemacht 
wird,  unserer  Ansicht  nach  sollte  vielmehr  die  Wahrscheinlichkeit 
a  priori  gleich  im  L  Abschnitte  behandelt  sein.  Der  III.  Abschnitt  hätte 
auf  die  mathematische  Oewinnhoffnung  gegründet  werden  sollen.  Im  lY.  Ab. 
schnitte  wäre  alsdann  die  Wahrscheinlichkeit  a  posteriori  zur  Sprache 
gekommen.  Bei  dieser  Anordnungsweise  wäre  ohne  Erhöhung  der  Schwierig- 
keit eine  grössere  Strenge  der  Darstellung  erzielt  worden,  während  gegen- 
wärtig manche  Frage,  welche  beim  Studium  auftaucht,  z.  B.  ob  es  einen 
wesentlichen  unterschied  bilde,  wenn  man  es  mit  einem  in  Serien  getheil- 
ten  Lotterieanlehen  und  ein  anderes  Mal  mit  einem  nur  nach  Nummern  ge- 
ordneten zu  thun  habe,  gar  nicht  erledigt  werden  kann. 

Wir  betonen  diesen  Mangel,  der  unserer  Meinung  nach  der  allgemei- 
nen Anordnung  zum  Yorwurfe  zu  machen  ist,  um  so  stärker,  als  wir  den 
einzelnen  Abschnitten  selbst  fast  ausschliesslich  Lob  zu  ertheilen  haben. 
Mag  auch  vielleicht  Herr  Holzinger  in  seiner  Yorliebe  fdr  den  confor- 
men  Zinsfüss  im  Gegensatz  zum  relativen  viel  zu  weit  gehen,  mag  seine 
Behauptung  (3.  5),  die  letztere  Bechnungsweise  sei  nicht  richtig,  jeden  Be- 
weises ermangeln ,  so  ist  praktisch  diese  ganze  Frage  von  untergeordnetem 
Werthe,  und  es  ist  unter  allen  Umständen  anzuerkennen,  dass  Herr  Hol- 
zinger seine  Leser  wenigstens  mit  den  beiden  Auffassungs weisen  der 
Zinseszinsrechnung  bei  Bruchjahren  bekannt  macht.  Als  besonders  gelungen 
wünschen  wir  aber,  abgesehen  von  der,  wie  schon  erwähnt,  mangelhaften 
Wahrscheinlichkeitsgrundlage ,  den  III.  Abschnitt  zu  bezeichnen.  Auf  acht 
Seiten  ist  hier  ein  wichtiger  und  keineswegs  rechnerisch  ganz  einflEMiher 
Gegenstand  vortrefflich  behandelt.  Auch  in  den  drei  letzten  Abschnitten 
ist  die  Darstellung  der  eigentlichen  Rechnungsführung  eine  sehr  übersicht- 
liche, so  dass  wir  nicht  zweifeln,  es  werde  an  ihrer  Hand  ein  an  mathe- 
matisches Denken  gewöhnter  Leser  sich  leicht  zum  Rechner  einer  Yer- 
sicherungsanstalt  bilden.  Manche  Fragen,  wie  z.  B.  die:  auf  welche  Weise 
die  Sterbliohkeitslisten  anzufertigen  sind,  wie  die  Nettoprämie  der  Gcisell-     j 
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Schäften   zur  Bmttoprftmie  wird,  wie  die  DiyidendeiiTeH^heiliing  stattfinde 
u.  s.  w. ,  wird  er  allerdings  nicht  beantwortet  finden. 

Cantob. 


OrnndrisB   der  Theorie  der  Zinsrechnniig  von  Dr.  Hbinbioh  Blbiohbr. 
Berlin  1888,  bei^Jalius  Springer.    75  8. 
Dass  ein  Capital  1  zu  p  Procent  jährlich   verzinslich  bei  Berechntmg 

von  Zinseszinsen  in  t  Jahren  za  (l  +  f^J    anwächst,  sofern  t  eine  ganze 

positive  Zahl  ist,  ist  bekannt  genug.  Eine  gewisse  Schwierigkeit  erscheint,  wenn 

t  keine  ganze  positive  Zahl  ist.     Sind   dabei  Zinstermine  nach  je  —  Jahre 

nt 
vorgeschrieben,  so  werden   t  Jahre  auf    —  Jahre   zurückgeführt  und  der 

relative  Procentsatz  ^  für  je  eine  Zinsperiode  gewählt.    So  erscheint  der 
1  +  YKFx )    *     Ebenderselbe  Werth  erscheint  aber  in  der  Form 

(l  +  7ön)  nait  ganzem  oder  gebrochenem  t,  sofern  der  conforme  Pro- 
centsatz K  eingeführt  wird,  und  snr  Auffindung  von  n  führt  eben  die 
Gleichung  xt      /  \«f 

('+rö)-('+?ro)' 

nämlich : 

uauiuvu.  100«^  _p 

100 


'  +  TO-[('+i4i)'] 


Wird  n=scx>,   d.h.  wird  augenblickliche  Verzinsung  angenommen,  so 

verwandelt  sich  das  eben  Oefundene  in 

n         -^ 
1  +  — -  =  e^^ 

Das  Ergebniss  des  Capitals  1  nach  t  Jahren  mit  p-procentigem  Jahreszins- 
füss,  der  aber  auf  augenblickliche  Verzinsung  zurückgeführt  und  dadurch 
von  jeder  willkürlichen  Zinsterminbestimmung  befreit  ist,  ist  demnach  bei 
ganz  beliebigem  t  pt 

In  diesem  Satze,  welchen  Herr  Bleicher  allerdings  ganz  anders  herleitet, 
liegt  der  Grundgedanke  der  ungemein  lesenswerthen  kleinen  Schrift,  welche 
wir  der  Aufmerksamkeit  unserer  Fachgenossen,  welche  mit  Versicherungs* 
Wesen  theils  praktisch,  theils  theoretisch  in  üniversitätsvorlesungen  sich  zu 
beschäftigen  haben,  recht  sehr  empfehlen.  Cantob 


Digitized  by 


Google 


Becensionen.  35 

Prmktitohe  Anleitung  zur  slgebraisohen  Entwicklung  und  lösnng  der 
Oleichnngen   der   höheren   Orade,    nebst   üebungsbeispielen    von 
A.  Rbdlich.    Alle  Rechte  vorbehalten.  —  Wegen  Erwerbung  von 
Rechten  wolle  man  sich  gef&lligst  an  den  Verfasser  wenden.    Breslau 
1888,  0.  P.  Aderholz'  Buchhandlung.     IV,  88  S.     Aufgeschnittene 
oder  beschmutzte  Exemplare  werden  nicht  zurückgenommen. 
Das  Vorwort   beginnt   mit   der   unleugbaren  Wahrheit,    dass  mit  der 
Aufgabe y  die  Gleichungen  höherer  Orade  zu  lösen,  die  tiefsten  Denker  aller 
gebildeten  Nationen   sich   beschäftigt  haben.     Also  solche  werden  genannt: 
].  der  verewigte  Euler;  2.  Herr  Prof.  Ritter  von  der  Burg;   3.  Herr 
Prof.   Lflbsen.     Aus  Citaten    des   Zweitgenannten    kennt   Herr   Redlich 
auch:  a)  Ruffini,   b)  Abel.     Man  wird  ans  dieser  Literaturkenntniss  die 
Zuversicht  schöpfen  dürfen,   dass  Herr  Redlich  seiner  Aufgabe  mit  un- 
gestörtester ünbeiangenheit  gegenttbersteht.     Gelöst  hat  er  sie  allerdings 
nicht;  aber  er  ist  zur  Ueberzeugung  gekommen,  der  sichere  Weg  zur  end- 
lichen  Lösung   gehe   aus   von   der  Zerlegung   des   constanten  Gliedes   der 
Gleichung  in   Factoren.     Der  Skrupel,  es  könne   auch  Gleichungen  geben, 
deren  Wurzel   keine  ganzen,  oder  doch  rationale  Zahlen  sind,  scheint  den 
i^lttcklichen  Verfasser  nie  in  seiner  Hoffnung,  zum  Ziele  zu  gelangen,  ge- 
kört zu  haben.     Wohl  ihm!  Cantor 


Analytisehe  Oeometrie  der  Kegelschnitte  mit  besonderer  Berücksichtigung 
der  neueren  Methoden   nach  Gboboe   Salmon,   frei   bearbeitet  von 
Dr.  Wilhelm  Fiedler  ^  Professor  am  eidgenössischen  Polytechnikum 
zu  Zdrich.     V.  umgearbeitete  Auflage.    Erster  Theil.    Leipzig,  1887. 
XVI,  1  —  432.     Zweiter   Theil.     Leipzig,  1888.     XX,  433  —  809. 
B.  G.  Teubner. 
Wenn  das  Erscheinen  der  fünften  Auflage  eines  umfangreichen  Werkes 
die  Stelle  der  günstigsten  Besprechung  zu  vertreten  vermag,  so  gestattet 
andererseits   das   Anwachsen  des   Umfanges   um  volle  100  Seiten  seit  der 
vierten  Auflage   (von  1878)  und  das  Eintreten  eines  jüngeren  Mitarbeiters 
wenigstens    eine    kurze  Anzeige  des  in  der  That  umgearbeiteten  Werkes. 
Vergleicht    man   nur  die   Capitelüberschriften   in   den   um    10  Jahre   aus- 
einanderliegenden Auflagen,  so  erkennt  man  sofort  wesentliche  Umstellungen. 
Gingen  frtther  z.  B.  die  Haupteigenschaften  der  Curven  zweiten  Grades  dem 
Kreis  voraus,   und  folgte  dann  auf  vier  dem  Kreis  gewidmete  Kapitel  die 
Betrachtung  der  centralen  Kegelschnitte  und.  dieser  die  der  Parabel,  so  ist 
jetzt  der  Kreis  an   die  Spitze  gestellt.    Erst  nach  ihm  erscheint  die  all- 
gemeine Gleichung  zweiten  Grades.    Ist  schon  in  dieser  allerdings  bedeutend- 
sten Verftndemng  der  Anordnung  der  Zwang  zu  zahlreichen  Aendernngen 
im  Einzelnen  gegeben,  so  waren  andere  wichtige  Aenderungen  gefoj^ert, 
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wenn  das   Werk  auf  der  Höhe  der  Zeit  bleiben   sollte.     Ein  frfihseiti^es 
genaues  Eingehen  auf  imaginäre  Gebilde  der  Ebene  konnte  nicht  wohl  iSLnger 
entbehrt    werden.      Die    Bearbeitung    dieser   Theile    des   Werkes    hat    Dr. 
Ernst  Wilhelm  Fiedler  vorzugsweise  flbemommeuy  und  wie  der  Vater 
keinen  angenehmeren   Mitarbeiter   sich   suchen  konnte  als   den  Sohn,     wie 
der  Sohn   keinen   wohlwollenderen  Einftlhrer  in  die  schriftstellerische  Lauf- 
bahn  finden  konnte  als  ^^^  Vater,    so  hat  auch  der  Leser  das  Becht  und 
die   Pflicht,   dem  Vereine  Fiedler  Vater  und  Sohn  sich  dafür  dankbar  zu 
erweisen,   dass  Einer  in  dem  Anderen,  oder  besser  gesagt,  Beide  in  dem 
(Gegenstände   ihrer  Arbeit  so  ganz  aufgingen,   dass  ein  Unterschied  in  der 
Gestaltung  dieses  oder  jenes  Paragraphen  nirgends  wahrnehmbar  ist.    Eine 
wesentliche  Verbesserung  der  neuen  Auflage  war  man  auch  berechtigt  Ton 
der  Erfüllung  der  Zusage  zu  erwarten,  es  werde  dem  zweiten  Theile  ein 
das    Granze    umfassendes    alphabetisches    Sachregister    beigegeben    werden. 
Diese  Hoffnung  hat  sich  leider  als  hinf&llig  erwiesen.    Zwar  sind  die  letzten 
neun  Druckseiten   mit   der  Ueberschrift  „Alphabetisches  Sachregister '^    ver- 
sehen,   aber  diese  unflbersichtliche,    fortlaufend   gedruckte,   unvollständige 
Arbeit  wirklich  zu  benutzen,  um  Etwas  aufzufinden,  dttrfte  selbst  den  Ver- 
fassern kaum  möglich  sein,  und  doch  soll  ein  Sachregister  auch  dem  dienen, 
der  sich  über  einen  ihm  ganz  unbekannten  Gegenstand  belehren  will.    Nun 
suche  Einer  einmal   „ Neunpunktekreis ^,  wenn  er  nicht  weiss,   dass  damit 
„Kreis  von  Feuerbach''  gemeint  ist!     Oder  es  suche  Einer  „E irkman- 
sche Gerade '^  oder  „Jacobi'sche  Curve^  u.  dergl.  m.    Ein  Sachverzeichniss 
zu  diesem    Werke   herzustellen  ist  eine   Biesenarbeit,   das  wissen  wir  sehr 
gut;  aber  diese  Biesenarbeit  musste  bewältigt  oder  ganz  unterlassen  werden. 

Cantor. 


Goniometrie  und  Omndiüge  der  Trigonometrie  innerhalb  der  Ebene  als 
goniometrische  Ergänzung  der  doppelmassigen  Geometrie  der  Ele 
mentargebilde  innerhalb  der  Euklidischen  Geometrie  des  Maasses, 
Für  obere  Classen  höherer  Lehranstalten  bearbeitet  von  Dr.  Alex 
Wbbniokb  am  Herzogl.  Neuen  Gymnasium  und  an  der  Herzogl.  Tech« 
.    nischen  Hochschule  zu  Braunschweig.     Braunschweig  1888,   C.  A, 

Schwetschke  &  Sohn  (E.  Appelhans).  VIII,  175  S. 
Der  Verfasser  behandelt  auf  122  Seiten  die  Goniometrie,  auf  50  Seiten 
die  ebene  Trigonometrie,  ein  deutliches  Zeichen,  dass  er  in  jener  den  wich- 
tigsten Theil  seiner  Aufgabe  findet,  diese  gewissermassen  nur  als  Anwen- 
dung der  goniometrischen  Formeln,  und  weil  es  nun  einmal  so  hergebracht 
ist,  folgen  lässt.  Dementsprechend  finden  wir  in  jener  ersten  Abtheilnng 
die  weitaus  meisten  Betrachtungen,  welche  dem  Verfiasser  eigenthümlieh 
sind  und  welche  dem  Büchlein  über  den  Kreis  der  Schule  hinaus  Interesse 
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SU  erwecken  vennSgen.  Ob  dabei  wirklieb  ein  Schnlbacb  zu  Stande  kam, 
ob  Gymnasiasten  aus  demselben  Goniometrie  und  Trigonometrie  zu  lernen 
yermCgen,  das  ist  eine  Frage  erfahrungsmKssiger  Prtlfang,  die  wir  nicht  zu 
entscheiden  wagen,  aber  gern  bejahend  entschieden  sehen  möchten.  Die 
Schule ,  welche  in  ihren  oberen  Classen  dem  mathematischen  Unterricht  die 
Wer  nicke 'sehe  Schrift  zu  Grunde  legen  kann,  hat  gewiss  aus  dem  mathe- 
matischen Unterricht  der  unteren  Classen  diejenige  Geistesbildung  erwach- 
sen sehen,  die  er  zu  erzeugen  fähig  ist. 

Herr  Wem  icke  beginnt  mit  der  Betonung  der  Aufgabe,  Winkel  und 
Strecken  in  gegenseitige  Abhängigkeit  zu  bringen ,  und  der  Nothwendigkeit, 
zu  diesem  Ende  zunächst  den  Winkel  der  Messung  zu  unterwerfen.  Winkel 
und  Kreisbogen,  sowie  Winkel  und  Kreissector  sind  Grössen ,  die  in  unmit- 
telbarer Verhältnissmässigkeit  zueinander  stehen.  Es  kann  ein  Sectoren- 
maass,  es  kann  ein  Bogenmaass  des  Winkels  gebildet  werden,  und  wenn 
es  möglich  wäre,  durch  Zeichnung  den  Sector  in  ein  Quadrat,  den  Bogen 
in  eine  Strecke  genau  umzuwandeln,  so  wäre  damit  zugleich  die  Möglich- 
keit gegeben,  den  Winkel  ebenso  wie  jene  Gebilde  in  beliebiger  Weise  zu 
theilen,  also  auch  zu  messen,  und  einzelne  Theile  wieder  zu  einem  Ganzen 
zu  vereinigen  vermöge  des  Satzes,  dass  der  Summe  zweier  Winkel  auch 
die  Summe  der  ihnen  einzeln  entsprechenden  Sectoren  oder  Bögen  entspricht« 
Dieses  einfachste  Additionstheorem  versagt,  wenn  Winkel  und  Sehne  zu- 
einander in  Beziehung  treten.  Dadurch  erwächst  die  Nothwendigkeit,  das 
in  diesem  Falle  giltige  Additionstheorem  aufzusuchen,  und  der  Satz  des 
Ptolemaeus  vom  Sehnenviereck  führt  zu  demselben.  Dabei  treten  ausser 
dem  Halbmesser  des  Kreises,  zu  dessen  Centriwinkel  der  gerade  zu  unter- 
suchende Winkel  gemacht  wird,  zwei  Strecken  besonders  hervor:  die  vom 
Winkel  bespannte  Sehne  und  die  Höhe  vom  Mittelpunkte  bis  zur  Sehne. 
Ihr  Verhältniss  zum  Halbmesser  heisst  Sehnen  -  und  Höhenquotient.  Es  ist 
ersichtlich,  wie  nunmehr  Sinus  und  Cosinus  sich  von  selbst  darbieten. 

Wir  möchten  kürzer  über  die  späteren  Eotwickelungen  hinweggehen, 
die,  wenn  auch  weiter  Eigenthümlichkeiten  des  Verfassers  sich  vorfinden, 
doch  nicht  in  gleichem  Grade  wie  jene  Anfänge  von  allen  uns  bekannten 
Goniometrien  abweichen.  Wir  heben  deshalb  nur  noch  einen  einzigen  Gegen» 
stand  hervor.  Das  Additionstheorem  ist  nur  unter  der  Annahme,  dass  «, 
ß  und  a  +  ß  Spitzwinkel  sind,  bewiesen.  Herr  Wer  nicke  benutzt  nun  das 
Additionstheorem  selbst  als  Definition  der  goniometrischen  Functionen  grösserer 
WinkeL 

Dass  Bef.  sich  besonders  angenehm  dadurch  berührt  fand,  dass  zahl- 
reiche geschichtliche  Bemerkungen  eingestreut  sind,  braucht  nicht  erst  ge- 
sagt  M  werden.  Cantor. 
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Kalender -Karten  fOr  die  Jahre  1800 — 1999,  entworfen  von  Prof.  Dr. 
Felix  Müller.  Berlin,  1888.  Verlag  von  Rudolf  Hertsberg. 
Herr  Müller  hat  1885  Kalender -Tabellen  heraosgegeben ,  welche  im 
XXX.  Bande  dieser  Zeitschrift,  hist.-lit.  Abth.  S.  136  Anzeige  fiuiden.  Die 
Kalender  -  Karten ,  welche  er  jenen  Tabellen  folgen  Iftsst,  gehören  geiriss 
zu  den  einfachsten  denkbaren  Hilfsmitteln,  am  fttr  die  in  der  üebersehrift 
angegebene  Zeit  von  zwei  Jahrhunderten  sofort  den  zu  irgend  einem 
Datum  gehörenden  Wochentag  und  ebenso  den  Ostertermin  des  betreffenden 
Jahres  zu  erkennen.  Man  bedarf  dazu  nur  eines  Nachschlagens  in  einem 
von  14  kleinen  Kärtchen  doppelten  Eingangs,  die  zusammen  ein  Miniatur- 
heftchen  bilden ,  das  in  jeder  Seitentasche  leicht  Platz  findet. 

Cantor. 
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Die  ersten  Bestimmnngeii  der  Rotationsdauer  der  Sonne 
durch  Beobachtung  der  Sonnenflecke. 

Eine  historische  Skizze 

Ton 

E.  Gelcich. 

(Soli  last.) 


Hiena  Taf.  III  Fig.  8—18. 


In  der  Folge  ist  bei  allen  vorgeschlagenen  Methoden  immer  die  sphä- 
rische Rechnung  überwiegend,  so  auch  bei  Kästner,  der  sich  mit  der 
Lösung  dieser  Aufgabe^)  nur  wenige  Jahre  nach  Eni  er  beschäftigte.  Nach- 
dem er  gezeigt  hat,  wie  die  Lage  des  Fleckes  in  Bezng  auf  die  heliogra. 
phischen  Coordinaten  bestimmt  wird ,  geht  er  zur  Ermittelung  des  Neigungs- 
winkels des  Declinationskreises  mit  dem  Breitenkreise  über. 

Ist  E  (Fig.  8)  der  Pol  der  Ekliptik,  P  der  Pol  des  Aequators,  C  der 
Bonnenmittelpunkt,  somit  PCD  ein  Declinations-,  ECQF  ein  Breitenkreis, 
80  ist  LDCF  zu  bestimmen. 

Ist  die  Breite  und  die  Declination  des  Gestirnes ,  sowie  die  Schiefe  der 
Ekliptik  bekannt,  so  ist  zunächst  das  AJE7C7P  bestimmt.  Kennt  man  aber 
nur  die  Länge  und  Breite  (y^sA,  JE7(7=$)>  und  die  Schiefe  QYF=^%^ 
so  bestimmt  man  LDCF  wie  folgt.    Man  setze 

QF-Y^f,    OF=^h,   LDCFr=y. 

Aus  ^yQF  rechtwinklig  in  Q  hat  man: 

1)  co8f^co8lsin%^ 

2)  igh^^tgJcsml, 

3)  CF^^^-EC+QF,  somit  cMCJ'=-«fi(Ä-{;). 
Aus  ACFD  folgt: 

4)  catgy==  —  8in{h'-Qtgf. 

Aus  1)  und  2)  folgt  aber 


1)  Noyi  comment.  societ.  regiae  scient.  GottingensiB.  Tomus  I,  1770.  S.  110. 
Ad  motnm  solis  circa  azem  suum  computandum  fonnulae  aaaliticae.  Abrah.  Gotth. 
Kästner. 
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5)  ^  +  tgn^tg^H. 

'  C08*K 

Das  Ay OF  liefert  ferner 

6)  sechcosx  =  sinf. 
Aus  dieser  und  Gleichung  1)  folgt: 

Entwickelt  man  sin{h  —  i)  und  setzt  in  die  entstehende  Gleichung  die  Werthe 
aus  7),  6)  und  4)  ein,  so  wird 

cotgy  =  -  tgl  C08i^ -— 

cos  K 

Diese  Formel  ist  von  Mayer  auf  S.  129  seiner  kosmographischen  Samm- 
lungen abgeleitet  worden.  In  dem  speciellen  Falle,  wo  es  sich  um  die 
Sonne  handelt,  ist  {;=90^,  daher 

cotgx 
cotgy  =^-^' 
cosk 

Warum  Kästner  diesen  Umweg  gewählt  hat,  anstatt  die  Formel  ein- 
facher und  direct  abzuleiten,  ist  geradezu  unbegreiflich. 

Nun  stelle  C  den  Mittelpunkt  der  Sonne  vor  (Fig.  9),  CB  gebe  die 
Richtung  des  Frühlingsmittelpunktes  an,  c^  sei  ein  Bogen  der  Ekliptik, 
m  die  Lage  eines  Fleckes.  BCc  ist  die  heliocentrische  Länge  der  Erde, 
mt  die  heliocentrische  Breite  des  Fleckes,  BCt  dessen  heliocentrische  Länge. 
Die  geocentrische  Länge  der  Sonne  sei  i,  die  heliocentrische  Länge  der 
Erde  ^=  A;  man  setze  ferner  ni(  =  gp,  c^  =  ^,  so  ist  aus  Acmt 

sin(p=^8inScos(A^    tgt^sm(AtgSj 
wobei  Ö  =  »ia 

Es  folgt  die  Bestimmung  der  Rotationselemente.  Der  Kreis  in  Fig.  10 
stelle  die  Ekliptik,  CP  die  Axe  der  Sonne  vor.  M  sei  ein  Fleck.  Von  Jf 
fälle  man  MT  senkrecht  auf  die  EkUptik,  so  ist  LMGT=q)  die  heliocen- 
trische Breite,  VGT=^x  die  heliocentrische  Länge  des  Fleckes.  Fällt  man 
ST±Y^^  so  ist: 

ST=  CTsinz^cos(p$inx,     OS^cosqf  cost] 
CP=CM  ist  =  1  gesetzt. 

Vom  Nordpol  der  Sonne  denke  man  sich  femer  die  PB  senkrecht  auf 
die  Ekliptik  gefCLhrt,  welche  mit  letzterer  den  Winkel  BCP^a  bildet 
Den  Winkel  YCB  nenne  man  ß. 

Die  MNJLCP  glebt  den  Halbmesser  des  vom  Fleck  M  beschriebenen 
Parallelkreises,  den  Winkel  PCM  werden  wir  y  nennen. 

Die  zu  bestimmenden  Grössen  sind  <x ,  |3 ,  y,  und  zwischen  diesen  stellt 
Kästner  folgende  Beziehung  auf: 

cosa  cosg)  cos(ß  +  k)  +  sinasinq>  =  cosy^ 
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wo  iL  die  beliooentrische  Länge  des  Fleckes  bedeutet.  Da  es  sich  nm  die 
Bestimmung  von  drei  Unbekannten  handelt,  muss  der  Fleck  dreimal  be- 
obachtet werden ;  man  erh&lt  dadurch  drei  Werthe  von  q> ,  k  und  somit  drei 
Gleichungen,  deren  Auflösung  o,  ß  und  y  ergiebt.  —  Sind  (p^  f^  F  die 
drei  ermittelten  Breiten,  Ifl^L  die  Längen  des  Fleckes,  so  geht  Kästner 
wie  folgt  vor.     Zunächst  bestimmt  ^r 

COtgq>COS{ß+X)^  C03fC0S{ß  +  Tj_C03<pC08(ß+k)  —  C03FC08(ß  +  L) 

6%nf—8%nq>  "~  8mF—svnq> 

und  daraus  sucoessive,  indem  er 
C08q>{8inF'—sinf)  =  a^    cosf{sinF— 8ing>)  =  b^    cosF{8inF— 8infp)  =  c 

^_aco8X  —  hoo8l  +  c  eosL 
^'^~~  asinX  —hsinl  +  c8inL^ 
die  Bestimmung  von  a  und  y  ergiebt  sich  dann  von  selbst. 

Um  endlich  die  Rotationsdauer  der  Sonne  zu  ermitteln ,  schlägt  er  fol- 
gendes Verfahren  ein. 

In  Fig.  11  stellen  M  und  V  zwei  beobachtete  Lagen  des  Fleckes  vor, 
Yon  welchen  aus  die  MT  und  VW  senkrecht  auf  die  Ekliptik  gefällt  wer- 
den. TGW  giebt  den  Unterschied  der  beobachteten  heliocentrischen 
Längen;  MT=^  VW=8in(p,  TC=WC=co3(p,  MN^VN^siny.  Das 
Dreieck  TCW  ist  bestimmt,  somit  TW  bekannt»  und  daher 

MV^^iYW-MTY+TWK 
MN,  der  Radius  des  vom  Fleck  beschriebenen  Parallelkreises,  ist  bekannt 
und  soeben  fand  man  die  Chorde  ilfFdes  Bogens  MV^  weshalb  auch  Winkel 
VNM  berechnet  werden  kann.     War  die  Zeit,  welche  von  der  Beobachtung 
des  Fleckes  in  iKf  bis  F  verstrich,  (,  so  ist  die  Botationsdauer  der  Sonne: 

360 
MNV*' 
Zum  Schlüsse  giebt  Kästner  die  algebraische  Berechnungsart  der  Ro- 
tationsdauer an.     Sind  die  geocentrischen  Coordinaten  von  M  i^^   von  V 

tTP  1  X 


iF 


so  ist: 


TW^  =  co8^g>  +  cos*F--2costpco8Fcos{L'-X), 
MV*=={8inF-sin(p)*+TW^ 
aus  welch'  beiden  folgt: 


MV=j/2}/l  —  sinFsing>  —  cosFcostp  cos(L  —  X). 
Setzt  man  der  Ktlrze  halber  den  zweiten  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen 
=  ^,  also:  ... 

80  ist 

8in^MNVr-        ^ 


j/2siny 

imd  die  Rotationsdauer:  o/?ri. 

21^  360« 


MNV 
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Silyabelle^)  leitet  einige  trigonometrische  Gmndgleicbangeii  ab,  ans 
welchen  sich  dann  alle  Probleme  lösen  lassen.  Seine  Methode  ist  nicht  sehr 
übersichtlich  nnd  die  Ableitung  der  bezüglichen  Gleiehnngen  auch  nicht 
kürzer  als  bei  den  anderen  Methoden.     Sie  besteht  im  Folgenden. 

C  (Fig.  12)  stelle  den  Mittelpunkt  der  Sonne  vor,  E^^  J?,  E^  sind  die 
beobachteten  Lagen  eines  Fleckes  zu  den  Zeiten,  als  sich  die  Sonne  in  Tq^ 
T,  Z\  befand;  Cq,  e,  e,  sind  die  Projectionen  der  Flecken  auf  die  Ekliptik. 
Es  ist  YOtausgesetzti  dass  die  Erdbahn  kreisförmig  gestaltet  ist  D^  iet 
die  Schnittlinie  der  Ekliptik  mit  der  Ebene  des  von  dem  Flecke  beschrie- 
benen ParallelkreiseB. 

Nun  führe  man  folgende  Constructionen  aus.  T^N JuCTq\  nT^  ist 
eine  von  der  Ekliptik  auf  die  Tq  C  geflOlte  Senkrechte  und  n  ist  der  Punkt, 
in  welchem  diese  Senkrechte  die  Ebene  des  ebengenannten  Parallelkreises 
trifft.     Diese  Ebene  ist  also  durch  die  Punkte  n^  N^  D  g^eben. 

Man  f&lle  femer  von  e  die  eB  ±  OT^y  TF±  KB.  Dann  ist  rF||  T^C. 
Endlich  ziehe  man  die  CGj^Te  und  lege  die  übrigen  in  der  Figur  deut- 
lich sichtbaren  Verbindungslinien  an.  Der  kürzeren  Fassung  wegen  führen 
wir  die  vom  Verfasser  angewendete  Bezeichnungsweise  an.  CT^  nehme  man 
als  Einheit  an,  dann  ist: 

FB=*$inTTQ^B,    CG^sinOTe^Qy   cF^smeTF^F,   tgeTE=L, 
cosTT^^h,  cosCTe  —  g^  co$eTF  =  f; 

T^n^n,    roÄ==«,     TE=^Z,    CE^r,    CD:=x. 

Oegeben  sind  die  Lftngen  und  Breiten  des  Fleckes  in  allen  drei  Lagen.    Man 
hat  zunftchst  die  Beziehungen: 

(roI>)  =  l  +  X,     {eE)^Z.L,     {eF)  =  Z.F,    (TF)^Z.f, 
eB  =  {FB)-{eF)=:B-Z.F,    (CB)=-h''Z.f, 


woraus  folgt: 


{CE)  =  r  =  ^  -  2Z.g  +  e*  +  Z*L\ 


Z ^—^ 


In  dieser  Gleichung  sind  alle  Grössen  gegeben;  r  ist  der  Halbmesser  der 
Sonne.    Man  setze  noch  (e£)s=a,  {OB)^ß,  eE^y. 


1)  Memoire«  de  math^m.  et  de  phjBiqae^  pr^ent^  k  TAcad^mie  Boyale  dei 
Sciences,  Bd.  V.  Paris  1768.  S.  631.  Probl.  par  M.  de  St.  Jacques  de  Sii?abeUe. 
Trois  observatioDs  d*une  tache  du  Soleil  ^tant  donnto,  d^terminer  le  parallele  da 
Soleil  que  däcrit  la  tache,  et  le  temps  de  sa  r^volntion. 

Digitized  by  VjOOQIC 


Die  ersten  Bestimmaiigen  der  Rotationsdauer  der  Sonne  etc.         45 
Aus  ADT^^NooDBK  erhalt  man: 


fi 


und 

{eK)  =  (BJC)  -  (Be)  =  ,-^(1»+*)  - 
Ans  ANT..n<^K€E  erhftlt  man  femer : 


'0 


=  ^[iT-*(^+^)->] 


und  endlich 

wy 


"•  ,(ß+x)^a 


l+x 

Dieser  ist  der  ans  der  Lftnge  und  Breite  von  E  abgeleitete  Wertb  von  n. 
Bestimmt  man  n  aus  den  Beobachtungen  von  Eq  und  E^  und  nennt  die 
bexfiglichen  Werthe  von  a,  ß^  y  mit  Oq,  ß^^  y^  und  aj,  /?|,  jr^,  so  kann 
man  drei  Gleichungen  für  n  aufstellen,  aus  welchen  sich  »,  n  und  %  be* 
stimmen  Iftsst. 

Aus  diesen  Grössen  Iftsst  sich  jedes  einschlftgige  Problem  lOsen.  Will 
man  z.  B.  den  Halbmesser  des  Parallelkreises  (cJE7)  und  dessen  Neigungs- 
winkel gegen  die  Ekliptik  (Neigung  der  Sonnenaxe)  L  CHc  bestimmen,  so 
bat  man  zunächst  aus  ADTqN^  CED  den  Werth  von  CR.  Fttllt  man 
▼om  Mittelpunkt  des  Parallelkreises  die  cHJlDN^  so  ist  auch  das  recht- 
winklige Dreieck  CeH  bestimmt.  Denn  es  ist,  wenn  TqPj^DN  als  Ein- 
heit genommen  wird ,  L  n  T'P  ss  L  CHc  und  n  s=  tgHT'P  bekannt.  So  kann 
also  aus  CH  und  cHC^  Ce  berechnet  werden.  Im  AOc^  kennt  man  jetzt 
die  Hjpothenuse  OE  =  r  und  Cc,  daher  auch  cE  der  Badius  des  Parallel- 
kreises. 

Es  ist  nun  nttherungsweise : 

ee^  y(eB  -eS^  +  {cB  ~  c^)«. 
Im  gleichschenkligen  Dreieck  EcE'  kennt  man  alle  drei  Seiten  und  es  Iftsst 
sich  daraus  LEcE'  und  dann  mit  der  bekannten  Proportion  die  Botations- 
dauer  bestimmen. 

Wfthrend  also  diese  Methode  den  Vortheil  hat,  dass  sie  in  einem  Zuge 
auch  auf  die  Bewegung  der  Erde  Bttcksicht  nimmt,  Iftsst  sie  andererseits 
die  wahre  Gestalt  der  Erdbahn  unberücksichtigt  und  führt  bei  der  Berech- 
nung der  Botationsdauer  weitere  Nftherungs werthe  ein,  welche  voraussetzen, 
dass  man  auf  mathematische  Genauigkeit  verzichtet. 

Die  Methode  von  Silvabelle  soll,  wie  Lalande  angiebt,  durch 
H6din  in  üpeala  1776  verbessert  worden  sein.^) 

1)  Uns  ist  68  durchaus  nicht  gelungen,  eine  Druck-  oder  Denkschrift  von 
H^din  ausfindig  su  machen.  C^  ^^r^\r> 

Digitized  by  VjOOQ  IC 


46  Historisch -literarische  Abtheilang. 


Die  fernere  nachfolgende  sphärische  Rechnung  rührt  Yon  P^zenas  her.') 
Es  sei  ÄZB  (Fig.  13)  die  auf  die  Ekliptik  projicirte  Sonne  und  O  der 
Erdmittelpunkt,  so  stellt  Z  den  der  Erde  am  nächsten  liegenden  Punkt  der 
Sonne  vor,  den  P6zenas  das  Zenith  nennt.  Zieht  man  den  Strahl  OD 
tangent  an  den  Sonnenkörper,  so  ist  DOC  der  scheinbare  Halbmesser  und, 
weil  DOC?  =  90-DCO  =  90  — DZ  =  j1D,  ÄD  in  Gradmaass  der  Werth 
dieser  Winkelgrösse.  Legt  man  durch  D  den  Kreis  DG\\ÄB,  so  ist  DG 
die  Projection  der  Sonnenscheibe,  DF^^FQ  die  Projectionen  der  Bögen 
DZ,  ZG,  T  steUe  nun  einen  Sonnenfleck  vor,  dessen  Winkelabstand  Ton 
Z  =  ZOT  gemessen  wurde  ^  so  handelt  es  sich  zunächst  um  die  Bestim- 
mung von  ZT,  Man  erhält  aus  der  Betrachtung  der  Figur  folgende  Gleich- 
ungen : 

sina  : smß  =  CT:  00=  CD:  CO, 

sina :  8in{l80  —  ß)  =  sinDOC  =  sinarcDÄ 
und 

TCZ^CTK-COT, 

wodurch  Bogen  TZ  gegeben  ist  Die  Ableitung  wäre  einfocher,  wenn  man 
OOsioo  setzen  würde,  was  P6zenas  nicht  Yoranssetzen  ?rill.  Der  Winkel 
des  grössten  Kreisbogens  DZ  mit  dem  Kreisbogen  TZ,  worauf  der  be- 
obachtete Fleck  liegt,  lässt  sich  einfach  messen. 

Die  nächste  zu  lösende  Aufgabe  ist  die  Bestimmung  der  Länge  und 
der  Breite  des  Fleckes.  Betrachtet  man  zu  diesem  Zwecke  die  Fig.  14,  in 
welcher  Y  ^^^  ^^^  S^de  näher  gelegenen  Aequinoctialpunkt  vorstellt;  die 
Erde  befinde  sich  in  Z,  P  sei  der  Pol  des  Aequators,  PCZ  ein  Meridian; 
im  Dreieck  yZP  ist  yP  =  90^  und  man  kennt  ZP  und  yZ:  man  kann 
somit  L  VZP  berechnen.  Aus  diesem  Winkel  und  aus  TZP  (Comploment 
von  TZD,  Fig.  13)  findet  man  yZT.  Vom  Pole  D  der  Ekliptik  führe  man 
den  Breitenkreis  11  TS]  im  rechtwinkligen  Dreieck  ZTS  kennt  man  TZ 
und  LTZ&y  woraus  sich  die  Breite  TS  berechnen  lässt.  Im  Dreieck  TZ  11 
kennt  man  endlich  TZ,  TD  und  Zil  =90^  und  daraus  lässt  sich  Z.  TiJZ, 
d.  i.  der  Längenunterschied  des  Fleckes  T  und  der  Erde  Z,  bestimmen. 

Um  die  Botationsdauer  der  Sonne  zu  erhalten ,  bestimmt  man  in  der 
vorhergehenden  Weise  die  Ekliptikcoordinaten  des  Fleckes  für  drei  Lagen 
T,  T',  T"  und  berechnet  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  TT'T'\  Zu 
letzterem  Zwecke  berücksichtige  man,  dass,  wenn  der  Fleck  nach  T'  kommt, 
die  Erde  auch  ihre  Lage  nach  Z'  verändert  hat  Bestimmt  man  für  die 
zweite  Lage  Z',  wie  früher,  JIT'  und  LZ'nT\  so  ergiebt  sich  der  Werth 
des  Winkels  TI1T\  Im  Dreieck  TUT'  sind  dann  zwei  Seiten  und 
der  eingeschlossene  Winkel,  und  somit  auch  TT'  gegeben.  —  Anstatt  die 
Bechnong  weiter   sphärisch  zu  führen,  nimmt  jetzt  P^zenas  die  Chorden 


1)  Mämoires  de  mathem.  et  de  physiqne,  pr^sent^  ä  Taoad.  Roj.  des  Sciences. 
Tome  VI.  1774.  S.  318flgg.  Nouvelle  Theorie  des  Taches  du  Soleil.  Par  le 
P.  P^zenas,  Historiographe  du  Bei,  ä  Marseille.  ^  j 
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TT',   T'T"  und    T" T"\   und   beschreibt   mit   denselben   das   geradlinige 
Dreieck  TT'T'\  über  dessen  Eckpunkte  er  den  Kreis  C  (Fig.  15)  führt. 
Daraus  erhält  man  unmittelbar  die  Botationsdauer  x\ 

_  360^ 

Diese  Methode  bat  den  Yortheil  für  sich,  dass  man  die  Botationsdauer 
unmittelbar  bestimmen  kann ,  ohne  die  Neigung  des  Bonnenäquators  erst  zu 
kennen.  P6zenas  unterlässt  aber  nicht  zu  zeigen,  wie  man  auch  letzteren 
bestimmen  kann. 

Im  gleichschenkligen  Dreieck  TFT''  (Fig.  16)  zwischen  dem  Botations- 
pol  und  den  Lagen  T,  T"  des  Fleckes  kennt  man  die  Seiten  und  daher 
auch  die  Winkel.  Auch  das  Dreieck  TUT"  ist  vollständig  bestimmt  und 
man  bekommt: 

LnTF^r'TF-rrn,  LnT"F^nT"T-FT"T\ 

In  den  Dreiecken  PTTl^  FT'' 11  kennt  man  jetzt  zwei  Seiten  und  den  ein- 
geschlossenen Winkel,  woraus  der  Werth  von  Pi7,  d.  i.  die  Neigung  des 
Aeqnators,  erhellt. 

Beim  Studium  dieser  Partie  der  Oeschicbte  der  Mathematik  bildet  nach 
dem  üebergange  von  den  graphischen  zu.  den  rechnerischen  Methoden  erst 
Cagnoli^)  wieder  eine  angenehme  Abwechslung,  da  sich  in  dessen  Methode 
zum  ersten  Male  die  Lehren  der  Differentialrechnung  angewendet  finden, 
aUerdings  aber  noch  nicht,  um  mit  Hilfe  derselben  den  bequemeren  ana- 
lytischen Weg  einzuschlagen.  Seine  Bechnung  ist  durchaus  sphärisch,  er 
bedient  sich  der  Neper'schen  Analogien;  die  Methode  ist  in  Vergleich  zu 
den  früheren  kurz  genug. 

Ist  E  (Fig.  17)  der  Pol  der  Ekliptik,  P  der  heliographisohe  Pol,  T,  B,  C 
drei  successive  Lagen  eines  Fleckes,   so  hat  man  im  Dreieck  PET^  unter 
Berücksichtigung  der  Zeichenänderung  für  den  Fall,   dass  sich  T  von  E 
entfernt: 
-  sm^ dET :  - tg{  dPET^sin [ET  +  \  dET) :  cotg{PTE -\d PTE) 
oder 
sm\{EB'-ET)'.ig\BET^sin}t{EB  +  ET)icotg)^{PTE'\'PBE), 

In  dieser  Proportion  ist  das  vierte  Glied  unbekannt.  Als  Differentialen 
(Aenderungen)  der  Seite  JSTwird  also  die  Aenderung  £T— £^  angesehen, 
als  Differentiale  der  Winkel  BET  und  PTE  die  Aenderungen  BET  und 
PBE.  Stellt  man  weitere  zwei  Oleichungen  fdr  A  PCE  auf,  indem  man 
die  Aenderungen  aus  A  TBE  und  PTE  ableitet,  so  wird  man  die  halben 
Summen  der  drei  bei  T,  £,  C  gebildeten  parallakiischen  Winkel  erhalten. 
Aus  AFCE  ist  dann: 


1)  M^m.  pr^ent.  ä  TAcad.,  Bd.  X.     Oder  auch  in  der  Trigonometrie  von 

Cagnoli,  S.  448.  C" r^r^n]o 
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tg^dPEC:tgidPCE^tg{PEC+idPEC)itg{PCE+^dPCE) 

oder,  wenn  durch  die  Aenderung  obiger  Elemente  das  Dreieck  PCE  in 
jenes  PBE  übergeht: 

t9\CEBitg^{PBE''PCE)^tg(PEC+\CEB)itg^{PBE+POJS). 

Bestimmt  man  daraus  L  PEC^  so  hat  man  damit  die  Lage  des  Pols  gegeben. 
Im  A  PEG  kennt  man  dann  OEy  PEG  und  PCE,  woraus  sich  PE  and 
PG  berechnen  Iftsst  Ermittelt  man  in  Shnlicher  Art  PB  und  wa  ABEC 
BGf  so  kann  aus  ABPG  nunmehr  LBPC  berechnet  werden  und  daran« 
die  Botationsdaner  der  Bonne. 

Wahrend  wir  bisher  sahen,  dass  die  verschiedenen  Gelehrten ,  welche 
sich  mit  der  L($8ung  dieser  Aufgabe  beschäftigten,  den  speciellen  Fall  ffkr 
sich  behandelten,  ging  du  S6jour  von  einem  neuen  Standpunkte  aus.^) 
Er  fasste  die  Aufgabe  in  einer  allgemeineren  Bedeutung  auf  nnd  lOste  sie 
als  speciellen  Fall  der  Finsternisse  auf;  dann  machte  er  einen  Unterschied 
für  den  Fall,  dass  die  Botationselemente  direct  zu  bestimmen  sind,  nnd  für 
den  Fall,  dass  ihre  genäherten  Werthe  als  bekannt  vorausgesetzt  werden. 
Es  sei  gleich  hier  bemerkt,  dass  letzteres  Verfahren  auch  de  la  Lande 
in  der  III.  Auflage  seiner  Astronomie  behandelt.  Letzterer  setzt  die  Sota- 
tionselemente  als  bekannt  voraus  und  rechnet  damit  die  heliographischen 
Coordinaten  des  Fleckes  aus  drei  gemachten  Beobachtungen.  Ist  die  An- 
nahme richtig,  so  muss  jedesmal  das  gleiche  Resultat  herauskommen;  ist 
dies  nicht  der  Fall,  so  kann  die  Annahme  durch  Ausgleichungen  corrigirt 
werden. 

Wenden  wir  uns  nun  zur  Abhandlung  von  du  Sejour. 

Es  sei  (Fig.  18)  G  der  Erd-,  8  der  Sonnenmitttipunkt,  8X  die  Etota- 
tionsaxe.  Die  Ebene  SBJ^SO,  in  welcher  die  Flecke  erscheinen  und  ver- 
schwinden, nennt  S6jour  den  Horizont  der  Flecke.  Der  Winkel  BSX 
sei  S,  Den  Punkt  Z  nennen  wir  das  Zenith  der  Sonne;  T,  2'  seien  zwei 
Lagen  eines  Fleckes,  K  der  Mittelpunkt  des  von  demselben  beschriebenen 
Parallelkreises.  Die  Breite  des  Fleckes  Z'{^Z'E)  sei  {,  der  Winkel  ihres 
Declinationskreises  mit  dem  Meridian,  d.  i.  mit  jener  Ebene,  die  durch  i^C, 
8X  und  8B  bestimmt  ist,  sei  h,  a  sei  der  Sonnenhalbmesser  und  der 
Badius  der  Sonne  =  1.  Fällt  man  von  der  Lage  eines  Fleckes  T  die 
TM  senkrecht  auf  den  Halbmesser  des  bezüglichen  Parallelkreises,  so  ist 
LTKM^h,   TK==co8l  nnd 

TM^eoslsinhy    KM  =  ca8lcosh. 

Es  ist  femer,  wenn  Mm'J^BS  ist,  Mm^"  äfm  +  KB  und  nach  AufKtenng 
der  Dreiecke  K8B  und  KMm: 


1)  Traitä  analytiqne  des  mouvemens  apparens   des  corps  ehestes;  par  If. 
DiooiB  da  S^jonr.    Paris,  Veuve  Valade.    1786.    Bd.  I,  8.  569  Agg.    j 

,yvL,oogle 
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Mtn'ss  sind  9inl  +  oasd  cosl  cosh 

und  wegen  fi^Cs=  -: —  : 
stnö 

^.j     1—  (smb  svnl  +  cos^  cosl  cosh)  sino 

(jj\  SS • 

stna 

Um  die  scheinbare  Distanz  des  Fleckes  vom  Sonnenmittelpunkt,   wie 

sie  von  der  Erde  ans  beobachtet  wird,  zu  erhalten,  muss  noch  TjV bekannt 

sein.     TN  ist  aber  die  Hypothennse  des  rechtwinkligen  Dreiecks  TMNy  in 

welchem  TM  bereits  bestimmt  ¥nirde.     NM  ergiebt  sich  ans  BS— Km, 

TN 
wo  B8:=^eo888inlf   Km  =i  sind  cosl  cosh  ist.      Setzt   man   tangd^j^^ 

so  ergiebt  sieh: 


_8mayeof^ls%n*h  +  (cosö  sinl  —  sinö  cosl  cosh)^ 
1  —sinoisinö  sinl  +  cosö  cosl  cosh) 

Dies  ist  die  Grundgleichung,  von  welcher  du  S6jour  zur  Lösung  des 
Problems  ausgeht. 

Die  Beobachtungen   ergeben   unmittelbar  den  Winkel  des  durch  den 
Fleck  gedachten  Sonnenradius  mit  dem  Horizontalfaden  des  Femrohres  Sl: 

o  —      I^®^li^«  ^-  Fleckes  —  Declin.  0 

^     ~  «w  Declin.  ©  {AR  Fleckes  -ÄßQ) 

und 

.    cos  Länge  G)  X  sin  Neig.  Ekliptik 

q>  =  arcsm  — =:;~,^ — -;=^ ^—  » 

cos  Declm.  0 

woraus  ^  =  .$2  — ^  — 90,  d.  i.  der  Winkel  am  Sonnenmittelpunkt,  gebildet 
von  dem  durch  den  Fleck  gedachten  Halbmesser  und  von  der  Axe  der  jähr- 
lichen Bewegung.  Endlich  die  scheinbare  Entfernung  des  Fleckes  Yom  Son- 
nenmittelpunkt: 

Declin.  d.  Fleckes  —  Declin.  © 


z/  =  " 


sinSl 


Denkt  man  sich  ferner  ein  sphärisches  rechtwinkliges  Dreieck,  gebildet 
durch  einen  grössten  Kreisbogen  vom  Fleck  zum  Pol  der  jährlichen  Be- 
wegung, dann  durch  einen  vom  Fleck  zum  Horizont  des  Fleckes  senkrech- 
ten grössten  Kreis  und  von  dem  sich  von  selbst  ergebenden  Bogen  des 
genannten  Horizontes,  so  sind  die  Katheten  desselben  Ä  und  B;  nennt  man 
die  Hypotenuse  a,  den  Winkel  am  Pol  &,  so  ist: 

in  "R 

cosa=  cosBcosÄf    tgB^%—Tt 

SWkJL 

wobei 

cosB^—  oder  B  =  Mm\ 

Kennt  man  den  Winkel  am  Sonnenmittelpunkt,  welchen  der  Meridian  des 
Fleckes  mit  der  Geraden  bildet,  die  den  Mittelpunkt  der  Sonne  mit  der 
Projection  des  Fleckes  bildet,  d,  so  ist:  /^  T 
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ans  diesen  und  den  früher  aufgestellten  Beziehungen  findet  du  Söjour: 

caelsinh 

^  cosösinl  —  sinöcoslcosh 
und  r,  d.  i.  der  Winhel  BSP: 

Yen  A  A 

Endlich  x      ^      ^. 

1)  cos  Neigungswinkel  d.  Sonnenftquat  s=cosS  cosY^ 

2)  tang  (geocentr.  Länge  0  —  Länge  d.  Knotens)  =    .  _  • 

8tft>x 

Um  die  Beobachtungen  wegen  der  Bewegung  der  Erde  zu  redueiren, 
benenne  man  mit  a,  &,  a^,  &^  die  früher  abgeleiteten  Grössen  för  zwei  auf- 
einander folgende  Beobachtungen,  mit  m  die  Winkelbewegung  der  Erde  in 
der  Zwischenzeit,  so  ist 

ai=a,     ftj  =  &  —  m, 

tgÄ^  =tga^  cost^^    amB^  ^sina^  8m\^ 

J^  =  ceosBy^ 

woraus  die  auf  den  ersten  Beobachtungsort  reducirten  Beträge  Ä,  B,  ^  der 

zweiten  Beobachtung  erhalten  werden. 

Führt  man  jetzt  folgende  Bezeichnungen  ein: 
n  Drehungswinkel  des  Fleckes  von  der  L  zur  II.  Beobachtung, 
**i  »  n  ff  n        »     ■!•     »     ^"-  fi 

^«  »  Tt  n  ji       n     ^'    fi     *^'  n 

^9  ^i>  ^9  •••  ^^^  Stunden  Winkel  des  Fleckes,  t^ti^t^y  •  •  die  beobachteten 
Zwischenzeiten  in  Minuten  zwischen  den  einzelnen  Beobachtungen,  p  die 
Aenderung  von  h  in  einer  gegebenen  Zeit,  so  ist: 

1440      '^■"1440'     ^""1440* 
Schliesslich  stellt  du  S6jour  allerlei  Beziehungen   zwischen  den  ver- 
schiedenen hier  angeführten  Orössen,  von  welchen  wir  nur  folgende  hervor- 
heben : 

3)  ^r     (1  •—  8inösinB)9mS^  coslsinh  =0, 

4)  sinB  —  sinBi  —  cosö  casl  (cosh  —  co8(h+n))  =  0 ^ 

5)  [8m{h+n)  —  e smh]  sinS  —  c sink co5 Ö  =  0, 

6)  lsin{h  +  n)  —  gsinh]  sin9  —  fsinh  cosS  —  O, 

7)  m  cosh  +  q  cos(h+n)  +(»s(Ä  +  fi')  =  0, 


wöbe 


_  tg^l^(\  —  sina sinB^) sin[Ä  —  A^) 

tg  Ji^l  —  sina  sinB) 
sin Bn  —sinB,  sinB  -—sin B„ 

•fl  = — : — =r : =;   »        O  = =r : — —i 

stnB^-^  8mB  stnB^^smB 

_^^f,  (l  — «fn<y«fi5,)  cos{Ä'-Ä^) 
tgdi"  sina  sinB)  ' 
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f  und  g  sind  ähnlich  wie  e  und  e,   nur  bezieben  sie  sich  auf  die  Werthe 

Endlich: 

a  =  ^^  z/(l  —  ^<y  ^n  J?)  {tM^B^  —  S¥/hB^^ 

+  ig^^  (1  —  «n<r  ««Bi)(m  J9,j  —  ««B)  000(^1  —  A) 

+  ^^a  (1  —  ma  «njBji)  (m  J?  —  nn  J?^)  co*(-4jj  — J.) , 

/5  =  tg^y^  (1  —  sma  MnJ9J(smB,i  —  «twJB)  «n(-4j  —  -4) 

+  <^  ^11  (1—  sin  a  sin  ^ji)  (sinjB  —  sinJBJ  sin(-4a  —  J.) 
und 

8)  ig^^j- 

80  ist  das  Problem  in  seiner  grössten  Allgemeinheit  gelöst  Kennt 
man  jetzt  6  fOr  eine  Beobachtung,  so  lassen  sich  daraus  die  Werthe  i^^, 
^u>  ^iu>  *-*  ^^  ^®  anderen  Beobachtungen  ermitteln  aus: 

9)  e— ©1+-^— -A=o,  e— e,i+ji„--*=o  u.  s.  w. 

und  r  aus: 

10)  r=ii-e,  r=iii  — ö,  u. s.w. 

J^  ergiebt  sich  ans  5),  6),  7)  und  eben  aus  denselben  Gleichungen  auch  die 
Standenwinkel  des  Fleckes  zur  Zeit  der  verschiedenen  Beobachtungen.  Die 
Breite  des  Fleckes  berechnet  man  sodann  aus  3)  und  den  Neigungswinkel 
der  Rotationsaxe  des  Fleckes  mit  dem  Horizont  des  letzteren  aus  4) ,  wobei 
für  3)  und  4)  mehrere  Gleichungen ,  je  nach  der  Anzahl  der  Beobachtungen, 
aufgestellt  werden ;  endlich  ergiebt  sich  die  Neigung  des  Aequators  und  die 
Lftnge  des  Knotens  aus  1)  und  2). 

Yom  mathematischen  Standpunkt  ist  die  LOsung  von  du  S6jour  sehr 
schön,  vom  praktischen  jedoch  viel  zu  umständlich,  da  alle  die  früheren, 
bisher  entwickelten  Methoden  leichter  und  rascher  zum  Ziele  führen. 

Ist  eines  oder  das  andere  der  Rotationselemente  schon  bekannt,  so  ver- 
einfacht sich  entsprechend  die  Rechnung.  Du  S6jour  behandelt  folgende 
specielle  Fälle: 

1.  die  Rotationsdauer  der  Sonne  ist  bekannt; 

2.  alle  Rotationselemente  sind  näherungsweise  bekannt  und  es  handelt 
sich  um  deren  Berichtigung. 

In  ersterem  Falle  sind  n,  n^  bekannt,  in  letzterem  kann  man  vorläufig 
i  und  Y  aus  der  Neigung  des  Aequators  und  der  Länge  des  Knotens  be- 
stimmen.    Ebenso  kann  %  und  9'  berechnet  werden  aus 

stellt  man  dann  zwei  Gleichungen  13)  aus  drei  gemachten  Beobach- 
tungen auf  nnd  eliminirt  eoBl^  so  erhält  man  h  und  endlich  {.  Dann  können 
alle  anderen  Elemente  neu  berechnet  werden. 

Einfacher  gestaltet  sich  diese  Rectification  durch  die  Differentialrech- 
nung.     Die  Differentiation  der  verschiedenen  Gleichungen  ergiebt  nämlich  i 
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Ausdrücke  ftir  d//,  dl,  dj,  dh^  in.  Stellt  man  beliebig  viele  Beobaoh- 
tnngen  an,  so  lassen  sich  mehr  Gleichungen  aufstellen,  als  Unbekannte 
{dJ^  dl  etc.)  vorhanden  sind,  und  deren  Werthe  durch  die  Theorie  der 
kleinsten  Quadrate  auf  das  (Genaueste  ermittehu 

Damit  h&tten  wir  die  filteren  Methoden  erledigt  und  sind  somit  am 
Ziele   unserer  Abhandlung  angelangt.     Obwohl  die  Analysis  und  die  Diffe- 
rentialrechnung bei  der  Lösung  des  Problems  theilweise  in  Anspruch  ge^ 
nommen   wurden,  so  behandelten  die  verschiedenen  Gelehrten  das  Problem 
doch  immer  als  eine  alleinstehende  Aufgabe  der  Mathematik  und  selbst  du 
S6jour,  der  erklärte  eine   allgemeine  Lösung  geben  zu  wollen,  entfernte 
sich  doch  nicht  wesentlich  vom  alten  System.   Erst  durch  Lagrange  erfuhr 
diese  höchst  interessante  Frage  eine  epochemachende  Wendung«  als  er  die 
Bewegungsgleichungen    fQr   ein    rotirendes   System    ganz    allgemein,    ohne 
Bücksicht  auf  specielle  Zwecke  entwickelte.^)     Es  liegt  die  Betrachtung  des 
Lagrange'schen  Verfahrens  nicht  mehr  in  dem  Bereich  jener  Grensen, 
die   wir  uns  vorgesteckt  hatten,   da  wir  eben  nur  das  Alte  zu  sammeln 
beabsichtigten.     Wir   unterlassen   aus  diesem  Grunde,   das  Verfahren  von 
Lagrange  aufzunehmen,  welches,  obwohl  einÜEUsh  genug,  uns  doch  zu  sehr 
in  die  Länge  führen  würde,  und  begnügen  uns,  die  von  Böhm  angezeigte 
kürzere  Methode  noch  aufzunehmen ,  nur  damit  der  Gegensatz  zwischen  Einst 
und  Jetzt  um   so  greller  in  die  Augen  falle  und  damit  unsere  Leser  im 
Stande  seien,  die  SchwerMligkeit  früherer  Jahrhunderte  besser  zu  beurtheilen. 

Im  Jahre  1852  legte  Böhm  der  Wiener  Akademie  der  Wissenschaften') 
eine  umfangreiche  Abhandlung  vor,  welche  die  Resultate  einiger  Beobach- 
tungen von  Sonnenflecken  enthielt.  Zur  Bestimmung  der  Botationselemente 
bediente  sich  Böhm  folgender  Methode. 

Bezeichnet  man  mit  a,  d  die  wahre  Bectascension  und  Declination  der 
Sonne  zur  Zeit  T,  sowie  durch  a  und  8  dieselben  Grössen  für  den  Sonnen- 
fleck, nimmt  man  ferner  die  Ebene  des  Erd&quators  als  eine  Coordinaten- 
ebene,  wovon  die  Linie  der  Nachtgleichen  die  X-Axe  vorstellt,  die  Erdaxe 
femer  als  die  Z-Axe,  so  sind  die  Coordinaten,  durch  welche  die  Lage  des 
Mittelpunktes  der  Sonne  gegen  jenen  der  Erde  ausgedrückt  wird: 

X=^Bcosdco8af     T^zBcasdsinay    Z^Bsind^ 
und  die  Koordinaten  des  Sonnenfieckes  in  Bezug  auf  den  Erdmittelpunkt: 

x^vcosicasa,    y^vcosdsina^    if  =  vm4, 
oder  in  Bezug  auf  den  Sonnenmittelpunkt: 

^si^QCOsJcasÄ',    v^QCOsJ  sinÄ\     ^=^q8indy 

1)  Mäcaniqne  aoalytique,  pa^  J.  L.  Lag  ränge,  in.  Edition.  Paris  186S. 
Bd.  n  Sect.  IX. 

2)  Denkschriften  der  mathem.-naturwissenschaftl.  Classe  der  kaiserl.  Akad.  d. 
WissenBchafben.  HJ.  Bd.  Separatabzug.  „Beobachtungen  von  Sonnenflecken  ond 
Bestimmaug  der  BotationBelemente  der  Sonne,  von  Dr.  J.  G.  B  öl)  m."    Wien  1862. 
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wobei  V  die  Entfernung  des  Sonnenfleckes  vom  Mittelpunkte  der  Erde, 
p  den  Halbmesser  der  Sonne ,  J  und  Ä  die  heliocentrische  Declination  und 
Bectascension  der  Sonne  bedeuten.  Es  existiren,  wie  leicht  einzusehen 9  die 
Beziehnngen  i  =  x^X,    v  =  y^T,     t^z^-Z. 

Die  Grössen  d,   a^  B  und   ^   sind  als  bekannt  vorausgesetzt  (Astron. 
Jahrbücher),  die  Orösse  v  findet  man  aus  den  Gleichungen: 

Bezeichnet  man  mit  Ä^  B^  D  drei  Constanten,  so  ist  die  Gleichung  des- 
jenigen Parallelkreises  der  Sonne,  in  welchem  der  Fleck  liegt: 

i  =  Ä^  +  Bv  +  D. 
Wahrend  die  Grösse  D  für  jeden  Fleck  andere  Werthe  erhalt,  sind  A 
und    B  constant  und  bestimmen  die   Lage  des  Aequators.     Denn 
bezeichnet  man  mit  n  die  Neigung  des   SonnenSquators  gegen   den  Erd- 
Sqnator  und  mit  k  die  gerade  Aufsteigung  desselben,  so  ist 

tgn^y:^^+B\    tgh^  —  ' 

Die  Neigung  W  des  Sonnenäquators  gegen  die  Ekliptik,  sowie  die  Lange  k' 
des  aufsteigenden  Knotens  findet  man ,  wenn  e  die  Schiefe  der  Ekliptik  be- 
deutet, aus  den  Gleichungen: 

sinn  sink' =  sinn  sink, 
sinncosk'=  cose  sinn  cosk  —  sine  cosn^ 
oosn'^  sine  sinn  cosk  +  cosecosn. 
Bezeichnet  man  die  heliographische  Breite  des  Fleckes  mit  (ph9  so  ist  ferner 

D 
smq>h  =  -j  cosn. 

Drttckt  man  nun  durch  U  den  Winkel  aus,  welchen  zwei  Meridiane  der 
Sonne  miteinander  bilden,  wovon  der  eine  durch  den  aufsteigenden  Knoten 
des  Sonnenäquators,  der  andere  durch  den  Sonnenfleck  geht,  so  ist 

cosü  casq>k^cos/1  cos{Ä'-  k). 
Bezeichnet  endlich  t  die  Botationszeit  der  Sonne,  T  wie  früher  die  Epoche 
der  Beobachtung  und  endlich  t   die  Zeit,   zu   welcher  der  Fleck  den  auf- 
steigenden Knoten  des  Sonnenäquators  passirte ,  so  ist  für  jede  Beobachtung : 

Setxt  man  özä  =  *m,  so  wird 

r=T— mCTund  wt=     ^    » 

Natürlich  bestimmt  Böhm  viele  Gleichungen  t=sT— mZJ  und  findet 
dann  aus  den  daraus  entstehenden  Bedingungsgleichungen  den  wahrschein- 
lichsten Werth  von  m  und  bezw.  von  t  nach  der  Theorie  der  kleinsten  Quadrate. 
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Dr.  Paul  Gorda&*8  VorlesimgexL  tlber  Invariantentheorie,  herausgegeben 
von  Dr.  Gboro  Kbrschenstbiner.  Leipzig,  Teubner.  I.  Band: 
Determinanten,  1885.     II.  Band:  Binäre  Formen,  1887. 

Unter  den  Methoden,  welche  dazu  dienen,  die  rationalen  Invarianten 
einer  gegebenen  Form  zu  finden,  hat  sich  als  die  fruchtbarste  die  von 
Aronhold  eingeführte,  aber  erst  durch  die  Untersuchungen  von  C  leb  seh 
und  Gordan  eingebürgerte  symbolische  Rechnung  erwiesen.  Gordan 
bediente  sich  ihrer  mit  durchschlagendem  Erfolg  beim  Beweise  des  Satzes 
der  Invariantentheorie ,  dass  jede  binäre  Form  ein  endliches  System  von 
Invarianten  besitzt,  darch  welche  alle  anderen  der  gleichen  Form  sich 
rational  und  ganz  ausdrücken  lassen.  Auf  der  Basis  der  Symbolik  be- 
ruht das  bekannte  Werk  von  Clebsch,  sowie  der  Abschnitt  über  alge- 
braische (auch  temäre)  Formen  in  dem  Buche  über  Geometrie  von  Linde- 
mann,  nach  Vorlesungen  von  Clebsch,  während  andererseits  die  geschätz- 
ten Lehrbücher  von  Salmon  (Höhere  Algebra,  bearb.  von  Fiedler)  und 
Fa^  di  Bruno  (Theorie  der  binären  Formen,  bearb.  von  Walter)  die 
partiellen  Differentialgleichungen  und  canonischen  Formen  für  die  Erzeugung 
der  Invarianten  vorziehen. 

Das  vorliegende  Lehrbuch  hat  (in  seinem  zweiten  Bande)  nach  Inhalt 
und  Behandlungs weise  viel  Aehnlichkeit  mit  der  „Theorie  der  binären  For- 
men^ von  Clebsch,  wie  sich  dies  aus  dem  langjährigen  Zusammenarbeiten 
der  beiden  Forscher  erklärt.  Auch  die  Vorlesungen  von  Gor d an  wollen  ein 
Lehrbuch  sein,  das  den  vollen  Einblick  in  die  heutige  Formentheorie  ge- 
währt» Auch  für  sie  ist,  wie  für  Clebsch,  das  souveräne  und  mit  vir- 
tuoser Technik  gehandhabte  Hilfsmittel  die  symbolische  Rechnung,  das  so 
ausgiebig  zur  Verwendung  gelangt,  dass  der  Leser  die  wirkliche  Gestalt 
nur  einiger  wenigen  Formen  in  einer  Anmerkung  erfährt.  Aber  Gordan 
hat  seine  Methode  seit  dem  Erscheinen  des  C  leb  sc  haschen  Buches  durch 
die  unablässige  Arbeit  an  dem  erwähnten  Hauptproblem  zu  noch  grösserer 
Leistungsfähigkeit  gesteigert,  und  dieser  Vorzug  ist  auch  auf  das  Buch  über- 
gegangen. 

Man  muss  es  dem  Herausgeber  danken ,  dass  er  diese  Darstellung  von 
berufener  Hand  zu  veröffentlichen  unternommen  und  durch  zweckmässige 
Anordnung   des  grossen  Materials,  übersichtliche  Darstellung  und  passend 
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eingeschalteie  Beispiele  das  Seinige  dazu  beigetragen  hat,  die  weittragenden 
Methoden  der  deutschen  Forschung  zu  verbreiten  und  so  dem  in  wenigen 
Jahrzehnten  mttohtig  entwickelten  Wissenszweige  der  neueren  Algebra  junge 
Krftfte  SU  gewinnen. 

Der  erste  Band  beginnt  mit  einer  flüssig  geschriebenen  Theorie  der 
Determinanten,  die  von  den  üblichen  Darstellungen  nach  Jacobi's  Vorgang 
nicht  wesentlich  abweicht.  Von  Anwendungen  —  die  sich  alle  auf  das 
Gebiet  der  Algebra  beschrftnken  —  erwShnen  wir  die  in  den  Lehrbüchern 
▼emachlässigten  linearen  Oleichungen  mit  einem  üeberschuss  von  Unbekann- 
ten. Ihre  Auflösung  führt  zum  Beweise  eines  vielfacher  Verwendung  fähigen 
Satzes  über  „correspondirende  Matrioes**,  der,  beilSufig  gesagt,  von  Man- 
chen Clebsch,  von  Anderen  sogar  Orassmann  zugeschrieben  wird,  in 
Wirklichkeit  aber  von  dem  Referenten  zuerst  ausgesprochen  worden  ist. 

Es  folgt  ein  Capitel  über  die  Resultante ,  das  auf  dem  Algorithmus  des 
grOssten  gemeinsamen  Theilers  beruht  und  die  Zerlegbarkeit  einer  ganzen 
Function  in  ihre  Linearfactoren  nicht  voraussetzt.  Die  Auffassung  der  Re- 
sultante als  Functionaldeterminante  leitet  Sätze  ein  über  die  Resultante  von 
Producten  von  Functionen,  linearen  Combinationen  derselben  u.  s.  w.,  welche 
als  Vorbereitung  für  einen  Beweis  des  Fundamentalsatzes  der  Algebra  dienen, 
den  Oordan  an  Stelle  des  zweiten  0 aus s 'sehen  Beweises  setzt.  Der  Schluss 
des  Bandes  bringt  die  Ausdrucksformen  für  Resultante  und  Discriminante  in 
den  Wurzeln  der  Urformen. 

Den  Kernpunkt  des  zweiten  Bandes  bildet  der  Satz  von  der  End- 
lichkeit des  Formensystems,  der  jedoch  wegen  der  schwierigen  Beweis- 
führung hinter  die  Untersuchung  der  Formen  der  vier  ersten  Ordnungen 
gestellt  wurde,  für  welche  dieser  Beweis  vorbereitend  einzeln  erledigt  wird. 

In  den  §§  1 — 5  werden  die  Hilfsmittel  der  symbolischen  Rechnung 
dargelegt.  Abgesehen  von  den  bekannten  Identitätssätzen  und  dem  Poiaren- 
process  sind  es  die  folgenden : 

Der  Faltungsprocess.  Er  besteht  in  der  Bildung  eines  symbolischen 
Products  mit  einem  Klammerfactor  mehr,  als  sie  ein  gegebenes  besitzt.  Aus 
««".fe*"*  bildet  man  durch  Faltung  ax^'^ft**"""*  (a6). 

Der  .$2-Process,  anzuwenden  auf  ;Functionen  fip^i^yViV^  niit  zwei 
(oder  mehr)  Reihen  von  Variabein.     Er  besteht  in  der  Bildung  von : 


Alle  diese  Operationen  besitzen  Invarianteneigenschaft  Dem  Faltungs- 
process allein  kommt  keine  reale  Bedeutung  zu,  wohl  aber  wiederum  dem 
auf  ihn  zurüokführbaren  |,Ueberschiebungsproces8^.  Die  Aufgabe  (§§  3,  4) 
der  Ueberschiebung  von  Producten  führt  zu  dem  grundlegenden  Satze ,  daes 
jedes  Olied  einer  Ueberschiebung  durch  eine  Sunune  von  Ueberschiebungen 
darstellbar  ist     Hierdurch  wird  die  Bildung  des  Formensystems   auf  die 
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Aufgabe  zurtlokgeführt,   alle  möglichen  üeberschiebimgeii  einer  Form  über 
sich  selbst  und  die  entstandenen  Formen  herzustellen. 

§  5  bespricht  einen  von  Aronhold  angegebenen  Algorithmus,  mit 
dessen  Hilfe  gewisse  Eigenschaften  der  Combinanten  ermittelt  werden.  I>a8 
Buch  führt  fllr  diesen  Process  die  wenig  glückliche  Bezeichnung  j, Deltairen' 
ein,  die  zudem  kaum  zur  Verwendung  gelangt.  Bef.  möchte  bei  dieaem 
Anlaes  auch  gegen  das  der  deutschen  Zunge  nicht  geläufige  Wort  ,Deran^e- 
ment**  im  I.  Bande  —  statt  des  sonst  gebrftuchlichen  ^^Inversion^  oder  bITiii- 
kehrung'  —  Verwahrung  einlegen. 

Der  Paragraph  (6)  über  Combinanten,  deren  Haupteigenschaften  einer 
Abhandlung  von  Oordan  ohne  Beweis  entnommen  werden,  konnte  ohne 
viel  Mehraufwand  an  Raum,  den  übrigens  der  Gegenstand  wohl  beanspruchen 
durfte,  mit  den  nöthigen  Beweisen  versehen  werden,  wenn  er  hinter  §  9 
gestellt  worden  wSre.  —  Es  folgt  ein  Abschnitt  über  Formen  fC^^tyilfs) 
mit  zwei  Reihen  von  Veränderlichen,  welche  nach  aufsteigenden  Potenzen 
von  Xiff^^PiX^  in  der  Weise  entwickelt  werden,  dass  die  Coefficienten  der 
Entwickelung  Polarformen  der  „Elementar^-CoYarianten  der  Form  f{x^x^^  y^ff^ 
sind,  aus  der  sie  durch  Faltung  gebildet  werden.  Es  verdiente  henrorgeho- 
ben  zu  werden,  dass  dieselben  in  realer  Weise  aus  der  Form  f  durch  den 
5^ -Process  entstehen.  In  dem  Werke  von  Clebsch  steht  jener  Sats 
über  die  Entwickelung  von  /,  der  von  ihm  und  Oordan  gleichzeitig 
gefunden  wurde,  an  der  Spitze  der  Theorie;  hier  schliesst  er  sich  der  Dar- 
stellung eines  Gliedes  der  Polarform  durch  nur  Polarformen  auf  natürliche 
Weise  an.  Mit  Hilfe  desselben  werden  (§  8)  die  asyzygetischen  Covarianten 
dritten  Grades  der  Form  fünfter  Ordnung  berechnet  Auch  die  Darstellung 
der  Covarianten  in  den  Wurzeln  der  Originalform  und  das  Beciprocitäts- 
gesetz  von  Her  mite  erscheinen  als  Anwendungen. 

Während  der  Satz,  dass  jedem  symbolischen  Product  Invarianteneigen- 
schaft zukommt,  schon  in  der  Einleitung  bewiesen  wurde  (auch  an  dieser 
Stelle ,  §  5 ,  ist  der  üebergang  von  der  symbolischen  zur  wirklichen  Form 
nicht  ausführlich  genug),  knüpft  die  ümkehrung  desselben  wiederum  an 
jene  Beihenentwickelung  an  und  erfordert,  unter  Aufhebung  der  Besohrln- 
kung  auf  binäre  Formen,  die  Verallgemeinerung  zunächst  des  il-Processes, 
die  in  §  9  zum  Beweise  des  Theorems  führt,  durch  das  Clebsch  erst  die 
Symbolik  zu  dem  gemacht  hat,  was  sie  heute  ist:  dass  jede  Invariante  durch 
ein  Aggregat  von  symbolischen  Producten  darstellbar  ist.  Den  Schluss  des 
ersten  Theiles  bildet  ein  Paragraph  (10)  über  diejenigen  partiellen  Differen- 
tialgleichungen, welchen  die  invarianten  Bildungen  genügen. 

Der  Herausgeber  hat  die  lange  Folge  methodischer  Erörterungen  dieses 
ersten  Theiles  des  zweiten  Bandes  —  hier  und  da  von  Ungenauigkeiten  der 
Bechnung  und  des  Ausdrucks  abgesehen  —  klar  und  anspreohend  dargestellt, 
indem  er  durch  instructive  Anwendungen  das  Interesse  rege  zu  erhalten 
bestrebt  war.     Wer  sich   durch  ihn  hindurchgefunden  hat,  dem  wird  das 
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folgende  Capitel  ttber  Formen  der  vier  ersten  Ordnnngen  (2.  Theil)  mühe- 
losen Gennss  gewähren.  Anregend  ist  auch  ein  Excars  ttber  simultane  qua- 
dratische Formen,  die  in  gegenseitiger  Abhängigkeit  stehen,  and  ein  (nur 
%n  kurz  gehaltener)  Abschnitt  ttber  die  mit  den  regulären  Körpern  der  Ste- 
reometrie zusammenhängenden  Binärformen  und  Irrationalitäten,  mit  dem  die 
Untersuchung  solcher  Formen  verbunden  ist,  fttr  welche  die  vierte  üeber- 
Schiebung  ttber  sich  verschwindet 

Der  fundamentalen  Untersuchung  des  vollständigen  Formensystems  sind 
die  beiden  ersten  Paragraphen  (20,  21)  des  dritten  Theiles  gewidmet  Der 
Gedankengang  des  (trotz  aller  auf  die  Anordnung  verwandten  Sorgfalt)  lang- 
wierigen Beweises  stimmt  im  Wesentlichen  mit  dem  vonGordan  in  seiner 
Programmschrift  verfolgten  ttberein,  nur  dass  die  in  früheren  Capiteln  des 
Buches  getroffenen  Vorbereitungen  ihn  knapper  zu  fassen  erlauben.  Aller- 
dings gewährt  der  endlich  erbrachte  Beweis  dann  auch  mehr,  als  blos  die 
Antwort  auf  die  fast  triviale  Frage  nach  der  Endlichkeit  des  Formensystems. 
An  der  Hand  der  Ueberschiebungen ,  die  der  Beweisgang  zu  bilden  verlangt, 
erhält  man  noch  bis  zu  den  Formen  achter  und  neunter  Ordnung  hin  ttber- 
sehbare  Tabellen  aller  in  das  vollständige  System  vorläufig  aufzunehmenden 
Formen,  aus  welchen  dann  durch  spätere  Untersuchung,  fOr  die  Gordan 
ebenfalls  die  Wege  angiebt,  die  ttberflüssigen  (durch  die  anderen  darstell- 
baren) Formen  auszuscheiden  eind.  Dies  geschieht  in  den  §§  22  und  24 
an  dem  Beispiel  der  Formen  fünfter  und  sechster  Ordnung. 

Die  Schlussparagraphen  des  zweiten  Bandes  bringen  die  typische  Darstel- 
lung der  Formen  fünfter  und  sechster  Ordnung  und  die  Auflösung  der  ent- 
sprechenden Gleichungen  in  einfachen,  durch  das  Verschwinden  gewisser  In- 
varianten charakterisirten  Fällen,  die  §§31 — 33  die  Systeme  der  simultanen 
Formen  (2 ,  3)  und  (3, 3).  Mit  der  Theorie  der  Formen  sechster  Ordnung  steht 
in  enger  Verbindung  die  der  Elementarcombinanten  von  zwei  Formen  vierter 
Ordnung,  deren  irrationale  Beziehungen  im  Anschluss  an  die  Arbeiten  von 
Anderen  im  §  28  (etwas  abgebrochen  und  unvermittelt)  erörtert  werden. 
Ein  kurzer  Abschnitt  (§  34)  ttber  Schwester-  (associirte)  Formen  schliesst 
diesen  Band  ab. 

Vorwiegend  sind  es  eigene  oder  in  Gemeinschaft  mit  Clebsch  an- 
gestellte Untersuchungen  vonGordan,  welche  den  Inhalt  ausmachen.  Aber 
auch  von  diesen  sind  wichtige  nicht  aufgenommen  worden,  fremde  Arbeiten 
finden  höchstens  beiläufige  Berücksichtigung,  während  doch  z.  B.  einige  neue 
von  jüngeren  Mathematikern  herrührende  von  der  Kraft  der  symbolischen 
Methode  ein  beredtes  Zeugniss  hätten  ablegen  können. 

Dagegen  sind  manche  Stellen  des  Buches  weitschweifig  geworden  durch 
vollständige  Ausführung  solcher  Rechnungen,  die  nur  mit  den  bekannten 
Identitäten  arbeiten.  Durch  Unterdrückung  derselben  wäre  in  einer  späteren 
Auflage  Raum  zu  schaffen  für  vielseitigere  Gestaltung  des  Stoffes  und  reioh- 
Uehere  Literaturangaben,  die  man  nur  an  wenigen  Stellen  des  Buohes^^det    . 
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Indessen  wird  Jeder  das  Werk  mit  dem  Eindruck  aus  der  Hand  legen, 
dass  es  die  Autoren  nicht  leicht  mit  der  Verfolgung  ihres  Zieles  genommen 
haben.  Man  ftthlt  den  Beweisen  und  Sfttzen  das  Selbsterlebte,  den  Ursprung 
aus  dem  lebendigen  Beispiel  an ,  ein  Zug  von  Frische  und  Vertiefung  durch- 
weht das  Werk,  der  die  erfolgreiche  Mitarbeiterschaft  an  einem  noch  jongen 
Wissenszweige  ausspricht. 

Tübingen,  im  April  1888.  A.  Brua. 

F.  J.  Brockmank,  Sammlung  von  Auf||^ben  aus  allen  Gebieten  der  Ele- 
mentarmathematik, nebst  Lösungen  oder  Lösungsandeutungen.  Pader- 
born, Verlag  von  F.  SchÖningh.     Preis  1  Mk. 
Die  Sammlung  enth&lt  400  der  landläufigsten  Aufgaben,  je  lOO   ans 
der  Arithmetik,  Planimetrie,  Trigonometrie  und  Stereometrie. 

Den  ersten  Theil  bilden  Beispiele  aus  der  Lehre  von  den  Reihen  und 
den  Logarithmen,  sowie  Gleichungen  mit  einer  und  mehreren  Unbekannten, 
die  fast  durchweg  die  Anwendung  eines  ,, Kunstgriffes "  gestatten.  Statt  der 
Üblichen   Substitutionen   wird    mit  Vorliebe   die   correspondirende  Addition 

,.    fma  +  uh     wa,  +  u6,  a      «i  .  A      t^-    tx 

angewandt   1 == — -  =  — *-== — r-s »  wenn  -r-  *=  -^r  ist  1 .     Die  Lösungsan- 

deutungen  sind  knapp  und  instrnctiv.  In  ganz  einzelnen  Fällen  könnte  man 
etwas  mehr  wünschen.  So  z,  B.  wäre  bei  Aufgabe  27  oder  der  mit  ihr 
identischen  Aufgabe  33 ,  namentlich  wegen  der  angegebenen  Werthe  fdr  x 
und  ^,  ein  Hinweis  auf  den  Symmetrischen  Bau  der  Gleichung  am  Platse. 
Der  zweite,  planimetrische  Theil  beginnt  mit  schön  geordneten  Dreiecksauf- 
gaben ,  deren  Lösungen  auf  den  Beziehungen  der  um  -,  ein  -  und  anbeschrie 
benen  Kreise  zu  den  Winkelhalbirern ,  Höhen  etc.  beruhen.  Die  darauf  fol- 
gende Abtheilung  „ Vermischte  Aufgaben"  mttsste  reichhaltiger  sein.  Pas- 
sendes Material  giebt  jedes  Lehrbuch.  (Methoden  und  Theorien  von  Peter- 
sen.) So  fehlen  Beispiele  über  Maxima  und  Minima  und  Berührungen 
sowohl  hier,  wie  auch  in  dem  stereometrischen  Tbeile ,  der  sonst  ebenso  wie 
die  trigonometrische  Abtheilung  zu  passenden  Uebungen  hinreichenden  und 
gut  ausgewählten  Stoff  bietet  Namentlich  gilt  dies  in  Bezug  auf  die  go- 
niometrischen  Aufgaben. 

Das  Büchlein  kann  angehenden  Abiturienten  zur  üebung  im  Aufgaben- 
lösen  und,  wie  es  die  Intention  des  Verfassers  ist,  als  Prüfstein  des  mathe- 
matischen Wissens  dienen,    üebrigens  ist  kein  Mangel  an  guten  Sammlungen. 

Coesfeld.  W.  Krimphoff. 

Dr.  E.  SüOHSULNDy  Die  gemeiniohaftliche  TTnache  der  elektriiohen  Meteore 
und  des  Hagels.     Halle  a.  S.  1886.  Veriag  von  H.  W.  Schmidt. 
Der  erste  Theil  der  vorliegenden  Schrift  ist  von  historisch -kritischem 
Inhalt,  indem  er  24  Erklärungsversuche  der  Luft-  und  Gewitterelektricitit 
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•nthftlt,  welche  der  Verfasser  in  vier  Gruppen  eintheilt  und  hierauf  einer 
Kritik  unterzieht. 

Tn  dem  zweiten  Theile  findet  die  Vorbereitnng  für  die  neae  ErklSmng 
statt.  Dabei  werden  die  Fragen  discntirt:  Wirken  heterogene  Gase,  wenn 
sich  ihre  Atome  oder  Molekttle  sehr  nftbem,  elektromotorisch  anfeinander? 
and:  Welcher  Art  ist  die  Polaritftt  der  Gase?  Sodann  schliesst  sich  Einiges 
über  die  Constitution  der  Wolken  an.  Am  Schlnss  sind  drei  Tolta'sche 
Analogien  angeführt:  a)  der  Volta'sche  Ball,  gebildet  ans  Flittergold, 
Stanniol  9  Seidenpapier  und  verdünnter  Schwefelsftnre;  5^  die  Volt  ansehe 
Birne,  welche  ans  einem  Volta'schen  Ball  besteht,  dessen  Inneres  durch 
einen  isolirten  Kupferdraht  untersucht  werden  kann;  c)  das  Toi  tausche 
Conglomerat,  welches  aus  Volta'schen  Elementen  zusammengesetzt  ist, 
indem  leere  Zündhütchen  mit  SchrotkOrnem  zusammengeklopft  und  mit 
Kugeln  aus  angefeuchtetem  Seidenpapier  gemischt  wurden. 

Der  dritte  Abschnitt  enthftlt  die  neae  Erklärung  der  elektrischen.  Meteore 
und  des  Hagels,  welcher  die  folgenden  drei  Definitionen  zu  Grunde  gelegt  werden : 

1.  die  Gewitterwolken  sind  Vol tausche  Conglomerate  kleinster  absoluter 
Gaselemente  mit  zwischengelagerter  Flüssigkeit; 

2.  die  Hagelwolken  sind  Gewitterwolken  mit  ungewöhnlich  hoher  elek- 
trischer Spannung; 

3.  die  Luftelektricität  ist  eine  Infiuenzwirkung  von  elektrischen  Polen, 
welche  sich  in  der  ruhigen  Atmosphäre,  als  einem  Volta'schen  Con- 
glomerat kleinster  absoluter  Gkwelemente  mit  zwischengelagertem 
Wassergas  und  wenig  Flüssigkeit,  stets  vorfinden. 

Auf  Grund  dieser  Definitionen  ist  der  Nachweis  der  Elektricitttt  in 
Regenwolken,  sowie  die  Entstehung  des  Hagels  in  vOllig  ungezwungener 
Weise  erklärt. 

Der  vierte  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  der  Anwendung  der  neuen 
Theorie  zur  Erklärung  von  Erscheinungen,  welche  mit  den  bisherigen  Theo- 
rien nicht  in  Einklang  gebracht  werden  konnten.  Dass  die  grossen  Regen- 
tropfen nach  heftigen  Blitzen  vor  Schluss  des  Gewitters  von  einer  „enormen 
Explosion  von  Knallgas"  herrühren  sollen,  ist  sehr  gesucht  und  höchst  un- 
wahrscheinlich; auf  diesen  angeblichen  Explosionen  beruhen  nach  meiner 
Ansicht,  deren  Auseinandersetzung  hier  zu  weit  führen  würde,  gewiss  nicht 
die  heftigen  Donnerschläge.  Auch  damit  bin  ich  nicht  einverstanden,  dass 
die  Wärme  der  ersten  grossen  Regentropfen  das  Resultat  der  chemischen 
Vereinigung  des  Knallgases  bei  der  Explosion  wäre.  Viel  einfacher  und 
natürlicher  scheint  mir  die  Wärme  der  ersten  grossen  Regentropfen  von  der 
warmen  Luft  herzurühren,  darch  welche  die  Tropfen  gefallen  sind. 

Im  letzten  Theil  übt  der  Verfasser  selbst  E[ritik  an  seiner  neuen  Theorie; 
dabei  fühlt  er  selbst,  dass  die  Hauptschwäche  seiner  Theorie  darin  liege, 
dass  die  von  ihm  angenommene  Erregung  von  Elektricität  nur  durch  Be- 
rfibrung  von  Gasen  experimentell  noch  nicht  geprüft  werden  konntar^  um    t 
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sich  aber  darflber  hinwegzusetzen,  beruft  er  sich  auf  das  inductire  Beweis- 
Terfahren  der  Speotralanaljse,  vergisst  aber  dabei  TollstKndig,  daas  die 
Theorie  Über  die  Sonnenatmosphäre  durch  das  Experiment  bestätigt  werden 
konnte.  So  lange  demnach  der  Beweis  nicht  erbracht  ist,  dass  durch  Be- 
rOhrung  von  Gasen  Elektricitftt  erzeugt  wird,  so  lange  hat  diese  neue  Theorie 
nur  eine  geringe  Wahrscheinlichkeit.  g^  Nbbbl 


B.  SoHWALBB,  Ueber  Eishöhlen  und  Sislöoher,  nebst  einigen  Bemerkungen 
über   Ventarolen    und    niedrige   Bodentemperaturen.     Berlin   1886. 
B.  Oftrtner's  Verlagsbuchhandlung  (H.  Heyfelder).    Preis  1  Mk.  4D  Pf . 
Nach  einer  kurzen  historischen  Einleitung  theilt  der  Verfasser  die  hier- 
her gehörigen  Phänomene  der  gemässigten  Klimate  in  folgende  drei  Grup- 
pen ein: 

1.  Eishöhlen,  wozu  a)  die  eigentlichen  Eishöhlen  und  h)  die  eisführen- 
den  DoUinen  zu  zählen  sind; 

2.  die  Eislöcher,  welche  a)  die  Eisleiten  und  ()  das  Eisgeröll  umfassen ; 

3.  die  abnormen  niedrigen  Bodentemperaturen,  bei  welchen  jedoch  ab- 
norme Eisbildungen  ausgeschlossen  sind. 

Nach  einer  näheren  Charakteristik  dieser  Gruppen  werden  die  bis  jetzt 
bekannten  Phänomene  systematisch  geordnet  und  aufgezählt,  woran  sich 
eine  specielle  Beschreibung  derselben  sowohl  in  physikalischer,  als  auch  in 
geologischer  Hinsicht  anschliesst.  Bei  einzelnen  Höhlen  werden  noch  ein- 
gehende Temperatur-  und  Feuchtigkeitsbeobachtungen  mitgetheilt. 

Obwohl  die  Berichte  über  Eishöhlen  oft  von  höchst  mangelhafter  Natur 
sind  und  längere  Beobachtungen  ganz  fehlen,  so  sind  doch  schon  eine  Reihe 
von  Theorien  und  Erklärungen  aufgestellt  worden,  von  denen  die  wesent- 
lichsten hier  angeführt  und  besprochen  werden.  Diesen  gegenüber  wird  von 
dem  Verfasser  eine  Sickertheorie  aufgestellt,  die  aber  durch  zahlreichere 
Beobachtungen  noch  zu  prüfen  ist.  ß  Nebbl 


C.  Cramz,  Theoretisohe  Studien  lur  Ballistik  der  geiogenen  Gewehre. 

Eine  Methode  zur  Bestimmung  der  vortheilhaftesten  Combination  von 
Galiber,  Drallwinkel,  Geschosslänge,  Geschossgewicht  etc.    Hannover 
1887.     Helwing'sche  Verlagsbuchhandlung  (Th.  Mierzinsky).     Preis 
1  Mk.  60  Pf. 
Der  Verfasser,  welcher  sich  schon  früher  durch  Arbeiten  auf  dem  Ge- 
biete der  Ballistik  ausgezeichnet  hat,  löst  in  der  vorliegenden  Schrift  ein 
Problem,  welches  von  den  Praktikern  für  sehr  schwierig,  wenn  nicht  gar 
für  unmöglich  gehalten  wurde.    Es  soll  nämlich  durch  eine  mathematische 
Formel  die  vortheilhafteste  Combination  von  Caliber,  Geschossgewicht,  Ge- 
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schosslftnge,  Drall winkel  der  Züge,  Lauflftnge  eto.  eines  gezogenen  Infan- 
teriegewehres  fttr  jeden  einzelnen  Fall,  also  allgemein  bestimmt  werden. 

Um  sowohl  dem  Mathematiker,  als  auch  dem  Militärtechniker  das  Lesen 
dieser  Arbeit  zn  erleichtem,  ist  jeder  Ansdrack,  ehe  er  zur  Verwendang 
kommt,  noch  einmal  definirt  worden,  anch  bei  den  einzelnen  Schlnssfor- 
mein  wurde  die  Bedeutung  der  darin  enthaltenen  BuchstabengrOssen  jedes- 
mal beigedruckt,  so  dass  auch  derjenige  die  Formeln  mit  Nutzen  verwen- 
den kann,  welcher  den  mathematischen  Ableitungen  derselben  nicht  zu  folgen 
▼ermag.  Aus  dem  letzteren  Grunde  sind  am  Schlüsse  einige  Beispiele  voll- 
atSndig  durchgerechnet,  so  dass  es  nunmehr  ein  Leichtes  ist,  ähnliche  Auf- 
^ben  mittels  der  angegebenen  Formeln  zu  lösen. 

In  dem  Anhang  befinden  sich  einige  Literaturangaben,  sowie  Bemer- 
kungen darüber,  welche  Voraussetzungen  noch  verbesserungsfthig  sind ;  dass 
hierzu  aber  nicht  allgemeine,  unbestimmte  Erwägungen  zum  Ziele  führen, 
sondern  einzig  und  allein  geeignete  Beobachtungsdaten,  kann  nicht  genug 
hervorgehoben  werden. 

Ein  grosses  Verdienst  des  Verfassers  ist  es,  den  Anfang  zur  Lösung 
des  obengenannten  Problems  gemacht  zu  haben,  wodurch  dem  Techniker 
gezeigt  wird,  wie  er  seine  Beobachtungen  rechnerisch  verwenden  kann. 

Eine  Tafel  mit  elf  Zeichnungen  trägt  wesentiich  zum  leichteren  Erfassen 
dieser  Schrift  bei.  ^  ^^^ 


H.  Thubsik,  Elementare  Darstellung  der  Planetenbahnen  dnroh  Con- 
stmction  und  Rechnung.    Berlin  1886.     B.  Gärtner's  Verlagsbuch- 
handlung (H.  Heyfelder).    Preis  1  Mk. 
Der  Verfosser  ist  nicht  gerade  der  Ansicht,  dass  die  Berechnung  der 
Planetenbahnen  als  Anwendung  der  Trigonometrie  in  höheren  Schulen  vor- 
genommen werden  soll,  weil  dies  doch  schwieriger  ist,  als  die  einfacheren 
Aufgaben    der   sphärischen  Astronomie.     Indessen   giebt   es  immer  einige 
Schüler,   welche  ein  so  grosses  Interesse   für  die  Astronomie  an  den  Tag 
legen,  dass  sie  das  Begonnene  fortsetzen,  wofür  sich  das  vorliegende  Büchel- 
chen  besonders   eignet.     Die  knappe,  präcise  Ausdrucksweise  wird  durch 
einige  vollständig  durchgerechnete  Beispiele  unterstützt,  so  dass  es  nicht 
mehr  schwer  sein  dürfte,  mit  Hilfe  der  am  Schluss  beigefügten  nothwen- 
digen  Tabellen  ähnliche  Aufgaben  zu  lösen.   Fleissigen,  talentvollen  Schülern 
muss  gewiss  die  vorliegende  Darstellung  Freude  machen.  ^^  NsbKi. 


Finger,  Elemente  der  reinen  Mechanik,  als  Vorstudium  für  die  ana- 
lytische und  angewandte  Mechanik  und  für  die  mathematische  Physik. 
Wien  1884—1886.     Verlag  von  Alfred  Holder.     Preis  20 
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Die  erste  des  in  sechs  Lieferongen  erschienenen  Werkes  wurde  naeli 
ihrem  Erscheinen  im  Jahre  1884  in  dieser  Zeitschrift  besprochen.  Jetst^ 
nach  VoUendang  desselben,  mass  hervorgehoben  werden,  dass  der  Ver&sser 
dem  in  der  Vorrede  gestellten  Programm  voUstfindig  gerecht  geworden  ist. 
Dass  das  Werk  stets  eine  yerschiedene  Beurtheilung  finden  wird,  ist  ha- 
gründet  dorch  die  auseinandergehenden  Ansichten,  wonach  der  Aufbau  der 
Mechanik  stattzufinden  hat.  Dass  der  Verfasser  die  physikalische  Bichtun^^ 
verfolgt,  ist  gewiss  von  grossem  Ifutsen  für  den  betreffenden  Leserkreis. 
Hauptsächlich  ist  das  Werk  für  junge  Techniker  geschrieben,  die  nach  Voll- 
endung ihrer  Studienzeit  nur  selten  Gelegenheit  finden,  sich  eingehender 
mit  Mechanik  zu  beschäftigen,  um  sich  möglichst  nach  den  Bedürfnissen 
technischer  Hochschulen  zu  richten,  wurde  Einiges  aus  der  graphischen 
Statik  darin  aufgenommen.  Mit  Bücksicht  auf  die  Vorkenntnisse  erstrecken 
sich  die  mathematischen  Anforderungen  nur  auf  einfache  Differentialquotien- 
ten und  Integrale.  Beicht  aber  der  Bildungsgang  des  Einzelnen  nicht  so 
weit,  so  ist  für  denselben  ein  mathematischer  Anhang  da,  welcher  ihn  bald 
dahin  bringt,  dass  ihm  der  Inhalt  des  Werkes  keine  zu  grossen  Schwierig- 
keiten mehr  bietet. 

Bezüglich  der  Beichhaltigkeit  muss  auf  das  Buch  selbst  vervnesen 
werden^  wofür  aber  äusserlich  schon  die  stattliche  Seitenzahl  792  spricht. 
—  Der  schöne,  exacte  Druck,  sowie  die  guten  Holzschnitte  werden  wesent- 
lich dazu  beitragen,  dass  die  studirende  Jugend  mit  Lust  und  Liebe  sich 
an  das  Studium  dieses  Werkes  macht.  ß  Nbbbl. 


L.  Hbmnbbbrg  und  0.  Smrbkbr,  Lehrbuch  der  technischen  Mechanik« 
I.  Theil:  Statik  der  starren  Systeme,  von  L.  Hbnkbbbrg.  Darmstadt 
1886.     Verlag  von  A.  Bergsträsser.     Preis  9  Mk. 

Von  den  vier  Theilen,  welche  das  ganze  Werk  umfassen  wird:  Statik 
der  starren  Systeme,  Orundzüge  der  Dynamik,  Theorie  der  Elasticilfit  und 
Festigkeit,  Hydraulik,  liegt  der  erste  Theil  jetzt  vor.  Derselbe  zerfHUt 
wieder  in  zwei  Abschnitte:  Die  Zusammensetzung  von  Kräften,  die  Zer- 
legung der  Kräfte  und  das  einfache  Fachwerk. 

Das  Werk  ist  wesentlich  für  technische  Hochschulen  bestimmt ,  weshalb 
Alles,  was  nur  rein  wissenschaftliches  p^teresse  bietet,  vermieden  wurde. 
Kurz  und  präcis  ist  die  Ausdrucksweise,  den  mit  gesperrtem  Druck  hervor- 
gehobenen Sätzen  folgen  unmittelbar  die  Beweise  ohne  jeglichen  ümschweif. 
Mit  Freuden  bemerkt  man  allenthalben  die  Anwendung  der  graphischen 
Statik,  wodurch  sicherlich  sehr  zur  Verbreitung  dieser  relativ  noch  jungen 
Wissenschaft,  welche  so  überaus  fruchtbar  ist,  beigetragen  wird.  Zahl- 
reiche, klare  Figuren  erhöhen  noch  den  Werth  dieses  Buches,  so  dass  wir 
auch  den  übrigen  Theilen  gern  entgegensehen.  ^  Nbbbl 
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N1B8ON  Katzenblsobn  ,  TTeber  den  Einflnss  der  Temperatur  auf  die  Elaeti- 
citftt  der  Metalle.  (Inaugural- Dissertation.)  Berlin  1887.  Druck 
von  G.  Schade  (Otto  Francke). 

Der  Apparat,  mit  welchem  die  Versache  ausgeführt  wurden,  ist  im 
Wesentlichen  dem  von  Kohlrausch  und  Loomis  in  Poggendorff's 
Asnalen  der  Physik  und  Chemie  beschriebenen  ähnlich ,  nur  in  einem  grösse- 
ren Maassstab  ausgeftlhri  Neu  ist  die  Einklemmung  der  Drfthte  in  ein 
konisch  geschliffenes  Stahistttck ,  wodurch  der  Draht  unverletzt  bleibt.  Tor- 
sionscoef&cient  und  filasticitätscoefficient  werden  mit  rerbesserten  Hilfsmit- 
teln bestimmt,  und  dabei  wird  zugleich  nachgewiesen,  woran  es  liegt,  dass 
die  Resultate  der  früheren  Beobachter  nicht  den  Anspruch  yon  Genauigkeit 
machen  kOnnen,  wie  die  vorliegenden. 

Nachdem  eine  Reihe  von  Metallen  untersucht  worden  sind,  kommt  der 
Verfasser  zu  folgenden  Resultaten: 

1.  Sowohl  der  Torsionscoefficient ,  wie  auch  der  Elasticittttscoefficient 
nehmen  mit  der  Temperatur  ab. 

2.  Diese  Abnahme  ist  bei  denjenigen  EGrpem  eine  verhttltnissmSssig 
grossere,  die  einen  grosseren  Ausdehnungscoefficienten  oder  auch  eine  nie- 
drigere Schmelztemperatur  haben. 

3.  Die  Aenderung  des  Torsionscoefficienten  ist  bei  allen  Körpern  eine 
grössere  als  die  der  Elasticitätscoefficienten.  Daraus  folgt,  dass  der 
Poisson'sche  Coefficient  ft  mit  der  Temperatur  grösser  wird. 

Die  Arbeit  wurde  im  physikalischen  Institut  der  Universität  Berlin 
unter  Leitung  des  Herrn  Geh,  Rath  v.  Helmholtz  ausgefflhrt 

B.  Nbbbl. 

W.  U.  Behsb,  Lehrbuch  der  Physik  für  höhere  Bürgerschulen  und  tech- 
nische Lehranstalten.  Weimar  1887.  Verlag  von  B.  P.  Voigt.  Preis 
4  Mk.  50  Pf. 

Besser  wäre  wohl  das  vorliegende  Werkchen  „Leitfaden **  statt  „Lehr- 
buch" genannt  worden,  denn  von  einem  Lehrbuch  der  Physik  ist  man  ge- 
wohnt, doch  etwas  mehr  zu  verlangen. 

Aus  Mangel  an  Zeit,  sagt  der  Verfasser  in  der  Vorrede;  müsse  man 
in  der  Schule  die  mathematische  Seite  des  physikalischen  Unterrichts  zurück- 
drängen, zumal  sie  die  Fassungskraft  der  Schüler  erheblich  übersteige. 
Hiermit  bin  ich  durchaus  nicht  einverstanden.  Die  Physik  darf  nach  den 
Errungenschaften  der  Neuzeit  nicht  mehr  stiefmütterlich  behandelt  werden; 
fehlt  es  an  Zeit,  so  muss  der  Lehrer  anfeine  weitere  Physikstnnde  drängen. 
Einfache,  passend  gewählte  Beispiele  erleichtern  das  Verständniss  des  Schü- 
lerB;  ich  erinnere  z.  B.  nur  an  die  Aufgaben  aus  der  Bewegungslehre,  wobei 
die  abstraoten  mathematischen  Kenntnisse  praktisch  geübt  sind  und  zugleich 
gezeigt  wird ,  doss  die  Physik  durch  die  schönen  Experimente  keinen  ünter- 
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haltongsimterricht  mehr  bieten  soll,  sondern  dass  sie  praktisch  TerwendlMur 
ist  —  Dass  die  Akustik  als  ünterrichtsgegenstand  der  höheren  BUr^^r- 
schalen  aasgeschlossen  ist,  ist  doch  sehr  merkwürdig.  Sobald  nicht  mehr 
klassische  Philologen  allein  die  Entscheidong  über  derlei  Dinge  treffen, 
werden  diese  Missstftnde  gehoben. 

'W'enn  ich  mich  nun  anch  ganz  in  den  Verfasser  hineindenken  ^wUL, 
der  ein  Lehrbach  für  höhere  Bürgerschalen   and  technische  Lehranstalten 
geschrieben  hat»  so  glaube  ich,  dass  er  Nöthiges  yergessen,  dagegen  Din^^ 
aufgenommen  hat,  welche  ein  solcher  Schüler  im  sjAteren  Leben  doch  ^re- 
niger  nöthig  hat^    Zur  Begründung  möge  nur  Einiges  genügen.    Z.  B.  sacht 
man  Tergebens  nach  dem  Telephon,  Mikrophon,  der  Glühlampe  —  Din^e, 
welche  tagtSglich  vorkommen ;  selbst  die  Elektrometallurgie  hätte  kurz  erwfthnt 
werden  dürfen.    Auch  die  für  technische  Lehranstalten  geschriebene  Akustik 
ist  etwas  kurz  weggekommen,  z.  B.  wird  nach  der  diatonischen  Tonleiter 
ein  Beispiel  für  das  Glavier  angegeben,  so  dass  der  Schüler  glauben  muss» 
das  Glavier  sei  nach  der  diatonischen  Tonleiter  aufgebaut    Die  chromatische 
Tonleiter   und   die    gleichschwebende   Temperatur    hätten   erwähnt   werden 
müssen,    damit   der  Schüler   erf&hrt,    was  die  schwarzen  Tasten  bei  dem 
Ciavier  zu  bedeuten  haben.     Besser  wäre  es  gewesen,  den  unterschied  zwi* 
sehen  offenen  und  gedeckten  Pfeifen  u.  dergl.  auseinanderzusetzen,  statt  die 
Schüler  in  übertriebener  Ausdrucksweise  in  ,,£obert  den  Teufel*^  und  Wag* 
ner's  „Tannhäuser^  zu  versetzen.     Schüler  in  diesem  Alter  sollen  noch  gar 
nicht  in  derartige  Theaterstücke.    Auf  diese  Weise  wäre  der  Platz  vortheil- 
hafter  verwendet  worden,  und  hätte  er  dann  noch  nicht  gereicht,  so  hätte 
man  gewiss  ohne  Schaden  z.  B.  die  Capitel  über  die  Farben  dünner  Blätt- 
chen,  sowie  das  über  Newton *s  Farbenringe  streichen  können.    Physik- 
bücher  für  die  in  der  Vorrede  erwähnten  Zwecke  existiren  schon  in  einer 
bessern  Bearbeitung.  -o  ji-»-» 


M.  WiLDBftMAim ,  Hatorlebre  im  Ansohlnis  an  das  Lesebnoh  von  J.  Bn- 
müller  und  J.  Schuster.     108  Abbildungen.    Freiburg  L  Br.  1887. 
Herder*sche  Verlagsbuchhandlung. 
In  anziehender  Weise  ist  die  Physik  in  dem  kleinen  Büchelchen  vor- 
getragen und  durch  zahlreiche  Holzschnitte  gut  erläutert    Recht  anschaulich 
sind  die  Vorgänge  in  der  Natur  beschrieben  und   dabei  die  Neuerungen, 
namentiich    im   Crebiet   der  Elektricität,    hinreichend    berücksichtigt     Am 
Schluss  ist  ein  Verzeichniss  von  Instrumenten  angegeben ,  die  beim  Unter- 
richt nOthig  sind,     unter  diesen  ist  wieder  eine  Auswahl  getroffen,  welche 
absolut  vorhanden  sein  müssen,   welche   entbehrt  oder  welche  mit  wenig 
Hilfsmitteln  selbst  angefertigt  werden  können.     Die  beigefügten  Preise  ge- 
statten, die  verfügbaren  Mittel  in  der  richtigen  Art  zu  verwenden.     An  der 
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Hand  des  Lehrers   wird   dieses  Bacb  die  Einftlhrnng  der  Physik   in  die 
Volkssohnle  wesentlich  fordern.  g  Nebel 


E.  K0HLRAU8OH,  Physik  des  Turnens.  88  Figuren.  Hof,  1887.  Verlag 
Ton  Rüd.  Lion. 
Mit  der  energischen  Ausbildang  des  Tornens  in  der  Neuzeit  ist  es 
nothwendig  geworden,  sich  ein  Urtheil  darüber  zu  machen ,  worin  die 
Schwierigkeit  in  der  einen  oder  andern  Uebung  liegt.  Bei  diesen  Betrach* 
tangen  wird  man  direct  auf  die  zur  Geltung  kommenden  physikalischen  Ge- 
setze geführt.  Das  Auge  eines  geübten  Turners  darf  sich  durch  Kunststücke 
nicht  täuschen  lassen  gegenüber  den  einfachen  Kraftproben.  Um  derartige 
XTeberlegungen  zu  erleichtern,  hat  es  der  Verfasser  unternommen,  eine 
Physik  des  Turnens  herauszugeben,  in  welcher  zunächst  die  physikalischen 
Gesetze  erläutert  werden,  woran  sich  ihre  Anwendung  auf  das  Turnen  an- 
Bchliesst.  Nicht  Jeder  wird  die  Ansichten  des  Verfassers  überall  theilen, 
jedoch  soll  dadurch  das  grosse  Verdienst  desselben,  einen  Anfang  gemacht 
zu  haben,  keineswegs  geschmälert  werden.  Namentlich  dem  Turner  von 
Fach  muss  das  Studium  dieser  Physik  warm  ans  Herz  gelegt  werden,  um 
sich  seinen  Namen  nicht  durch  unbillige  Anforderungen  an  seine  Schüler 
zu  schädigen.  ^  ^^^^ 

M.  Plans,  Das  Prinoip  der  Erhaltung  der  Energie.    Preisgekrönt  von  der 
philosophischen  Facultät  Oöttingen.    Leipzig  1887.    Verlag  von  B.  G. 
Teubner. 
In  dem  Vorwort  dieses  Buches  ist  zunächst  die  Veranlassung  hierzu, 
nämlich  die  daselbst  angeführte  Preisaufgabe  der  philosophischen  Facultät 
Güttingen,   auseinandergesetzt.    Anschliessend   folgen  die  wesentlichen  Be- 
merkungen, welche  die  Einsendung  der  Arbeit  an  die  Facultät  begleitet 
haben.     Von  drei  eingelaufenen  Arbeiten  erhielt  diejenige  des  Verfassers  den 
zweiten  Preis,  weil  sich  die  Facultät  mit  dem  dritten  Theile  nicht  in  dem 
wünschenswerthen  Maasse  einverstanden  erklären  konnte ,  wie  mit  den  beiden 
ersten   Theilen,   während   die   beiden  anderen  Arbeiten   eines  Preises  nicht 
gewürdigt  werden  konnten.     Auf  die  eingehende  Begründung  von  Seiten  der 
Facultät,   welche  hier  abgedruckt  wurde,  hat  der  Verfasser  dem  Ansinnen 
derselben,  den  dritten  Theil  umzuarbeiten  unter  Berücksichtigung  der  von 
ihr  gegebenen  Winke,  nicht  entsprochen,  weil  er  von  seinem  Standpunkte 
aus,   welchen  er  nun  des  Näheren  begründet,  den  Wünschen  der  Facultät 
nicht  vollkommen  Rechnung  zu  tragen  vermag ,  und  somit  die  Wahrschein- 
lichkeit gering  ist,  dass  die  darauf  verwendete  Zeit  und  Mühe  dem  Erfolg 
äquivalent  wäre.     Daher  wurde  die  Arbeit  nur  mit  geringen  Aenderungen 
dem  Druck  übergeben.  ^-^  t 

DigitizedbyV^OOgle 


66  Historisch  -  literarische  Abtheilung. 


Eine  eingehende  Besprechung  dieser  Arbeit,  welche  in  jeder  Besiehang 
interessant  und  lehrreich  ist,  würde  hier  den  gegebenen  Rahmen  Uberschrei* 
ten;  es  mnss  daher  Jeder,  der  sich  dafür  interessirt,  auf  das  Buch  selbst 
verwiesen  werden,  wobei  er  dann  sein  ürtheil  mit  den  in  dem  Vorwort 
iregebenen  Tergleichen  kann.  ^  Nbbbx. 

0.  VOM  EoNKOLT,  FrakÜBohe  Anleitung  inr  Himmelsphotographie,  nebst 
einer  kurzgefassten  Anleitung  zur  modernen  photographischen  Ope- 
ration  und   der  Spectralphotographie   im   Cabinet     218   Textabbil- 
dungen.  Halle  a.  S.,  1887.  Verlag  von  Wilhelm  Knapp.  Preis  12  Jkfk. 
Die  im  Vorwort  des  Werkes  angegebene  Absicht,  einem  Anfönger   in 
astrophysikalischen  oder  astrophotographischen  Arbeiten  Zeit  und  Mühe  zu 
ersparen,  kann  nicht  unterschtttzt  werden.     Dann  aber  ergeht  sich  der  Ver- 
fasser in  Spiegelfechtereien,  wftrmt  Dinge  wieder  auf,  die  schon  seit  Jahr- 
hunderten Eigenthümlichkeiten  der  Gelehrten  weit  sind,  was  einen  ünbethei- 
ligten  nur  langweilen  muss.     Dabei  gelangt  er  plötzlich  in  die  musikalische 
Welt  und  es  macht  den  Eindruck,  als  ob  er,  der  Besitzer  hoher  Orden  und 
Mitglied  der  verschiedensten  (jesellschaften  ist,  ein  verkanntes  Grenie  sei. 
Derartiges  gehört  nicht  in  ein  Vorwort.  —  Der  erste  Theil,   welcher  sich 
mit  der  Photographie  für  sich  und  den  dazu  nöthigen  Utensilien  besch&ftigt, 
stützt  sich  ganz   auf  Prof.  Dr.  J.  M.  Eder*s  Handbuch   der  Photographie. 
Der  zweite  Theil,   betitelt:    „Im  Cabinet*,   enthSlt  die  für  Himmelsphoto- 
graphie  nöthigen  Apparate  kritisch  zusammengestellt ,   während  der  dritte 
Theil 9  überschrieben:  „Am  Femrohr*,  sich  auf  die  photographischen  Aufnah- 
men selbst  bezieht  und  dabei  die  Vortheile  der  erforderlichen  Instrumente 
hervorhebt.     Das  Buch   leistet  sicherlich  jedem  Anflbiger  grosse  Dienste; 
denn  dieser  kann  sich  hier  orientiren,  ehe  er  unbedachter  Weise  grosse 
Summen  verausgabt.     Leider   wirkt  aber  das  sonst  so  verdienstliche  Werk 
durch  seine  Breite  sehr   ermüdend   auf  den  Leser.     Nicht  ist  es  die  An- 
führung und  Erl&uterung  der  vielfach  mehr  oder  weniger  guten  Ausführungen 
von  Instrumenten  für  ein  und  denselben  Zweck,  sondern  die  Weitschweifig- 
keit im  Ausdruck^    der,   selbst    in  den  Extremen,   wie    „fabelhaft   kurz", 
„recht  schlampet"  etc.  gebraucht,  bald  erschöpfend  wirkt.     „Dass  der  Ver- 
fasser schon  einige  Male  Augenzeuge  von  misslungenen  Experimenten  war", 
ist  für  jeden  Praktiker  doch  höchst  interessant!    Gewiss  ist  es  auch  wichtig, 
zu  erfahren,  mit  wessen  Brillen  der  „junge  Candidatus  astranomiae*',  der  als 
lyOast"  in  des  Verfassers  Hause  weilt,  seine  Accomodationsfiihigkeit  geprüft 
hat!  u.  dergl.  m.     Dass  der  Herr  Verleger  darauf  eingegangen  ist,  dass  Pro- 
fessor Toung's  Spectrograph  „zum  abschreckenden  Beispiel"  noch  in  einer 
grossen  Figur  zur  Darstellung  gelangt,  ist  zum  mindesten  sehr  liebenswürdig 
von  ihm.  —  Wäre  die  Ausdrucksweise  prftcis  und  knapp  gehalten,  was  bei 
einem  derartigen  Buch  erforderlich  ist,  so  wftre  es  dem  Verfeuser  gelungen, 
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wie  er  selbst  in  dem  Vorwort  sagt,  nein  besoheidenes  WerkiAen''  und  ich 
ftige  noeh  binzn:  ein  höchst  verdienstvolles  geschrieben  au  haben. 

B.  Nbbbl. 

SiLYAHus  P.  Thompson,  Elementare  Vorlesungen  ttber  Elektricität  und 
Magnetianius.     Autorisirte  deutsche   üebersetzung   auf  Grund  der 
neuesten  (28.)  Auflage  des  Originals  von  Dr.  A.  Himstbdt.   Tübingen 
1887.     Verlag  der  H.  Laupp'schen  Buchhandlung.    Preis  6  Mk. 
Ein  Werk,   welches  in  England  in  kurzer  Zeit  in  28000  Exemplaren 
abgesetzt  worden  ist,  bedarf  wohl  keiner  weiteren  Besprechung,  zumal  es 
Ton  einem  Manne  herrtthrt,  der  sich  auch  in  Deutschland  des  besten  Rufes 
erfreut.     Dass  sich  dieses  Werk  bald  auch  in  Deutschland  einbürgern  wird, 
ist  unzweifelhaft,  weil  sich  immer  mehr  und  mehr  der  Laie  für  die  Er- 
rungenschaften der  Neuzeit  interessirt.    Für  solche  ist  das  Buch  wie  ge- 
schaffen, zugleich  hat  es  noch  den  grossen  Vortheil»  dass  es,  entgegen  den 
bisherigen  elementaren  Werken,  sich  streng  an  die  Faraday-Mazweirsche 
Eraftlinientheorie  h&lt  und  dabei  ganz  anf  der  Höhe  der  Wissenschaft  ist. 
Das  Buch  kann  in  jeder  Beziehung  nur  empfohlen  werden.       ^  Nbbbl 


F.  KoHLBAüSCH,  Leit&den  der  praktischen  Physik.    Mit  einem  Anhange: 
Das  absolute  Maass- System.     6.  vermehrte  Auflage.     Leipzig  1887. 
Verlag  von  B.  G.  Teubner.    Preis  5  Mk.  60  Pf. 
üeber  die  Oüte   and  Vortrefflichkeit  dieses  Buches  ist  schon  des  Oef- 
tern  in  dieser  Zeitschrift  Erwäbnting  geschehen.    Dem  Fortschritt  der  Wis- 
senschaft entsprechend,   ist  auch  jetzt  wieder,  namentlich  im  elektrischen 
Theil,   eine  Vermehrung  nothwendig  gewesen.      Zugleich   sind   aber   auch 
Irrthümer,  wie  z.  b.  bei  der  Umrechnung  des  Leitungsvermögens  auf  Ohm, 
was  in  den   beiden  letzten  Auflagen  mitgeführt  wurde,   jetzt  ausgemerzt 
worden.  B.  Nebbl. 

W.  VON  Bbbtz,  Leitfaden  der  Physik.  9.  Auflage  von  J.  Hbmbici.  Leipzig 
1888.  Th.  Grieben's  Verlag  (L.  Fernau).  Preis  3  Mk.  60  Pf. 
Der  Beetz'sche  Leitfaden  hat  sich  bei  der  studirenden  Jugend  stets 
einer  besonderen  Beliebtheit  zu  erfreuen  gehabt ,  weil  er  bei  der  gedrängten 
Fcrm  allein  gestattet,  sich  in  dem  einen  oder  andern  Zweige  der  Physik 
rasch  wieder  zu  orientiren.  Daher  wird  er  insbesondere  gern  von  solchen 
benützt,  welche  vor  einem  Examen  stehen.  Leider  ist  der  Verfasser  der 
Wissenschaft  zu  früh  durch  den  Tod  geraubt  worden  ^  weshalb  die  Bearbei- 
timg einer  neuen  Auflage  in  andere  Hände  überging.  Trotz  Vermehrung 
und  veränderter  Gliederung  ist  aber  doch  der  Charakter  des  Buches  gewahrt 
geblieben.  B.  Nbbbl. 
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Th.  Wittstbin»  Ornndiüge  der  mathematitch-pliysikaUsohen  Theorie  6er 
Mnsik.  Hannoyer  1888.  Hahn'scbe  BuchhandltiBg.  Preis  2  Mk.  50  Pf. 
Mnsiker,  welche  nicht  gerade  in  der  Lage  sind,  die  Akustik  in  physi- 
kalischen Büchern  zu  studiren,  sollen  durch  die  Yorliegende  Schrift  in  die 
mathematisch -physikalische  Theorie  der  Musik  eingeführt  werden,  womit 
ihnen  der  Beweis  geliefert  wird  von  dem  alten  Erfahmngssatze,  dass  das 
Einfachste  immer  das  SchOnste  ist.  Ein  näheres  Eingehen  auf  die  verschie- 
denen Tonleitern,  sowie  die  Entstehung  der  Oher-  resp.  üntert^ne  bildet 
den  Inhalt.  Summationstöne  werden  gar  nicht  erwlüint  und  bezüglich  der 
DifferenztOne  Folgendes  bemerkt:  „In  weitere  Details  gehen  wir  nicht  ein 
und  bemerken  nur,  dass  auch  auf  diesem  Boden  in  unseren  Lehrbüdiem 
viel  Unklarheit  herrscht.  So  hat  man  neuerlich  angefangen,  die  Untertöne 
auch  Di£ferenztöne  zu  nennen ,  weil  angeblich  „ihre  Schwingungszahlen  gleich 
sind  den  Differenzen  zwischen  den  Schwingungszahlen  der  primären  Töne*. 
Das  ist  sehr  unrichtig  I^  Beruht  dies  nicht  auf  einem  Missverstftndniss  des 
Verfassers?  Mir  ist  kein  derartiges  Lehrbuch  bekannt;  auch  ist  das  über- 
trieben im  Vorwort,  dass  „in  unseren  physikalischen  Lehrbüchern  die  mathe- 
matischen Grundlagen  der  physikalischen  Theorie  der  Musik  auffallender- 
weise in  so  hohem  Grade  yemachlässigt  und  theil weise  verdeckt  vorgetragen 
wird**.  Hiergegen  muss  ich  entschieden  Verwahrung  einlegen;  ich  kenne 
eine  ganze  Beihe  von  Lehrbüchern,  welche  die  verschiedenen  Tonleitern  ganz 
hübsch  mathematisch  behandeln.  ^  Nebsl. 

W.  BüDDB,  Physikalisohe  Aufgaben  für  die  oberen  Claesen  höherer  Lehr- 
anstalten.   Aus  den  bei  Entlassungsprüfungen  gestellten  Aufgaben 
ausgewählt  und  mit  Hinzufügung  der  Lösungen  zu  einem  Uebungs- 
buche  vereinigt     Braunschweig  1888.     Verli^  von  Friedrich  Vieweg 
&  Sohn.    Preis  2  Mk.  50  Pf. 
Wie  aus  dem  Vorstehenden  ersichtlich  ist,  sind  dies  meistens  Examens- 
aufgaben ,  ebenso  die  im  Anhang  gestellten  Fragen ,  so  dass  die  betreffenden 
Schüler  dadurch  genau  orientirt  werden ,  wie  weit  sich  die  an  sie  gestellten 
Anforderungen  erstrecken.     Durch  Mittheilung  der  Lösungen  kann  man  sich 
von  der  Richtigkeit  einer  Bearbeitung  leicht  überzeugen.    Das  Buch  kann, 
wie  solche  ähnlichen  Inhalts ,  nur  empfohlen  werden ;  denn  an  durchgerech- 
neten Beispielen  hat  man  den  besten  Prüfstein,  ob  die  Schüler  den  Unter- 
richt mit  Erfolg  besuchen.  g  Nbbbl 

J.  D.  EvEBBTT,  Physikaliiehe  Einheiten  und  Constanten.  Nach  der  3.  eng- 
lischen Ausgabe  unter  Zustimmung  des  Verfassers  den  deutschen  Ver- 
hältnissen angepasst  durch  P.  Cbappiüs  und  D.  Kbbioroaubr.  Leipzig 
1888.     Verlag  von  Johann  Ambrosius  Barth.     Preis  3  Mk. 
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Dieses  Bnoh  wendet  die  absoluten  ^  sowie  die  daraus  abgeleiteten  tech- 
niscben  Einheiten  auf  das  ganze  Gebiet  der  Physik  an  und  nicht,  wie  es 
in  Deutsehland  bisher  üblich  war,  nur  soweit,  als  es  für  die  Elektridtftt 
and  den  Magnetismus  erforderlich  war.  Dazu  kommen  eine  Beihe  von  Gon- 
stanten,  wie  sie  theilweise  auch  in  Landolt*s  und  Born  stein 's  physika- 
lisch-chemischen  Tabellen  enthalten  sind.  Jedem  Physiker  wird  das  Buch 
in  dieser  Zusammenstellung  wesentliche  Dienste  leisten,  zumal  von  den 
Uebersetzem  dabei  den  deutschen  Verhältnissen  Rechnung  getragen  wurde. 

B.  Nbbel. 


Robert  Wbbbr,  Aufgaben  aus  der  Elektricitfttslefare.  Berlin  1888.  Ver- 
lag von  Julius  Springer.  Preis  3  Mk. 
Bei  der  Durchsicht  dieser  Aufgabensammlung ,  welche  gewiss  jeden 
Elektriker  interessiren  mnss,  stellt  sich  leider  die  unangenehme  Entdeckung 
heraus,  dass  der  Verfasser  die  einzelnen  elektrischen  Grössen  nicht  streng 
Toneinander  unterscheidet,  sonst  wären  ihm  nicht  solch'  grobe  Verstösse 
nntergelaufen,  wie  z.  B.  Stromstärke  statt  Elektricitätsmenge,  elektromoto- 
rische Kraft  statt  Klemmenspannung,  Verwandlung  der  Pferdekräfte  in 
Meterkilogramm  statt  Secundenmeterkilogramm.  Auch  die  Zahlengrössen 
erwecken  hier  und  da  gerechte  Zweifel,  jedenfalls  können  sie  nicht  mit  der 
Wirklichkeit  in  Einklang  gebracht  werden,  z.  B,  sollen  Bnnsenelemente 
90  Minuten  lang  40  Ampere  (!)  geben,  oder  findet  man,  dass  Bogenlampen 
mit  mehr  denn  100  Volt  Klemmenspannung  brennen.  Bei  derartigen  Auf- 
gaben sollen  doch  nur  Beispiele  aus  der  Praxis  gewählt  werden.  Solche 
Ergebnisse  beruhen  doch  nicht  auf  Messungen,  wie  es  der  VerfEksser  in  der 
Vorrede  hervorhebt.  Solche  Begrifisyerwirrungen ,  wie  sie  oben  beispiels. 
weise  angeführt  wurden,  können  doch  unmöglich  das  , Denkvermögen,  die 
Bestimmtheit  und  Klarheit  des  Ausdruckes''  fördern,  was  nach  des  Verfassers 
eigener  Aussage  der  Zweck  dieser  Aufgabensammlung  sein  soll.  Während 
ein  Lehrer  mit  einiger  Vorsicht  das  Buch  doch  gebrauchen  kann,  indem  er 
scheinbar  unmögliche  Zahlenangaben  von  vornherein  ausschliesst  und  ftb: 
Begriffsverwechslnngen  ein  aufmerksames  Auge  hat,  soll  ein  Schfller,  ehe  er 
ganz   sicher  in   den  elektrischen  Maassen  ist,   Yor  dem  Gebrauch  gewarnt 

"^^T^^^^-  B.NBBBL. 

M.  VON  Baümgabtbn,  Kritischer  Versuch  über  ein  Maass  für  Sehall -In- 
tensitäten. Wien  1886.  Verlag  von  Carl  Teufen. 
Nach  einer  längeren  Auseinandersetzung  über  die  Schwierigkeit,  abso- 
lute Maasse  zu  erhalten,  namentlich  auch  bezüglich  eines  solchen  über 
Schallintensitäten,  kommt  der  Verfasser  zu  der  üeberzengung,  dass  sich  ein 
allgemein  giltiges  Maass  für  Schallstärken  wohl  nicht  aufstellen  lasse^  dass 
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es  aber  doch  möglich  sei,  Schallstärken  mit  anderen  Hilfsmitteln,  ab  dem 
Ohre,  KU  vergleichen.  Es  wird  der  Vorschlag  gemacht,  die  SchallstSricen 
mittels  eines  Phonographen  oder  etwas  Aehnlichen  auf  ein  SpiegelgalTano- 
meter  elektrisch  zu  übertragen,  wodarch  die  Schallstfirken  dnroh  StromstSr- 
ken  ausgedrückt  wttren.  Das  „Wie?^  wird  den  Herren  Fachmännern  aaheim- 
gestellt;  der  Verfasser  begnügt  sich,  diese  darauf  aufmerksam  gemacht  xu 
haben.  Sodann  wünscht  der  Verf.,  dass  sich  das  Ohr,  ¥rie  an  die  Ton- 
höhen, auch  an  die  Beurtheilung  der  Tonstärken  gewöhnen  müsse,  tiitd 
glaubt  dieses  durch  eine  Art  Hammerclaviatur  zu  erreichen,  bei  welcher  die 
Hammergewichte  arithmetisch  anwachsen.  —  Obwohl  gleich  zu  Anfang  der 
;, bisherigen,  mitunter  scharfsinnigen  Untersuchungen''  kurze  Erwähnang 
geschieht,  so  fehlt  doch  jede  nähere  Literaturangabe,  weshalb  es  schwierig 
ist,  dem  Verf.  nachzuweisen,  dass  er  wichtige  Arbeiten  auf  diesem  Oebiet 
übersehen  hat.  Beim  Durchlesen  hatte  wenigstens  der  Recensent  das  Ge- 
fühl, dass  Manches  hätte  geändert  werden  müssen,  wenn  die  ihm  bekannten 
Arbeiten  berücksichtigt  worden  wären.  ^  Nbbbl 


Puter  Münoh,  Lehrbuch  der  Physik.  Mit  einem  Anhange:  Die  Orund- 
lehren  der  Chemie  und  der  mathematischen  Oeographie.  8.  Aufl. 
Freiburg  i.  B.,   1886.     Herder'sche  Verlagshandlung.     Preis  4  Mk. 

Ein  Zeichen  für  die  Gediegenheit  dieses  Buches  ist  die  rasche  Aufein- 
anderfolge von  acht  Auflagen.  Für  Schulen ,  welche  etwas  eingehender  die 
Physik  behandeln  können,  sind  die  zahlreichen  kleingedruckten  Zusätze,  in 
welchen  sehr  oft  ZahlenbeispiMe  und  geschichtliche  Notizen  enthalten  sind. 
Durch  Erweiterungen  ist  auch  dem  Fortschritt  der  Wissenschaft  Rechnung 
getragen  worden. 

Die  Chemie  ist  etwas  sehr  knapp  behandelt ^  für  Gymnasien  mag  dies 
auch  völlig  ausreichend  sein,  dagegen  beanspruchen  die  Realgymnasien  doch 
etwas  mehr.  Sollte  sich  das  Buch  in  den  nächsten  Jahren  durch  Fortschritte 
auf  dem  Gebiet  der  Physik  abermals  erweitern ,  so  dürfte  es  am  besten  sein, 
die  Chemie  loszutrennen  und  in  der  gleichen  bewährten  Weise,  wie  die 
Physik,  zusammenzustellen. 

Durch  seine  Reichhaltigkeit  und  die  hübsche  Eintheilung  und  Behand- 
luDgsweise  des  yorliegenden  Stoffes  wird  sich  das  Buch  überall  von  selbst 

^°^P^^^^«^-  B.  Nbbbl. 

Die  Methoden  dar  praktischen  Arithmetik,  in  historischer  Entwickelung 
Yom  Ausgange  des  Mittelalters  bis  auf  die  Gegenwart  nach  den  Ori- 
ginalquellen bearbeitet  von  Fbibdrioh  ünoer,  Oberlehrer  an  der 
Realschule  zu  Leipzig -Reudnits.  Leipzig,  B.  G.  Teubner.  1888. 
XII,  240  S. 
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Wir  dfirfen,  ohne  einem  der  Verfasser  Ton  Schriften  über  den  Beehen- 
nnterrichi  zu  nahe  zn  treten,  Herrn  ünger's  Monographie  als  eine  Allen 
ebenbflrtige  Leistung  bezeichnen.  99 Der  Bechennnterricht  Tom  Ausgange 
des  Mittelalters  bis  auf  die  Gegenwart,  wie  er  sich  vorzugsweise  in  Deutsch- 
land gestaltet  hat'',  das  ist  der  auf  15  Druckbogen  in  sehr  gedrungener 
Weise  behandelte  Gegenstand,  und  der  Titel  so  gefasst,  wie  wir  ihn  eben 
anssuspreohen  uns  erlaubten,  würde  vielleicht  besser  als  der  thatsSchlich 
ge^rfthlte  die  Aufgabe  enthüllt  haben,  welche  Herr  ünger  sich  stellte. 

Es  war  in  mehr  als  einer  Beziehung  keine  leichte  Aufgabe.     Für  die 
filteren  Zeiten  war  sie  nicht  leicht,  weil  der  Stoff  aus  schwer  auffindbaren, 
theilweise  nur  einmal  vorhandenen  Incunabeln  gesammelt  werden  musste, 
weil  Vorkenntnisse  über  die  Zeiten  des  Mittelalters  bei  den  Lesern  voraus- 
gesetzt werden  mussten  und  doch  nicht  in  zu  grossem  umfange  voraus- 
gesetzt werden  wollten ,  weil  der  Verfasser  demnach  genau  mit  sich  zu  Bathe 
lu  gehen  hatte,  wo  er  ausfahrlioh  sein  solle,  wo  ein  kurzes  „Es  ist  bekannt, 
dass*'    genüge,     und   der  Behandlung   der   neuen  Zeit  standen  fast  noch 
grössere  Schwierigkeiten  entgegen.     Hunderte  und  Hunderte  von  Büchern 
Aber  den  Bechenunterricht  haben  die  Presse  verlassen.     Welche  von  ihnen 
müssen  in  einer  geschichtlichen  Uebersicht  genannt  werden,   welche  nicht? 
Eine  kitzlige  Frage,  so  lange  die  Druckerschwärze  kaum  Zeit  fand,  genügend 
za   trocknen  1     Eine  weitere  Schwierigkeit  besteht  darin,  dass  die  Mitwelt 
nicht  leicht  ein  abschliessendes  ürtheil  über  im  Flusse  bei^ndliche  Streit- 
fragen geben  kann,   in  welchen  Jeder  bis  zu  einem  gewissen  Orade  selbst 
Partei  ist,   und  doch  verlangt  man  von   dem  Historiker  ein   Loben  oder 
Tadeln,   ein  Für  oder  Wider,  begnügt  man  sich  nur  ungern  mit  einer  das 
Urtheil  der  Zukunft  vorbehaltenden  Erklärung  der  ünentschiedenheit.    End- 
lich  lag  eine  grosse  Schwierigkeit  in  folgendem  Umstände:   die  Mathema- 
tiker,  welche  der  Geschichte  ihrer  Wissenschaft  Interesse  entgegenbringen, 
stehen  meistentheils  der  Volksschule  so  fern,  dass  sie  selbst  die  Fragen  der 
Pädagogik  nicht  zu  kennen  pflegen,  um  welche  gestritten  wurde  und  wird; 
wie  können  sie  in  solcher  Unwissenheit  eine  Geschichte  jener  Kämpfe  geben? 
Man  sieht  aus  diesen  von  uns  betonten  Schwierigkeiten  der  Aafgabe, 
dass  gerade  ein  Schriftsteller  wie  Herr  Unger  zur  Bewältigung  derselben 
erforderlich  war,  ein  Schriftsteller,  der  auf  der  einen  Seite  ein  Lehrersemi- 
nar besucht  hat,  der  der  eigentlichen  Pädagogik  ein  eingehendes  Studium 
gewidmet  hat,  und  der  auf  der  andern  Seite  mit  genügendem  geschicht- 
lichen Sinne  begabt 9  mit  genügenden  Vorkenntnissen  versehen  ist,  um  noch 
80  alterthümlich  sich  darbietenden  Formen  Geschmack  und  Verständniss  ab- 
gewinnen zu  können. 

Wenn  wir  nach  allem  diesen  unser  anerkennendes  Urtheil  über  „Die 
Methoden  der  praktischen  Arithmetik'  wiederholen,  so  glauben  wir  nicht 
zu  dessen  näherer  Begründung,  aber  zur  Empfehlung  bei  unseren  Lesern 
noch  auf  einige  Einzelheiten  eingehen  za  sollen. 
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Jeder  Leser  mathematischer  Geschichts werke  weiss,  dass  mit  dem 
XIII.  Jahrhundert  (Leonardo  von  Pisa)  die  Positionsarithmetik  euro- 
päisches Eigenthnm  wurde.  Aber  man  muss  darum  nicht  glaube,  dass 
das  Wort  Eigenthum  sich  weiter  erstrecke,  als  über  den  immer  noch  reelit 
geringen  Bruchtheil  des  Volkes,  der  überhaupt  rechnen  konnte.  FOr  In- 
schriften, für  öffentliche  Rechnungsführung  und  dergleichen  blieben  noch 
lange  Zeit  die  römischen  Zahlzeichen  in  Gebrauch,  welche  im  Enchiridion 
Yon  1530  sogar  „die  gemein  tüdtsch  zaal^  heissen.  Zur  Ergänzung  dieser 
Bemerkungen  (S.  12  und  14  flgg.)  können  wir  nach  privaten  Mittheilungen 
von  Herrn  Karl  Christ,  dem  besten  Kenner  altheidelberger  Topographie, 
bestätigen,  dass  auch  in  hiesiger  Gegend  keine  ältere  Jahreszahl  als  1478 
in  indischen  Ziffern  gefunden  worden  ist,  nämlich  I^^aX  (=1478)  in 
Ziegelhausen  an  einem  Kreuz  mit  Darstellung  eines  wegen  Sonntagsfreyel 
Yom  Nussbaum  gefallenen  Mannes.  Die  Zahl  1487  fand  der  gleiche  For- 
scher zweimal ,  einmal  am  Stift  Neuberg  und  einmal  am  Kloster  Lobenfeld. 

Das  Nebeneinanderlaufen  lateinisch  geschriebener  Rechenbücher  neben 
solchen  in  den  Landessprachen  bis  tief  in  das  XVII.  Jahrhundert  erklärt 
Herr  ünger  (S.  57)  aus  dem  Bestehen  der  Lateinschule,  die  grundsätzlich  die 
Anwendung  neuerer  Sprachen  verpönte,  und  doch  den  Rechenunterrieht 
nicht  länger  ausschliessen  konnte. 

Der  Divisionsmethoden  gab  es  mancherlei,  und  doch  wurde  (S.  81  und 
174)  meistens  nur  die  leidige  Division  überwärts  wirklich  geübt,  bis  erst 
im  ZVIII.  Jahrhundert  das  ünterwärtsdividiren  allgemein  wurde. 

Die  Entstehung  der  Neunerprobe  sucht  Herr  ünger  (S.  83)  daraus  zu 
erklären,  dass  bei  Indem  und  Arabern  die  Gewohnheit,  alle  Zwischenrech- 
nungen auf  dem  Sandbrette  wegzuwischen ,  eine  Probe ,  und  zwar  eine  leicht 
anzustellende,  zur  Noth wendigkeit  machte.  So  geistvoll  diese  Bemerkung 
ist,  dürfte  sie  leider  doch  hinfällig  werden,  wenn  die  Griechen  des  II.  nach- 
christlichen Jahrhunderts  auch  schon  die  Neunerprobe  besassen  (Zeitschr. 
Math.  Phys.  XXX,  hist.-lit.  Abth.  S.  123),  während  nach  den  von  Euto- 
kios  aufbewahrten  Multiplicationen  zu  urtheilen,  die  Zwischenrechnungen 
stehen  blieben. 

Höchst  merkwürdig  ist  (S.  108  und  122)  das  Vorkommen  der  chine- 
sischen Erweiterungsregel  in  deutschen  Rechenbüchern  des  XVI.  und  XVII. 
Jahrhunderts.  Es  ist  uns  persönlich  nicht  zweifelhaft,  dass  sie  dort  von 
Byzanz  her  Eingang  fand,  wo  die  gleiche  Aafgabe  um  1400  hat  nach- 
wiesen werden  können.    (Vergl.  unsere  Vorles.  Gesch.  Math.  I,  586  Note  3.) 

Für  den  ganzen  letzten  Abschnitt  (S.  175 — 233)  sind  wir  persönlich 
dem  Verfasser  ausserordentlich  dankbar,  da  wir  über  den  Rechenunterricht 
an  der  heutigen  deutschen  Volksschule  vorher  so  gut  wie  Nichts  wussten. 

Allerdings  sind  wir  bezüglich  der,  wie  wir  oben  schon  erörtert  haben, 
noch  im  Flusse  befindlichen  Streitfragen  nicht  überall  gleicher  Meinung  mit 
Herrn  ünger.     So  stehen  wir  beispielsweise  bezüglich  d@s  österreichischen 
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Snbtrahirens  und  Dividirens  durchaus  auf  entgegengesetzteiü  Standpunkte. 
Wir  theilen  noch  heute  die  Ansicht  der  badischen  CiroularTerfÜgung  yom 
16.  August  1883  und  bedauern  sehr,  dass  1888  eine  derselben  entgegen* 
{gesetzte  StrOmung  sich  geltend  zu  machen  scheint.  Fflr  die  Möglichkeit  der 
Festhaltung  der  österreichischen  Methode  in  Volks-  und  Mittelschule  spricht 
fins  die  nicht  zu  leugnende  Thatsache,  dass  dieselbe  in  Oesterreich  nicht 
aaf  hört  geübt  zu  werden.  Für  die  Nützlichkeit  betonen  wir  einen  Orund, 
der  von  Herrn  ünger  in  seiner  Zusammenstellung  der  vermeintliohen  Vor- 
züge übergangen  ist:  die  meisten  Rechenfehler  sind  Schreibfehler,  nicht 
Denkfehler.  Je  weniger  also  geschrieben  wird,  um  so  seltener  ist  die  Ge- 
leg^enheit  zu  einem  Fehler  vorhanden.  Cantor 


Die  Physik  Flato*«,  eine  Studie  auf  Qrund  seiner  Werke.    Zweiter  Theil: 
Schall,  Himmelskunde,  Licht,  Wärme.    Programm  der  königL  Kreis- 
Realschule   München,   veröffentlicht    am    Schlüsse    des    Schuljahres 
1887 — 88,   yer&ast  von  Dr.  Bebtbdikt  Bothlauf,    k.  Beallehrer. 
München  1888.    90  S. 
Im  XXXII.  Bande  dieser  Zeilschrift,  hist-lit  Abth.  8.220—221,  ist 
der  I.  Theil  dieser  Abhandlung  besprochen»     unsere  Leser  sehen,  dass  der 
II.  Theil   nur  ein  Jahr  später  die  Presse  yerliess,   also   zu  der  frühesten 
möglichen  Zeit  für  eine  Programmabhandlung.    Herr  Roth  lauf  hat  das 
ihm  zu  Gebote  stehende  Zwisoheigahr  zu  benutzen  verstanden;  um  die,  wie 
wir  aus  dem  L  Theile  wissen,  schon  vollendete  Arbeit  einer  neuen  Durch- 
sicht zu  unterziehen  und  sie  mit  fthnlichen  Schriften  anderer  Gelehrten  zu 
vergleichen.    Wir  freuen  uns,  dass  dadurch  ein  von  uns  gegebener  Bath 
befolgt  worden  ist,  sehr  zum  Vortheile  des  diesjährigen  Programms,  wie 
Herr  Rothlauf  wahrscheinlich  selbst  empfindet.     Wenn  die  Schriften  von 
Martin  und  Heller,  von  Mttdler  und  Rosenberger  ihn  vielleicht  kaum 
auf  vorher  unbeachtetes  aufmerksam  machten,  so  dürften  sie  doch  gerade 
an  jenen  Stellen,   wo  sie  seinen  Widerspruch  hervorriefen,   zur  Elttrung 
wesentlich  beigetragen  haben. 

Den  Inhalt  unseres  Programms  giebt  die  üeberschrift  deutlich  zu  er- 
kennen. £s  handelt  in  der  dort  angegebenen  Reihenfolge  von  Schall  und 
Himmeiskunde,  von  Licht  und  Wftrme.  Es  ist  keine  znflOlige  Reihenfolge 
und  ebenso  wenig  eine  zuf&llige  Einschaltung  unsererseits,  dass  wir  zweimal 
des  Bindewortes  »und**  uns  bedienten.  Der  Schall  steht  bei  Plato  zur  ' 
Himmelskunde,  die  Lehre  vom  Lichte  zu  der  von  der  Wärme  in  engstem 
Zusammenhange,  ein  Zusammenhang,  den  freilich  nicht  die  Erfahrung,  son- 
dem  vorgebildete  Meinung  erzeugt  hat,  dessen  Zutreffen  in  einem  Falle  wir 
nicht  zu  loben  haben,  ohne  im  andern  Falle  das  Nichtzutreffen  zu  tadeln. 
So  finden  Schall  und  Himmelskunde  bei  Plato  sich  in  der  harmo- 
nischen Reihe  zusammen,  welche  die  Bildung  der  Töne,  wie  die  Entfer- 
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nungen  der  Himmelskugeln  beeinflusst«  So  ist  Licht  nur  eine  besondere 
Gattung  von  Feuer,  und  Yon  Feuer  und  Wärme  heisst  es:  ^beides  sind 
Bewegungen''. 

Wir  heben  aus  der  Rothlauf'schen  Darstellung  nur  wenige  Einzel- 
heiten hervor.  Die  schon  angedeutete  Beziehung  der  harmonischen  Reihe 
zur  Natur  ist  besonders  ausführlich  erörtert.  Die  Frage,  wie  das  berttch- 
tigte  BtlXoii,ivfi  yi]  zu  tibersetzen  sei,  wird  in  Anschluss  an  die  Erkl&rungs- 
versuche  von  Aristoteles  bis  Heller  besprochen.  Sehr  hübsch  ist  die 
Platonische  Lehre  vom  Sehen  behandelt,  bei  welchem  ein  Strahl  vom  Snb- 
ject  (dem  Auge)  und  ein  Strahl  vom  unmittelbar  oder  mittelbar  leuchtenden 
Object  sich  treffen  müssen,  damit  eine  Gesichtswahmehmung  entstehe.  Je 
nachdem  die  vom  Gesehenen  ausgehenden  Strahlen  kleiner  oder  grösser  als 
die  vom  Auge  ausgehenden  Strahlen  sind ,  nehmen  wir  verschiedene  Farben 

^^^^'  Cantob. 


Der  Aitronom,  Hathematiker  und  Geograph  Eudozoi  vonKnidos.  LTheil: 
Lebensbeschreibung  des  Eudoxos,  üeberblick  über  seine  astronomische 
Lehre  und  geometrische  Betrachtung  der  Hippopede,  von  Hass  Eünss- 
BERG,  königl.  Reallehrer.     Programm  zum  Jahresbericht  der  vier- 
cursigen  königl.  Realschule  Dinkelsbühl  pro  1888.    59  S.     1  Figu- 
rentafel. 
Eudoxos  vonKnidos,  einer  der  genialsten  Mathematiker  und  Astro- 
nomen des  voreuklidischen  Griechenthums ,  hat  die  Aufmerksamkeit  so  ziem- 
lich aller  Schriftsteller  auf  sich  gezogen,  die  in  unserem  Jahrhundert  mit 
geschichtlich    wissenschaftlichen   Untersuchungen    sich    beschäftigten.      Die 
Ergebnisse  dieser  recht  zerstreuten  Forschungen  zu  sichten  und.  zu  vereini- 
gen, beziehungsweise  zu  ergänzen,  das  ist  die  Aufgabe,  welche  Herr  Eünss- 
berg  in  einigen  Programmen  zu  lösen  gedenkt,  deren  erstes  uns  heute 
vorliegt.     Dasjenige  Capitel,  dem  gegenüber  wir  ein  auf  eigenem  Wissen 
beruhendes  ürtheil  zu  fällen  im  Stande  sind,  das  den  Mathematiker  Eudoxos 
zu  schildern   haben  wird,   ist  einer  späteren  Veröffentlichung  vorbehalten, 
ebenso  das  Capitel  von  dem  Physiker  Eudoxos.    In  dem  letzteren  wird  daher 
z.  B.  noch  zu  rechtfertigen  sein,   was  S.  18  über  die  Tonhöhe  der  Saiten 
gesagt  ist  und  was  wir  für's  Erste  als  ein  Missverständniss  betrachten,  in- 
dem wir  der  Stelle  bei  Theon  einen  ganz  andern  Sinn  beilegen,  in  Ueber- 
einstimmung  mit  Rothlauf,  Die  Physik  Plato's  II  (München  1888),  S.  5. 
Das  diesjährige  Programm  ist,  wie  aus  der  Ueberschrift  zu  ersehen,  ledig- 
lich dem  Astronomen  Eudoxos  gewidmet,  und  zwar  könnte  man  zwei  Haupt- 
abschnitte unterscheiden,  in  deren  erstem  von  dem  achtjährigen  Cyklus,  in 
deren  zweitem  von  der  Hippopede  die  Rede  ist,  dort  in  engem  Anschluss 
an  Böckh  und  Tannery,  hier  an  Schiaparelli.     Wir  fürchten,  Herr 
Künssberg  möchte  8.  34  sich  für  manche  Leeer  nicht  deutlich  genug  aus- 
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gesprochen  haben,  da  seine  Darstellnng  leicht  die  Meinnng  entstehen  lassen 
IcBsin^  es  habe  nm  377  y.  Chr.  in  Griechenland  ein  im  vierten  Jahre  wieder- 
kehrendes Schaltjahr  von  366  Tagen  zwischen  gewöhnlichen  bfirgerlichen 
Jahren  yon  365  Tagen  gegeben,  während  doch  nur  von  einer  wissenschaft- 
lichen Ausgleichung  zwischen  Mond-  und  Sonnenjahren  die  Bede  war.  Die 
Hippopede  behandelt  der  Verfasser  analytisch -geometrisch  und  disoutirt  ihre 
Oleichungen  in  moderner  Weiset.  Herr  Eünssberg  hat  auch  ein  PlanäO' 
lahium  Eudoxi  angefertigt,  welches  er  S.  40  beschreibt  und  welches  ganz 
geeignet  erscheint,  die  homocentrischen  Sphären  zu  versinnlichen. 

Cantob. 

Om  Scholieme  til  Enklids  Elementer  af  J.  L.  Heibbrg.    Avec  un  r^sum^ 
en  fran^ais.     Vidensk.  Selsk.  Skr.,  6.  Raekke,  historisk  og  philoso- 
phisk  Afd.  II,  3.    Ejebenhayn.    Bianco  Lunos,  kgl.  Hof  -  Bogtrykkeri 
(F.  Dreyer).     1888.    76  pag. 
Als  wir  Bd.  XXXIII,  hist-lit.  Abth.  S.  190,  von  dem  Abdrucke  zahl- 
reicher griechischer  Scholien  im  V.  Bande  der  von  Herrn  Heiberg  besorg- 
ten Ausgabe  der  Euklidischen  Elemente  sprachen,  mussten  wir  eingestehen, 
dasB  wir  noch  nieht  die  Zeit  gefunden,  uns  mit  deren  Inhalt  bekannt  zu 
machen«     Der  Herausgeber  war  natürlich  in  einer  andern  Lage.     Bei  der 
Drackgebung  war  er  genöthigt,  das  ganze  Material  wiederholt  kennen  zu 
lernen ,  zu  prüfen  und  zu  sichten.     Dass  er  diese  Kenntniss  zum  Allgemein- 
gut zu  machen  sich  bestrebte,  indem  er  der  Kopenhagener  Akademie  eine 
amfangreiche  Abhandlung  über  die  Scholien  vorlegte,  dafür  haben  Alle  ihren 
Dank  auszusprechen ,  welche  ...  die  in  d&niscber  Sprache  verfassten  Blätter 
lesen  können!     Herr  Heiberg,  dessen  nationalen  Stolz,  in  die  Denkwür- 
digkeiten seiner   yaterländischen    gelehrten  Oesellschaft  in    yaterlttndischer 
Sprache  schreiben  zu  wollen,  wir  weit  besser  yerstehen  als  die  Abhandlung 
selbst,  hat  übrigens  an  einem  menschlichen  Bühren  es  nicht  fehlen  lassen. 
Er  hat  der  Abhandlung  einen  Auszug  auf  9  Seiten  in  französischer  Sprache 
folgen  lassen,  und   diesem  Auszuge  entnehmen  wir,  dass  den  Scholien  ein 
dreifaches  Interesse  innewohnt     Die  meisten  Scholien  kennzeichnen  für  uns 
die  Art  und  Weise,    in    welcher  man  zur   Zeit,   als   sie  entstanden,    den 
erl&uterten  Schriftsteller  zu  lesen  pflegte;   sie  haben  also  Wichtigkeit  zur 
Kenntniss  dieser,  im  yorliegenden  Falle  recht  späten  Zeiten.     Eine  anderci 
kleinere  Gruppe  dient  unmittelbar  oder  mittelbar  zur  Beinigung  und  Wieder- 
herstellung des  Euklidischen  Wortlautes.     Sieben  Scholien   endlich   haben 
eine  geschichtliche  Bedeutung  für  altgriechische  geometrische  Forschung.    Sie 
finden  sich  in  dem  V.  Bande  der  EukUd- Ausgabe  S.  225,  226,  272,  28a 
414,  450,  654  und  sind  dort  bezeichnet  als  Scholie  11  und  13  zum  IL 
2  zum  lY.,  1  zum  V.,  1  und  62  zum  X.,  1  zum  XIII.  Buche.     Nioht  alle 
sind  dem  Geschichtskundigen  neu.     Auf  einige  haben  schon  H.  Knoche 
und  Wachsmuth  hingewiesen.    Wir  erwähnen  als  neu  die  2.  Soholie^zum    t 
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IV.  Buche,  welche  so  etwa  zu  ttbersetzen  ist:   «Der  Umfang  des  Kreises  ist    ^ 
Dicht  das  Dreifache  des  Durchmessers,  wie  Viele  glauben,  sondern  grösser; 
ebenso   wenig  ist  der  Kreis  drei  Viertel  des  umschriebenen  (gleichseiti^^eii) 
Dreiecks.  **    Der  eine  hier  abgewiesene  Nttherungswerth  9c  =  3,  ist  allbekannt^ 
der  andere  dagegen,  «=:|.3.J^=s^l5,1875  =  3,897  ...  istunsnoeh  ni^/ 
gend  begegnet,  so  weit  unsere  Erinnerung  reicht.     Vielleicht  sollte   aUM'i^ 
„Dreiecks*  {jQiywvov)  vitQayiovov  gelesen  Verden.     Alsdann  w&ren  hefä^' 
Angaben  in  üebereinstimmung.    Diese  Scholie  rührt  Übrigens  von  sehr  spfiter 
Hand  her.    Wesentlich  älter  ist  die  zum  XIII.  Buche,  welche  besagt,  die  Pj- 
thagorSer  hfttten  den  Wtlrfel,  das  Tetraeder  *und  das  Dodekaeder  gekannt; 
Thefttet  habe  alsdann  Octaeder  und   Ikosaeder  hinzugefügt.     Auch  diese 
Behauptung  ist  uns  niemab  begegnet  Cantor 


Bonaventura  Cayalieri  nello  studio  di  Bologna  per  Antonio  Favaro. 
Bologna  1888.  60  pag. 
Cayaleri  oder  Cayalieri?  Diese  Frage  wurde  in  der  Zeitechr. 
matiu*natnrw.  Unterricht  XVUI,  557  (1887)  aufgeworfen.  Herr  Favaro 
beantwortet  sie  (S.  59  Note  3  der  uns  vorliegenden  Abhandlung)  dahin, 
dass  verschiedene  Schreibarten  des  Namens  actenmfissig  gesichert  sind,  die 
italienischen  Formen:  Cavalieri,  Gavallieri,  Cavaglieri,  sowie  die  lateinischen 
Formen:  Cavalerius,  de  Cavalleriis.  Er  selbst  pflegte  seine  zahlreichen 
Briefe  Cavalieri  zu  zeichnen.  Cavalieri  also,  wenn  wir  seiner  Unter- 
schrift uns  bedienen  wollen,  hat  den  ersten  Versuch,  zur  Profeasur  der 
Mathematik  in  Bologna  zu  gelangen,  unter  dem  14.  Mai  1619  gewagte 
Diese  durch  Herrn  Favaro  aufgefundene  Eingabe  ist  von  geschichüieher 
Bedeutung,  weil  sie  eine  Sage  vernichtet.  Cavalieri  soll  nftmlieh  als 
23jfthriiB^er  Jüngling  in  Pisa  zuerst  einen  Euklid  in  die  Hand  bekonunen 
haben,  den  er  in  wenigen  Tagen  durchlas,  und  von  da  an  habe  er  erst 
Mathematik  stndirt  Hat  aber  Cavalieri,  wie  aus  der  genannten  Eingabe 
hervorgeht,  schon  im  Mai  1610  Castelli  in  Pisa  als  Lehrer  der  Mathe« 
matik  vertreten,  so  muss  er  doch  mindestens  seit  1617  etwa  mit  dieser 
Wissenschaft  sich  beschäftigt  haben,  also  sptttestens  1594  geboren  sein. 
Entweder  ist  also  das  gemeiniglich  auf  1598  angesetzte  Oeburtsjahr  un- 
richtig, oder  jene  zuerst  von  ürbano  Daviso,  einem  Schüler  Cavalieri's 
erzählte  Geschichte  ist  frühe  L^gendenbildung.  Wir  glauben  beinahe  ersterer 
Annahme  zuneigen  zu  müssen,  weil  auch  Galilei  von  Cavalieri's  frtthtti 
eigenen  Studien  über  Euklid  und  Andere  in  einem  Briefe  von  1629  er- 
zählt, das  Datum  derselben  als  ,yVor  etwa  15  Jahren^,  mithin  auf  1614 
ungefähr  bestimmend.  Cavalieri's  Versuch  von  1619  scheiterte  und  musste 
scheitern,  da  die  üniversitätsleitung  von  Bologna  grundsätzlich  keinen  Lehrar 
anstellte,  mochte  er  noch  so  gut  empfohlen  sein,  der  nicht  schriftstellerische 
Leistungen  aufzuweisen  hatte,  wozu  Cavalieri  1619  noch  nicht  im  Stande 
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Um  wieviel  mehr  hielt  man  an  dem  hergebrachten  Omndsatxe  fest^ 
wo  ee  um  die  seit  1617  frei  gewordene  Profesanr  Magini *b  sich  handelte, 
für  welche  man  sieh  schon  vergeblich  bemüht  hatte,  Galilei  oder  Kepler 
zu  gewinnen.  Magini's  Professur  blieb  fOr's  Erste  nnbesetst,  wofClr  eine 
£nt8ehnldignng  darin  gefanden  werden  mag,  dass  noch  eine  zweite  Pro- 
feesiir  der  Mathematik  vorhanden  war,  welcher  Cataldi,  der  Erfinder  der 
S^ttenbrüche,  vorstand.  Auch  dieser  starb  aber  1626,  und  nun  waren 
beide  mathematische  Lehrstühle  Bolognas  verwaist.  Sie  blieben  es  drei 
Jahre  hindurch,  bis  endlich  1629  Cavalieri,  auf's  Dringendste  durch 
Galilei,  durch  Marsili,  durch  Castelli  empfohlen,  die  eine  Professur 
auf  drei  Jahre  erhielt.  Die  Anstellung  wurde  wiederholt  erneuert  theils 
mit  Erhöhung  des  Qehaltes,  theils  mit  Verlängerung  der  Oiltigkeitsdauer. 
Aber  neben  dem  Lehrerfolg,  neben  dem  wachsenden  Schriftstellerruhm  gingen 
ffBbt  Cavalieri  auch  Kränklichkeit  und  Klosterstreitigkeiten  einher,  die  ihm 
den  Aufenthalt  in  Bologna  verleiden  konnten.  Es  ist  fast  unbegreiflich, 
dass  er  trotzdem  blieb  und  der  Versuchung,  nach  Pisa  überzusiedeln,  wider- 
stand. Der  üniversitftt  Bologna  gehörte  er  bis  zu  seinem  am  27.  November 
1647  erfolgten  Tode  an.  So  der  Hauptinhalt  der  reichhaltigen  Abhandlung, 
über  die  wir  berichten  wollten.  Cantob 


Joachim  Jnngini.    Festrede  zur  Feier  seines  dreihundertsten  Geburtstages 
am  22.  October  1887  im  Auftrage  der  Hamburger  Oberschulbehörde 
gehalten  von  Dr.  Emil  Wohlwill.    Mit  einigen  Beitragen  zu  Jungius' 
Biographie   und    zur  Kenntniss  seines  handschriftlichen  Nachlasses. 
Hamburg  und  Leipzig  1888.    Verlag  von  Leopold  Voss.    85  S. 
Wir  haben  im  XXXIII.  Bande  dieser  Zeitschrift,  hist.-literar.  Abtheil. 
8.  111 — 112,  ttber  eine  Abhandlung  des  gleichen  Verfassers  berichtet,  in 
welcher  die  Beziehungen  des  Jungius  zu  den  Lehren,  welche  man  damals 
ftür  die  des  Aristoteles  hielt,  wie  andererseits  zu  denen  der  alten  Ato- 
mistiker  behandelt  sind.     Auch  die  heute  uns  vorliegende  Festrede  hat  das 
Bestreben,  anschaulich  zu  machen,  wie  im  16.  und   17.  Jahrhundert  die 
Naturwissenschaften  entstanden,  wie  die  Entscheidung  des  Kampfes  zwischen 
vorurtheilsloser  Beobachtung  und  befongenen  Grübeleien  herbeigeführt  wurde, 
wie  trotz  der  Fechterstückchen  der  Dialektik  eine  Naturforsohung  neuer  Art 
sich  Bahn  brach.    Was  Bacon  in  England,  was  Oalilei  in  Italien,  was 
Desoartes  in  Frankreich  zu  Bannerträgem  einer  neuen  Zeit  machte,  das 
beseelte  in  Deutschland  Joachim  Jungius,  den  Bector  des  Hambui^r 
03rmna8iums.     Aber  wenn   seine   Hamburger  Mitbflrger   diesen   Titel   des 
Jungius  mit  gerechtem  Stolze  betonen,  so  erkennt  gerade  Herr  Wohl- 
will zuerst,  dass  die  Kraft,  welche  der  heimischen  Schule  zu  Oute  kam, 
der  Allgemeinheit  verloren  ging,  und  dass  darin  zum  Theil  wenigstens  be- 
grttndet  ist,  dass  die  Erfolge  des  Jungius  hinter  denen  seiner  drei  (^eistes;^ 

Digitized  by 


Geistes-     t 

/Google 


78  HistoriBch-literariBche  Abfheflung. 

verwandten  zurüokblieben.  Auf  die  eigentliehe  Festrede  Itteat  die  Dmck- 
ausgabe  noch  einen  Anhang  von  annähernd  gleichem  umfange  folgen,  wel- 
cher der  Darlegung  einiger  neuer  Untersuchungen  zur  Lebensgeechichte  des 
Jungius  und  zur  Eenntniss  seines  Nachlasses  gewidmet  ist.  Wir  heben 
aus  dem  sehr  lesenswerthen  Stoffe  nur  zwei  Dinge  hervor.  Jungius  gab 
im  December  1628  die  Stellung  als  Professor  der  Mathematik  in  Bostock 
auf.  Kepler  wurde  1629  durch  Wallenstein  dorthin  berufen.  Er  war 
daher  zum  Nachfolger  von  Jungius  ausersehen.  Zweitens  zerstört  Herr 
Wohlwill  mit  der  scharfen  Kritik,  welche  seine  Freunde  an  ihm  gewolmt 
sind,  den  Mythus,  der  sich  allmälig  gebildet  hat  und  der  leider  auch  in 
die  AUg.  Deutsche  Biographie  £d.  XIV  S.  725  Eingang  gefanden  hat,  ab 
ob  die  Londoner  Königl.  Gesellschaft  und  gar  durch  Newton  yeranlasst 
das  von  Hamburger  Seite  abgelehnte  Anerbieten  gestellt  h&tte»  den  ganz^i 
wissenschaftlichen  Nachlass  des  Jungius  zum  Druck  zu  befCrdem.  £5 
handelte  sich  keineswegs  um  den  Nachlass  als  solchen,  sondern  nur  xun 
eine  Schrift,  wenn  es  auch  nicht  feststeht,  von  welcher  die  Bede  war. 

Cantor. 
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Mathematische  Annalen,  begr.  y.  C.  Neumank  u.  F.  Clbbsch,  fortges.  y.  F. 
Klein,  W.  Dyok  u.  A.  Mateb.  33.  u.  34. Bd.  Leipzig,  Teubner.  40  Mk. 

Annalen  der  Physik  und  Chemie.  Sachregister  zu  Bd.  1 — 160  u.  s.  w., 
bearb.  y.  Fr.  Strobel.     Leipzig,  Barth.  18  Mk. 

Annalen  der  Physik  und  Chemie,  begr.  y.  Pooobndorff,  fortges.  y.  O.  Wibdr- 
HANN.    Neue  Folge,  36  —  38,  Jahrg.  1889.     Ebendasv    oomnl.  36  Mk. 
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ZeitBchrift  ftlr  praktische  Physik  und  physikalischen  Unterricht,  heransgeg. 

V.  M.  Krieg.    2.  Jahrg.  1889.     Magdeburg,  Paber.  compl.  6  Mk. 

Veröffentlichungen  des  königl.  preuss.  geodätischen  Instituts.    Telegraphische 

lifingenbestimmungen  im  Jahre  1887.     Berlin,  Stankiewicz.     15  Mk. 

Zeitschrift  fflr  Vermessungswesen,  herausgeg.  v.  W.  Jobdan  u.  C.  Stbppbb. 

18.  Bd.  (1889),  I.Heft.    Stuttgart,  Wittwer.  compl.  9  Mk. 

Zeitschrift  für  Instrumentenkunde,  redig.  v.  A.  Wbstpbal.     9.  Jahrg.  1889. 

Berlin,  Springer.  18  Mk. 

Beobachtungsergebnisse   der   königl.   Sternwarte   zu   Berlin.      1. — 4.  Heft. 

Berlin,  Dümmler.  compl.  13  Mk. 

Observations  de  Pulkowa,  publ.  par  0.  Struvb.    Vol.  XIV.    Leipzig,  Voss. 

26  Mk.  40  Pf. 
Eein«  Kathematik. 
ScRLBSiNGBR,  L.,  Beitrag  zur  Theorie  der  linearen  homogenen  Differential- 
gleichungen dritter  Ordnung  u.  s.  w.    (Inaug.- Disseri)    Berlin,  Mayer 
&  Möller.  1  Mk.  80  Pf. 

Brookmakn,  J.,  Materialien  zu  Dreiecksconstructionen  mit  circa  400  Auf- 
gaben.    Leipzig,  Teubner.  1  Mk.  20  Pf. 
HuBBNEB,  L.,  Ebene  und  rftumliche  Geometrie  des  Maasses  in  Verbindung 
mit  den  Kreis-  und  Hyperbelfunctionen  dargestellt.     Ebendas.     8  Mk. 
Günter,  H.  und  F.  Rüdio,  Die  Elemente  der  analytischen  Geometrie  der 
Ebene.     Ebendas.                                                                 2  Mk.  40  Pf. 
DiSTBLi,  M.,  Die  Steiner'schen  Schliessungsprobleme  nach  darstellend  geo- 
metrischer Methode.     Ebendas.  4  Mk. 
FiEDLBB,  W.,  Die  darstellende  Geometrie  in  Verbindung  mit  der  Geometrie 
der  Lage.     3.  erweit.  Aufl.     3.  Tbl.    Ebendas.                             16  Mk. 
Rbrschbnsteinbr  ,  G.,  Die  Wendepunktsgleichung  sechsten  Grades  und  die 
zugehörigen  rationalen  Curven  4.  Ordn.     Nürnberg,  Ballhom.     1  Mk. 
Leugh,  B.,  üeber  einige  ebene  Gurren  höherer  Ordnung.     (Inaug.-Dissert.) 
Bern  (Leipzig,  Fock).                                                                        2  Mk. 
End,  W.,  Algebraische  Untersuchungen  über  Flftchen  mit  einer  gemein- 
samen Curve.     (Inaug.- Dissert.)     Tübingen,  Fues.                       80  Pf. 
Johannes,  J.,  Die  rationalen  Raumcurven  sechster  Ordnung,  erzeugt  durch 
geometrische  Transformation  aus  einem  Kegelschnitte.    (Inaug.-Dissert.) 
Ebendas.  1  Mk. 
Laska,  W.,  Sammlung  von  Formeln  der  reinen  und  angewandten  Mathe- 
matik.    1.  Lief.     Braunschweig,  Vieweg.                                       7  Mk. 

Angewandte  Xathematik. 

Daüber,  S.,  Uebungsbuch  zum  Studium  der  elementaren  Mechanik.  Wien, 
Holder.  2  Mk.  40  Pf. 

PoissoN,  S.,  Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik,  übers,  y.  A.  Pfannstibl. 
2. —  4.  Lief.    Dortmund,  Meyer.  k  2  Mk. 
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BAüSBNBBRaBR,  0.,  Lohrbuch  der  analytischen  Mechanik.    2.  Bd.  (Schlnss.) 

Leipug,  Tenbner.  8  Mk. 

Bauscbingbr,  J.,  üeber  die  Biegung  von  Meridianfemrohren.     (Ans  den 

Annalen  der  Mttnchener  Sternwarte.)  Manchen,  FranE.  1  Mk.50Pf. 
Fbnnbl,  L.,  üeber  die  Bewegung  eines  festen  Körpers  in  einer  tropfbaren 

Flüssigkeit.  (Inaug.-Dissert)  Marburg  (Kassel,  Frejschmidt)  2Mk. 
Stbuvb,  H.,  Beobachtungen  der  Satumtrabanten.    1«  Abth.    Leipzig,  Voss. 

10  Mk.  60  Pf. 
PiiASSHAim,  J.,  Die  verftnderlichen  Sterne;  Beobachtnngsergebniase  und  Er- 

kl&rungsyersuche.    Köln,  Bachern.  1  Mk.  80  Pf. 

Sbbligbb,  H.,  Fortgesetzte  Untersuchungen  über  das  mehrfache  Stemsystem 

i  Cancri.    (Bayer.  Akad.)    München,  Franz.  2  Mk,  80  Pf. 

Natanson,  L.,  üeber  die  kinetische  Theorie  der  Joule'schen  Erscheinung. 

(Inaug.-Disseri)    Dorpat,  Karow.  1  Mk. 

Physik  und  Heteorologie. 
Exnbb,  f.,  Vorlesungen  über  Elektricität,  geh.  an  der  Wiener  üniversitSt 

Wien,  Deuticke.  14  Mk. 

Katsbb,  H.  und  C.  Bünob,  üeber  die  Spectren  der  Elemente.     (Berl.  Akad.) 

Berlin,  0.  Beimer.  6  Mk. 

OÜNTHBB,  S.,  Die  Meteorologie,  mit  besonderer  Bücksicht  auf  geograph. 

Fragen  dargestellt.    München,  Ackermann.  5  Mk.  40  Pf. 

KiBSSLiNO,  J.,  Untersuchungen  über  die  Dämmerungserscheinungen  nach 

dem  Krakatau- Ausbruch.    Hamburg,  Voss.  36  Mk. 

Brbdichin,  S.,  Sur  Torigine  des  steiles  filantes.    (Bull,  de  la  soc  des  natar. 

de  Moscou.    Leipzig,  Voss.  2  Mk.  40  Pf. 
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Lucas  Paoiuolo. 

Eine  biographische  Skizze 

Ton 

Dr.  H.  Staigmüller, 

Professor  mm  kOuigl.  Bealgynmasiam  xa  Stattgart. 


Wenn  allenthalben  im  Abendlande  in  Knnst  und  Wissenschaft  um  die 
Wende  des  15.  Jahrhunderts  sich  neue  lebensvolle  Strömungen  fühlbar 
machen,  so  bedeutet  dieser  Zeitpunkt  insbesondere  für  die  Mathematik  der 
heutigen  Völker  Europas  den  Anfang  eines  selbständigen  Weiterbaues  dieser 
Wissenschaft  in  schroffem  Gegensatze  zur  Beproduction  langer  Jahrhunderte. 

Ein  Werk,  dessen  Entstehung  nun  zeitlich  mit  dem  Beginn  jener 
ji Renaissance^  der  Mathematik  zusammenfällt  und  welches  wenigstens  ver- 
sucht, die  Gesammtheit  des  überkommenen  mathematischen  Stoffes  zusam- 
menzufassen, verdient  schon  aus  diesem  Grunde  unsere  volle  Beachtung, 
Wenn  dasselbe  aber  dazu  noch  den  Ausgangspunkt  deijenigen  Schule  bildet, 
welche  zunächst  die  Führung  übeminmit,  nämlich  der  italienischen,  so  ist 
diese  Beachtung  um  so  gerechtfertigter,  selbst  wenn  der  Verfasser  noch 
nicht  zu  den  productiven  Geistern  jener  Wissenschaft  gehört,  sondern  nur 
Compilator  war.  Dies  waren  die  Gründe,  welche  mich  bestimmten,  mich 
eingehender  mit  den  Werken  Lucas  Paciuolo's,  speciell  mit  dessen 
ff  Summa  **  zu  beschäftigen. 

Noch  für  einen  andern  Zweig  menschlichen  Wissens,  welcher  heute, 
zu  vollständiger  Selbständigkeit  ausgebildet,  nicht  mehr  als  Theil  der  Mathe- 
matik betrachtet  und  gelehrt  wird,  ist  jenes  Werk  von  hoher  Bedeutung. 
Es  enthält  nämlich  die  erste  Darstellung  der  doppelten  Buchführung.  In 
dieser  Beziehung  ist  es  vor  Allem  das  Verdienst  des  Herrn  Dr.  Jaeger, 
Privatdocenten  der  Nationalökonomie  am  Stuttgarter  Poljtechnikum ,  durch 
eingehende  Behandlung  der  hierher  gehörigen  Theile  aus  Paciuolo's 
uSumma^  letzteren  eigentlich  erst  wieder  in  dieser  seiner  Bedeutung  entdeckt 
und  gewürdigt  zu  haben.  Auch  ich  verdanke  die  Möglichkeit  dieser  Arbeit 
Herrn  Dr.  Jaeger,  welcher  mir  das  in  seinem  Besitze  befindliche  seltene  Werk, 
sowie  seine  reiche  einschlägige  Literatur  mit  grösster  Liberalität  zur  Verfügung 
stellte,  wofür  ich  ihm  auch  hier  meinen  Dank  aussprechen  möchte. 
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Es  ist  leicht  begreiflich,  dass,  iDdem  ich  mich  mit  den  Werken 
Paciaolo*s  eingehender  beschäftigte,  auch  ihr  Verfasser  selbst  fOr  mich 
an  Interesse  gewann.  Hierbei  fand  ich  nun  einerseits ,  dass  in  den  bekann- 
testen Werken,  welche  sich  mit  Geschichte  der  Mathematik  beschftftigen, 
über  ihn  nnr  Ungenügendes,  ja  theilweise  Falsches  gegeben  wird,  anderer- 
seits, dass  aber  selbst  bei  diesen  ungenügenden  Notizen  bis  zu  einem  ge- 
wissen Qrade  von  Paoiuolo  das  Wort  gilt: 

„Von  der  Parteien  Gnnst  und  Haas  vermirt. 
Schwankt  sein  Charakterbild  in  der  Geschichte/' 

Dies  waren  die  Gründe,  welche  mich  zu  yorliegender  biographischen 
Skizze  veranlassten. 

Die  Ergebnisse  meiner  mathematischen  Studien  in  Paciuolo's  Wer- 
ken selbst  gedenke  ich  an  anderer  Stelle  zu  veröffentlichen. 

Eine  Vergleichung  sämmtlicher  biographischen  Notizen  überPaciuolo 
ergiebt,  dass  sie  alle  aus  drei  leider  ganz  ungenügenden  Quellen  ge- 
schöpft sind. 

Diese  drei  originalen  Quellen  sind: 

1.  die  Werke  Paciuolo's  selbst; 

2.  die  Biographie  Piero  della  Francesca's  von  G.  Vasari;^) 

3.  die  Professorenverzeichnisse  einiger  italienischen  Hochschulen  und 
andere  in  Archiven  erhaltene  Documente. 

Diese  Documente,  welche  zum  grössten  Theil  bisher  nicht  veröffentlicht 
waren,  hat  Boncompagni  im  XII.  Bande  seines  „Bullettino  di  Biblio- 
graßa  e  di  Storia  delle  Scienze  maten^atiche  e  fisiche**  zusammengestellt 
Es  sind: 

1.  Eine  Eingabe  Paciuolo's  vom  29.  December  1608  an  den  Dogen 
von  Venedig  mit  der  Bitte  um  Schutz  gegen  Nachdruck  f^  einige  Werke, 
welche  Ersterer  zu  veröffentlichen  beabsichtigte.  Diese  Eingabe  ist  in  einem 
Bande  des  „Archivio  generale  di  Venezia^  enthalten,  der  den  Titel:  „Nota- 
tono  del  CoUegio  dal  1507  al  1511''  trägt  ;>) 

^  2.  Bruchstücke  aus  den  „  Annali  decemvirali'^  von  Perugia.  Diese  An- 
nalen  enthalten  mit  einigen  Lücken  die  Acten  des  Peruginer  Magistrats  vom 
Jahre  1208  bis  1817^  und  werden  im  Archivio  decem virale  in  Perugia  auf- 
bewahrt;*) 

3.  Bruchstücke  aus  zwei  Manuscripten  des  „Archivio  di  stato**  in  Flo- 
renz, welche  die  Titel  tragen:  „Ricordi  per  lo  studio  Pisano  dal  1481  al  1495', 
und  »Deliberazioni  circa  lo  studio  Piorentino  e  Pisano  dal  1492  al  1503";*) 


1)  In  Giorgio  Vasari^s  Werk:  „Le  vite  de*piü  eccellenti  Pittori,  Scuitori 
e  Architetti/*  Von  diesem  Werke  erschien  in  den  Jahren  1846—57  in  Florenz 
eine  vorzügliche  Nenaasgabe. 

2)  Vergl.  S.  480 -431. 

3)  Vergl.  S.  488—487. 

4)  Vergl.  S.  438  und  864—867. 


Digitized  by 


Google 


Lncas  Paciuolo.  83 

4.  Bruchstücke  aas  einem  Mannscripte  der  „Bibliotbeca  della  Provincia 
di  Firenze'',  bezeichnet  mit  „Serie  Bigazzi  No.  109^.  Dasselbe  enthält  Ver- 
handlnngen  über  Bemfnngen  an  die  Florentiner^ Pisaner  Hochschule;^) 

5.  nenn  Docnmente  (meist  Bestejjun^n  von  Sachwaltern  betreffend) 
ans  dem  j^Archivio  generale  de'  Contratti^  von  Florenz;^) 

6.  aus  demselben  Archiv  das  vom  21.  Nov.  1511  datirte  Testament 
Paciuolo's.'^) 

Die  älteste  Biographie  Paciuolo 's,  nämlich  diejenige ,  welche  B  a  1  d  i  ^) 
in  seinem  Werke  „Vite  de  matematici"^)  giebt,  stellt  sich  im  grossen 
Ganzen  nur  als  eine  Compilation  einzelner  Stellen  aus  den  Schriften  Pa- 
ciuolo's  dar;  da  diese  Biographie  jedoch  auch  ein  paar  Einzelheiten  selbst- 
stftndig  berichtet,  kann  sie  noch  in  gewissem  Sinne  zu  jenen  originalen 
Quellen  gerechnet  werden.  Von  jenem  Werke  Baldi's  befinden  sich  ein 
Antograph  und  zwei  Abschriften  in  der  reichen  Handschriftensammlung  des 
Fürsten  Baldassare  Boncompagni  in  Rom.  Nach  diesen  Manuscripten 
hat  Boncompagni  im  XII.  Bande  seines  oben  citirten  Bullettinos  drei  der 
Biographien  y  darunter  auch  diejenige  Paciuolo 's  veröffentlicht.^) 

Von  weiteren  Werken,  welche  auf  Paciuolo  Rücksicht  nehmen,  habe 
ich  als  Literaturnachweis  folgende  anzuführen : '') 

Antonii   Mariae   Gratiani   de  scriptis  iuvita  Minerva.    Florenz  1745. 

Bd.  1  S.  4t,  42. 
Agostini,  Notizie  latorico - Gritiche.    Venezia  1752/54.    Vorrede  S.  48,  49 

und  Bd.  II  S.  806. 
Foscarini,  Della  letteratura  Veneziana.  Fadova  1752.  Bd.  I  S. 82  Note 230. 
TiraboBchi,   Storia  della  Letteratura  italiana.    Roma  1783.    Bd.  II  Thl.  I 

S.  357  und  Bd.  VH  Thl.  I  S.  454. 
Mariotti,  Lettere  Pittoriche  Perugine.    Perugia  1788.    S.  127. 
Andres,  Oeir  Origine  etc.  d^ogni  Letteratura.    Roma  1790.     Bd.  IV  S.  64. 
Fabronio,   Historiae  Academiae  Pisanae.     Pisis  1791.     Bd.  I  S.  827,  892. 
Renazzi,  Storia  deir  Universitd,  degli  atu^j  di  Roma.   Roma  1803/6.   Bd.  I 

S.  227,  Bd.  II  S.  50. 
Gorniani,  I  secoli  della  Letteratura  italiana.  Brescia  1805.  Bd.  III  S.270flgg. 

Art  XXVn. 
Bini,  Memorie  storicho  della  Perugina  universitä  degli  studj.    Perugia  1816. 
S.  253,  598. 

1)  VergLS.  867-869. 

2)  VergLS.  869-871. 

3)  Vergl.  S.  871—872. 

4)  Bernardino  Baldi,  geboren  in  Urbino  am  5.  oder  6.  Juni  1553,  gestor- 
ben ebendaselbst  am  10.  Oct.  1617. 

5)  Obiges  Werk  ist  bis  heute  noch  nicht  vollständig  "edirt.  Zwar  erschien 
ein  Auszugs  aus  demselben  unter  dem  Titel:  „Gronica  de  matematici  overo  epitome 
deU*  istoria  delle  vite  loro.  Opera  di  monsignor  Bernardino  Baldi  da  Urbino,  abate 
di  Qoastalla  in  Urbino  1707.    Per  Angelo  Ant  Monticelli.*' 

6)  Vergl.  S.  421-427. 

.7)  Dabei  gebe  ich  zugleich  die  betreffenden  Seitenzahlen  an,  so  dass  ich  in 
«pt^tereo  Belegstellen  nur  noch  die  Automamen  zu  citiren  nöthig  habe. 
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Vermiglioli,  Biografia  degli  Scrittori Penigini.  Perugia  1828/9.  MI  S.21S. 

Montferrier,  Dictionnaire  des  sdences  math^matiqaeB.  Paris  1815.  Ar- 
tikel ,,Paocioli". 

Nouvelle  Biographie  g^närale  pabliäe  par  M.  M.  Firm  in  Didot  ir^rea. 
Paria  1866.    Art.  „Paccioli". 

Gherardi,  Einige  Materialien  zar  Geschichte  der  mathematiBchen  Facaliftt 
der  alten  Uniyersität  Bologna.  DeatschvonCartze.  Berlinl871.S.31ii.43. 

Jaeger,  Beiträge  zor  Geschichte  der  Doppelbuchhaltuug.  Stuttgart  1S74. 
S.  180,  Note  hierzu  S.  269. 

Jaeger,  Lucas  Paccioli  und  Simon  Stevin  etc.    Stuttgart  1876.    • 

Jaeger,  Drei  Skizzen  zur  Buchhaltung.    Stuttgart  1879. 

Boncompagni,  Intomo  alle  vite  inedite  di  tre  matemaüci  scritte  da  fier- 
nardino  Baldi.  Mit  einem  Anhange  enthalten  in  Boncompagni^s  BuUeUino, 
Bd.Xn  S.  362—419  und  S.  863  — 864. 

Brandaglia,  Luca  Paciolo  considerato  come  Ragioniere.    Novara  1882. 

Brandaglia,  ein  Aufsatz  in  „II  Ragioniere"  vom  15.  Oct.  1882. 

Weiterhin  sind   hier  folgende  Werke  über  Geschichte  der  Mathematik 
anzuführen : 

Montuclai  Histoire  des  mathdmatiquee.     Paris  1758.     Bd.  I   S.  367,  441, 

455,  457,  476. 
Kästner,  Geschichte  der  Mathematik.  Göttingen  1796/1800.  Bd.lS.65flgg. 
Cosali,  Origine  etc.  deir  algebra.    Parma  1797/9.    Bd.  I  S.232flgg.,  Bd.C 

S.  96  ügg.  u.  S.  222  flgg. 
Bossut,  Essai  sur  Thistoire  g^^rale  des  math^matiques.    Paris  1810. 
Chasles,  Aper9U  historique  sur  Torigine  et  le  däveloppement  des  mäthodes 

en  gäom^trie.    Paris  1875. 
Libri,  Histoire  des  sciences  math^matiques  en  Italic.    Paris  1840.    Bd.  HI 

S.  133  flgg. 
Hankel,  Zur  Geschichte  der  Mathematik.    Leipzig  1874.    S.  848,  360. 

Nur  in  Auszügen  waren  mir  zugänglich: 

Lettera  deir  abate  Gaetano  Marini  etc.  nella  quäle  s*illustra  il  Ruolo  de' 
ProfesBori  dell*  Archiginnasio  Romano  per  Tanno  1514.    Roma  1747. 

Pungileoni,  Comentario  sopra  la  vita  e  le  opere  di  fra  Luca  Paccioio, 
enthalten  in:  Giomale  Arcadico  di  scienze  lettere  ed  arü.  Bd.  LXU 
S.  214—233,  fortgesetzt  als  Memorie  della  vita  di  Fr.  Luca  PacdoH,  im 
LXIV.  Bd.  obiger  Zeitschrift,  S.  186  -  203. 

Zwei  weitere  Werke  konnte  ich,  obgleich  ich  dieselben  in  Italien 
längere  Zeit  buchhändlerisch  suchen  Hess,   nicht  erhalten.     Dieselben  sind: 

Barciulli,  Memorie  intomo  a  fra  Luca  Paciolo  e  Pietro  della  Franoesca. 

Roma  1852. 
Verrati,   De'  matematid  italiani  anteriori   alP  invenzione  della  stampa. 

Modena  1860. 

Ebenso  konnte  ich  den  obenerwähnten  Auszug  aus  dem  Werke  Baldi 's 
nicht  erhalten,  was  jedoch  nichts  zn  sagen  hat,  da  ja  das  Original  selbst 
veröffentlicht  vorliegt  und  zudem  die  dort  enthaltene  Biographie  Paciuolo*s 
in  einigen  der  obenerwähnten  Werke  wörtlich  abgedruckt  ist. 

Lucas  Paciuolo,  von  welchem  weder  das  Geburts-  noch  das  Todes- 
jahr genau  zu  ermitteln  ist,  wurde  etwa  um  das  Jahr  1445  in  Borgo  San 
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Sepolcro  im  obern  Tiberthale  geboren.  Dieser  Flecken,  der  bald  Stadt  wnrde, 
gehörte  seit  der  Mitte  des  15.  Jahrhunderts  zu  Florenz.  Heute  zählt  das 
Städtchen,  das  Bischofssitz  ist,  etwa  4000  Einwohner^)  und  bildet  den 
Hanptort  des  gleichnamigen  Kreises  der  Provinz  Arezzo. 

^Luca  Pacinolo'^  scheint  einer  der  angeseheneren*)  Familien  seines 
Heimathsortes  zu  entstammen.')     Seinen  Familiennamen  schreibt  er  in  den 
meist  lateinisch  gehaltenen  Widmungen  etc.  fast  ausschliesslich  „Paciolus^;^) 
kommt  derselbe  aber  im  italienischen  Texte  vor,  was  allerdings  selten  ge- 
schieht, so  schreibt  er  „Paciuolo^,^)  welche  Schreibweise  ich  deshalb  als 
die    den   wirklichen    Verhältnissen    entsprechende    adoptire.^)      Den    ersten 
Unterricht  in  Mathematik  erhielt  Paciuolo   schon  frühe/)   vielleicht  von 
dem     damals    in   San  Sepolcro   blühenden  Maler  und  Mathematiker  Piero 
della  Francesca.^)    Doch  kann  dieser  Unterricht  nicht  entscheidend  für 
die  Ausbildung  Paciuolo 's  zum  Mathematiker  gewesen  sein;  denn  abgesehen 
davon ^   dass  derselbe  nicht  sicher  verbürgt^)  ist,  war  Piero,   wie  später 
noch    näher  ausgeführt  wird,  in  erster  Linie  Perspectiviker  und  Geometer, 
Paciuolo  aber  in  seinen  fiühesten  Werken  Arithmetiker  und  Algebraiker; 
vielmehr  erhielt  Paciuolo  erst  mit  seiner  Uebersiedelnng  nach  Venedig 
Gelegenheit  zu  ausgiebigem  Betriebe  mathematischer  Studien. 

Wahrscheinlich  im  Jahre  1464  nämlich  kam  Paciuolo  nach  Venedig 
in    das   Haus   des  in   der  Giudecca^^   von  Venedig  wohnenden  Eaufherm 


1)  Die  ganze  Gemeinde  etwa  9000  Einwohner. 

2)  Vergl.  Divina  I,  Bl.  23,  2. 

3)  Von  Angehörigen  der  Familie  des  Lucas  Paciuolo  sind  sein  Vater, 
sowie  mehrere  Bruder  und  Neffen  theiU  in  Paciuolo *8  Werken,  theils  in  dessen 
Testament  etc.  namentlich  aufgeführt.  Der  Vater  unseres  Lucas  hiess  Barto- 
lomäus. 

4)  In  den  noch  erhaltenen  lateinischen  Documenten,  in  welchen  unser  Pa- 
ciuolo erwähnt  wird,  geschieht  dies  sehr  oft  nur  in  der  Form:  Frater,  später 
Magister  Lucas  de  Borgo;  tritt  aber  der  Familienname  auf,  so  geschieht  dies 
eben&lls  meist  in  der  Form  „Paciolus*. 

6)  Eine  Ausnahme  bildet  die  Schreibweise  „Lnca  de  pacioli**  in  der  italie- 
nischen Eingabe  an  den  Dogen  von  Venedig.  Auf  der  andern  Seite  tritt  in  dem 
lateinischen  Testament  Paciuolo *8  zweimal  die  Schreibweise  Pacduolus  and  nur 
einmal  Pacdolus  auf. 

6)  Auch  Baldi  schreibt:  Fu  de  la  famiglia  de*  PcuiiuoU. 

7)  Vergl.  „Divina",  Einleitungsbrief  an  Petrus  Soderini. 

8)  Vergl  Vasari,  Piero  della  Francesca. 

9)  Paciuolo  nennt  Piero  nie  direct  seinen  Lehrer. 

10)  Mehrere  kleine  südlich  von  Venedig  liegende  Inseln,  welche  zu  einer  ein- 
zigen verbunden  sind.  Die  „Giudecca**,  vom  eigentlichen  Venedig  durch  den  Canal 
della  Giudecca  getrennt,  trägt  viele  Landhäuser.  Ihren  Namen  hat  sie  von  den 
Mer  in  grösserer  Zahl  wohnenden  Jaden. 
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lung  er  auch  im  November  antrat.  Schon  unter  dem  11.  Jaguar  1478  wird 
Paciuolo  auf  seine  Bitte  eine  Aufbesserung  von  20  Oulden  bewillig  mit 
der  Motiyirung:^)  y^et  cum  jam  Uffisset  didatn  artem  {arsmetrioam  seu  geo- 
metricam)  per  duos  menses  et  optimam  de  se  experientiaim  ostenHsset  et  mam- 
festo  appareat  ipsum  cum  iam  exüi  stipendio  vivere  nonposse'^.  Auch  sonst 
sind  in  jenen  Annalen  ehrenvolle  Zeugnisse  des  jungen  Mathematikers  ent- 
halten. So  beschliesst  das  betreffende  CoUegium  unter  dem  4.  VI.  1478, 
Paciuolo  auf  weitere  zwei  Jahre  anzustellen  und  zugleich  dessen  Gehalt 
auf  60  Gulden  zu  erhöhen  mit  der  Motivirung:  „considerantes  et  necesst- 
totem  habere  simüem  magistrum  doctum  et  expertum  ad  docendum  dictam 
doärinam  et  häbentes  respeäum  auis  virtutibus  et  bonitoH  ac  moribus'^.  Gleich 
im  ersten  Jahre  seines  Aufenthalts  in  Perugia  verfasste  Paciuolo  ein 
mathematisches  Werk,  das  er  den  Jünglingen  von  Perugia  widmete.  Von 
diesem  Werke  befindet  sich  ein  Manuscript  in  der  Vaticana,*)  welches  die 
Widmung  trägt:  ^Suis  carissimis  discipuUs  egregiis  darisque  Juvenihus peru-- 
sinis  etc.  frater  Lucas  de  burgo  etc*^  Wie  aus  dieser  Widmung  hervorgeht, 
ist  dieses  Werk  unzweifelhaft  identisch  mit  dem  ersten  der  in  obiger  bio- 
graphischen Stelle  erwähnten.  Nach  jenem  Codex  der  Yaticana  begann 
Paciuolo  die  Niederschrift  des  Textes  am  12.  XII.  1477  und  beendete 
dieselbe  am  29.  IV.  1478.  Das  Werk  zeigt,  soviel  ich  aus  der  von  Bon- 
compagni  mitgetheilten  Inhaltsübersicht  ersehen  kann,  ziemlich  viel  Aehn- 
lichkeit  mit  dem  später  zu  besprechenden  Hauptwerke  Paciuolo 's,  nur 
dass  „nd  quäle  non  con  tanta  copiosUa  se  iratto'^^)  Da  in  jenen  Annalen 
die  letzte  Anweisung  einer  Ausbezahlung  von  Gehalt  an  Paciuolo  vom 
7.  VI.  1480  datirt,  so  ist  sicher  anzunehmen,  dass  mit  diesem  Termine 
Paciuolo  jene  Stelle  verliess  und  sich  so  seine  erstmalige  Anstellung  in 
Perugia  vom  November  1477  bis  Juni  1480  erstreckte.^) 

Der  Grund,  warum  Paciuolo  seine  Stellung  aufgab  und  bis  1.  Y. 
1486  überhaupt  jede  Lehrthätigkeit  ausgesetzt  zu  haben  scheint,  dürfte  wohl 
der  sein,  dass  Paciuolo,  sei  es  aus  eigenem  Antriebe,  sei  es  auf  Befehl 
seiner  Oberen,  sich  für  einige  Zeit  ausschliesslich  dem  Studium  der  Philo- 
sophie und  Theologie  widmen  wollte.  Denn  während  bis  zum  Jahr  1480 
in  den  Annali  decemvirali  Paciuolo  stets  nur  als  „frater  Lucas **  auf- 
geführt wird,  führt  er  in  jenen  Annalen  vom  Jahre  1486  an  den  Titel 
„Magister^;  ebenso  nennt  er  sich  in  der  Dedication  seines  Werkes  vom 
Jahre  1478  nur  „frater  Lucas ^,  während  er  in  seinen  späteren  Dedicationen 
seinem  Namen  immer  den  Titel  Professor  oder  Magister  der  heiligen  Theologie 


1)  Annali  decemvirali  11.  I.  1478. 

2)  Vergl.  Boncompagni,  Bnllettino  XII,  8.428-429. 
S)  Yergl.  die  mitgetheilte  biographische  Stelle. 

4)  Wenn  Paciuolo  in  ^^Snmma''  I,  Bl.  98,  s  schreibt,  seine  erstmalige  An- 
stellung in  Perugia  habe  sich  von  1475  an  auf  drei  Jahre  erstreckt,  so  ist  hierfür 
unbedingt  1477  zu  lesen.  ^  t 
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beisetzt J)     Neben  seinen  Stadien,   dieselben  vielleicht   eben  damit  verbin-     T 
dend,  unternahm  Pacinolo  in  diesem  Zeitraum  auf  Befehl  seiner  Ordens- 
oberen  ziemlich  ausgedehnte  Beisen.     So  finden  wir  ihn  im  Jahre  1481  in 
Zara,    woselbst  er  ein   mathematisches  Werk  verfasste;*)  auch  in  Florenz 
hielt  er  sich  in  dieser  Zeit  mehrfach  auf.*) 

Unter  dem  14.  XII.  1487  wird  Paciuolo  wieder  auf  seinen  alten 
Lehrstuhl  „ad  docendum  äbicum''  nach  Perugia  berufen.  Am  1.  V.  1487 
begann  er  dort  seine  Vorlesungen,  welche  er  im  April  1488  schon  wieder 
schloss.^) 

Von  Perugia  kam  Paciuolo  nach  Rom,  von  seinen  Oberen  beauftragt 
mit  Dienstleistung  bei  PietroValletari,  Bischof  von  Carpentrasso.  Dort 
verfertigte  er  eine  Sammlung  von  Modellen  der  fdnf  regulären  und  vieler 
davon  abgeleiteten  Körper^)  und  überreichte  im  April  1489^)  im  Palaste 
des  Cardinais  Oiuliano  della  Rovere  (Monsignore  de  San  Pietro  in  vin* 
cula)')  dem  Herzog  Guidobaldo  von  ürbino*  eine  Collection  solcher  Mo- 
delle.®) Zugleich  wissen  wir  aus  einer  Stelle^)  der  „Summa",  dass  Pa- 
ciuolo während  dieses  Aufenthalts  in  Rom  öffentlich  mathematische  Vor- 
lesungen (wohl  an  der  Sapienza)  hielt. 

An  einer  andern  Stelle ^^)  der  „Summa"  theilt  Paciuolo  mit,  dass  er 
früher  auch  am  Gymnasium  in  Neapel  als  Lehrer  der  Mathematik  thätig  y 
war.  Schon  Baldi  und  nach  ihm  Renazzi  etc.  lassen  diese  Lehrthätig- 
keit  unmittelbar  auf  diejenige  in  Rom  folgen,  obgleich  aus  jener  Stelle  der 
„Summa"  nur  hervorgeht,  dass  Paciuolo  überhaupt  vor  1494  in  Neapel 
Mathematik  vortrug. 

Zunächst  möchte  ich  in  Bezug  auf  diese  Lehrthätigkeit  Paciuolo 's  in 
Neapel  feststellen,  dass  dieselbe  sich  über  einen  Zeitraum  von  drei  Jahren 
erstrecktet^)     Für  die  Annahme  nun,  dass  diese  Professur  etwa  in  die  Jahre 


1)  Vergl.  z.  B.  die  in  der  „Summa"  enthaltenen  Widmungen. 

2)  Vergl.  die  oben  mitgetheilte  biographische  Stelle. 

3)  Vergl.  „Summa''  I,  Bl.  93,  l  und  98,  2. 

4)  Vergl.  Annali  decemvirali  1487—88  und  „Summa''  I,  Bl.  98,  3. 

5)  Später  („Divina"  I,  Bl.  28,  2)  erwähnt  Paciuolo  drei  von  ihm  selbst  ver- 
fertigte Coüectionen  von  Modellen  regulärer  und  davon  abgeleiteter  Körper  von 
je  60  Stück,  welche  sich  in  Florenz,  Mailand  und  Venedig  befinden. 

6)  Renazzi  verlegt  dieses  Vorkommniss  wohl  durch  falsche  Auffassung  der 
Stelle  Summa  II,  Bl.  68,  2  in  das  Jahr  1484;  Brandaglia  folgt  demselben  und 
läset  weiterhin  (ohne  Beweis)  Paciuolo  im  gleichen  Jahre  in  den  Franziskaner- 
orden  treten. 

7)  Später  Papst  Julius  II.;  ihn  nennt  Paciuolo:  „nogtro  protectore", 

8)  Vergl.  „Summa"  11,  Bl.  68,  2. 

9)  Vergl.  ,,Summa"  U,  Bl.  74, 2. 

10)  Vergl.  „Summa",  Dedicationsbrief  an  den  Herzog  von  ürbino. 

11)  Was  Bo^compagnials  unerwiesen  ansieht.  Vergl.  Bull.  XII,  S. 394  Anm.  1. 
-- Paciuolo  theilt  aber  in  seinem  Tractat  über  Architektur  ausdrücklich  mit, 
dau  er  während  dreier  Jahre  in  Neapel  Euklid  erklärte.    Vergl.  Divina  I, '. 
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1490 — 1493  fiel,  spricht  der  Umstand,  dass  Paciuolo  in  jener  biogra> 
phischen  Stelle  vom  Jahre  1487  ^)  ein^n  Aufenthalt  in  Neapel  nicht  erwähnti 
wohl  aber  in  dem  seiner  „Summa^  im  Jahre  1494  vorangestellten  Briefe 
an  Guidobaldo.  Dagegen  scheinen  jener  Annahme  einige  Notizen')  zu 
widersprechen,  nach  welchen  Paciuolo  sich  in  den  Jahren  1491  und  3493 
mehrfach  und  scheinbar  längere  Zeit  in  Borge  etc.  aufhielt.  Ebenso  könnte 
aus  einer  allerdings  ganz  ungenau  gefassten  Stelle  des  Tractats  über  Archi- 
tektur hervorgehen,  dass  vielleicht  jener  Aufenthalt  Paciuolo 's  in  Neapel 
schon  in  die  Jahre  1472 — 1475  zu  legen  wäre,^)  und  so  die  erste  öffent* 
liehe  Lehrthätigkeit  des  Letzteren^)  bilden  würde.  Eine  definitive  Entschei- 
dung der  Frage,  wann  Paciuolo  an  der  Universität  in  Neapel  wirkte, 
könnten  nur  an  Ort  und  Stelle  unternommene  archivalische  Nachforschungen 
ergeben. 

Schon  während  der  Zeit  seiner  zweiten  Professur  in  Perugia^)  hatte 
Paciuolo  begonnen,  die  Gesammtheit  seines  mathematischen  Wissens  in 
einem  grossen  Werke  niederzulegen.  Dieses  Werk  war  nun  in  der  Zwi- 
schenzeit fertig  geworden,  und  um  dasselbe  dem  Druck  zu  übergeben, 
siedelte  er  1494  nach  Venedig  über.  Dort  hatte  er  in  dem  venezianischen 
Patrizier  Marco  Sanuto,  dem  neubestimmten  Prätor  Bergomos  und  dem 
Landdekan  Isidor  Bagnuoli  mächtige  Förderer  des  Druckes;®)  zugleich 
wird  auch  der  gesetzliche  Schutz  gegen  Nachdruck,  der  ihm  in  dem  damals 
noch  mächtigen  Staatswesen  in  Aussicht  stand,  mit  ein  Grund  zur  Wahl 
gerade  dieses  Ortes  für  den  Druck  seines  Werkes  gewesen  sein.  Die  erste 
Seite  dieses  Werkes  trägt  den  Titel:  „Summa  de  Arithnietica  Geometria, 
Proportioni  et  Proportionalita. "  Der  Name  des  Verfassers  fehlt,  wie  meist 
bei  Incunabeln    auf  der  Titelseite,    auch   benennt  sich    im  ganzen  Werke 


1)  Yergl.  S.  86  des  vorliegenden  Aufsatses. 

2)  Nach  Ordensacten  verÖfPentlicht  von  Pungileone  etc. 

3}  Nach  jener  Stelle  (Divina  I,  Bl.  30,  i)  befand  sich  nämlich  Paciuolo  in 
Neapel  zur  Zeit,  als:  „Lorenzo  der  Prächtige  anfing,  sich  an  Baukunst  zu  er- 
götzen, und  dem  Künstler  Giuliano  da  Majano  seine  Entwürfe  mittheilte*. 
Doch  giebt  Paciuolo  nicht  an,  in  welcher  Eigenschaft  er  eich  damals  in  Neapel 
befand;  ja  aus  jener  Stelle  könnte  die  Vermuthung  entstehen,  dass  derselbe  zu- 
nächst als  Kaufmann  nach  Neapel  kam. 

Ist  dieser  Aufenthalt  identisch  mit  dem  in  obigen  Stellen  erwähnten,  so 
können  für  denselben  nur  die  Jahre  1472/75  in  Betracht  kommen. 

4)  Vielleicht  kam  in  der  That  Paciuolo  zuerst  als  Kaufmann  nach  Neapel 
und  erklärte  zunächst  nur  privatim  dem  in  jenen  obigen  beiden  Stellen  erwähnten 
Condottiere  CamilloVitelli  den  Euklid,  um  erst  nach  einiger  Zeit  einen  öffent- 
lichen Lehrstuhl  zu  erhalten.  Wahrscheinlich  wäre  Paciuolo  dann  in  den  Jahren 
1 475/ 76  in  den  Franziskanerorden  eingetreten. 

6)  Vergl.  „Summa''  I,  Bl.  67,  ->  und  98.  2. 

6)  Vergl.  SchluBspassuB  der  „Summa''. 
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Paciuolo   nie   mit   seinem   Familiennamen.^)     Die  zweite  Seite  trägt  die 
l^idmung   des    ganzen  Werkes    mit   der  Ueberachrift:    „Magnifico   Patritio 
Veneto  Bergomi  pretori  designato .  D .  Marco  Sanuto  viro  in  omni  disciplina- 
rum  genere  peretissimo  Fratet  Lucas  de  Burgo  Sancti  Sepulcri  ordinis  mi» 
norom  et  inter  Sa.  Theo,  professores  minimus.^     Femer  befinden  sich  auf 
dieser  Seite  zwei  nicht  von  Paciuolo  herrührende  Epigramme,  ein  latei- 
nisches und  ein  italienisches ,  welch*  letzteres ,  was  Ungelenkigkeit  der  Sprache 
anbelangt,  mit  dem  schlechten  Italienisch,  das  Paciuolo  schreibt,  wetteifert. 
Auf  der  dritten  Seite  beginnt  ein  Brief  Paciuolo 's  an  den  Fürsten  Guido- 
baldo,  Herzog  von  Urbino*)  in  italienischer  Sprache ,  an  welchen  sich  auf 
der  fünften   Seite  eine  Uebersetzung  desselben  ins  Lateinische  anschliesst. 
In   diesem  Briefe  erklärt  Paciuolo  zunächst  den  Zweck,   welchen  er  bei 
der  Herausgabe  des  Werkes   im  Auge   habe,   mit  den  Worten:    y,Ich  habe 
hauptsächlich  zum  Gebrauche  und  zur  Freude  Derjenigen ,  welche  die  Tugend 
lieben,   dieses  Werk   nach   meinem   geringen  Verstände   verfasst     In  dem 
selben  habe  ich  viele  verschiedene  und  sehr  nützliche  Theile  der  Arithmetik^ 
Geometrie ,  Verhältniss  -  und  Proportionslehre  mit  Allem ,  was  zu  ihrer  An- 
wendung nöthig  ist ,  mit  festen  Regeln  und  vorzüglichen  Anleitungen ,  sowie 
mit  der  Begründung  jeder  Operation ,  sowohl  nach  den  alten ,  als  auch  nach 
den  neueren ,  zusammengetragen.     Deshalb  trägt  das  Buch  nicht  mit  Unrecht 
den  Titel:  Das  Ganze  der  Arithmetik,  Geometrie,  Verhältniss-  und  Propor- 
tionälehre.     Meine  Hauptabsicht  bei  diesem  Werke  war,  wie  man  aus  seiner 
Anordnung  leicht  ersieht,  genau  das  Verfahren  {praxim)  in  jenen  Wissens- 
zweigen   anzugeben.^      Den   Hauptinhalt   dieses   Briefes   bildet  jedoch   der 
Nachweis,  wie  Mathematik  als  Wissenschaft  von  Maass  und  Zahl  zu  allen 
übrigen  Wissenschaften  nöthig  sei.')     Auf  diesen  Brief  folgen  zwei  Inhalts- 
übersichten,  worauf  die  eigentliche  Abhandlung  und  damit  auch  die  Num- 
merirung  der  einzelnen  Blätter^)   ihren  Anfang  nimmt.     Das  Werk   selbst 
zerföllt  in   zwei  Theile.     Der  erste  behandelt  die  Arithmetik  und  Algebra, 
der  zweite  die  Geometrie.     Der  erste  Theil,  welcher  eine  specielle  Widmung 
an  den  Herzog  Guidobaldo   trägt,   umfasst  224  Blätter,   der   zweite  76 
Blätter,  welche  besonders  nummerirt  sind.'^)     Das  ganze  Werk ,  das  im  Ver- 
lag von  Paganino  dePaganini  erschien,  schliesst  mit  den  Worten:  „Im 


1)  Hierdurch  wurde  Kästner  veranlasst,  in  dem  VerfaBser  der  „Summa^ 
eiDcn  Bruder  des  Verfassers  der  „Divina*'  eu  sehen,  während  doch  Paciuolo  sich 
in  seiner  „Divina'*  mehrfach  auf  seine  „Summa"  bezieht.  Vergl.  z.B.  Divina  I, 
AU,  1,  2;  21,2  und  32,  2. 

2)  Der  letzte  Spross  des  Hauses  Monte feltre,  gest.  1508. 

3)  nee  a  brtUis  dbest  quincunque  perperam  (fehlerhaft)  numeraverit:  Isid. 
Etym, 

4)  Da  nur  die  einzelnen  Blätter  Nummern  tragen,  citire  ich  stets  noch  die 
betreffende  Seite. 

5)  Ich  citire  die  Algebra  als  „Summa  1",  die  Geometrie  als  „Summa^''.        j 
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Jahre  des  Heils  1494,  am  10.  November,  unter  der  glücklichen  Begierang 
des  Dogen  nnd  gestrengen  Herrn  von  Venedig  Angustino  Barbadico, 
gab  der  Bruder  des  Minoritenordens  Lucas  aus  Bnrgo  San  Sepolcro,  ge- 
ringer Professor  der  heiligen  Theologie,  mit  seinem  schwachen  Verstände,  aus 
Mitleid  mit  den  Unwissenden  dieses  Lehrbuch  der  gesammten  Arithmetik,  Geo- 
metrie, Verhältnisse  und  Proportionslehre  heraus;  und  indem  er  den  Druckern 
Tag  und  Nacht  beistand ,  hat  er  das  Vorgelegte  mit  eigener  Hand  eorrigirt." 
Von  diesem  Werke  existirt  noch  eine  zweite  Ausgabe  vom  Jahre  1523, 
welche  einen  einfachen  Wiederabdruck  der  ersten  Ausgabe ,  darstellt.  Dieser 
Neudruck  wurde  von  dem  in  der  Zwischenzeit  nach  Toscolano  am  Gardasee 
übergesiedelten  Herausgeber  des  ersten  Druckes  veranstaltet^) 

Mit  dem  Jahre  1496  kam  Paciuolo  nach  Mailand,*)  Dort  versam- 
melte der  Herzog  Ludwig  il  Moro  Sforza,  nachdem  er  1494  seinen 
minderjährigen  Neffen  aus  dem  Wege  geräumt  hatte,  einen  grossen  Kreis» 
von  Gelehrten,  Künstlern  und  tüchtigen  Truppenführern  an  seinem  Hofe. 
Unter  diesen  berief  er  auch  auf  den  von  ihm  neugegründeten  Lehrstuhl  der 
Mathematik  unsem  Magister  Lucas.  In  Mailand  erwarb  sich  Paciuolo 
hauptsächlich  durch  seine  Euklid -Vorlesungen')  einen  grossen  Zuhörerkreis, 
welcher  ihn  auch  bewog,^)  sich  an  eine  Uebersetzung  Euklid's  nach  der 
lateinischen  Ausgabe  von  Campanus  zu  machen.  Zugleich  mit  ihm  an 
Moro 's  Hof  befand  sich  das  Universalgenie  eines  Leonardo  da  Vinci. 
Die  Bekanntschaft,  welche  auf  solche  Weise  Paciuolo  mit  Leonardo 
machte,  war  bestimmend  auf  den  Vorwurf  und  die  ganze  Anlage  des  von 
Paciulo  in  der  Zeit  seines  Mailänder  Aufenthalts  verfassten  Werkes,  dem 
er  den  Titel  „Divina  Proportionen  gab.  Zu  dem  Manuscripte^)  desselben, 
das  er  dem  Herzog  dedicirte,  lieferte  Leonardo 's  Meisterhand  die  Zeich- 
nungen.^) Doch  nur  kurz  dauerte  Moro's  Herrschaft.  Schon  im  Jahre 
1499  vertrieben  die  Franzosen  denselben,  und  hierbei  ging  jenes  Manuscript 
verloren,^)   d.  h.  es  fiel  wahrscheinlich  in  die  Hände  der  Feinde,  von  wel- 


1)  Beide  Ausgaben  sind  heute  sehr  selten;  so  besitst  weder  die  Stuttgarter, 
noch  die  Tübinger  Bibliothek  eine  derselben.  Mir  selbst  stand  durch  das  schon 
erwähnte  Entgegenkommen  des  Herrn  Privatdocenten  Dr.  Jaeger  die  zweite  Ana- 
gäbe  zu  Gebote. 

2)  Vergl.  ,^Divina''  I,  Bl.  28,  2  und  den  Widmungsbrief  der  Divina  an  Ludwig 
Sforza. 

S)  In  der  Einleitung  zur  „Divina**  Bl.  3,  i  sagt  Paciuolo  in  Bezug  auf  die- 
selben: „Interponendo  sempre  a  sua  (d.  h.  Euklid^s)  theorica  ancara  la  pratioa 
nostra.** 

4)  Vergl.  den  Dedicationsbrief  der  Divina  an  Soderini. 

5)  Dasselbe  soll  sich  heute  in  der  öffentlichen  Bibliothek  zu  Qenf  befinden. 

6)  Nach  „De  viribus  qucmtiUiHs** ,  Bl.  287,  scheint  Paciuolo  die  Originale 
fOr  sich  behalten  zu  haben. 

7)  Vergl.  den  Dedicationsbrief  der  „Divina**  an  Soderini. 
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chen  es  Fietro  Soderini^)  sich  erwarb.  Im  gleichen  Jahre  1499  siedelte 
auch  Paciuolo  „per  diversi  Sf/^cessi*^^  wie  er  sich  ausdrückt,  mit  Leo. 
nardo  zusammen  nach  Florenz  über. 

Hierher  war  damals  die  Hochschule  des  unterworfenen  Pisa  verlegt, 
und  eben  im  ersten  Jahrzehnt  des  16.  Jahrhunderts  tobte  frisch  entfacht  der 
alte  blutige  Kampf  zwischen  Florenz  und  Pisa.  Auch  sonst  war  das  Ge- 
meinwesen von  Florenz  in  grosser  Verwirrung.  Das  Drama  eines  Savona. 
rola  hatte  eben  (1498)  ausgespielt,  und  während  die  vertriebenen  Mediceer 
Alles  aufboten,  um  wieder  zurückkehren  zu  können»  fristete  unter  dem 
lebensli&nglichen  Gonfaliere  Pietro  Soderini  die  Republik  ihr  schwer- 
bedrSngtes  Dasein.  Dass  die  Unruhe  solcher  Zeiten  auch  die  Lehranstalten 
von  Florenz  beeinflusste,  ist  klar;  und  wenn  nun  eben  im  Jahre  1500 
Paciuolo  die  Professur  für  Mathematik  an  der  Pisaner  und  Florentiner 
Hochschule  übertragen  wurde,  so  müssen  wir  uns  auf  ünregelmKssigkeiten 
in  seiner  LehrthStigkeit  gefasst  machen.  So  hat  nach  Sotii^)  Paciuolo 
im  Jahre  1500  auch  an  der  Universität  von  Perugia  gelesen«^  In  den  Pro- 
fessorenverzeichnissen der  Pisaner  Hochschule  führt  Fabroni  unter  den 
physkae  magtstri'*  als  ersten  mit  dem  Titel  „Mathematica^)  F.  Lucas  a 
Borge«  auf,  und  zwar,  für  die  Jahre  1500,  1501,  1502,  1504  und  1505. 
Für  das  Jahr  1503  nennt  er  überhaupt  keine  Namen,  sondern  setzt  die 
Bemerkung  bei:  „Non  Ugerunt  vacante  assignamentum  Pantificis.'^  Doch 
ist  nach  Fabroni 's  eigenem  ürtheil^)  Paciuolo  mehr  zu  den  Professoren 
der  Florentiner  als  denen  der  Pisaner  Hochschule  zu  rechnen.  Auch  aus 
den  von  Boncompagni  beigebrachten  Actenauszügen  geht  hervor,  dass 
Paciuolo  in  der  That  in  jener  eigenthümlichen  Doppelstellung  von  1500 
bis  1506  in  Florenz  Mathematik  las.'^)  In  diesen  Zeitraum  fällt  auch  die 
Professur  Paciuolo's  an  der  Universität  zu  Bologna.^)  Auf  dem  Papier, 
wie  man  heutzutage  sagen  würde,  verblieb  für  das  Schuljahr  1501/2  Pa- 
ciuolo in  seiner  Florentiner  Stellung;  doch  dürfte  die  Zahl  der  Studiren- 
den  so  gering  gewesen  sein,  dass  er,   ohne   förmlich  aus  dem  schon  sehr 
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1)  Pietro  Soderini  war  nach  Savonarola'a  Tod  im  Jahre  1498  zum 
lebenslänglichen  Gonfaliere  der  Bepublik  Florenz  gewählt  worden,  dankte  jedoch 
BchoD  1612  wieder  ab. 

2)  Vergl.  Vermiglioli. 

3)  Ein  ähnlicher  Fall,  wie  der  später  näher  besprochene  mit  Bologna.  Bei 
Boncompagni  liegt  mit  Bezug  auf  diese  Peruginer  Professur  ein  Druckfehler  vor. 
Id  der  Anmerkung  4  zu  S.  407  seines  Bullettino  XU  ist  wohl  das  Datum  3.  XI.  1600 
aafgeffihrt,  aber  der  betreffende  Auszug  S.  487  trägt  das  Datum  des  8.  XI.  1610. 

4)  Vergl.  Fabroni  etc.,  Bd.  I  S.  96. 

5)  Ein  weiterer  Beweis,  dass  Paciuolo  sich  in  dieser  Zeit  in  Florenz  auf- 
hielt, Uegt  darin,  dass  derselbe  im  Jahre  1606  dem  Kloster  zum  heiligen  Kreaz 
in  Florenz  inoorporirt  wurde.  Vergl.  den  von  Boncompagni  S.  411  mitgetheil- 
ten  Anszag  ans  Ordensaoten. 

6)  VergL  hierzu  Gherardi. 
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gelockerten  Verbände^)  der  Studienanstalten  in  Florenz  anszuscheiden ,  in 
der  Lage  war,  einem  Rnfe  anf  den  Lehrstuhl  „ad  maihematieam^  in  Bologna 
Folge  zn  leisten.  Diesen  Lehrstuhl  hatte  Paciuolo  jedoch  eben  nur  fUr 
das  Studienjahr  1501/2  inne.  Vielleicht  waren  die  Florentiner  Behörden 
aus  dem  oder  jenem  Grunde  nicht  mehr  geneigt,  eine  solche  Zwitterpro- 
fessur ihrerseits  fernerhin  zu  dulden,  oder  Paciuolo  fühlte,  nicht  der  Mann 
zu  sein,  den  ersten  mathematischen  Lehrstuhl  einer  Hochschule  einzu- 
nehmen, deren  zweiten  der  ihn  weit  überragende  Scipio  Ferro  inne  hatte. 
Jedenfalls  kehrte  Paciuolo  im  Jahre  1503  in  seinen  Florentiner  Wirkungs- 
kreis zurück,^)  an  den  ihn  das  freundschaftliche  VerhSltniss  fesselte,  in 
welchem  er  zu  Pietro  Soderini  stand.^)  Während  dieses  seines  Aufent- 
halts in  Florenz  wurde  Paciuolo  auch  durch  die  Generalcomitien  seines 
Ordens  zum  Provinzial  der  Romania  erwShlt.^) 
^  Von  Florenz*)  siedelte  Paciuolo  zum  dritten  Male  nach  Venedig  über. 

Hier  las  er  öffentlich  über  das  fünfte  Buch  Euklid's  und  leitete  diese  Vor 
lesung  am  11.  August  1508  feierlich  mit  einem  Vortrag  in  der  Bartolo- 
mäuskirche  ein.^)  Doch  lag  der  Grund  dieser  Uebersiedelung  nicht  darin, 
dass  Paciuolo  in  Venedig  einen  neuen  Wirkungskreis  seiner  LehrthStig- 
keit  suchte  und  erhielt,  sondern  er  wollte  vielmehr  in  derselben  Oflficin, 
aus  welcher  seine  „Summa^  hervorging,  zwei  in  der  Zwischenzeit  verfasste 
Werke  dem  Drucke  übergeben. 

Das  erste  dieser  Werke  ist  die  schon  erwähnte  üebersetzung  Euklid 's; 
dieselbe  ist  heute  vielleicht  die  seltenste  aller  Euklid -Ausgaben.  Da  ich 
sie  nicht  zu  Händen  bekommen  konnte,  so  beschränke  ich  mich  darauf,  in 
Folgendem  nur  ihren  ausführlichen  Titel,  sowie  die  Schlussworte  nach 
Riccardi's   „Biblioteca   matematica  italiana^   zu  geben:    „Enclidis  mega- 


1)  So  verblieben  hauptsächlich  infolge  von  finanziellen  Schwierigkeiten,  mit 
welchen  die  Republik  zn  kämpfen  hatte,  im  Jahre  150S  ausser  Paciuolo  nur  die 
Professoren  der  schönen  Wissengcbaften  in  Florenz  zurück.  Vergl.  Prezziner, 
Storia  del  pubblico  studio  etc.  di  Firenze.    Firenze  1810.    S.  192. 

2)  So  ist  in  einem  Manascripte  des  Arcbivio  di  Stato  von  Florenz  eine  vom 
80.  Vni.  1604  datirte  Verrechnung  enthalten,  nach  welcher  Paciuolo  fSr  Modelle 
fitereometrischer  Körper,  die  er  der  Signoria  überreichte,  L.  52,  9  erhielt.  Vergl 
Boncompagni. 

3)  Vergl.  Dedicationsbrief  der  „Divina'*  an  Soderini. 

4)  Vergl.  Pungileoni. 

6)  Die  Annahme  Thausing's  in  seiner  Biographie  Albrecht  Dürer^s,  es  sei 
Paciuolo  der  Lehrer  gewesen,  zu  welchem  sich  Dürer  Ende  1506  nach  Bologna 
begab,  um  Unterricht  in  der  Pei-spective  zu  nehmen,  ist  daher  unrichtig. 

6)  Vergl.  Paciuolo's  Euklid -Ausgabe,  Bl.  31,  i:  „Cum  ego  Lucas  Paciölus 
de,  quintum  Euclidis  proßfH  solemniter  caepi  praefatione  hoc  prius  habita^ 
Hierbei  kann  es  Paciuolo  sich  nicht  versagen,  die  grosse  Zahl  berühmter  Per- 
sönlichkeiten, welche  jenem  Vortrage  anwohnten,  namentlich  aufzuzählen  und  mit 
den  Worten  zu  schliessen:  „Aliique  plurimi  quorum  nomina  sigiUaHm  referre  ad 
quingentos  et  ampUus  operosum  nimis  foret  florem  tantum  hominum  decerpsi." 
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rensis^)  philosophi  acutissimi  roathematiconiroqne  omnium  sine  contronersia 
principis  operaaCampano  interprete  fidissimo  tralata  Qae  cum  antea  librariorum 
detestanda  culpa  mendis  fedissimis  adeo  deformia  essent:  vt  yix  Euclidem 
ipsum  agnosceremns.  Lucas  paciolus  theologus  insiguis:  altissima,  Mathe- 
maticarum  disciplinarum  scientia  rarissimus  iudicio  castigatissimo  detersit: 
emendauit.'^ 

„Figur 08  eentum  et  vndetriginta  que  in  (ü^s  codicibus  inverse  et  de- 
formale  erant:  ad  rectam  symmetriam  concinauü:  et  muUas  necessarias 
addidit,  Eundem  quoque  plurimis  locis  inteUectu  difficUem  commentariolis 
sane  loculentis  et  eruditiss.  aperuit:  enarrauü:  ülustrauU.  Adhec  vi  elimatior 
exiret  Scipio  vegius  mediol,  vir  ^raqueUngua:  artemedica:  süblimiorihusque 
siud^s  c^rtssimus  düigentiam:  et  censuram  siuzm  prestUit. 

Armo  redemptionis  nostre.MDVIII.klen.XI.Junii.*^ 

Wieviel  Fleiss  Paciuolo  auf  diese  Euklid •  Ausgabe  verwandte  und 
welche  Bedeutung  er  ihr  beimisst,  geht  auch  aus  obenerwähntem  Bittgesuch 
an  den  Dogen  hervor.  In  demselben  stellt  er  seine  Ausgabe  derjenigen 
gegenüber,  welche  „Erhardus  Batold  Augustensis''  ebenfalls  nach 
Campanus  im  Jahre  1482  veranstaltete.  Paciuolo  nennt  das  von  Ra- 
told  gedruckte  Werk :  „vielfach  unrichtig'^. 

Das  zweite  jener  Werke  ist  die  durch  einige  Anhänge  vermehrte,  schon 
oben  erwithnte  „Divina  proportione^.  Dieselbe  trägt  auf  der  ersten  Seite 
als  vollstHndigen  Titel  (italienisch):  „Das  göttliche  Verhältniss.')  Ein  Werk, 
das  allen  scharfsinnigen  und  wissbegierigen  Geistern  nöthig  ist,  und  woraus 
Jeder,  der  sich  mit  Philosophie,  Perspective,  Malerei,  Bildhauerei,  Baukunst, 
Musik  oder  anderen  mathematischen  Disciplinen  beschäftigt,  eine  angenehme, 
scharfsinnige  und  bewunderungswürdige  Wissenschaft  sich  erwerben  und  sich 
mit  verschiedenen  Fragen  geheimsten  Wissens  ergötzen  wird.**  Auf  der 
zweiten  Seite  stehen  einige  Epigramme,  und  weiterhin  folgen  auf  Seite  3 
und  4  zwei  Briefe.  Der  erste  trägt  die  üeberschrift:  „Excellentissimo  Rei- 
publicae  Florentinae  principi  perpetuo  D.  Petro  Soderino  frater  Lucas  Pa- 
tiolus  Burgensis  Minoritanus  et  sacrae  Theologiae  professor."  In  demselben 
widmet  Paciuolo  das  ganze  Werk  dem  lebenslänglichen  Oonfaliere  der 
Republik  Florenz  Petrus  Soderinus.  Weiterhin  spricht  Paciuolo  von 
sich,  seinen  mathematischen  Studien,  seiner  Euklid -Ausgabe  und  seinem 
vorliegenden  Werke,  sowie  von  der  Mitarbeiterschaft  Leonardo  da  Vinci 's 
an  demselben.  Der  Brief  ist  datirt:  Venedig,  den  9.  VI.  1509.  Im  zweiten 
Briefe  lobt  ein  Freund  Paoiuolo's,  Daniel  Cajetan,  das  Werk  und 
dessen  Verfasser.  Das  nächste  Blatt  trägt  ein  Verzeichniss  der  zur  „Divina** 
im  engeren  Sinne  gehörigen  Figurentafeln.  Hierauf  beginnt  diese  Abhand- 
lung selbst  und  zwar  allem  Anscheine  nach  genau  nach  dem  obenerwähnten 


1)  Eine  schon  im  Alterthum  auftretende  Verwechslung. 

2)  Heute  bekannt  anter  dem  Namen:  „Der  goldene  Schnitt**  ^  ^ 
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Mailänder  Manascripte.     Dementsprechend   trSgt   das   folgende  einklebende 
Inhaltsverzeichniss  dieses  ersten  Theils,  dessen  Titel  zugleich  Hanpttitel  des 
ganzen  Sammelwerkes  wurde,   die  üeberschrift:    „üebersichtstafel  des  vor- 
liegenden  Werkes  eines  sehr  nützlichen  Compendiums  über  die  Divina  pro- 
portione,   ausgewählt  aus  den  mathematischen  Disciplinen   und  zusammen- 
gestellt von  dem  ehrwürdigen  Pater  und  Professor  der  heiligen  Theologie 
Magister  Lucas  Paciuolo  etc.,  und   dem  ausgezeichnetsten  und  mächtigsten 
Fürsten  Ludwig  Moro  Sforza  etc.  gewidmet."     Auf  dieses  Verzeichniss  folgt 
ein  Brief  Paciuolo's  an  Ludwig  Sforza,  welcher  das  Datum  des   9.  II. 
1498   trägt  und  in  welchem  hauptsächlich  die  damals  am  Mailänder  Hofe 
▼erkehrenden  berühmten  Persönlichkeiten  aufgezählt  werden«  Erst  mit  diesem 
Briefe   beginnt  die  Nummerirung  der  einzelnen  Blätter.     In  der  nun    be- 
ginnenden Abhandlung  selbst  wird  neben  einer  ausführlichen  Besprecbung 
der  Eigenschaften  einer  stetig  getheilten  Zahl  oder  Strecke  hauptsächlicli 
die  Construction  etc.  regulärer  und  davon  abgeleiteter  Körper  gelehrt.     Aaf 
Blatt  23   endigt   diese  eigentliche   „Divina  proportione"    mit  den  Worten: 
„Finis  adi  14.  decembre  in  Müano  nd  nostro  cUmo  convento  MCCCCXCVII,' 
Hieran  schliesst  sich  unmittelbar  eine  Abhandlung  Paciuolo's  über  Archi- 
tektur,^) welche  keinen  besonderen  Titel  trägt,  sondern  sogleich  mit  einem 
Briefe  Paciuolo 's  an  einige  seiner  Schüler  beginnt,  worin  er  diesen  mit- 
theilt,  dass  er  vorerst  ihren  Bitten  um  ein  Werk  über  Architektur  *)  im 
Folgenden   nur   zum  Theil   entsprechen   könne,   sich   aber  die  vollständige 
Erfüllung  dieser  Bitte  auf  später  vorbehalte.    Dieser  einleitende  Brief  trSgt 
das  Datum  des  1.  V.  1509,  die  ganze  Abhandlung  am  Schlüsse  (auf  El.  33) 
das  Datum  des  1.  VI.  1509.     Dieselbe  ist,  abgesehen  von  einer  grossen 
Zahl  eingestreuter  zeitgeschichtlicher  Notizen ,  fast  vollständig  dem  Vitruv 
entnommen.     Nun  folgt,  getrennt  durch  ein  leeres  Blatt,  ein  Werk  mit  dem 
Titel:    „Libellus  in  tres  partiales  tractatus  divisus  quinque  corporum  regu- 
larium  et  dependentium   active  perscrutationis  D.  Petro   Soderino  principi 
perpetuo  populi  florentini  a  M.  Luca  Paoiolo  Burgense  Minoritano  particu- 
lariter  dicatus  feliciter  incipit  etc.*'    In  diesem  Libellus  behandelt  Paciuolo 
hauptsächlich  vermittelst  Anwendung  von  Algebra  die  regulären  und  viele 
davon  abgeleitete  Körper;  derselbe  umfasst27  besonders  nummerirte  Blätter^ 
und  trägt  ebenfalls  das  Schlussdatum  des  1.  VI.  1509.     Hierauf  folgen  die 
dem  gesammten  Werke  zugehörigen  Figurentafeln,  und  zwar  zunächst  eine 
Tafel   mit  der  ümrisszeichnung   eines   menschlichen   Kopfes/)   sodann   23 
Tafeln,  welche  die  Construction  der  einzelnen  grossen  lateinischen  Buch- 


1)  Der  sogenante  „Tractat  über  Architektur*',  wie  Paciuolo  diesen  Abachnitt; 
im  Inhalteverzeichniea  benennt. 

2)  „Älcuna  norma  e  modo  a  pater  oonseqwire  el  vos^o  disiato  effecto  de  Parcki- 
ieaura." 

3)  Ich  citire  deshalb  entweder  „Divina  T*  oder  „Divina  U". 

4)  Zum  Tractat  über  Architektur  gehörig. 
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Stäben  mit  kurzem  Texte  vorführen;  durch  dieselben  will  Paciuolo  zeigen, 
^ie  man  jene  Buchstaben  nur  mit  Zirkel  und  Lineal  herstellen  kann.  Drei 
weitere  Tafeln  erl&utern  einzelne  im  Tractat  über  Architektur  behandelte 
architektonische  Glieder.  Die  nun  folgenden  59  ^)  Tafeln  gehören  zur  eigent- 
lichen „Divina";  dieselben  rühren  von  Leonardo  da  Vinci's  Hand  her 
and  zeigen  in  theilweise  geradezu  vorzüglichen  perspectivischen  Darstellungen 
die  regulären  und  viele  davon  abgeleitete  Körper,  sowie  einige  Prismen, 
Pyramiden  etc.*)  Das  Schlussblatt  bietet  eine  Zeichnung,  welche  die  Ein- 
leitung der  Verhältnisse  und  Proportionen  in  Form  eines  Baumes  wieder- 
gebt; diese  Tafel  ist  auch  schon  in  der  „Summa"  enthalten.^) 

Paciuolo,  der  nun  jedenfalls  das  60.  Jahr  überschritten  hatte  — 
schreibt  er  doch  in  dem  Widmungsbriefe  der  „Divina''  an  Soderini  von 
sich  selbst:  „indinafUe  jam  aetate  wea"*)  —,  scheint  sich  wieder  seiner 
alten  Heimstätte  Perugia  zugewandt  zu  haben,  wenigstens  wurde  er  nach 
den  ,,AnniQi  decemvirali^^)  im  November  lölO  auf  ein  Jahr  ^ad  docentum 
ob&icmti**  nach  Perugia  berufen.  Schon  vorher,  im  Februar  desselben  Jahres, 
war  er  mit  ehrenvollen  und  weitgehenden  Vorrechten  zum  Commissarius  seines 
Klosters  in  Borge  San  Sepolcro  ernannt  worden  ,^)  und  scheint  auch  der  Haupt- 
sache nach  wenigstens  von  1511  bis  1513  sich  dort  aufgehalten  zu  haben.'') 

Im  Jahre  1514  wurde  Paciuolo  unter  Papst  Leo  X.  als  Professor 
der  Mathematik  an  die  Sapienza  in  Rom  berufen,®)  welche  Hochschule  ge- 


1)  Nach  dem  Inhalteverzeichnisse  sollten  es  61  sein. 

2)  Man  wird  nicht  fehl  gehen,  wenn  man  in  diesen  Tafeln  die  Abbildungen 
der  60  oben  (vergl.  S.  89  Note  5)  erwähnten  Modelle  sieht. 

3)  Das  Exemplar  der  „Divina",  das  ich  benutzte,  erhielt  ich  auf  der  Stutt- 
garter Staatebibliothek. 

4)  Ebenso  schreibt  er  in  seinem  Werke  „De  viribus  quantitatis":  „Ma  ormai 
aproximandosi  de  mia  vita  Vultimi  giomi.** 

5)  Da  Boncompagni  (Bullettino  XU,  S.  437)  in  Bezug  auf  diese  Bestellung 
nicht,  wie  bei  den  anderen  Zahlungsanweisungen,  aas  den  „Annali  decemvirali^* 
veröffentlicht,  so  ist  es  mir  nicht  über  allen  Zweifel  erhaben,  ob  Paciuolo  auch 
in  der  That  sein  Amt  antrat.  Jedenfalls  hatte  er  aber  dasselbe  nicht  länger  als 
ein  Jahr  inne. 

6)  Aus  Ordensacten  mitgetheilt  von  Pungileone  etc.  Doch  geht  aus  einem 
von  Boncompagni  (Bull.  XII,  S.  471)  mitgetheilteu  Schriftstück  hervor,  dass 
schon  im  Jahre  1600  Paciuolo  in  Bezug  auf  das  Franziskanerkloster  in  Borgo 
gewisse  aufsichtsrechtliche  Functionen  inne  hatte;  in  jenem  Schriftstück  unter- 
schreibt er  sich  auch  als  Commissarius.  In  einer  früheren,  ebenfalls  von  Bon- 
compagni (S.  469)  mitgetheilteu  Urkunde  vom  Jahre  1497  wird  Paciuolo 
^Guardian''  jenes  Klosters  genannt. 

7)  Hierfür  spricht  das  aus  Borgo  vom  21.  XI.  1511  datirte  Testament  Pa. 
cinolo*s,  sowie  auch  der  von  Boncompagni  (Bull.  XU,  S.  414)  mitgetheilte 
Rechtsfall  vom  März  1612,  in  welchen  Paciuolo  verwickelt  war. 

8)  Im  Raolo  des  Archigymnasiums  zu  Rom  vom  Jahre  1614  steht:  „In  Ma- 
thematica'',  „Flor.  IM  Magister  Lucas  de  Burgo  Ord,  M%w>r,"   Vergl.  Qaetano 

nnd  Renazzi.  C^ r\r\r\\o 

Hlst-llt.  Ablhlg.  d.  Z«itaohr.  f.  Math.  n.  Phy».  XXXIV,  3.  Di^ized  by  V^OOglC 
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rade  nnter  dem  Pontificat  jenes  hochgebildeten  und  kunstsinnigen  Medioeers 
in  ihrer  höchsten  Blüthe  stand.  Durch  diese  Berufung^)  gehörte  Pacinolo 
einem  Lehrkörper  an,  der  in  gewissem  Sinne  als  erster  der  ganzen  damaü^^en 
Christenheit  angesehen  werden  darf.  Doch  nicht  lange  sollte  er  seinen  neuen 
Katheder  inne  haben.  Bald  nach  1514  finden  wir  andere  Vertreter  der 
Mathematik  an  der  Sapitoza,  und  da  auch  weitere  Notizen  etc.  über  Pa- 
ciuolo,  welche  ja  bisher  nicht  allzu  spärlich  flössen,  mit  dem  Jahre  1514 
aufhören,  so  darf  angenommen  werden,  dass  Faciuolo  nicht  lange  nach 
1514  starb. 

Auf  einen  Punkt  in  Paciuolo's  Lebensgeschichte  muss  ich  noch  zu 
sprechen  kommen.  Vielfach*)  wird  in  der  einschlftgigen  Literatur  auf  eine 
grosse  Orientreise  Paciuolo's  hingewiesen,  welche  gerade  für  seine  mathe- 
matischen Studien  yon  hoher  Bedeutung  gewesen  sein  soll.  Dabei  wird  die 
Frage,  ob  Pacinolo  auch  arabisch  verstand,  meist  als  eine  offene  behan- 
delt') Dass  diese  letztere  Frage  entschieden  zu  verneinen  ist,  geht  schon 
aus  den  beiden  Stellen  der  „Summa^^)  hervor,  in  denen  Pacinolo  die 
Worte  El  cataym,  sowie  Algebra  und  Almucabula  übersetzt;  in  letzterer 
Stelle  sagt  er,  jene  beiden  Worte  seien  entweder  arabisch  oder  chaldBisch. 
In  Beziehung  auf  Pacinolo 's  Orientreise  aber  komme  ich  zu  dem  Ergeb- 
nisse, dass  hier  eine  eigenthümliche  Verwechselung  Pacinolo 's  mit  Leo- 
nardo Pisano  vorliegt,  indem  die  mittelbaren  Beziehungen,  in  welchen 
Pacinolo  eben  durch  Leonardo  Pisano  zu  arabischen  Quellen  stand, 
sich   in  der  Tradition  allmftlig  in  unmittelbare  Beziehungen  verwandelten. 

Hierfür  spricht  zunächst,  dass  Baldi  von  einer  solchen  Beise  nichts 
weiss,  sondern  eben  auf  LeonardoPisano  als  Vermittler  hinweist.  Auch 
indirect  Iftsst  sich  aus  dem  Inhalt  der  Werke  Paciuolo's  der  Beweis  eines 
unmittelbaren  Verkehrs  ihres  Verfassers  mit  orientalischen  Gelehrten  nicht 
erbringen,  denn  ^o  immer  seine  Kenntnisse  auf  arabischen  Ursprung  hin- 
weisen ^  kann  stets  die  Möglichkeit  einer  Vermittelung  durch  Leonardo 
Pisano  gezeigt  werden.  HStte  aber  in  der  That  eine  Orientreise  für 
Paciuolo  die  fundamentale  Bedeutung  gehabt,  welche  jene  Tradition  ihr 
zuschreibt,  so  hätte  derselbe  in  der  oben  mitgetheilten  biographischen  Stelle 
diese  Reise  doch  ausdrücklich  erwähnen  müssen  und  nicht  blos  mit  den 
Worten:  „per  diversi  paesi  ce  convemUo  andare  perigrinando^  abfertigen 
können;  zudem  geht  aus  jener  Stelle  hervor,  dass  es  sich  hierbei  um  Reisen 
im  Auftrage  seiner  Ordensoberen  handelte.  Wenn  ich  nun  auch  sonst  in 
den  Werken  Paciuolo's  nirgends  eine  Andeutung  einer  Orientreise  finden 
konnte  y  so  darf  wohl  als  eine  der  sichersten  Thatsachen  aus  dessen  Leben 


1)  Baldi,  Libri  etc.  wissen  von  dieser  zweiten  öflPentlichen  Lehrtb&tigkeit 
Paciuolo^s  in  Rom  nichts. 

2)  Yergl.  Fabroni,  Montferrier,  Montuola,  Boseut,  Brandaglia  etc. 

3)  Yergl  auch  Jaeger,  Lucas  Paciuoli,  8.  XUL 

4)  Yergl.  „Summa"  I,  El.  98, «  und  144,  i.  r^  T 
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die  gelten,  dass  er  sich  seine  maihematiacben  Kenntnisse  nicht  anf  dem- 
selben Wege  wie  Leonardo  Pisano  erwarb.  Hierbei  ist  noch  in  Betracht 
zn  ziehen,  dass  zn  jener  Zeit,  in  welcher  Pacinolo  den  Orient  besncht 
haben  soll ,  die  mathematischen  Wissenschaften  dort  nicht  in  so  hoher  Blüthe 
standen  wie  damals,  als  der  grosse  Fisaner  seine  Schätze  sammelte;  im 
Oegentheil,  gerade  um  die  Wende  des  15.  Jahrhunderte  lag  ja  im  Orient 
die  Mathematik  in  tiefem  Verfalle. 

Von  den  Werken  Pacinolo 's  habe  ich  bisher  nur  diejenigen  drei, 
welche  im  Druck  erschienen  sind  und  dadurch  in  der  oder  jener  Weise  auf 
Faciuolo 's  Lebensgang  bestimmend  einwirkten,  schon  oben  ausführlich 
besprochen.  In  Bezug  auf  weitere  von  ihm  verfasste  Werke  erwähnte 
Faciuolo  zunächst  in  jener  biographischen  Stelle  vier  Schriften  haupt- 
sächlich arithmetischen  Inhalts,  von  welchen  er  jedoch  nur  drei  speciell 
aufzählt.  Diese  Schriften  erschienen  jedenfalls  nicht  im  Drucke;  vielmehr 
Yermnthe  ich,  dass  Faciuolo  ihren  Inhalt  zum  grössten  Theile  in  seine 
, Summa**  aufnahm,  welche  Ansicht  manche  Eigenthümlichkeit  jenes  Werkes 
erklären  wttrde.*)  Dass  aber  für  Faciuolo  ein  Werk  auch  als  Manuscript 
mit  seinen  Widmungen  u.  s.  w.  etwas  unveränderliches  war  und  deshalb 
ganz  gut  so,  wie  es  in  jener  Stelle  geschieht,  citirt  werden  konnte,  erhellt 
aus  dem  1509  ganz  unverändert  erfolgten  Abdruck  des  Manuscripts  der 
, Divina''  vom  Jahre  1497,  wobei  ja,  was  die  Widmung  u.  s.  w.  anbetrifft) 
sehr  viel  Orund  vorhanden  gewesen  wäre.  Manches  zu  ändern.  Von  jenen 
vier  Werken  hat  sich,  wie  es  scheint,  bis  heute  nur  das  den  Jünglingen 
von  Perugia  gewidmete  erhalten;  wenigstens  ist  nur  von  diesem  ein  Manu- 
script bekannt,  anf  welches  ich  schon  oben  zu  sprechen  kam.*)  Was  noch 
zwei  weitere  Werke')  Faciuolo 's  anbetrifft,  so  hat  sich  von  dem  einen 
ein  Manuscript,  von  dem  andern  wenigstens  der  Titel  erhalten.  Jenes 
Manuscript  befindet  sich  in  der  Universitätsbibliothek  in  Bologna  und  trägt 
den  Titel:  „De  viribus  quantitatis^;  Faciuolo  erwähnt  dasselbe  auch  unter 
eben  diesem  Titel ^)  in  seiner  Eingabe  an  den  Dogen.  Die  Auszüge,^)  welche 
Boncompagni  von  diesem  Werke  veröffentlicht,  sind  leider  so  dürftig, 
dass  es  mir  vorläufig  unmöglich  ist,  Bestimmteres  über  dasselbe  mitzu- 
iheilen.^)     Das  zweite  jener  Werke,  der  „Tractat  über  das  Schachspiel'',  ist 


1)  So  glaube  ich  z.  B.,  dass  der  grössere  Theil  der  ersten  Distinction  den 
Inhalt  eines  dieser  Werke  wiedergiebt  etc. 

2)  VergL  S.  88  dieses  Aufsatzes. 

3)  VergL  hierzu  auch  das  von  mir  im  2.  Theil  dieses  Aufsatzes  erwähnte 
Compendinm  Faciuolo *b  über  Perspective. 

4)  „Item  un  opera  detta  de  viribus  qnantitatis  zoe  dele  forze  qnendam  mira- 
cnlose  de  numeij  et  qnantita  continua  et  vulgare." 

5)  VergL  Boncompagni,  BuUett  Xu,  S.  404  und  430—481. 

•)  Dasselbe  dürfte  sich  vielleicht  dem  Inhalt  nach  mehr  der  „Summa",  dar 
Art  der  Behandlung  nach  aber  mehr  der  „Divina"  nähern. 

DigitiÖlbbyCjOOgle 


100  Historisch -literarische  Abtheilang. 


eben  unter  diesem  Titel   zweimal  von  Paciuolo  selbst  erwiUint;*)    weiter 
hat  sich,  wie  es  scheint,  von  demselben  keine  Spar  erhalten. 

Paciuolo   schrieb   seine  sämmtlichen  Werke  italienisch,   um,    wie  er 
immer   wieder  angiebt,   dieselben  allgemein,   hauptsächlich  auch  KflnsUem 
und  Kauf  leuten  zuglüiglich  zu  machen.    Das  Italienisch  aber,  das  er  schreibt, 
ist  aus  mehreren  vulgären  Idiomen  zusammengesetzt  und  in  geradezu  bar- 
barischer Weise   mit  corrumpirtem  Latein  vermengt,^)   und  verhält  sich  so 
zum  klassischen  Italienisch,   von   dem  jene  Zeit  schon   in  einer  Reihe  von 
Autoren   glänzende  Muster  besass,    wie   das   sogenannte  Mönchslatein    zum 
klassischen.    Wohl  im  OefUhl  dieses  Mangels  entschuldigt  Paciuolo  einmal 
den  Gebrauch  der  Muttersprache  damit,  dass  er  sagt,  man  suche  in  seinen 
Werken  Scharfsinn,  nicht  Beredsamkeit;^)  ein  andermal^)  giebt  er  zn,  dass 
seine  Schreibweise  oft  unförmlich  sei;  dies  sei  aber  durch  Wortwahl,   welche 
Alles  verständlich   machen  soll,    geboten.     Baldi^)  meint  mit  Bezug   auf 
die  abscheuliche  Sprache  der  Werke  Paciuolo *s,  von  denselben  gelte ^  was 
einst  Vergil  sagte,  als  er  die  Werke  des  Ennius  las,  nämlich^  er  sammle 
f,aurum  de  stercore*',^)     Ebenso  theilt  Bald!  mit,  Commandino  habe  mit 
Rücksicht  auf  die  schlechte  Form  und  den  guten  Inhalt  des  Werkes  (wohl 
der    „Summa**)    sich   entschlossen,  dasselbe  in  Allem  verbessert  herausza- 
geben,  sei  aber  durch  den  Tod  verhindert  worden,  die  angefangene  Arbeit 
zu  vollenden.     Des  Lateinischen  war  Paciuolo  ziemlich  mächtig,  wogegen 
ich,  schon  mit  Rücksicht  auf  seine  Euklid -Uebersetzung  bezweifle,  dass  er 
griechisch  verstand,'')   wenn  er  gleich  in  seiner  „Divina**  viel&ch  die  grie- 
chischen  Bezeichnungen^)   für   die   einzelnen   stereometrischen  Körper  ver- 
wendet. 

Wenn  ich  nun  kurz  auf  die  Leistungen  Paciuolo *s  als  Mathematiker 
eingehen   will,    so  kann  ich  die  Thatsache,    dass  derselbe  in  erster  Linie 


1)  Das  erste  Mal  im  Dedicationsbrief  des  Werkes  „De  viribus  quantitatis*' 
mit  den  Worten:  „Insieme  col  iocondo  et  älegro  tractcUo  de  ludis  in  genere  cum 
iUicitorum  reprobatione  spetiälmente  dt  quello  de  Schacht  in  tuUi  modi  detto  schifa 
noia.'^  Aus  dieser  Stelle  geht  zugleich  hervor,  dass  jener  Traetat  dem  Marcfaesen 
und  der  Marchesa  von  Mantua  gewidmet  war.  Das  zweite  Mal  in  jenem  Bitt- 
gesuch an  den  Dogen  mit  den  Worten:  „Item  de  ludo  scachorum  cum  lüiatonm 
repröbcUidr  dicto  schiphaniora  anchor  vuHgär/' 

2)  Den  Grund  dieser  Erscheinung  sucht  Baldi  darin ,  dass  damals  die  Mutter- 
sprache „im  Sohlamme  versteckt  war'',  und  zudem  Paciuolo  dem  Mönchstande 
angehörte. 

3)  Vergl.  Einleitungsbrief  der  „Divina"  an  Soderini. 

4)  Vergl.  „Summa^^  I,  El.  114.. 

5)  In  dem  „Epitome*'  aus  Baldi*8  Werk  ist  zum  Ausdruck  desselben  Ge- 
dankens das  Bild  des  „Goldes  in  der  Asche"  gebraucht. 

6)  Vergl.  Vita  Vergili,  Cap.  71.  Doch  dürfte  hier  stercus  vielleicht  eher 
Schlacken  als  Eoth,  wie  Baldi  will,  bedeuten. 

7)  Vergl.  auch  „Divina"  I,  Bl.  80,  2. 

8)  Meistens  sogar  mit  griechischen  Lettern. 
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Compilator  war,  nicht  ausdrücklich  genug  betonen;  denn  nur  aus  einer  fal- 
schen Auffassung  der  Stellung  Paciuolo 's  als  Mathematiker  entspringen 
die  meisten  der  später  noch  zu  behandelnden  Anklagen  gegen  ihn.  Dass 
aber  Paciuolo  vor  Allem  in  seinem  Hauptwerke,  der  „Summa^,  auch  in 
der  That  nur  jenen  Ruhm  sucht,  geht  schon  klar  aus  dem  gleich  auf  dem 
ersten  Blatte  stehenden  Epigramm  hervor,  das  mit  den  Worten  beginnt: 
„Qf*ae  fuerant  mediis  carie  consumpta  latebris 
Bestüwit  Lucas  lector  amice  tibi/*^) 
Weiterhin  schreibt  er  in  der  einleitenden  üebersicht  zu  jenem  von  ihm 
selbst  später  als  „grandopera  nostra  compüata^  citirten  Werke:')  „...  und 
dies  Alles ,  sammt  dem  Folgenden ,  wird  nach  den  alten  und  neueren  Mathe- 
matikern sein,  hauptsächlich  nach  dem  scharfsinnigen  Philosophen,  dem 
Megarenser  Euklid ,  und  dem  ernsten  Boetius ,  sowie  nach  unseren  neueren : 
Leonardo  Pisano,  Giordano,  Biagio  da  Parma,  Giovan  Sacrobusco  und  Pro- 
docimo  PodoanO;  aus  welchen  ich  zum  grössten  Theil  vorliegendes  Werk 
entnehme.*'^)  In  der  That  sind  es  auch  der  eigenen  Zuthaten  Paciuolo's 
nur  wenige,  und  von  diesen  wenigen  sind  z.  B.  die  Versuche  einer  Ver-  v 
allgemeinerung  zur  Lehre  von  den  Wurzeln^)  und  einer  Behandlung  von 
Wahrscheinlichkeitsrechnungen^)  geradezu  mathematisch  verfehlt.  Aehnliches 
gilt  auch  von  der  Berechnung  einiger  Exponentialgleichungen  vermittelst 
einer  Näherungsmethode.^)  Dagegen  rühren  diejenigen  Abschnitte  der  „Di- 
vina^,  in  welchen  Paciuolo  geometrische  Probleme  algebraisch  behandelt, 
wenigstens  so  wie  sie  vorliegen,  von  ihm  selbst  her;  vor  Allem  ist  ihm  aber 
hier  die  Ableitung  neuer  Körper  aas  bekannten  vermittelst  des  i^Beschneidens^ 
(ahsdndere)  und  „üeberhöhens*'  (devare)  eigenthümlich.'')  Ebenso  ist  es  falsch, 
wenn  Hankel  demselben  noch  die  Eenntniss  der  rein  negativen  Grössen 
abspricht^)  und  erst  bei  Card  an  ein  „minus  purum^  zu  finden  glaubt.  - 
Zum  Belege  dieser  meiner  Behauptung  möge  hier  aus  einer  Reihe  von  Stellen 
nur  folgende  angeführt  werden:  „Hat  man  z.  B.  +16  von  +4  zu  subtra- 
hiren,  so  sage  ich:  subtrahire  einfach  4  Ton  16,  bleibt  12,  und  dieses  12 
ist  ein  reines  — .  Also  wirst  du  sagen:  soll  +16  von  +4  subtrahirt 
werden,  so  bleibt  —  12,   d.  h.  4  — 16  =  — 12.     Und  dass  dies  wirklich  so 

1)  „Was  im  Staube  vermodert,  vergessen  im  Finstern  ruhte  ^ 

Stellte  dir,  Leser  und  Freund,  Lucas  nun  wiederum  her/' 

2)  Vergl.  ,,Divina''  I,  El.  1,  2. 

Z)  „.*.  E  queste  cose  tuUe  con  le  seguenti  serano  secondo  li  antichi  e  ancora 
modemi  maihematici,  mctxime  del  perspicacissimo  phüosopho  Megarense  EucUde  e 
dd  severin  Boetio  e  di  nostri  modemi  Leonardo  Pisano,  Giordano,  Biagio  de 
Parma,  Giovan  Sacrobusco,  e  Prodocimo  Padoano  da  i  quali  in  mctgior  parte  cavo 
ü  presente  volume/' 

4)  Veigl.  „Summa"  I,  Bl.  142. 

6)  Vergl.  „Summa''  I,  Bl.  197. 

6)  Vergl.  „Summa"  I,  Bl.  187. 

7)  Vergl.  hierzu  einen  Aufsatz  Kästner *8  in  den  Göttinger  gel.  A.nz.  1794,  S.  905. 

8)  Vergl.  Hankel,  Zur  Geschichte  der  Mathematik,  S.  371.    ^.  .^.^^^  ^  GoOqIc 
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ist,  dafür  liegt  der  Beweis  im  Princip  der  Snbtraction ,  das  folgendes  ist: 
bei  der  richtigen  Snbtraction  mnss  als  Best  eine  Grösse  bleiben,  die,  ver- 
bunden mit  der  Grösse,  welche  man  subtrahirt,  wieder  die  Grösse  ergiebt, 
von  welcher  man  subtrahirt/  ^)  So  stellt  Facinoloin  diesem  Theile  der  Ent- 
Wickelung  der  Mathematik  eine  bedeutsame  Stufe  dar,  doch  liegt  mir  nichts  fer- 
ner, als  in  ihm  den  Entdecker  eines  Gebietes  der  Mathematik  2U  sehen,  dessen 
allmälige  Eroberung  eine  That  der  Geschichte  und  nicht  des  Einzelnen  war. 
Wichtige  selbständige  Verdienste  hat  fernerhin  der  Praktiker  Paciuolo  ain 
die  Ausbildung  des  rein  formalen  Theils  der  Algebra.^)  üeberhaupt  ist  es 
ein  hervorragender  Charakterzug  an  ihm,  dass  er  stets  die  praktischen  Be- 
dürfnisse, vor  Allem  die  des  Kaufmanns  im  Auge  hat,  und  immer  wieder 
kommt  er  auf  diesen  Zweck  seiner  Werke  zu  sprechen. 

Diesen  Bücksichten  verdanken  auch  die  Tractate  XI  und  XII  der  neunten 
Distinction  der  „  Summa **  ihre  Entstehung. 


1)  „Comtno  86  Juxvesse  a  cavare  piu  16  de  piu  4,  dico  che  cavt  4  semplicemenU 
de  16  resta  12,  e  questo  12  dico  che  sira  puro  fh.  Donca  dirai  che  a  cavare  piu  16 
de  piu  4  resta  m  12,  cioe  4  i^  16  che  gionti  fawno  fh  12.  E  che  questo  sia  d  vero 
se  prava  con  la  razione  de  tal  acto  de  satrare  qitdle  e  qttesta:  che  a  voler  ben  so- 
trare  bisogna  che  remanga  tai  quavUüa  de  ditto  sotramento  che  gionta  düa  qiumtita 
che  Ihomo  cava  refacia  la  quantita  de  la  quäl  si  cavo."   Vergl.  Samma  1,  Bl.  114,  s. 

2)  So  z.  B.  verwendet  Paciuolo  in  seiner  „Divina"  (noch  nicht  aber  in  der 
,, Summa")  für  die  Unbekannte  und  ihr  Quadrat  statt  der  alten  Abkürzungen  von 

cosa  und  censws  die  Zeichen  vC^  ^^^     Q    *  welche  Zeichen  allerdings  nicht 

gerade  glücklich  gew&hlt  sind,  aber  doch  den  Weg  andeuten,  der  weitergehende 
Vereinfachungen  durch  Einführung  neuer  Symbole  ermöglicht 
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A    Short  aceonnt  of  the  history  of  mathematicB  by  Walter  W.  Roubb 
Ball,   fellow    and   assistant  tutor  of  Trinity  College,    Cambridge; 
and  of  the  inner  temple,  barrister  at  law.    London  1888,  Macmillan 
and  Co.     XXIII,  464  pag. 
Der  Verfasser  giebt  in  der  Vorrede  ausdrücklich  zu,  dass  er  nicht  nach 
ersten,   sondern  nur  nach  zweiten  Quellen,   d.  h.  nach  anderen  Geschichts- 
werken  sein  volksthümlich  geschriebenes  Werk  zusammengestellt  habe.     Er 
gewährt  uns  auch  insoweit  einen  Einblick  in  seine  Arbeitsweise ,  als  er  die- 
jenigen Schriften   hervorhebt,   auf  die   er  sich  hauptsächlich  verliess.     Wir 
finden  hier  die  Namen:  Allman,  Bretschneider,  Cantor,  Delambre? 
Gow,  Hankel,  Hoefer,  Libri,  Marie,  Nesselmann,  Poggendorff, 
Wolf.     Ungern  yermissen  wir  darunter  unsern  Altmeister  Chasles,   noch 
weniger  befriedigt  uns   das  Vorkommen   von   Hoefer,  dem   kritiklosesten 
Schriftsteller  unseres  Faches,  aus  welchem  denn  auch  eine  gute  Menge  von 
Irrthümern   in  Herrn  Ball 's  Buch  Eingang  fanden.     Eine  weitere  Lücke 
müssen  wir  mit  Bedauern  darin  erkennen,   dass  Herrn  Ball  unsere  Zeit- 
schrift offenbar  nicht  zur  Verfügung  stand,   da  er  von  historischen  Zeit- 
schriften nur   das  Bulletino  Boncompagni,    das  Bulletin  Darboux  und  die 
Bibliotheca  mathematica  Eneström  kennt     Endlich  ist  der  Name  Curtze 
nirgend  genannt,  und  damit  ist  von  selbst  gesagt,  dass  die  Darstellung  des 
XIV.  Jahrhunderts  eine  mehr  als  mangelhafte  ist. 

Herr  Ball  wünscht  in  der  Vorrede,  dass  man  ihn  auf  die  Irrthümer 
aufmerksam  mache ,  die  sich  eingeschlichen  haben  mögen.  Wir  wollen  diesem 
Wunsche,  wenn  auch  keineswegs  vollständig,  zu  entsprechen  suchen. 

S.  32:  Anaxagoras  lebte,  nachdem  er  aus  dem  Gefftngniss  befreit 
war,  nicht  mit  P er i kies  zusammen  und  starb  nicht  in  Athen. 

S.  33:  Antipho  war  nicht  der  einzige  unter  den  Alten,  der  die  Ereis- 
quadratur  als  Fläche  des  regelmässigen  Sehnenvielecks  von  unendlich  vielen 
Seiten  suchte,  sondern  es  gab  auch  einen  Bryson. 

S.  39:  Wie  kann  Plato  die  Delier  an  den  todten  Hippokrates  ver- 
wiesen haben?  Gerade  so  wenig,  wie  an  den  noch  nicht  geborenen  Euklid^ 
Die  Stelle  ist  eben  &ei  nach  Hoefer. 

S.  48:  Euklid  ist  sicher  nicht  in  Tjrus  geboren.  Hätte  Herr  Ball 
die  in  der  Fussnote  genannten  H ei berg'schen  Studien  gelesen,  so  hätte  er 
dort  auf  S.  4  den  Ursprung  jenes  Irrthums  kennen  gelernt. 
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S.  59  sind  Worte  des  Hiero  und  des  Archimed  lateinisch  an^führt 
Entweder  mussten  sie  griechisch  oder  ins  Englische  übersetzt  auftreten, 
wenn  der  Leser  nicht  zur  Meinung  gelangen  sollte,  man  habe  in  Sjrakus 
Latein  gesprochen. 

S.  70:  Von  Gutenäcker 's  deutscher  Archimed  -  üebersetzung  weiss 
nur  Hoefer.  Andere  kennen  blos  eine  üebersetzung  der  Kreismessung 
durch  ihn. 

S.  76  erföhrt  man,  Eratosthenes  habe  den  Beinamen  ^Pentathlus^ 
geführt,  weil  er  in  allen  Kämpfen  des  athletischen  Sports  geübt  war! 

S.  108:  Boethius,  Cassiodorus,  Isidorus  sind  die  einzigen  latei- 
nischen Schriftsteller  über  Mathematik,  von  welchen  Herr  Ball  Etwas  weiss. 
Dann  hätte  er  eben  die  Agrimensoren  lesen  sollen ,  bevor  er  über  Bömische 
Mathematik  schrieb! 

S.  110:  Die  heronische  Dreiecksformel  rühre  vielleicht  vom  jüngeren 
Hero  um  900  her.  ^It  certainly  possesses  the  charad&ristics  of  the  work  of 
this  time.^  Wenn  irgend  Etwas  nicht- byzantinisches  Gepräge  besitzt,  so 
ist  es  jene  Formel  und  ihr  heronischer  Beweis!  Ausserdem  hiess  der  938 
schreibende  Feldmesser  von  Bjzanz  nicht  Hero. 

S.  143:  Aus  Arja-Bhatta's  Quadrat-  und  Cubikwurzelausziehung 
geht  gerade  unzweifelhaft  seine  Kenntniss  der  Stellungsarithmetik  hervor. 

S.  147  weiss  Herr  Ball,  dass  eine  historische  Grundlage  für  die  Ent- 
stehung der  Zahlzeichen  aus  Strichen  in  der  Anzahl  des  betreffenden  Zahl- 
wortes nicht  vorhanden  ist.  Warum  giebt  er  dann  ein  Probebild ,  das  seine 
Unkenntniss  der  Gestalt  alter  Zahlzeichen  dem  Leser  verräth? 

Wir  gehen  summarischer  über  die  folgenden  Abschnitte  hinweg  und 
empfehlen  Herrn  Ball  nur,  sich  über  folgende  Schriftsteller,  die  ihm  fremd 
zu  sein  scheinen,  Kenntnisse  zu  verschaffen:  ^radwardin,  Oresme, 
Blasius  von  Parma,  Prodocimo  Beldomandi,  Leonardo  da  Vinci, 
Albrecht  Dürer,  Jodocus  Bürgi.  Es  sind  das  Männer,  wie  wir  ihm 
verrathen  wollen ,  deren  Leistungen  ganz  hervorragende  Bedeutung  besitzen. 
Daneben  mag  er  ruhig  vergessen ,  dass  man  früher  einmal  den  Algorithmus 
demonstratus  des  XIH.  Jahrhunderts  (wahrscheinlich  von  Jordanus  Ne- 
morarius)  dem  Begiomontan  zuschrieb,  mag  er  Tartaglia's  Erzäh- 
lung von  der  Löung  der  cubischen  Gleichung  doch  auch  mit  den  gegne- 
rischen Berichten  vergleichen,  mag  er  bei  Beurtheilung  Lei bnitzens  etwas 
weniger  englische  Voreingenommenheit  an  den  Tag  legen.  Es  dürfte  auch 
nicht  schaden,  wenn  er  die  Schriften  von  Napier  und  von  Harriot  an- 
sähe. Bei  Letzterem  würde  er  sich  überzeugen,  dass  derselbe  nicht  die 
Gleichungen  auf  Null  brachte.  Bei  Ersterem  würde  er  das  Zeitwort  j^fluere^ 
in  einer  Bedeutung  finden,  die  auf  die  späteren  Arbeiten  New  ton 's  wesent- 
lich einwirken  musste,  so  wenig  Napier  der  Erste  war,  der  von  fliessen- 
den Grössen  sprach.  Vielleicht  käme  dann  Herr  Ball  zur  gleichen  üeber- 
zeugnng   mit    uns,    dass   im  XVII.  Jahrhundert    die  Infinitesimalrechnung 
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allinftlig  entstand^  nicht  erst  Yon  Newton  oder  von  Leibniz  erfanden 
ipvnrde ,  dass  also  die  unsterblichen  Verdienste  dieser  beiden  grossen  Neben« 
bahler  auf  anderem  Gebiete  zu  finden  sind.  Cantob 


Die    hanptsftehlichsten  Theorien  der  Geometrie  in  ihrer  früheren  und 
heutigen  Entwickelung.      Historische  Monographie   von  Dr.  Gimo 
LoRiA,  Professor  der  höheren  Geometrie  an  der  Universität  zu  Genua« 
Unter  Benutzung  zahlreicher  Zusätze  und  Verbesserungen  Seiten  des 
Verfassers  ins  Deutsche  übertragen  von  Fsitz  Schütte.    Mit  einem 
Vorwort  von  Professor  R.  Sturm.     Leipzig  1888,  B.  G.  Teubner. 
IV,  132  S. 
Wir  haben  Bd.  XXXIII  S.  194-^195  die  italienische  Ausgabe  dieser 
Schrift  anerkennend  besprochen.     Wir  freuen  uns,  in  unserem  ürtheil  mit 
einem  Geometer   wie  Herrn  Sturm  übereinzustimmen,   welcher  in  seinem 
Vorworte  zur  deutschen  Bearbeitung  mit  dem  Lobe  des  Geleisteten  gleich 
uns    nicht  spart.     Die  mustergiltige  Anordnung  des  überreichen  Stoffes  hat 
sich  in  der  Uebersetzung,  welche  vermöge  der  von  Herrn  Loria  selbst  her- 
rührenden  Zusätze   als   vermehrte   und   verbesserte  Ausgabe   gelten   muss, 
noch  deutlicher  bewährt,  nachdem  aus  den  Stellen,  welche  auf  die  Gestalt 
der  Curven   und  der  Oberflächen,  sowie  auf  die  abzählende  Geometrie  sich 
beziehen,  ein  neues  Capitel  abgesondert  wurde.     Herr  Loria  hat  übrigens 
gerade  die  Entwickelung  der  abzählenden  Geometrie  auch  zum  Gegenstande 
geschichtlicher  Studien  gemacht,   welche  in  Herrn  Gusi  Eneström's  Bi- 
bliotheca  mathematica  1888,  S.  39 — 48  und  67 — 80  zum  Abdruck  kamen. 
Die   von  Herrn  Schütte  herrührende  uebersetzung  ist  treu  und  zugleich 
in  geföUiger  Sprache  abgefasst.  Cantor. 


JohamieB  Kepler  und  der  tellurisch-koflmiBche  Magnetismus.  Von  Dr.  Sibg- 
MUND  Günther,  Professor  der  Erdkunde  an  der  königl.  technischen 
Hochschule  zu  München.     Mit   19  Abbildungen  im  Texte.     71  S. 
[Geographische  Abhandlungen,  herausgegeben  v.  Prof.  Dr.  Albbeoht 
Pbnok  in  Wien.     Band  III,   Heft  2.]     Wien  und  Olmütz,  Eduard 
Hölzel.     1888. 
Als  Kepler  sein  unsterbliches  Werk  über  den  Planeten  Mars  gedruckt 
vor  sich  sah,  sprach  er  die  Grundgedanken  der  magnetischen  Anziehungs- 
lehre, welche  er  sich  gebildet  hatte,  in  einem  lateinischen  Distichon  aus, 
welches  deutsch  etwa  mit  den  Worten  sich  wiedergeben  lässt: 

„Dunkle  Pfade  machst  sichtbar  dem  Schiffer  des  Meers  Du,  Magnetstein; 

Freilich,  es  wandelt  ja  auch,  wie  Du's  befiehlst,  der  Planet."  ^  ^ 
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Wenn  bei  irgend  einem  Naturforscher  Entwickelongsstafen  der  Gedanken 
unterschieden   werden   müssen,    so  findet  Solches  bei  Kepler  statt,     ur- 
sprünglich ein,   man  möchte  sagen,  scholastisch  angelegter  Geist,   war  K- 
nnr  zu  geneigt,  der  Natnr  ihre  Bahnen  yorzuschreiben ,  aus  der  Theorie 
heraus  die  Beobachtung  zu  bem&ngeln  und,  wie  er  wfthnte,  zu  berichtigen. 
Erst  sehr  allm&lig  lernte  er,  der  Beobachtung  ihr  Recht  zuzuerkennen  and 
die  Flügel  der  Phantasie  mit  der  Scheere  der  Thatsachen  zu  stutzen.     Das 
l&sst  sich  auf  allen  Wissensgebieten  verfolgen,  denen  E/s  reicher  Geist  sich 
zuwandte.     Herr  Günther  hat  in  einer  sehr  gelungenen  Studie  das  Einzel- 
gebiet   des  irdischen  und  des  Weltmagnetismus  auf  den  Nachweis  dieser 
Geistesentwickelung  E.'s  hin  durchforscht.    In  einem  I.  Abschnitte  fahrt  er 
den  Leser  bis  auf  die  Stufe  der  Lehre  vom  Magnetismus,   welche  die  Zeit 
vor  K.  erreicht  hatte.     Ein  II.  Abschnitt  setzt  den  E.'schen  Erdmagnetismus 
auseinander.     Der  III.  Abschnitt  endlich  ist  E.'s  Theorie  der  magnetischen 
Planetenaxen  und  der  allgemeinen  Anziehung  gewidmet    Trotz  der  grossen 
Schwierigkeit  des  behandelten  Gegenstandes  hat  es  Herr  Günther  seinem 
Leser  yerhftltnissmässig  leicht  gemacht,   sich  zurecht  zu  finden,  indem  er 
auf  S.  23,  28,  43,  68  Sätze  durch  den  Druck  hervortreten  Hess,  die  man 
fast  nur  zu  vereinigen  braucht,   um  die  Lehren  E.'s  in  ihrer  letzten  Aus- 
bildung vor  sich  zu  sehen. 

Noch  vor  dem  Erscheinen  des  Gilbert'schen  Werkes  „De  Magnete' 
(London  1600)  hat  E.  ein  Inclinatorium  angegeben  und  zugleich  die  Grund- 
bestimmung hinzugefügt,  dass  dessen  Ereis  in  die  Ebene  des  magnetischen 
Meridians  fallen  müsse.  Gleichfalls  vor  Gilbert  hat  E.  ein  zu  numerischer 
Bestimmung  des  Ablenkungswinkels  geeignetes  Declinatohum  angegeben. 

Bis  1600  etwa  glaubte  E.  durch  theoretische  üeberlegungen  die  Lage 
des  magnetischen  Nordpols  ausfindig  machen  zu  können;  das  Studium  des 
Gilbert 'sehen  Werkes  überzeugte  ihn  von  der  Unmöglichkeit  dieses  Unter- 
fangens. Von  da  an  wies  er  auf  die  Wichtigkeit  der  Inclinationsbeobach- 
tungen  für  die  Auffindung  jenes  Poles  hin.  Die  allgemeine  Schwere,  der 
Fall  der  Eörper,  Ebbe  und  Fluth,  die  Bewegungen  der  Gestirne  wurden 
fOr  E.  mehr  und  mehr  zusammenhftngende  Erfahrungsthatsachen,  welche 
zu  ihrer  Erklärung  nur  des  tellurisch -planetarischen  Magnetismus  bedurften. 

Dass  E  die  Gesetze  der  Gravitation  sich  entgehen  liess,  hat  in  dem 
von  ihm  begangenen  Irrthum  seinen  Grund,  als  verhielten  sich  die  An- 
ziehungen im  umgekehrt  einfachen  Verhältnisse  der  Entfernungen.  E.  zog 
also  —  wie  Herr  Günther  sehr  richtig  in  neuere  Ausdrücke  übersetzt  — 
das  logarithmische  Potential  in  Rechnung.  Gantok 
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Fbamkembaoh,  W.,  Lehrbuch  der  Mathematik.  1.  Theil:  Planimetrie.  Lieg- 
nitz,  Krumbhaar.  1  Mk.  50  Pf. 

Machbb,  6.,  Bepetitorium  der  Elementarmathematik.  1.  Theil:  Planimetrie. 
Würzburg,  Hertz.  1  Mk,  20  Pf. 

Laska,  W.,  Sammlung  von  Formeln  der  Mathematik.  2.  Lief.  Braun- 
schweig, Vieweg.  6  Mk.  50  Pf. 

Angewandte  Mathematik. 

Emcke,  f..  Gesammelte  Abhandlungen.  3.  Band:  Astronomische  u.  optische 
Abhandlungen.     Berlin,  Dümmler.  5  Mk. 

Hammer,  E.,  üeber  die  geographisch  wichtigsten  Eartenprojectionen.  Stutt- 
gart, Metzler.  5  Mk. 

Pbteb,  B.,*  Monographie  der  Sternhaufen  G.  C.  4460,  G.  C.  1440  und  der 
Sterngruppe  o  Piscium.     (Sachs.  Ges.  d.  W.)     Leipzig,  HirzeL     4  Mk. 

Physik  und  Meteorologie. 

Lbhmanm,  0.,  Molekularphysik  mit  Bücksicht  auf  mikroskopische  Unter- 
suchungen.    2.  Bd.     Leipzig,  Engelmann.  20  Mk. 

Plamt^  ,  G. ,  Die  elektrischen  Erscheinungen  der  Atmosphäre.  Deutsch  von 
G.  Wallentim.     Halle,  Knapp.  5  Mk. 

Hibm,  A.,  Constitution  de  Tespace  Celeste.     Colmar,  Barth.  16  Mk- 
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Abertoh«  Traatoendentan. 

1.  Sar  rinvereion  des  integrales  ab^liennes.    P.  Appell.    Joum.  math^m.  Sär.  4, 

I,  246. 

2.  Sar  lee  fonctions  hyperab^liennes.    Em.  Pioard.    Joam.  mathäm.  S^r.  4, 1,  87. 

Vergl.  Ultraelliptische  Transcendenten. 

Axudytitclie  Oeometrie  der  Sbene. 

3.  RemarqaeB  snr  la  ff^omätrie  anal^tique  des  cercles  da  plan  et  siir  son  api>li- 

cation  ä  la  theorie  des  courbes  biciroulaires  du  quatnäme  ordre.  G.  Loria. 
Qnart.  Joam.  math.  XKII,  44. 

4.  Interpretation  göometrique  du  syetöme  d'äqaatdonß  — =^  =  ^-= —  =  — ^-^• 

M '  G  ay.    Mathesis  VIII,  271. 

5.  Eigenschaften  gewisser  Ponkttripel  auf  der  Cissoide.    K.  Zahradnik.    Gran. 

Archiv  2.  K.  VI,  392. 

6.  Die  Lissajoas'schen  Curven.    H.  Okama.    Gran.  Archiv  2.  R.  VI,  89. 

7.  8ar  une  trisectrice  remarqnable.    G.  de  Longchamps.    Mathesis  VIII,  6,  — 

M.  d'Ooagne  ibid.  70. 

8.  Troaver  la  podaire  de  la  coarbe  y=         ,*    H.  Brocard.  Mathesis VOI,  167. 

9.  Däveloppantes  da  point.    £.  G^saro.    Mathesis  VIII,  86. 

10.  Deax  coarbes  sont  constraite  de  maniäre  ä  oe  qae  les  cordes  commanes  dirig^es 

vers  un  m€me  point  cpnna  servent  de  bases  ä  des  triangles  de  sommet 
et  d'aire  constants.  JStant  donn^e  une  coarbe  chercher  Taatre.  De- 
rousseau,  D^prez,  Gob.    Mathesis  VIII,  122. 

11.  Lien  d*an  sommet  d'an  triangle  rectangle,  le  sommet  de  Tangle  droit  etant 

fixe,  et  les  conditions  de  däplacement  da  troisi^me  sommet  ätant  donn^es. 
Minoliti,  G.  Rasso,  Verniory,  Boedt,  Gob,  Laurens.     Mathesis 
VIII,  268. 
Vergl.  Geometrie  (höhere).    Kegelschnitte. 

AnalytUehe  Oeometrie  des  Baumes. 

12.  lieber  eine  Proportion  aas  der  elementaren  Geometrie.    M.  Gantor.    Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXXm,  119. 
Vergl.  Oberflächen.    Oberflächen  zweiter  Ordnung. 

Astronomie. 

13.  Ueber  den  mittleren  Abstand  eines  Planeten  von  der  Sonne.    0.  Bermann. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  361. 

14.  Die  intermediäre  Bahn  des  Planeten  (17)  Thetis  nach  Herrn  Gyldän^s  Theorie. 

V.  Wellmann.    Gran.  Archiv  2.  R.  VI,  868. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  102,  108,  106,  108. 


BinomialcoefAdenten. 
16.  Eine  Eigenschaft  der  Binomialcoeffldenten.    0.  SchlOmilch.    Zeitschr. Math. 
Phys.  XXXIII,  190.  —  G.  Vivanti  ibid.  868. 
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Combinatorik. 
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16.  Sur  les  fractions  eimples  de   , ,,,   '    '" — ; — ■ — :•     Verniory.      Bfathttis 

vni,  13. 

17.  Deux  formales  combinaicireB.    Stayyaert.    Mathesis  VIII,  184. 

Vergl.  WahrBcheinlichkeitsrechnang. 

OomplanatioiL 

18.  Demonstration  g^om^trique  et  g^näraliiiation  du  th^oräme  de  Viviani.   £.  Wae- 

teeU.    Mathesis  VlII,  186. 


Detarmiiiaiiteii. 

19.  Exposition  nouvelle   de  la  thäorie  des  formes  Untres  et  des  däterminants. 

Ch.  M^ray.    Journ.  mathdm.  Sär.  8,  X,  181. 

20.  Verschiedene  Darstellungen  der  Resultante  zweier  binären  Formen.    L.  Seh  en- 

de 1.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  1,  65. 

21.  Determinanten  bei  wiederholter  Halbirung  des  ganzen  Winkels.    J.  Herrn  es. 

Gran.  Archiv  2.  R.  VI,  276. 

22.  Ueber  gewisse  Determinanten.  E.  Weih  rauch.  Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXI  11,126. 

DiiferentialgleioliiiiLgsn. 
28.  Znsammenhang  zwischen  particulären  und  allffemeinen   Integralen  gewisser 

Differentialgleichungen.     Bochow.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXUl,   101. 
24.  Ueber  die  Form  der  logarithmischen  Integrale  einer  linearen  nicht  homogenen 

Differentialgleichung.    C.  Koehler.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  231. 
26.  Sur  un  probläme  concernant  les  äquations  diffdrentielles  lin^aiies.    G.  H.  Hal- 

phen.    Journ.  mathäm.  S^r.  4,  I.  11. 

26.  Sur  les  conrbes  d^finies  par  les  dquations  diffärentielles.   H.  Poincar^.  Journ. 

mathäm.  Sär.  4,  I,  167;  ü,  151. 

27.  On  the  relations  of  certain  symbols.    J.  Cookie.    Quart  Journ.  math.  XXII, 

270.    [Vergl.  Bd.  XXVI,  Nr.  284.] 

28.  Ueber  die  Differentialgleichung     ,^  =^_^>     Wold.  Heymann.    Zeitschr. 

Math.  Ph7s.  XXXUI,  61. 

29.  Ueber  die  Dififerentialgleichung  der  Functionen  des  parabolischen  Cylindeis. 

E.  Häntsschel.    Zeitschr.  Math.  Phys  XXXUI.  22. 

30.  Integrer  T^quation  a?yy"+a;j/'*-- j(y'=0.    H.  Brocari    Mathesis  VIII,  130. 


31.  Recherches  sur  les  integrales  ug^briques  de  T^quation  de  Kummer.  E.  Goursat. 

Journ.  mathdm.  S^r.  4,  III,  255. 

32.  The  theory  of  the  singular  Solutions  of  integrable  differential  equations  of  tfae 

first  Order.    W.  ?.  Workman.    Quart  Journ.  math.  XXII,  175,  308. 

33.  Integration  d*un  Systeme  d*dquations  aux  diffärentielles  totales.    Sau  vage. 

Journ.  math^m.  S^r.  3,  X,  387. 
Vergl.  Eettenbrüohe  154.    Rectification  229. 

Differentialqiiotient 

34.  Bemerkung  zu  der  Formel  für  das  Differential  einer  Function  mehrerer  Varia- 

bein.   R.  Hoppe.    Grün.  Archiv  2.  R.  VI,  361. 

35.  Application  de  la  d^rivation  d'Arbogast    Formule  gdn^rale  pour  le  change- 

ment  de  la  variable  ind^pendante.  David.  Journ.  mathäm.  Ser.4,  III,  53. 

B. 

Slastidtat 

36.  Mämoire  sur  un  nonveau  cas  integrable  du  probUme  de  Tdlastique  et  Tune  de 

ses  applications.    M.  L^vy.    Journ.  math^m.  Sär.  3,  X,  5. 
87.  Sur  r^quilibre  et  la  däformation  des  piäces  drculaires.    H.  Läaut^.    Journ. 
math^m.  S^r.  3,  X,  367. 

38.  Einfluss  der  Versenkung  von  Maassst&ben  in  eine  Flüssigkeit  auf  die  scheiD- 

bare  Länge  derselben.    W.  Marek.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  266. 

39.  A  new  Solution  of  the  equations  of  an  isotropic  elastic  solid  and  its  applica- 

tion  to  the  theory  of  beams.    C.  Chree.    Quart  Journ.  math.  XXif,  89. 
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Elektrleittt. 

40.  Actione  ^ectrodynamiqaee  renfermant  des  fonctioDS  arbitraires:  hypoth^ses  qui 

d^termiDent  ces  fonctionB.    P.  LeCordier.    Joarn.  math^m.  8^r.  4,  I,  357. 

41.  Theorie   des   actions  ^lectrod^namiques  les  plas   g^n^rales  qni  puissent  dtre 

obsery^es.    F.  Le  Cordier.    Journ.  math^m.  8^r.  3,  X,  48. 

42.  Ueber  die  ffalvanische  Indaction  in  einem  körperlichen  Leiter.    E.  0.  Richter. 

Zeit«chr.  Math.  Phys.  XXXIII,  209,  279. 

43.  Sur    une  formale  g^n^rale  relative  ä  Tdlectrisation  par  inflnence  de  Mr.  R. 

Clausins.    J.  G.  Legebeke.    Jonm.  mathäm.  Sär.  3,  X,  109. 

44.  Zar  Einfahmng  in  die  Theorie  der  dielektrischen  Polarisation.    0.  Tumlirz. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  261. 

Ellipse. 

45.  Ueber  einige  S&tze  Steiner's.    Stell.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  78. 

46.  Triangle  inscrit  ä  one  eliipse  sons  la  condition  aae  les  deuz  cöt^s  partant  d*un 

Soint  doun^  coapeut  le  grand  aze  i  ^gale  distance  d*an  point  donnä. 
[osnat    Mathesis  VIII,  47.  —  Jeräbek,  Falisse,  Farisano  ibid.  48. 

47.  Mazimnm  et  min  im  um  des  jambes  d'un  angle  droit  tangentes  k  une  eliipse. 

W.  Mantel.     Mathesis  VIII,  276.  —  J.  Neuberg  ibid.  276. 

48.  Sur  le  rapport  des  deux  aires  dans  lesquelles  une  eliipse  donnäe  est  partag^e 

par  une  parabole  egalement  donn^e.    Emmerich.    Mathesis  ViII,  126. 

EUipsold. 

49.  Determination  en  grand eur  et  en  direction  des  azes  d'nne  section  diametrale 

de  reUipsoide.    Ph.  Gilbert.    Mathesis  VIII,  247. 

EDiptitdh»  Trantcendenten. 

60.  Zur   Theorie  der  elliptischen  Functionen.    H.  Weber.    Acta  math.  XI,   338. 

[Vergl.  Bd.  XXXI,  Nr.  377.1 

61.  Das  elliptische  Integral  erster  Gattung  mit  complexem  Modul.    L.  Saalschütz. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  311. 

62.  Zur  Theorie  der  Schliessungsprobleme.    E.  Oekinghaus.    Grün.  Archiv  2.  R. 

VI,  186. 

63.  Sur   la  multiplication   complexe   des   fonctions  elliptiques.     Sylow.     Joum. 

math^m.  Sär.  4,  III,  109. 

64.  Complex  multiplication  of  elliptic  functions.    A.  G.  Greenhill.    Quart  Joum. 

math.  XXII,  119,  174. 

F- 

Tomon. 
66.  Zur  Lehre  der  quadratischen  Formen.    J.  Väilvi.    Grnn.  Archiv  2.  R.  VI,  446. 

66.  Parämeterdarstellung  von  orthogonalen  Subsitutionen,  welche  identisch  um- 

kehrbar sind,  auf  geometrischem  Wege.    Fr.  Hof  mann«    Zeitschr.  Math. 
Phys.  XXXIII,  381. 
Vergl.  Determinanten.    Substitutionen. 

Fn&etioiiMi. 

67.  Methode  des  infiniments  petits.    P.  Mansion.    Mathesis  V11I,  149. 

68.  Eine  Verallgemeinerung  der  dekadischen  Schreibweise  nebst  fnnctionentheore- 

tischer  Anwendung.    Em  Strauss.    Acta  math.  XI,  13. 

69.  Sur  la  possibilitä  d*une  repräsentation  analytique  des  fonctions  dites  arbitraires 

d*une  variable  reelle.    E.  Weierstrass  (L.  Lau  gel).    Joum.  math^m. 
S^r.  4,  II,  106,  116. 

60.  Sur  les  fonctions  holomorphes.    Hermite.    Joum.  mathäm.  S^r.  4,  I,  9. 

61.  Demonstration  d*un  th^orlme  g^n^ral  sur  les  fonctions  uniformes  liäes  par  une 

relation  alg^brique.    Em.  Picard.    Acta  math.  XI,  1. 

62.  Zur  Theorie  der  mehrwerthigen ,  mehrfach  linear  verknfipfben  Functionen.    E. 

Heun.    Acta  math.  XI,  97. 

63.  On  Weierstrass's  doubly  periodic  functions.     A.  R.  Forsyth.    Quart«  Joum. 

math.  XXII,  1. 

64.  Sur  les  fonctions  quadruplement  p^riodiques  de  deuzidme  et  de  troisi^me  esp^ce. 

M.  Erause.    Joum.  mathlm.  S<§r.  4,  III,  87. 
66.  Application  de  la  thäorie  des  fonctions  fnchsiennes  k  Tätude  des  conrbes  alg^- 

briques.    G.  Humbert.    Joum.  math^m.  S^r.  4,  II,  289. 
66.  Sur  les  int^^les  de  diff^rentielles  totales  alg^briqnes  de  premi^re  esp^. 

Em«  Picard.    Joum.  mtU^h^m.  S^r.  4,  I,  281;  11,  889.  ^  i 
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67.  Sar  les  fonctiona  iteratives.    J.  Parkas.    Journ.  math^m.  Sär.  3,  X,  10t. 

68.  On  AbeFs  Theorem.    A.  G.  Dixon.    Quart  Journ.  math.  XXII,  200. 

69.  The  law  of  sjmmetry  and  other  theorems  in  Bytnmetric  funetions.    P.A.Mac 

Mahon.    Quart.  Journ.  math.  XXII,  74. 

70.  Sur  une  formule  de  Mr.  Tisserand  et  sur  les  fonctions  hjpergdom^triqnes  de 

deux  variables.    P.  Appell.    Journ.  mathäm.  S^r.  3,  X,  407. 

71.  üeber    die  Fourier-Bessersche   TrauBcendente.     E.   Häntzschel.     Zeibschr. 

Math.  Phys.  XXXIIl,  186.    [Vergl  Bd.  XXXH,  Nr.  80.] 

72.  Propridtäs  du  polynome  f{x)  du  degrä  n  qui  v^rifie  Tidentit^  n  fix)  =  (ä  -  a)f(x) 

+  b  f\x\    V.  J  a  m  e  t.    Mathesis  VIII,  228. 
OD     a2knix 

73.  Sur  la  fonction  St(w,x,8)^  2  ; — ttt-»    Lerch.    Acta  math.  XI,  19. 

Vergl.  Abersche  Transcendenten.  Binomialcoefficienten.  Determinanten. 
Differentialgleichungen.  Differentialquotient.  Elliptische  Transcendenten. 
Formen.  QammafimctioneD.  Geometrie  (höhere)  85,  86.  Integration 
(unbestimmte).  Eettenbrüche.  Eugelfunctionen.  Logarithmen.  Maxima 
und  Minima.  Mittelgprössen.  Rectification.  Reihen.  Richtungsgrössen. 
Substitutionen.    UltTaelliptische  Transcendenten.    Zahlentheorie. 

.Oammaftmotioiien. 

74.  Zur  Function  F^x),    W.  L&ska.    Gkun.  Archiv  2.  R.  VI,  448. 

75.  üeber  Gammafunctionen  mit  negativen  Argumenten.  L.  Saalschütz.  Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXXIII,  362.    [VergL  Bd.  XXXIII,  Nr.  67.] 

Geometrie  (deseriptiye). 

76.  Die  Axonometrie  als  Orthoeonalprojection.    A.  Weiler.    Zeitschr.  Math.  Phys. 

XXXni,  267. 

77.  Sur  la  droite  de  profil.    Barbarin.    Mathesis  VIII,  265. 

Gheometrie  (höhere). 

78.  Sur  les  th^ordmes  fondamentaux  de  la  g^omätrie  projective.    C.  Le  Paige, 

Fr.  Deruyts.    Mathesis  VIII,  Supplement. 

79.  Zur  synthetischen  Erzeugung  der  Gremona'schen  Transformation  4.  Ordnung. 

Doehlemann.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  243. 

80.  Applications  de  la  quasi -inversion  lin^aire  aux  courbes  osculatrices.    Gl  Ser- 

vals.   Mathens  VIII,  28.    [Vergl.  Bd.  XXXIII,  Nr.  60.] 

81.  Sur  la  throne  des  transformations.    Cl.  Servais.    Mathesis  VIII,  106. 

82.  Sur  les  transfnrmations   quadratiques  involutives.     J.   Neuberg.     Mathesis 

Vni,  177. 

83.  Ueber  eine  Art  inyolutorischer  Verwandtschaft  des  zweiten  Grades.  Kil binger. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXUl,  14. 

84.  The  mechanical  tracing  of  curves.  C.  M.  Jessop.   Quart  Journ.  math.  XXil,  151. 

85.  Application   gdomätrique   d'un   thäor^me   de  Jacobi.     0.  Humbert    Journ. 

math^m.  S^.  4,  I,  347. 

86.  Sur  le  thäor^me  d'Abel  et  quelques  unes  de  ses  applicatious  gäomätriques.   G. 

Humbert    Journ.  mathäm.  Sär.  4,  UI,  327. 

87.  Th^röme  sur  les  transversales.    Laurens.    Mathesis  VHI,  17.  —  J.  Neuberg 

ibid.  69.    [Vergl.  Bd.  XXXHI,  Nr.  198.] 

88.  Sur  deux  thangles  homologiques.    Laurens.    Mathesis  VIII,  204.  —  Beyens 

ibid.  206.  —  Servais  ibid.  206.  —  Jef  fi,bek  ibid.  207. 

89.  Sur  quatre  points  formant  un  groupe  orthocentrioue.    Droz,  Fran^ois,  Em- 

merich, Däprez,  Brocard,  Convert    Mathesis  VIII,  209. 

90.  Emploi  de  la  mäthode  de  Roberyal  pour  trouver  les  tangentes  de  trois  conrbes 

se  rapportant  toutes  les  trois  ö.  une  courbe  donnäe.  Meurice.  Mathesis 
Vni,  117. 

91.  Lieux  des  points  des  tangentes  et  des  normales  d'une  courbe  quelconque  ajant 

d*un  point  donnä  la  m6me  distance  que  le  point  de  la  courbe,  dont  elles 
partent  Minenr,  M.  d'Ocagne.  Mathesis  VlII,  70.  [VergL  Bd. XXXHI, 
Nr.  64.] 

92.  On  a  System  of  cubic  curves.    A.  S.  Hart    Quart  Journ.  math.  XXU,  199. 

93.  Ueber  die  Gurven  4.  Ordnung  mit  3  Inflezionsknoten.    P.  H.  Schonte.    Gran. 

Archiv  2.  R.  VI,  113.    [VergL  Bd.  XXXII,  Nr.  91.] 

94.  Ueber  eine  Aufgabe  aus  der  projectiven  Geometrie  des  Raumes.   C.  Hossfeld. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  Ul. 
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95.  Construction  der  Banmcarven  8.  Ordnung 'ans  imagin&ren  Punkten.    C.  Hoss- 

feld.   Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIlf,  114. 

96.  On  self-conjugate  polygons  and  polyhedra.    A.  B.  Johnson.    Quart.  Journ. 

math.  XXII,  158. 

97.  Sjmunetrio  products  in  relation  to  curves  and  surfaces.   A.  R.John8on.  Quart. 

Journ.  math.  XXII,  325. 

98.  Construction  einer  Plücker^schen  Complexfläche  aus  ihren  vier  singulären  Strah- 

len.   Joh.  Kleiber.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  349. 
VergL  Differentialgleichungen  26.     Functionen  65.  70,  73.    Geschichte  der 
Mathematik  120.  Kegelschnitte.  Kinematik.  Mehrdimensionale  Geometrie. 
Planimetrie  214.    Bectifioation. 

Gesohiohte  d«r  Hathematik. 

99.  De  Tätude  snr  Thistoire  des  mathämatiques  en  Bussie.  V.  Bobynin.   Biblioth. 

math.  1888,  108. 

100.  Sur  le  cours  d*histoire  des  math^matiqnes  de  TUniversitä  de  Gand.    P.  Mau- 

sion.    Biblioth.  math.  1888,  33. 

101.  Etudes  snr  Diophante.    P.  Tannery.    Biblioth.  math.  1888,  3.    [Vergl.  Bd. 

XXXni,  Nr.  79.] 

102.  Sur  Poptiqne  de  Claude  Ptolämäe.    H.  Narducci.    Biblioth.  math.  1888,  97. 

103.  Historische  Miscellen.    A.  Wittstein.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  hist- 

lit.  Abth.  96. 

104.  Ahmed  und  sein  Buch  über  die  Proportionen.    M.  Cantor.    Biblioth.  math. 

1888,  7. 

105.  Jusuf  ben  Ibrahim  und  Ahmed  ben  Jusuf.    M.  Steinschneider.    Biblioth. 

math.  1888,  49,  111. 

106.  Ueber  das  Wort  Almanach.    M.  Steinschneider.    Biblioth.  math.  1888,  13. 

107.  Kleine  Anekdota  zur  byzantinischen  Mathematik.    J.  L.  Heiberg.    Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXXIII,  hist.-lit.  Abth.  161. 

108.  Ueber  die  verschiedenen  Namen  des  sogenannten  geometrischen  Quadrates. 

H.  Weissenborn.    Biblioth.  math.  1888,  87. 

109.  Hat  Leonardo  da  Vinci  das  Beharrungsgesetz  gekannt?    E.  Wohlwill.    Bibl. 

math.  1888,  19. 
HO.  Entwurf  einer  Geschichte  der  Gesetze  des  Stosses.     E.  Gel  eich.     Zeitschr. 
Math.  Phys.  XXXIE,  hist.-lit.  Abth.  41,  81. 

111.  Das  älteste  deutsche  Bechenbuch  von  1445.    F.  Unger.    Zeitschr.  Math.  Phys. 

XXXni,  hist-lit.  Abth.  126. 

112.  Zur  Geschichte  der  annähernden  Berechnunff  quadratischer  Irrationalitäten. 

K.  Hunrath.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  hist.-lit.  Abth.  1. 
118.  Sur  trois  petits  traitäs  math^matiques  attribuäs   au  savant  su^dois  Peder 
Mansson.    G.  Eneström.    Biblioth.  math.  1888,  17. 

114.  Sur  la  rögle  de  m^diation.    P.  Mansion.    Biblioth.  math.  1888,  SQ. 

115.  Ueber  eine  merkwürdige  Beziehung  zwischen  Pappus  und  Kepler.  8.  Günther. 

Biblioth.  math.  1888,  81. 

116.  Snr  nne  traduction  näerlandaise  de  la  mdthode  de  perspective  de  Girard  D^s- 

argues  et  sur  les  lefons  de  tänäbres.     C.  Le  Paige.    Biblioth.  math. 
1888,  10. 

117.  Ueber  einen  De  la  Hire  zugeschriebenen  Lehrsatz.     M.  Curtze.     Biblioth. 

math.  1888,  65. 

118.  Sur  un  point  de  Thistoire  du  probläme  des  isopärim^tres.     G.  Eneström. 

Bibüoth.  math.  1888,  88. 

119.  La  tentatiye  de  Deffen  de  gändraliser  le  thäoräme  d'addition  d'Euler.    C.  A. 

Bjerknes.    Biblioth.  math.  1888,  1. 

120.  Notizie  storiche  sulla  geometria  numerativa.  G.  Loria.   Biblioth.  math.  1888, 
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121.  Gedäch'tnissrede  auf  Leopold  Prowe,  t  26.  IX.  1887.     M.  Curtze.     Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXXHI,  hist-lit.  Abth.  89. 

122.  Carl  Gustav  Axel  Hamack,  f  8.  IV.  1888.    M.  N  o  e  t h  er.    Zeitschr.  Math.  Phys. 

XXXm^  hist-lit.  Abth.  121. 
Yergl.  Gleichungen  129. 

01eidiimg«n. 

128.  Demonstration  du  th^ordme  fondamental  de  Galois  dans  la  th^rie  de  la  r^so- 
IntioD  alg^briqne  des  äqnations.   J.  T.  So  derb  erg.   Acta  math.  XI,  297. 
124.  Sur  une  idenStä.    J.  Neuberg,  Mosnat    Mathesis  Yili,  116. 

HUi-Ut.  Abthlg.  d.  Zdtiohr.  t  Mftth.  n.  Phyi.  XXXIV,  3.  DJiitized  by 


Google 


114  Historisch -literarische  Abtheilnng. 

196.  8ur  le  moment  auqael  se  reDContrent  denx  points  matäriele,  Tnii  tombant  Ubre- 
ment,  Tantfe  ^tant  laiicä  de  baut  en  bas.  Emmerich,  G.  Bubso.  Ma- 
thesia  Vni,  209. 

126.  B^BolutioD  d*ane  ^quatioD  biaaadratique.  Beyens,  Ddprez,  Heyne.  Matheik 

VIII,  25.  —  Emmerich,  Rocbetti,  Brocard  ibid. 

127.  Sur  les  ^quations  da  cinqui^me  degr6.    P.  Gordan.    Jonm.  mathäm.  Sär.4^ 

I,  465. 

128.  Snr  Tdquation  du  6.  degr^  dont  lee  racines  sont  les  prodaits  denx  ädeuxdes 

8  racines  d*Qne  ^quation  du  8.  degrä.    L.  van  den  Broeck.    Mathedt 
Vm,  196. 

129.  Sur  un  Bvstdme  de  4  dquations  du  premier  degr^  r^Boln  par  Leonard  de  Pise. 

E.  Fauquembergue.    Mathesie  VIII,  135. 

130.  Elimination   de  3  inconnuee   entre  autant  d^^quations.     Mosnat,  Pisani, 

D^prez.    Mathesis  VJIT,  147. 

131.  Resolution   d*un  Systeme   de  4  äquations  quadratiqoes.    Däpres,  Beyens. 

Matheeis  VUl,  78. 

132.  Ein  Satz   über  den  Grad  der  Resultante  zweier  Gleichungen.    J.  VivantL 

Zeitachr.  Math.  Phys.  XXXHI,  184.  —  G.  Loria  ibid.  367. 
Vergl.  Dififerentialgleicbnngen  28.    Functionen  69. 


Hydrodynamik. 

133.  Memoire  sur  la  propasation  du  mouvement  dans  un  fluide  ind^fini.  H.  Hago- 

niot.    Joum.  matüdm.  Sör.  4,  EI,  477. 

134.  On  a  problem  in  fluid  motion.    R.  A.  Her  man.    Quart.  Joum.  math.XXII,  870. 

135.  On  the  motion  of  two  spherea  in  fluid  and  allied  problema.    R.  A.  Herrn  an. 

Quart.  Joum.  math.  XXII,  204. 

136.  Motion  of  coxnpound  bodiea  through  liquid.    H.  J.  Sharpe.    Quart  Journ. 

math.  XXII,  262. 

Hyperbel. 

137.  Sur  rhyperbole  inverae  de  la  droite  d'Euler.    Jer§.bek.    Matheaia  VHI,  81. 

—  J.  Neuberg  ibid.  82.  —  Fuhrmann  ibid.  116. 
Vergl.  Rectification  228. 

Hyperboloid. 

138.  Hyperbolotde  engendr^  par  des  perpendiculairea  aur  les  facea  d'un  tätraädre. 

Van  Do  raten,  Meurice.    Matheaia  VHI,  50.  —  J.  Neuberg  ibid.  51. 

139.  Hyperboloide  ä  une  nappe  touch^  par  deux  plana.    Ed.  Lacaa.    Mathesis 

Vni,  283. 

!• 

Integration  (unbestimmte). 

140.  Sur  rintägration  algäbrique  dee  dififärentiellea.    J.  Ptaazycki.    Acta  math 

XI,  395. 

K. 

Kegelselmitte. 

141.  Ueber  drei-  und  vierpunktige  Berührung  von  Eegelacbnitten.    Chr.  Beyel. 

Zeitachr.  Math.  Phya.  XXXHI,  120. 

142.  üeber  die  Normalen  der  Kegelachnitte.   E.  Oekinghaua.   Gran.  Archiv  2. B. 

VI,  112.  ^ 

143.  Sur  lea  normalea  aox  coniquea.    G.  de  Longchampa.    Matheais  VHI,  HO. 

144.  Construction  der  den  Brennpunkten  eines  Kegelachnitte  entsprechenden  Punkte 

im  collinearen  Syateme.    L,  Klug.    Gran.  Archiv  2.  R.  VI,  88. 

145.  Coniquea  ayant  pour  foyera  lea  pointa  de  Brocard  d'un  avat^me  de  triangl» 

au  m6me  pomt  de  Lemoine.    Däprez,  Schonte.    Matheaia  VHI,  203. 

146.  Conatruire  une  conique,  connaiasant  3  tangentea  quelconqnea  et  la  tangenie 

en  Tun  dea  aommeta.    Mantel.    Matheaia  VHI,  202.  —  J.  Nenberg  ibid. 
203.  —  D^prez  ibid.  274. 

147.  Une  conique  paaae  par  4  pointa  donn^;  trouver  le  lieu  du  centre  du  cerde 

oaoulateur  an  premier  de  ces  4  pointa.    Brocard,  Piaani»  Verniory, 
Döprez.    Matheaia  VHI,  121.  ^  j 
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14S.    Une  conique  passe  par  3  points  donn^s  et  touche  ane  droiie  donnde  en  an 

point  vanable;  lieu  da  centre  da  cercle  oscalatear  k  ce  point.    Pisani. 

Mathesis  VUI,  143. 
149.   Snveloppe  de  Taxe  radicale  de  deax  circonförences  variables  d.  rapport  des 

rayoDs  constants  et  passant  par  4  points  donnäs.    Brocard,  risani. 

Mathesis  VIII,  259.  -  Bruyr  ibid.  260. 
löO.    Stallt  donnäe  ane  tangente  P  ä  une  coniqae  C,  on  m^ne  par  les  points  oa  T 

rencontre  ane  coniqae  variable  C,  homofocale  ä  C,  deox  nouvelles  tau- 

gentes  &  C7.    Troaver  le  liea  du  point  de  rencontre  de  ces  droites.    D6- 

prez.    Mathesis  YIII,  231. 

151.  Ueber  rechtwinklige  and  gleichseitige  Dreiecke,  welche  einem  Kegelschnitt 

einbesdirieben  sind.    B.  Sporer.    Zeitschr.  Math.  Phjs.  XXXIII,  374. 

152.  Gin  Satz  über  das  dem  Kegelschnitt  umschriebene  Siebeneck.   H.  Schroeter. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  374. 
Vergl.  Ellipse.    Hyperbel.    Kreis.    Parabel. 

Ktttanbrüohe. 

153.  Ueber  die  Entwickelang  complexer  Grössen  in  Kettenbrüche.    A.  Hurwitz. 

Acta  math.  XI,  187. 

154.  Sar  la  r^daction  en  fractions  continues  d'une  fraction  qui  satisfait  d.  une  äqna- 

tion  difiPärentielle  lin^aire  du  premier  ordre  dont  les  coefficients  sont 
rationnels.    E.  Lagaerre.    Joum.  math^m.  Sär.  4,  I,  136. 

Kinematik. 

155.  Zur   Bestimmung   der  Krümm ungsmittelnunkte  der  Polbahnen  eines  ebenen 

Systems.  F.  Buka.  Zeitschr.  Math.  Fhys.  XXXIII,  117.  —  L.  Burmester 
ibid.  190.    rVergl.  Bd.  XXX,  Nr.  297.] 

156.  Kinematische  Fl&chenerzeugung  vermittelst  cylindrischer  Bollang.     L.  Bur- 

mester.    Zeitschr.  Math.  Phj^s.  XXXIII,  387. 

157.  Ueber  gleichzeitige  Bewegungeo  eines  ebenen  Systems.   Ferd.  Wittenbauer. 

Zeitechr.  Math.  Phys.  XXXIII,  193. 

Kreis. 

158.  Herleitung  der  Mittelpunktscoordinaten  und  des  Halbmessers  eines  Kreises  aus 

seiner  Gleichung  in  trimetrischen  Punktcoordinaten.  Stell.  Zeitschr. 
Math.  Phvs.  XXXHI,  246. 

159.  Ezercices  sur  les  cercles  tangents.    Däprez.    Mathesis  VIII,  91. 

160.  Gonsäquence  du  th^oröme  de  Stewart    Simart.    Mathesis  Vni,  17.  ~  Thiry 

ibid.  93. 

161.  Circonförence  passant  par  2  points  fixes  divisant  en  jparties  harmoniques  le 

diamätre  d'un  cercle  donnä.  Boedt.  Mathesis  YlII,  99.  —  Mandart 
ibid.  100.  —  Ddprez  ibid.  101. 

162.  Circonfi^rence  däcrite  par  le  milieu  d^une  droite  tiräe  dans  un  triangle  ä  base 

fixe  dont  le  sommet  d^rit  ägalement  nne  circenfi^rence.  Thiry,  Meu* 
rioe,  Mineur,  Ddprez,  Mandart,  Ghuys,  Lambotte,  Emmerich. 
Mathesis  VlII,  127. 

163.  Thäor^me  par  rapport  aux  triangles  inscrits  dans  un  cercle  ayant  tous  deux 

cötäs  paraUäles.    Gob,  Meurice.    Mathesis  VIII,  119. 

164.  Ginq  droites  concourrant  en  un  point  de  la  circonföreuce  des  neaf  points  d^un 

triangle.    D^prez,  Molenbroek  jr.,  J.  Beyens.    Mathesis  YUI,  146. 

165.  Sar  les  puissances  des  3  sommets  d'un  mangle  par  rapport  ä  8  circonf^rences. 

Verniory,  Ddprez,  Choisis.    Mathesis  VlII,  173. 

166.  Lieu  da  centre  d'un  cercle  passant  par  ud  point  quelconque  de  Taxe  radicale 

de  deux  cercles  et  les  points  de  tangence  des  tangentes  tiräes  de  ce  point 
aux  deux  cercles.    Brocard,  Däprez,  Falisse.    Mathesis  YIII,  45. 

167.  Denz  circonf^rences  variables  passant  Pune  par  A  et  J9,  Tautre  par  A  et  (7, 

et  se  coupant  sous  an  angle  donnä,  on  cherche  le  lieu  du  second  point 
d*intersection  des  deux  circonförences.  Jer&bek,  Farisano,  Meurice, 
Verniory.    Mathesis  VIII,  78. 

168.  Sar  deux  cercles  k  rayons  variables  mais  ägaux  et  passant  Tun  par  les  points 

AetB,  Tautre  par  j1  et  (7.  Gob,  Meurice,  Pisani,  Boeat,  Mosnat. 
Mathesis  Vni,  96. 

169.  Point  de  contact  de  deox  circonfärences  tangentes  entre  elles  et  passant  Tune 

par  2  points  donn^,  Tautre  par  2  autres  points  donn^s  egalemetit.  Ver* 
niory,  Gob.    Mathesis  Vlll,  254.  —  J.  Neuberg  ibid.  256.         r^r^r^r^}r> 
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KngalftuietioiieiL 

170.  Ueber  die  CoefficieDten  der  Eugelfimctionen  einer  Veränderlichen.    W.  Braun. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXÖH,  814. 

Logaritlimen. 

171.  Essai  d'une  nouTelle  thäorie  ^Itoentaire  des  logaritbmes.    Jamet.     Matheüe 

VUI,  40,  89,  168. 

H. 

Magnetitmiu. 

172.  Actions  mäcaniqaes  prodaites  par  les  aimants  et  par  le  magn^tisme  terrestre. 

P.  Le  Cordier.    Journ.  mathöm.  Sör.  3,  X,  113,  281. 

173.  Sur  le  maximum  du  prodoit  de  plusieurs  factenrs  positife  dont  la  soznme  est 

constante.  Ooarsat.  Mathesis  YIII,  10.  ~  Darboux  ibid.  11.  —  Häton 
de  la  Goupilli^re  ibid.  12.  —  Desboves  ibid.  69.  [Vergl.  Bd.  XXXIII, 
Nr.  167.] 

174.  Si  la  somme  x  +  y  est  maximum  dans  le  cas  de  o;  =  y,   ce  m6me  cas  rendra 

minimum  ~>- +  —  •    E.  Oelin.    Mathesis  VUI,  246. 
X      y 

175.  Ueber  den  grössten  (kleinsten)  Flächeninhalt  doppelt  centrischer  Drei-   und 

Vierecke.    0.  Schiömilch.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXill,  191. 
VergL  Ellipse  97.    Oberflächen  195,  196.    Tetraeder  245. 

Hediaaik. 

176.  Sur  le  principe  de  la  moindre  action.  Joukovsky.  Jonm.mathdm.  Ser.3,  X,  97. 

177.  Sur  une   application  des  äquations  de  Lagrange.    A.  de  Saint  Germain. 

Journ.  mathäm.  S^r.  4,  I,  129. 

178.  Ueber  das  Jacobi'sche  Theorem  von  der  Ersetzbarkeit  einer  La^range*8cben 

Rotation  durch  zwei  Poinsot'sche  Rotationen.  W.  Hess.  Zeitschr.  Math. 
Phys.  XXXUl,  292. 

179.  Sur  la  caractäristique  d'un  Systeme  m^canique  en  mouvement.    H.  Läaat^. 

Journ.  mathdm.  Sär.  4,  III,  465. 

180.  Ueber  die  Integrale  des  Vielkfirper- Problems.   H.  Bruns.  Actamath.  XI,  25. 

181.  Ueber  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  einer  Rotationsfläche.    0. 

Staude.    Acta  math.  XI,  303. 

182.  Sur  le  mouvement  d'un  corps  pesant  de  rävolution  fixä  par  un  point  de  aon 

axe.    0.  Darboux.    Journ.  mathäm.  S^r.  4,  I,  403. 

183.  Momentaner  Bewegungszustand  eines  in  der  Praxis  viel  angewandten  Mecha- 

nismus.   Aug.  Ramisch.    Grün.  Archiv  2.  R.  VI,  442. 

184.  On  the   division  of  space   with  minimum   potential   area.     W.  Thomeon. 

Acta  math.  XI,  121. 

185.  Ueber  die  Bewegung  von  Ketten  in  Cnrven.     F.  August.     Zeitschr.  Math. 

Phys.  XXXllI,  321. 

186.  Beitrag   zur  Lehre    von  der  Bewegung  eines  festen  Körpers  in  einer  incom- 

pressibehi  Flüssigkeit.    Fr.  Kötter.    Grün.  Archiv  2.  R.  VI,  157. 
Vergl.  Astronomie.  Elasticität.  Elektricität.  Geschichte  der  Mathematik  109, 
110.   Hydrodynamik.  Kinematik.   Magnetismus.   Optik.  Potential.   Träg- 
heitsmoment. 

Hehrdimentionale  C^metrie. 

187.  Principien  der  n-dimensionalen  Ourventheorie.     R.  Hoppe.     Grün.  Archiv 

2.  R.  VI,  168. 

188.  Erweiterung  zweier  S&tze   auf  n  Dimensionen.     R.  Hoppe.     Grün.  Archiv 

2.  R.  VI,  69. 

KÜtelgrössen. 

189.  Ueber  einige  Ungleichungen.    H.  Simon.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  56. 

190.  Mittelwerthe,  die  Krümmung  ebener  Curven  und  krummer  Flächen  betreffend. 

Em.  Czuber.    Grün.  Archiv  2.  R.  VI,  294. 

191.  Zur  Theorie  des  arithmetisch -geometrischen  Mittels.  Th.  Lohnstein.   Ztscfar. 

Math.  Phys.  XXXUI,  129,  318. 

192.  Ueber  das  harmonisch  geometrische  Mittel.  Th  Lohnstein.  Zeitschr.  Math. 

Phys.  XXXUl,  316.  ^  , 
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Oberflloheii. 

193.  Bemerkung  über  diejenigen  Flächen,  bei  denen  die  Differenz  der  Hauptkrüm- 

mnngsradien  coustaAt  ist.    B.  y.  Lilienthal.    Acta  math.  XI,  891. 

194.  On  Kadio*8  inyerse  centro-sorface.    A.  Cay  ley.    Quart  Joum.  math.  XXII,  156. 
19&.  Sur  un  mode  de  transformation  de  surfoces  minima.  E.  Goursat.  Acta  math. 

XI,  136,  257. 

196.  Ueber  Minimalflächen.    J.  Viranti.    Zeitechr.  Math.  Phys.  XXXIII,  137. 

197.  üeber   Rotationsflächen   mit   loxodromischer   Verwandtschaft.     F.   August. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXÜI.  154. 

198.  Extension  of  Cayley*s  differential  equation  for  orthogonal  surfaces.    A.  B. 

Johnson. .  Quart.  Joum.  math.  aXII,  81. 
Yergl.  Complanation.    Kinematik  156.    Optik  200,  205. 

Oberflidien  sweiter  (Drdavng. 

199.  Construction  der  Flächen  zweiter  Ordnung  aus  9  Punkten,  yon  denen  8  ima- 

ginär sind.    C.  Hossfeld.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXÜI,  187. 
Yergl.  Ellipsoid.    Hyperboloid. 

Optik. 

200.  Memoire  d*optique  gäomdtrique  oomprenant  la  thdorie  du  point  repr^sentatif 

d'un   Clement   de   surfaces   r^^gläe.     A.  Mannheim.     Joum.  mathäm. 
S^r.  4,  n,  4. 

201.  Untersuchungen  über  die  Constitution  unendlich  dünner  astigmatischer  Strah- 

lenbfindel  nach  ihrer  Brechung  in  einer  krummen  Obemäche.    L.  Mat- 
thiessen     Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXÜI,  167. 

202.  Geometrische  Untersuchung  über  die  Drehung  der  Polarisationsebene  im  mag- 

netischen Felde.    M.  Sternberg.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXHI,  191. 

203.  Becherches  sur  Taction  de  la  matiäre  pond^rable  sur  T^ther.    E.Jablonski. 

Joum.  mathäm.  Sär.  3,  X,  147,  329. 

204.  Sur  une  loi  de  Fresnel.    E.  Jablonski.    Joum.  mathäm.  S^r.  4,  U,  441. 

205.  On  a  physical  property  of  a  certain  generator  of  the  waye-surface  of  abiaxis 

crystal.    W.  Wal  ton.    Quart.  Joum.  math.  XXII,  268. 

P. 

Parabel. 

206.  Thäor^mes  sur  la  parabole.    C.  Bergmans.    Mathesis  VHI,  63.    [Yergl.  Bd. 

XXXIII,  Nr.  191.] 

207.  Sur  les  normales  k  la  parabole.    M.  d*Ocagne.    Mathesis  Vill,  94. 

208.  Propriät^  des  paraboles   qui  ont  une  m^me  corde  normale.    G.  de  Long- 

champs.    Mathesis  VjII,  164.  ~>  Brocard,  Gl.  Seryais,  Yerniory, 
D^pres  ibid.  234. 

209.  Sur  3  rayons  yecteurs  faisant  entre  eux  des  angles  dgauz  menäs  par  le  foyer 

d*une  parabole.    Mosnat.    Mathesis  YHI,  97. 

210.  Problämes  se  rapportant  &  un  quadrilat^re  plan  et  deux  s^ries  de  parabolet. 

J.  Neuberg.    Mathesis  YUI,  162,  226. 

211.  Paraboles  touchant  deux.  droites  rectangulaires.    Jeräbek.    Mathesis  YHI, 

18.  —  D^prez  ibid.  19. 

212.  Paraboles  passant  par  un  point  donn^  et  ayant  pour  taugen te  au  sommet  une 

droite  donn^e.    Mosnat,  Yerniory,  D^prez,  Boedt.    Mathesis  YHI, 
71.  —  Poilvache  ibid.  73. 

213.  Sur  les  deux  paraboles  passant  par  deux  points  d*une  circonfärence  et  tan- 

gentes  &  la  mgme  circonfärence  dans  un  troisi^e  point  donnä.  Brocard. 
Mathesis  YHI,  170.  —  6o üb  als  ibid.  171. 

Planimetrie. 

214.  De  la  m^sure  de  la  simplidt^  dans  les  constructions  math^matiques.    £.  Le- 

meine.    Mathesis  YIII,  217,  241. 

215.  Sur  les  points  complämentaires.    M.  d*Ocagne.    Mathesis  YHI,  62.    [Yergl. 

Bd.^XlII,  Nr.  199.] 

216.  Propri^t^s  du   triangle.     M.   d*Ocagne.     Mathesis  YIII,  131.     [Yergl.  Bd. 

XXXIII,  Nr.  203.] 

217.  Point  d*un  triangle  donn^  auquel  est  circonscrit  un  autre  triangle.  Jefabek. 

Mathesis  Vlil,  139.  —  Verniory  ibid.  140.  ( 
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218.  Der  Brocard'sche  Winkel  des  Dreiecks.    W.  Fahrmann.    6run.  Archiv  2.  R. 

VI,  1,  218. 

219.  Neuer  Punkt  nnd  G^ade  in  der  Dreiecksebene.    J.  Hermes.    Gran.  Archiv 

2.  R.  VI,  437. 

220.  Sur  les  aires  de  qaelqaes  triangles.    Barbarin.    Mathesis  VIII,  15. 

221.  Propri^td  d*an  quadrilat^re  ä  la  fois  inscriptible  et  circonscriptible.    D^pres. 

Mathesis  Vill,  237. 

Potential. 

222.  Ueber  das  Gesetz  der  Veiftnderlichkeit  der  Schwere  für  das  Jacobi*8che  Gleich- 

gewichtsellipsoid.   Th.  Schmid.   Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  188.  -  L. 

Matthiessen  ibid.  306. 
823.  Sur  quelques  cons^^uences  de  la  formale  de  Gauss  et  sur  la  thäorie  du  po- 

tentiel.    Ph.  Gilbert.    Joum.  math^m.  Sär.  3,  X,  429. 
224.  Die  Widerstandsgleichung  einer  Potential  Niveauflache.  B.  Ulbricht.  Ztschr. 

Math.  Phys.  XXXIII,  372. 
226.  Potential  einer  elliptischen  Waise.   Ulr.  Bigler.    Grün.  Archiv  2.  B.  VI,  225. 

[VergL  Bd.  XXXI,  Nr.  642.] 
Vergl.  Reihen  230. 

Beotifleatlen. 

226.  De  la  longueur  d'une  ligne.    Goedseels.    Mathesis  VIII,  Supplement. 

227.  Sur  Tartide  de  Mr.  Goedseels:  ^^De  la  longueur  d'une  ligne.^'    P.  Mansion. 

Mathesis  VIII,  262. 

228.  Zur  Bectification  der  Hyperbel.   E.  Oekinghaus    Grün.  Archiv  2  R.  VI,  223. 

229.  Sur  la  räsolution  de  Tequation  dx^  -hdy^  +  dz^^d^  et  de  quelques  ^qaations 

analogues.    G.  Darb o uz.    Joum.  mathäm.  Sär.  4,  III,  305. 

Reihen. 

230.  D^veloppements  en  säries  trigonomätriques  de  certaines  fonctions  p^riodiques 

y^nfiant  Täquation  ^li^  =  0.    P.  Appell.    Journ.  math^m.  S^r.  4,  111,  5. 

231.  Zur  Theorie  der  harmonischen  Beihe.    H.  Simon.    Grün.  Archiv  2.  R.  VI, 

105,  220. 

232.  Sur  le  coefficient  du  terme   g^n^ral  dans  certains  d^veloppements.    A.  U. 

An  gl  in.    Joum.  mathäm.  S^r.  4,  II,  139. 

233.  Ueber  die  Entwickelung  von  «-i-d-«)  in  eine  Potenzenreihe  nebst  einigen 

Anwendungen  derselben.    L.  Saalschütz.    Grün.  Archiv  2.  B.  VI,  305. 

234.  2-^  =  -=-  si  on  comprend  par  a«  le  plus  grand  diviseur  impair  de  n.    W. 

Mantel.    Mathesis  VÜI,  208. 
Vergl.  Functionen  58,  70,  73. 

Biehtnngsgrttssen. 

235.  On  multiple  algebra.    A.  Oayley.    Quart.  Joum.  math.  XXU,  270. 

S. 

Sphlrik. 

236.  Th^ortoe  sur  le   quadrilat^re  sphärique.    Beyens,  Däprez,  Demoalin. 

Mathesis  VIII,  52. 

Stereometrie. 

237.  Poly^dres  k  faces  triangulaires  et  k  faces  quadrangulaires.    Droz.    Mathesis 

Vni,  166. 

238.  Sommet  commun  de  deuz  cdnes  semblables  construits  sur  deux  cercles  dans 

Tespace.    Emmerich,  heyens,  Ghuys.    Mathesis  VIII,  103. 
Vergl.  Tetraeder. 

SubstitntioneiL. 

239.  Les  fonctions  fuchsiennes  et  Tarithm^tique.    H.  Poincarä.    Jounumath^ 

86t  4,  111,  405. 

240.  Sur  les  groupes  transitifs  dont  le  degrä  est  le  carr^  d'un  nombre  premier. 

L.  Sylow.    Acta  math.  XI,  201. 

241.  Becherches  sur  la  transformation  par  des  substitutions  reelles  d^une  somme 

de  2  ou  de  3  carr^  en  eile  mdme.  Lipschitz  (J.  Molk).  Joum  mathäm. 
S^r.  4,  U,  373.  ^  j 
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242.  Becherches  snr  les  groupes  d'ordre  fini  contenu  dans  le  groupe  Cremona.    L. 

Aatonne.    Joarn.  math^m.  S^r.  4,  I,  431;  11,  49. 

243.  Recherches  sur  les  groupes  d'ordre  fini  contenus  dans  le  groape  des  sabstita- 

tions  Jinäaires  de  contact.    L.  Au  tonne.    Journ.  mathdm.  Sär.  4,  III,  63. 


T. 

Tetraeder. 
244.  üeber  mehrfach  perspective  Tetraeder.    L.  Klug.    Grün.  Archiv  2.  R.  VI,  93. 

246.  üeber  Tiiederschnitte  und  Mimmaltetraeder.    B ermann.    Grnn.  Archiv  2.  R. 

VI,  76,  219. 
24  6.  Denz  t^tra^dres  ayant  mSme  centre  de  gravitä.   Emmerich.   Mathesis  YIII, 
24.  —  J,  Neuberg  ibid. 

Trtgheittmoment. 

247.  Moments  dMnertie  du  triangle  et  du  t^tra^dre    E.  Gesaro.  Mathesis  VIII,  183. 

248.  Moment  d*inertie  du  triangle.    P.  Mansion.    Mathesis  VIII,  227. 

249.  Moment  d*inertie  d^un  quadrilat^re  par  rapport  au  point  de  rencontre  des 

droites  qui  joignent  les  milieuz  des  cdtäs  oppos^s.   V.  Jamet.    Mathesis 
VIII,  232. 

Trigonometrie. 

250.  Calcul  des  lignes  triffonomdtriques  des  arcs  du  premier  quadrant  de  3  en  3 

degräs.    E.  Gel  in.    Mathesis  VIII,  Supplement. 

261.  Questions  diverse«  de  trigonomätrie.    £.  Gelin.    Mathesis  VIII,  Supplement. 

262.  Sur  les  cosinus  des  siz  premiers  multiples  de  •— •    Emmerich,  J.  Beyens, 

13 

Stujvaeri    Mathesis  VIII,  22.  —  Lambotte,  Bonnet,  D^prez  ibid. 
23.  —  Choisis  ibid.  23. 

268.  Equation  la  plus  simple  admettant  pour  raoines  les  tangentes  et  les  cotan- 

gentes  de  3^  210,  33»   39«.    Gelin.    Mathesis  VIII,  172. 
A.  S  C 

a^'COtg  —  +  H^.cotg  —  +  (?.cotg  —     j^ 

264.  Dans  tout  triangle  on  a  2 » n ^  » — •    Beyens, 

a«*^y  +  &««^Y  +  C«t^y 

Falisse,  Rochetti.    Mathesis  VIII,  54.  —  Russo,  Emmerich,  Meu- 
rice,  D^prez  ibid.  65. 

265.  Equations  eutre  des  fonctions  trigonom^triques  des  angles  d^un  triangle  plan. 

Fran9ois,  Molenbroek,  Denys,  Däprez.    Matheais  VIII,  211. 

266.  Equations  entre  des  fonctions  trigonom^triques  de  4  angles  dont  la  somme 

e8t(2n+l)«.    E.  Gelin.    Mathesis  VIII,  277. 

267.  Snr  quelques   esp^ces  particuliäres  de  triangles.     J.  Neuberg.     Mathesis 

VIII,  245. 
258.  Evaluation  de  la  puissance  n  d^un  cöte  d*un  triangle  au  moyen  des  deux  autres 
cöt^s  et  de  deux  angles.    Emmerich,  Laisant.    Mathesis  VIII,  102. 

269.  Connaissent  un  angle  A  d*un  triangle  et  ensus  Tangle  entre  les  droites  joig- 

nant  A  auz  pointe  de  trisection  du  cdt^  oppose,  calculer  les  deux  autres 
angles  du  tnanffle.    Campbell,  Emmerich.    Mathesis  VIII,  53. 

260.  üeber  einige  Winkel-  und  L^enrelationen  am  Dreieck.     E.  Zahradnik. 

Grün.  Archiv  2.  R.  VI.  415. 

261.  Snr  les  angles  sous  lesquels  on  voit  les  diagonales  d*nn  cnbe  d'nnpoint  quelc- 

onque  de  la  sph^re  mscrite  au  cube.  Gerondal,  Meurioe,  Emmerich, 
Beyens.    Mathesis  VIII,  77. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  des  Raumes.    Determinantep  21. 


ü. 

ültraelliptisohe  Traaseondentan. 
262,  Beiträge   zur  Transformation  der  hyperelliptisohen  Integrale.    Wo  Id.  Hey- 
mann.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXIII,  31,  313. 


Vergl.  Abersche  Tranioendenten. 
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WalurseheinlichkeiUreehiiimg. 

263.  Ueber  zwei  Sätze  der  WahrBcheinlichkeitsrecbnong.    Fr.  Hofmann.    Ztschr. 

Math.  Phys.  XXXIII,  376. 

264.  Probabilit^  que  la  aommex-k-y  soit  premier  avec  «,  pendanfc  que  rr  ^n,  j^^n. 

Laisant.    Matheeis  VIU,  252.  —  J.  Neuberg  ibid.  254. 


ZaUeutheorie. 

265.  üntersuchangen  über  die  Nonnen  complexer  Zahlen.    E.  Schwerin g.    Acta 

math.  XI,  265. 

266.  Eine  Eigenschaft  der  Primzahl  107.    K.  Schwering.    Acta  math.  XI,   119. 

267.  Propositions  arithmätiques  tir^es  de  la  throne  de  la  fonction  exponentielle. 

Lipschitz.    Joiirn.  mathäm.  Sär.  4,  U,  219. 

268.  Oons^quences  du  th^oräme  de  Wilson.    J.  Neuberg.    Mathesis  VII,  226. 

269.  Sar  un  th^ordme  de  Mr.  Oltramare.    Cesaro.    Mathesis  VIJI,  129.     [Vergl. 

Bd.  XXXIII,  Nr.  268.] 

270.  Sur  lee  nombres  parfaits.    J.  J.  Sylvester.    Mathesis  YIII,  57.  —  Cl.  Ser- 

vais  ibid.  92,  135.  --  Cesaro  ibid.  112.    [Vergl. 'Bd.  XXXIII,  Nr.  263.] 

271.  Sur  le  chiffre  final  de  la  somme  des  puissances  p  de  10  nombres  cons^catift. 

Brooard,    Gelin,    Molenbroek,    Emmerich,    Mosnat.      Mathesis 
Vni,  108. 

272.  üeber  mansche  Quadrate.    Fei.  Clauss.    Grün.  Archiv  2.  B.  VI,  424. 

273.  Des  Solutions  entiäres  de  xy  +  ax  +  by  =  c.    Beyens,  Bruyr,  Emmerich, 

Laisant.    Mathesis  Vlll,  218. 

274.  Sur  une  somme  de  5  carr^s.    Brasseur,   D^prez,   Emmerich,  Molen- 

broek.   Mathesis  VIlI,  145. 

275.  La  diff^rence  de  denx  oubes  cons^cutiis  n'est  jamais  un  bicarr^.    F  au  quem - 

bergue.    Mathesis  VIII,  21. 

276.  2n»«:(2|)  +  l)«+(2g  +  l)*  est  impossible  sauf  pour  le  cas  n  =  5,   ^p  +  l  et 

2^4  1  ^tant  des  nombres  premiers.  Fauqnembergue.  Mathesis  VIII,  75. 
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Lucas  Paciuolo. 

Eine  biographische  Skizze 

Ton 

Dr.  H.  Staiqmüllee, 

ProfeBior  »in  kOnlgl.  BealgyrnnMiom  bh  Stuttgart. 
(Sohlnsa.) 


Im  Tractat  XI  giebt  Paciuolo  die  erste  Darstellang  der  doppelten 
BucbfOhrung.  In  Betreff  dieses  Tractats  verweise  ich  auf  die  treue  Wieder- 
gabe and  die  vielfachen  Berücksichtigungen!  welche  derselbe  in  verschie- 
denen von  mir  oben  angeftihrten  Abhandlungen  des  Herrn  Privatdocenten 
Dr.  Jaeger  erfuhr.  Ich  für  meinen  Theil  möchte  hier  nur  die  Yermuthung 
aussprechen,  dass  Paciuolo  wahrscheinlich  in  der  Zeit,  welche  er  in  dem 
Hause  des  Kaufherrn  Antonio  deBopiansi  zubrachte,  sich  die  Kennt- 
nisse der  damals  in  Venedig  üblichen  Art  der  doppelten  Buchführung  an- 
eignete, um  nun  als  Erster  ihre  Lehre  in  eine  strenge  Darlegung  zusammen- 
zufassen und  dem  Drucke  zu  übergeben. 

Der  Tractat  XH  trägt  den  Titel  „TarifEa".  Wie  heute  noch  den  Lehr- 
büchern über  Arithmetik  meist  als  Anhang  Tabellen  zur  Vergleichung  der 
in  den  einzelnen  Ländern  gebräuchlichen  Maasseinheiten  beigegeben  sind, 
welche  Tabellen  vor  noch  nicht  aUzulanger  Zeit  auch  bei  uns  sich  durch 
nichts  weniger  als  Einfachheit  auszeichneten,  so  schliesst  auch  Paciuolo 
den  arithmetischen  Theil  seines  Werkes  mit  Tabellen  ähnlichen  Inhalts,  in 
denen  vor  Allem  auch  die  Wechsel-  und  Qeldgebräuche  der  für  den  italie- 
nischen Kaufmann  in  jener  Zeit  in  Betracht  kommenden  Länder  tarifmässig 
zusammengestellt  sind.  Dieser  Tarif  zeigt,  den  damaligen  politischen  Ver- 
hältnissen Italiens  entsprechend,  eine  Mannigfaltigkeit,  für  welche  wir  heute 
nur  noch  ein  mitleidiges  Lächeln  haben.  Ausser  solchen  Vergleichungen 
sind  dem  Tarife,  der  hauptsächlich  für  den  Gebrauch  in  Venedig  und  Flo- 
renz bestimmt  war,  einige  Winke  über  Waarenkenntniss  beigegeben.  Dass 
solche  Zusammenstellungen  nie  das  Werk  eines  Einzelnen  sind,^)  sondern 
aus  dem  Verkehr  selbst  herauswachsen,  ist  klar  und  so  werden  sicherlich 
solche  Tarife  lange  vor  Erfindung  der  Buchdruckerkunst  in  den  Comptoiren 

1)  Brandaglia  scheint  der  Ansicht -zu  sein,   dass  Paciuolo   wenigstens 
einen  grossen  Theil  der  Notizen  seines  Tarifs  auf  seinen  Reisen ,  speciell  der  Orient- 
I         reise  gesammelt  habe,  welcher  Ansicht  ich  in  keiner  Weise  beipflichten  kaiHi.  t 
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verwendet  worden  sein,  und  nichts  ist  natürlicher,  als  dass  dieselben  spftter- 
hin  ohne  Automamen  gedruckt  wurden.    Ein  solcher  Tarif  erschien   1481 
unter  dem  Titel:  „Questo  e  el  libro  che  tracta  di  mercatantie  et  usanze  di 
paesi^  ohne  Automamen,  eine  andere  Ausgabe  trfigt  nicht  einmal  ein  Druck- 
jähr.     Dieser  Tarif  wird  einem  Giorgio  di  Lorenzo  Chiarini  zuge- 
schrieben,   da   diesen   Namen    ein   Manuscript   der   Magliabecchiana  zeigt. 
Paciuolo's  Tarif  stimmt  mit  jenem  wörtlich  überein ;^)  deshalb  wurde  Pa- 
ciuolo  von  der  einen  Seite  des  Plagiats  beschuldigt,  von  der  andern    die 
Hypothese  aufgestellt,  dass  auch  jener  Tarif  von  ihm  verfasst  sei.')  Oegen  diese 
letztere  Annahme  sprechen  zwei  Gründe.    Erstens  finde  ich  nirgends  in  Pa- 
ciuolo's  Werken  eine  diesbezügliche  Andeutung;   im  Qegentheil  sagt  der- 
selbe, er  füge  diese  Notizen  bei,  „obgleich  sie  durch  viele  Andere  zu  ver- 
schiedenen Zeiten  gesammelt  wurden  ^,^  und  zweitens  befand  er  sich  1481 
auf  Beisen,  speciell  in  Zara.     Doch  kann  nach  obiger  Darstellung  Paciuolo 
ebenso  wenig  der  Vorwurf  gemacht  werden,  mit  diesem  Tarif  ein  Plagiat 
verübt  zu  haben,  als  man  heute  einen  solchen  Vorwurf  unter  analogen  Ver- 
hältnissen erheben  würde.^)     und  zudem  enthalt  auch  schon  das  den  Jüng- 
lingen von  Perugia  im  Jahre  1478  gewidmete  Werk  einen  Tarif,  der  mit  obigem 
wohl  identisch  sein  dürfte,  und  den  Paciuolo  vielleicht  ebenfalls  seinem 
Aufenthalt  im  Hause  des  Kaufherrn  Antonio  de  Ropiansi  verdankte. 

Doch  nicht  nur  auf  den  Inhalt  der  Werke  Paciuolo 's  werden  wir 
unser  ürtheil  über  denselben  als  Mathematiker  gründen,  sondern  auch  auf 
die  Art  und  Weise  der  Behandlung  dieses  Inhalts,  und  hier  macht  sich 
unseren  heutigen  Forderungen  gegenüber  bei  Paciuolo  in  hohem  Grade 
ein  Mangel  an  Strenge  bemerklich.  Hat  Paciuolo  z.B.  irgend  eine  Vor- 
schrift zur  Lösung  einer  bestimmten  Art  von  Aufgaben  gegeben,  so  fühlt 
er  nur  in  den  allerseltensten  FSllen  das  Bedürfniss ,  ausser  der  Probe  einen 
directen  Beweis  für  die  Richtigkeit  seiner  Vorschriften  zu  geben.  Paciuolo 
erweist  sich  in  dieser,  ich  möchte  sagen  dogmatischen  Behandlung  der 
Mathematik  als  echtes  Eänd  des  Zeitabschnitts,  an  dessen  Ende  er  steht, 


1)  Wie  schon  Libri  1840  bemerkte.  Vergl.  dessen  Histoire  des  sciences 
math^matiques,  Bd.  III  S.  14S  Anm.  2. 

2)  Vergl.  z.  B.  die  Bemerkungen  sn  diesem  Tarife  in  Bicardi's  Biblioteca 
matematica  italiana. 

3)  „Benche  per  molti  aUri  se  ndbino  recölUper  divern  tempiJ'  VergL  „Sum- 
mario  de  la  qilarta  parte  prindpdle"  der  „Summa". 

4)  Aehnliche  Tarife  dürften  überhaupt  die  meisten  grösseren  der  damaligen 
arithmetischen  Werke  enthalten  haben.  Vergl.  z.  B.  Tagliente*8  „Libro  d*abaco". 
Derselbe  Verfasser  gab  1525  ebenfalls  eine  Lehre  der  doppelten  Bachfflhrang  heraas. 

Bei  Alledem  ist  auch  im  Aage  za  behalten,  dass  bei  der  damaligen  relativen 
Seltenheit  und  dem  hohen  Preise  der  Drucke  Paciuolo  sich  bemühen  musste, 
mit  seinem  Werke  möglichst  viele  andere  dem  Käufer  zu  ersetzen.  So  schreibt  er 
eben  in  Bezug  auf  diesen  Tarif  auch,  er  setze  ihn  bei,  damit  der  EaafDiann  Alles, 
was  er  brauche,  stets  zu  Händen  habe.    Vergl.  Summario  der  „Summa",  j 
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und  darf,  weder  was  Schärfe  und  Strenge  des  mathematischen  Denkens, 
noch  was  Freiheit  in  der  Behandlang  der  einzelnen  Aufgaben  anbetrifft, 
die  Schuhriemen  seines  Meisters,  des  grossen  Pisaners  lösen.  Auch  mehr 
Susserlich  betrachtet,  kann  die  Art,  wie  Paciuolo  seine  Wissenschaft  vor- 
trSgt,  keine  streng  systematische  genannt  werden,^)  wenn  auch  überall  das 
Streben  nach  einem  solchen  Vortrag  angenehm  berührt. 

Dass  aber  in  einer  Zeit,  in  welcher  es  beinahe  für  eine  grossere  That 
gslt.  Etwas  auf  die  Alten  zurückgeführt,  als  selbst  entdeckt  zu  haben, 
Paciuolo  trotz  aller  dieser  Mängel  durch  seine  „Summa"  hohen  Ruhm 
erwarb,')  ist  nicht  zu  verwundern,  und  Paciuolo  ist  der  Letzte,  welcher 
uns  darüber  im  unklaren  Iftsst.  Yollständig  berechtigt  ist  er,  wenn  er  in 
seinem  Briefe  an  Petrus  Soderini  sich  selbst  das  Zeugniss  ausstellt: 
j,JEgo  vero  qui  a  teneris  rmguiculis  pertinacissimo  stiidio  in  his  (sc.  disd- 
plinis  quM  Graeci  Maihematicas  appeUant)  äHquem  profiäum^  assectäus 
fnvMorum  iudido  viderer'',  und  in  mehr  als  einer  Beziehung  ist  es  zutref- 
fend, wenn  ihn  Daniel  Cajetan  in  dem  oben  erwähnten  Briefe  „(üterum 
nostrae  aetatis  Nicomachum"  nennt.^)  Eigenthümlich  berührt  es  uns  aber, 
wenn  Paciuolo  immer  wieder  seinen  Ruhm  durch  namentliches  Aufzählen 
Ton  hochgestellten  Freunden,  Bekannten  und  Zuhörern  zu  illustriren  sucht,^) 
und  geradezu  zu  yerurtheilen  ist  es,  dass  er  jenen  Brief  Daniel  Caje- 
tftn's  seinem  Werke  vorausschickt.  Cajetan  überschreitet  nämlich  in 
Vielem  weit  die  Grenzen  freundwilliger  Recension,  und  wenn  auch  nicht 
geleugnet  werden  soll,  dass  Paciuolo  sich  seiner  „Divina**  gegenüber  in 
ganz  anderem  Sinne  als  Autor  fühlen  durfte,  als  seiner  „Summa'*  gegen- 
über, so  ist  doch  in  jenem  Briefe  die  Stellung  Paciuolo*s  als  Mathematiker 
in  folgenden  Worten  vollständig  verkannt:^)  j,iU  quod  nuUiis  in  id  genus pro- 


1)  So  wendet  z.  B.  Paciuolo  in  seiner  „ Summa'*  die  Lösung  quadratischer 
Gleichungen  praktisch  schon  lange  an,  ehe  er  sie  lehrt.  Vielleicht  hängt  dieser 
Mangel  auch  mit  der  von  mir  auf  8.  99  aufgestellten  Hypothese  zusammen. 

2)  So  flchreibt^Paciuolo  in  seinem  Werke  „De  viribus  quantitatis**  von  seiner 
„Summa":  „et  gia  per  tidto  Vu/niverso  divuHgata". 

8)  SoU  profectum  (=  Erfolg)  heissen. 

4)  Wie  Nicomachus  der  Erste  ist,  der,  wenn  ich  so  sagen  darf,  eine 
„Summa"  der  Arithmetik  zusammenstellte,  welche  auf  uns  kam,  so  ist  Paciuolo 
der  Erste,  der  ein  solches  Werk  dem  Drucke  übergab.  Allerdings  ist  Paciuolo 's  «^ 
„Summa**  nicht  das  erste  überhaupt  gedruckte  arithmeüsche  Werk;  von  italie- 
nischen Drucken  sind  z.  B.  älter  der  ohne  Automamen  1478  in  Treviso  gedruckte 
Abaco,  sowie  das  von  1484  —  1567  in  elffacher  Auflage  erschienene  arithmetische 
Werk  Pietro  Borgi's.  Diese  Werke  scheinen  jedoch  sich  nur  mit  dem  prak- 
tiseben  Rechnen  beschäftigt  zu  haben  und  keineswegs  den  Titel  „  Summa"  zu  ver- 
dienen; zudem  ist  Paciuolo*8  Werk  über  Arithmetik  und  Geometrie,  das  er  den 
Jünglingen  von  Perugia  widmete,  so  alt  oder  älter  als  jene  Werke. 

6)  Vergl.  hierzu  z.  6.  Anm.  6  zu  S.  94  dieses  Aufsatzes. 

6)  In  ähnlicher  Weise  überschätzt  auch  Bini  die  Stellung  Paciuolo 's  als 
Mathematiker.  Digitized  by  GoOglc 
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fessione  ad  hanc  usque  diem  atU  comprehendere  potuU  out  sdvü  hie  solus  sui 
äUissimi  inteUeätis  indagine  conquirit  atque  vestigat*\  Ausser  einer  hier 
durchleuchtenden  gewissen  Eitelkeit  wird  gegen  Paciuolo  auch  der  Vorwarf 
des  Neides  gegen  jüngere  Talente  erhoben.*)  Diese  Vorwürfe  gegen  den  Cha- 
rakter Paciuolo 's,  die  wohl  als  berechtigt  anerkannt  werden  dürften,  wSgen 
leicht  gegen  andere,  auf  welche  ich  nun  eingehen  muss,  und  deren  Omnd- 
losigkeit  ich  nachzuweisen  versuchen  werde. 

Vielfach')  wird  gegen  Paciuolo  der  Vorwurf  des  Plagiats,  begangen 
an  Leonardo  Pisano,  erhoben;  so  schreibt  Fabroni:  „^fiis^ue  (i.  e. 
Leonardo's)  scripta  etc.  . . .  expüaverU  Lucas^'y  und  in  der  That  kann 
leicht  gezeigt  werden,  dass  vielleicht  drei  Viertel  der  ganzen  „Summa* 
Leonardo 's  Werken  entnommen  sind.  Eine  Vergleichung  der  ersten 
Distinction  der  „Summa **  mit  Leonard o's  „Liber  quadratorum*^  zeigt 
z.  B.,  dass  Paciuolo  den  ganzen  zweiten  Theil  jener  Distinction  dorther 
entlehnte,  ohne  jedoch  im  Entferntesten  die  lichtvolle  und  strenge  Darstel- 
lung seines  Vorbildes  zu  erreichen.  Aber  zu  An&ng  (Tract.  IV  Art  4)  wie 
am  Schlüsse  (Art  9)  dieses  Auszuges  aus  Leonardo 's  „Liber  quadratorum" 
erwähnt  Paciuolo  ganz  ausdrücklich  seine  Quelle,  im  zweiten  Falle  sogar 
mit  der  Bemerkung,  dass  dort  die  von  ihm  nur  angeführten  Regeln  bewie- 
sen seien.  Diese  Quellenangaben  sind  so  genau,  dass  Libri,  der  Leo- 
nardo's  „Liber  quadratorum^  für  verloren  hielt,  im  Stande  wtir,  dessen 
Inhalt  richtig  zu  reconstruiren.^  In  seiner  Geometrie  vollends  beginnt  Pa- 
ciuolo  gleich  das  erste  Capitel  mit  der  Erklärung,  dass  er  hauptsächlich 
Leonardo  Pisano  folgen  werde  und  deshalb  sei,  wo  er  keinen  Autor 
angebe,  stets  Leonardo  derselbe;^)  die  übrigen  Autoren  dagegen  werde 
er  nennen,  unter  solchen  Umständen  und  dazu  noch  bei  einem  Werke,  das 
sich  ausdrücklich  für  eine  Arbeit  compilatorischen  Charakters  ausgiebt,  von 
einem  Plagiat  zu  sprechen  ist  in  keiner  Weise  gerechtfertigt,  und  in  der 


1)  Vergl.  Vermiglioli*B  Biographie  Bigazzini  Girolamo's  I.  (1480-1564). 
Jene  Biographie  beruht  auf  einem  Manuscript  eines  gewissen  Sotii  vom  Jahre  1540. 
Dieses ManuBcript  wurde  1831  von  Mariotto  Antinori  herausgegeben.  Allerdings 
könnte  der  Grund,  warum  Paciuolo  dem  über  schwierige  zahlentheoretische 
Fragen  Auskunft  verlangenden  Schüler  antwortete,  er  wolle  zuviel  wissen,  auch 
ein  anderer  als  Neid  gewesen  sein!  Ich  möchte  hier  eine  Notiz,  die  ich  in  eben 
jener  Biographie  fand,  beisetzen,  da  dieselbe  für  die  Geschichte  der  Mathematik 
in  Deutschland  von  einigem  Interesse  ist.  Dort  las  ich  nämlich:  wäre  Girolamo, 
ein  Schüler  Paciuolo *8,  nicht  durch  gewisse  häusliche  Verhältnisse  verhindert 
gewesen,  „so  würde  er,  um  eich  in  Mathematik  besser  zu  unterrichten,  nach 
Erakan,  Ulm,  Tübingen,  Wien,  Paris  und  Nürnberg  sich  begeben  haben,  woselbst 
diese  Wissenschaft  mit  grösstem  Eifer  betrieben  wurde". 

2)  Vergl.  auch  Foscarini. 

8)  Vergl.  Libri,  Bd.  II  S.  40. 

4)  Vergl.  „Summa^  II,  Bl.  1,  i:  „E  per  ehe  not  seguäiamo  per  la  magior  parte 
Leonardo  Pisano  io  intendo  dechiarire  che  quando  si  porra  alcuna  proposta  sensa 
autore,  quella  sia  di  detto  Leonardo." 
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Tfaat  ist  anch  dieser  Vorwurf  nie  mit  der  Schärfe  und  Gehässigkeit  gegen 
Paciuolo  erhohen  worden  wie  der,  zu  dem  ich  nun  ühergehe. 

Yasari  schreibt  in  seiner  Biographie  des  Malers  Piero  della  Fran- 
ce 8  ca:  „unglücklich  in  Wahrheit  sind  Diejenigen,  welche ,  indem  sie  sich 
bemühen,  in  den  Wissenschaften  Anderen  zu  nützen  und  sich  selbst  Buhm 
zu  erwerben ,  durch  Krankheit  oder  Tod  verhindert  werden ,  die  begonnenen 
"Werke  zu  vollenden.  Ja  nicht  selten  geschieht  es,  wenn  die  Werke  fast 
vollendet  oder  zu  einem  gewissen  Abschluss  gediehen  sind ,  dass  der  Eigen- 
dünkel Derjenigen,  welche  ihre  Eselshaut  mit  dem  gl&nzenden  Felle  des 
liOvren  zu  bedecken  suchen,  sich  dieselben  anmasst.  ...  Piero  galt  für 
einen  vorzüglichen  Meister  in  den  Schwierigkeiten  der  regulären  EOrper, 
sov^ie  in  der  Arithmetik  und  Geometrie ,  wurde  aber  im  Alter  durch  Blind- 
heit und  Tod  verhindert,  die  Früchte  seiner  Arbeiten,  seine  vielen  Werke 
herauszugeben,  welche  noch  in  seiner  Vaterstadt  Borge  aufbewahrt  werden. 
Dexjenige  aber,  welcher  mit  allen  Kräften  sich  hätte  bemühen  sollen,  ihm 
Buhm  zu  erwerben,  weil  er  Alles,  was  er  wusste,  von  ihm  hatte,  suchte 
als^  gottloser  und  tückischer  Mensch  den  Namen  Piero*s,  seines  Lehrers, 
za  Yemichten  und  sich  selbst  widerrechtlich  die  Ehre  anzueignen,  welche 
Jenem  allein  zukam,  indem  er  unter  seinem  Namen  als  Fra  Luca  dal 
Borgo  die  Früchte  der  Mühen  jenes  guten  Greises  veröffentlichte.  ... 
Piero  war^  wie  gesagt,  sehr  eifrig  im  Studium  der  Kunst,  beschäftigte 
sich  viel  mit  Perspective,  und  besass  sehr  gute  Kenntnisse  in  Euklid,  so 
dass  er  die  richtigsten  umrisse  der  regelmässigen  Körper  besser  als  irgend 
sonst  ein  Geometer  verstand.  Ja  die  meisten  Aufklärungen  über  diese 
Gegenstände  haben  wir  von  ihm,  denn  Meister  Luca  dal  Borgo,  der 
über  die  regelmässigen  geometrischen  Körper  schrieb,  war  sein  Schüler; 
und  als  Piero,  nachdem  er  viele  Bücher  geschrieben  hatte,  gestorben  war, 
masste  sie  sich  Meister  Lucas  an  und  Hess  dieselben,  als  sie  ihm  nach 
seines  Meisters  Tod  zu  Händen  kamen,  als  die  seinigen  drucken. ** 

Auf  diese  Anklage,  welche  bis  heute  oft  wiederholt  und  oft  zu  wider- 
legen versucht  wurde,  ist  zunächst  zu  erwidern,  dass  Paciuolo  gerade  den 
Piero  della  Francesca  in  ganz  hervorragender  Weise  mehrfach  als  Autor 
citirt.  Aus  der  grossen  Zahl  dieser  Stellen,  in  welchen  Piero  meist  das 
Epitheton  „monarcha  deUapiäura"  führt,  verweise  ich  speciell  nur  auf  drei. 
Li  den  beiden  ersten^)  theilt  Paciuolo  mit,  dass  Piero 's  Werk  über  Per- 
spective sich  in  der  Bibliothek  des  Herzogs  von  ürbino  befinde;  in  der 
dritten  ,*)  dass  jenes  Werk  von  einem  tüchtigen  Sprachkenner  ins  Lateinische 
übertragen  worden  sei.  Die  Gesammtheit  dieser  Stellen  zeugt  doch  unwider- 
leglich dafür,  dass  Paciuolo  keineswegs  „den  Namen  seines  Lehrers  zu 
vernichten  suchte".  Wenn  so  diese  Anklage,  welche  Vasari  gegen  Paciuolo 
vorbringt,  im  höchsten  Grade  ungerechtfertigt  ist,  so  bleibt  noch  zu  unter- 

1)  ,, Summa",  Einleitungsbrief  an  Gnidobaldo,  und  „Divin^"  I,  El.  8»,  i. 

2)  „Summa''  I,  Bl.  68,  ?.  r^  ^ 
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Sachen,  wie  weit  sich  überhaupt  der  Einfluss  Fi  er  o 's  auf  Paciuolo  er- 
streckt. Hierbei  ist  vor  Allem  festzustellen,  dass  der  Ereis  dessen,  was 
Paciuolo  in  seinen  uns  erhaltenen  Werken  yon  den  Ergebnissea  selbst- 
stfindiger  Forschung  Fi  er  o 's  sich  angeeignet  haben  könnte,  nicht  sehr  gross 
ist,  da  ja  jene  Werke  selbst  nicht  allzuviel  enthalten,  was  nicht  aus  älteren 
Schriftstellern  nachzuweisen  wttre.  Von  diesem  Gesichtspunkte  aus,  zugleich 
mit  Berücksichtigung  der  vonVasari  dem  Fiero  hauptsächlich  zugeschrie- 
benen Verdienste,  komme  ich  zu  dem  Schlüsse^  dass  jener  Einfluss  sich  vor- 
zugsweise auf  Perspective ,  sowie  Behandlung  und  perspectivische  Darstellung 
der  regulären  Körper  beschränkte.  Nun  ist  aber  in  den  uns  erhaltenen 
Werken  Faciuolo's  nirgends  ein  Lehrgang  der  Perspective  oder  der- 
gleichen enthalten,  und  gerade  bei  der  perspectivischen  Darstellung  der 
regulären  Körper  zeigt  ein  Vergleich  der  in  der  ,  Summa"  enthaltenen  Zeich- 
nungen mit  denen  der  „Divina"  den  grossen  Einfluss  Leonardo  da 
Vinci 's.  Der  Tractat  über  Architektur,  welcher  wohl  auch  in  Betracht 
kommen  könnte,  ist  dagegen  zum  grössten  Theile,  manchmal  sogar  in 
längeren  wörtlichen  Citaten,  dem  Vitruvius  entlehnt.  Doch  fast  in  jedem 
Capitel  weist  Paciuolo  mehrfach  auf  diese  seine  Quelle  hin«  Nur  die  bei- 
gegebene Tafel,  welche  einen  menschlichen  Kopf  im  Profil  mit  übergezeich- 
netem Netze  giebt,  ist  allem  Anscheine  nach  Piero's  Werk  entnonunen ,^) 
ebenso  rühren  vielleicht  auch  die  übrigen  ziemlich  bedeutungslosen  Tafeln 
über  architektonische  Glieder  etc.  von  Letzterem  her,  wenigstens  machen 
dieselben  mir  nicht  den  Eindruck,  als  hätte  sie  Leonard 0*8  Hand  ge- 
zeichnet. Wenn  fernerhin')  Paciuolo  in  seinem  „Libellus^*  sich  ausser 
Stand  erklärt,  eine  perspectivische  Zeichnung  mehrerer  von  ihm  Wiandelter 
Vielflächner  zu  geben,  da  ihm  Leonardo 's  Meisterhand  fehle,  so  ist  doch 
klar,  dass  diesem  Werke  kein  Manuscript  Fiero 's  zu  Grunde  lag.  In  einem 
solchen  wären  die  Zeichnungen  die  Hauptsache  gewesen ,  während  in  jenem 
„Libellus**  gerade  auf  die  algebraische  Berechnung  der  einzelnen  Strecken  etc. 
das  Hauptgewicht  gelegt  wird.  Ausserdem  ist  es  doch  wahrlich  undenkbar, 
dass  ein  Mann  von  der  socialen  Stellung  eines  Paciuolo  an  einem  Werke, 
das  in  der  Bibliothek  seines  Gönners  sich  befand ,  und  dessen  Bekanntschaft 
in  weiten  Kreisen  selbst  eine  lateinische  üebersetzung  documentirt,  ein 
Plagiat  verübt  habe.  War  Paciuolo  Schüler  Piero's,  so  ist  selbstver- 
ständlich, dass  er  seine  ersten  Kenntnisse  über  reguläre  Körper  diesem 
Lehrer  verdankte.  Doch  ist  ein  Einfluss  Piero's  auf  Paciuolo  nicht 
allein  im  Verhältniss  von  Lehrer  zu  Schüler  denkbar;  nach  Baldi  war 
jenes  Verhältniss  vielmehr  das  eines  Freundes  zum  Freunde.  Baldi  erzählt^ 
weiter,   dass  im  Besitz  der  Fürsten  von  ürbino  sich  ein  nach  dem  Leben 

1)  Vergl.  BoBsi,  Del  cenacolo  di  Leonardo  da  Vinci. 

2)  Vergl.  «Divina«  II,  Hl.  22, 1. 

S)  Vergl.  die  von  Boncompagni  mitgetheilte  Biographie  Paciuolo *8  aua 
Baldige  „Vite  de  matematici*'. 
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gemaltes  Bildniss ^)  Paciuolo*s  von  der  Hand  Piero's  befinde.     Auf  dem- 
selben sei  Pacinolo  mit  seinem  Bnche  „vor  der  Snmma'*  dargestellt,  und 
Ton  oben  hängen  einige  scheinbar  aus  Erjstall  geschliffene  reguläre  Körper 
herab»   aus   denen,  was  die  Contouren,  sowie  was  Licht  und  Schatten  an- 
betreffe, man  ersehen  kOnne,  welcher  Künstler  Piero  gewesen  sei.    Liegt  in 
diesem  Bilde  nicht  ein  Beleg  dafür  vor,  dass  jene  Männer  in  ihrem  freundschaft- 
lieben Verkehr  auch  Fragen  aus  der  Mathematik  erörterten?    Dort  das  arith- 
metische Werk,   hier   die   stereometrischen  Modelle!     Hierbei  ist  es  nicht 
ansgeschlossen,   dass  Pacinolo  von  Piero  Anregungen  erhielt,  sich  ein- 
gebender mit  den  regulären  und  den  damit  verwandten  Körpern  zu  beschäf- 
tigen,   aus    welcher   Beschäftigung    dann    zunächst   jene    von    mir   schon 
mebrfach  erwähnte  Modellsammlung  hervorging.     Pacinolo 's  vorzugsweise 
algebraische  Methode  der  Behandlung  jener  Körper  aber,  sowie  das  Fehlen 
Ton  Angaben  über  ihre  perspectivische  Darstellung  in  seinen  Werken  spricht 
mir  jedoch  deutlich  dafür,  dass  diesen  Werken  kein  Manuscript  eines  „Künstler- 
Mathematikers '*    zu  Grunde   liegt;   im   Gegentheil,  gerade  in  Behandlung 
regulärer  und  damit  zusammenhängender  Körper  ist  ja  Pacinolo  selbst 
nicbt  ohne  eigenes  Verdienst.     Hiermit  glaube  ich  auch  den  Vorwurf,  dass 
Pacinolo  seine  Eselshaut  mit  dem  Löwenfelle  zu  bedecken  suchte,  als  voll- 
ständig aus  der  Luft  gegriffen  nachgewiesen  zu  haben.     Aber  ich  gehe  noch 
einen  Schritt  weiter  und  behaupte:  in  seinen  letzten  Lebensjahren  trug  sich 
Pacinolo  mit  dem  Plane,  von  den  theilweise  unvollendeten  Werken  Piero's 
über  Perspective  einen  Auszug  zu  veranstalten  und  denselben  dem  Drucke  zu 
übergeben,  um  so  seinem  inzwischen  verstorbenen  Freunde  ein  bleibendes  Denk- 
mal zu  errichten.    Pacinolo  schreibt  nämlich  einigen  seiner  Schüler  in  dem 
einleitenden  Briefe  zu  seinem  Tractat  über  Architektur,  dass  er  für  sie  ein  aus- 
führliches Werk  über  Architektur  zusammenstellen  und  mit  demselben  zugleich 
ihnen  auch  eine  vollständige  Lehre  der  Perspective  geben  werde,  und  zwar 
Letzteres  nach  den  Schriften  Piero  della  Francesca's,   von  welchen  er 
sich   schon  einen  Auszug  gemacht  habe.^)     „Bemühte  sich  also  Pacinolo 
nicht»  seinem  Lehrer  Buhm  zu  erwerben?" 

Wenn  so  sämmtliche  Anklagen,  welche  Vasari  gegen  Pacinolo 
schleudert,  sachlich  in  keiner  Weise  begründet  sind,  so  können  sie  nur  per- 
sönlichen Motiven  entsprungen  sein.  Im  Jahre  1550  schrieb  Vasari, 
welcher  mit  der  Familie  des  Piero  della  Francesca  befreundet  war, 
zur  Hochzeitsfeier  eines  Angehörigen  dieser  Familie  jene  Biographie  des 
Künstlers.  Wahrscheinlich  hatte  Vasari  von  jenem  „Auszuge'',  den  Pa- 
cinolo aus  den  Werken  Piero's  sich  gemacht  hatte,  gehört  und  dessen 

1)  Ist  vielleicht  das  Bildniss  eines  Mönches  mit  Zirkel  und  Buch  in  einer  Ini- 
tiale auf  Blatt  1  der  „Summa"  eine  grobe  Wiedergabe  desselben? 

2)  Vergl.  ^^Divina^'  I,  61.  23,  \:  „e  anco  con  queUa  promeUo  darvepiena  notitia 
de  perspectiva  mediante  li  documenii  dd  nostro  (xmterraneo  e  contemporaie  dt  täl 
facuUa  dli  tempi  nostri  monarcha  Maestro  Petto  de  franceschi  dela  qtuil  gia  feci 
dignissimo  compendio."  oigitized  by  GoOglc 
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Zweck  missverstanden,  oder  diesen  Auszug  mit  anderen  Werken  Paciuolo's 
verwechselt  und  wollte  nun  das,  wie  er  glaubte,  wahre  Yerhältniss  klar- 
stellen; zugleich  war  es  ihm  natürlich  Pflicht,  die  Verdienste  Piero's  als 
Mathematiker,  die  wohl  vergessen  waren,  nachdrücklich  zu  betonen.  Wenn 
Vasari  aber  zur  Ausführung  dieser  Absichten  die  von  mir  mitgeiheilte 
Form  wählte,  so  kann  ich  für  mich  die  Ansicht  nicht  unterdrücken,  dass 
der  Grund  für  die  Leichtfertigkeit  und  GehSssigkeit  des  Angriffs  in  der 
Stellung  gesucht  werden  dürfte,  welche  um  jene  Zeit  die  Angehörigen  der 
Familien  beider  berühmten  M&nner  in  Borgo  zueinander  einnahmen.  Hierbei 
ist  noch  in  Betracht  zu  ziehen,  dass  sich  Vasari  auch  sonst  als  Geschichts- 
schreiber in  hohem  Grade  unzuverl&ssig  erweist. 

Zum  Abschlüsse  dieser  biographischen  Skizze  möchte  ich  nur  noch  mit 
ein  paar  Worten  auf  die  Stellung  zu  sprechen  kommen,  welche  Paciaolo 
in  der  Geschichte  der  Mathematik  einnimmt. 

Der  ,,Liber  Abbaci"  (1202)  Leonardo  Pisano's  bezeichnet  den  viel- 
versprechenden Anfang  einer  neuen  Periode  in  der  Geschichte  der  Mathe- 
matik der  heutigen  Völker  Europas;  doch  der  Fortgang  entsprach  nicht  dem 
Anfange.  In  den  folgenden  Jahrhunderten  bewegten  andere  Fragen  die 
Völker  des  Abendlandes,  und  noch  nie  war  die  Mathematik  das  Lieblings- 
kind der  damals  alle  Wissenschaften  beherrschenden  Kirche  gewesen.  So 
kam  es,  dass  drei  Jahrhunderte  nach  Leonardo  Pisano  die  Kenntniss 
des  Inhalts  seines  „Liber  Abbaci'^  die  höchste  Stufe  mathematischen  Wis- 
sens bezeichnete.  Diese  Stufe  nahm  auch  Paciuolo  ein.  Doch  jetzt  war 
das  Erbe  Leonardo 's  Allgemeingut  aller  Derjenigen  geworden,  welche  auf 
den  Titel  eines  Mathematikers  Anspruch  machen  wollten,  und  Viele  ver- 
dankten ihre  Kenntnisse  Paciuolo 's  „  Summa '^^)  Vergeblich  sucht  man 
in  diesem  Werke  nach  hervorragend  Neuem,  doch  umfasst  es  getreu  das 
überkommene  Alte,^  und  auf  diesem  Fundamente  standen  jene  Mftnner, 
welche  das  „impossibüe*'^  das  Paciuolo  seinen  cubischen  Gleichungen  bei- 
schreibt, in  ein  „possibüe^  verwandelten  und  damit  eine  neue  Periode  in 
der  Geschichte  der  Mathematik  begründeten,  während  Paciuolo  den  Ab- 
schluss  derjenigen  Periode  darstellt,  in  welcher  die  heutigen  Völker  Europas 
das,  was  sie  von  älteren  Culturvölkem  ererbt  hatten,  auch  erwarben,  um 
es  zu  besitzen. 


1)  Vergl.  hierzu  die  vielfache  Erwähnung  jenes  Werkes  bei  Cardano,  Tar- 
taglia  etc. 

2)  Wie  auch  noch  einige  andere,  zeitlich  nicht  allzusehr  davon  getrennte 
Werke,  so  vor  Allem  Ghaligai's  „Summa"  vom  Jahre  1621. 


Berichtigungen. 

Im  ersten  Tbelle  dieses  Aofsatses  ist  m  lesen:  S.  88  Z.  4  ▼.  o.  ostmdiuH  st  ottmHsMt,  &  91  Z.  4 
▼.  o.  peritissimo  st.  pertHuimo,  S.  92  Z.  6  r.  n.  Paoinolo  st  Paeinlo,  S.  96  Z.  6  r.  o.  rartsiAna  st  rari»- 
simtu,  S.  97  Z.  7  ▼.  n.  docendum  st  doeentum,  S.  98  Z.  17  ▼.  o.  AkMtcabaia  st  Almucttbulat  8*  99  Z.  U 
T.  o.  erwähnt  st  erwftlinte,  S.  91  Anm.  1  Bl  tIL  A  11,  S.  97  Anm.  8  benfltste  st  benatzte. 
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Von 

Dr.  Alfred  Nägl 

in  Wien. 


ffierau  Taf.  VIL 


Der  Computns-Tractat  vom  Jahre  1143,  dessen  Handschrift  im  Sam- 
melbande 275  der  Wiener  Hof  bibliothek  die  Blattseiten  fol.  27^—34^  ein- 
nimmt^) nnd  dessen  erste  Seite  (fol.  27^)  von  Sickel  in  photographischer 

1)  Das  Jahr  1143  ist  das  Abfassongsjahr  dieser  Schrift,  worüber  za  vergl. 
Sickel,  LunarbuchBtaben,  in  den  Sitzungsberichten  der  Wiener  kaiserl.  Akademie, 
Bd.  38  (1862)  S.  170,  Note  6.    Indess  herrscht  darüber  kein  Widerspruch,  dass  die 
Handschrift  noch  dem  12.  Jahrhundert  angehört.    Sie  ist  mit  den  oben  bezogenen 
Bl&ttem  27—34  abgeschlossen  und  ganz  von  einer  und  derselben  Hand  geschrie- 
ben.   Die  von  Sickel  a.  a.  0.  bezogene  Stelle  findet  sich  auf  fol.  29'  und  lautet 
daselbst:  ,,Anni  domini  mutantwr  S.kl.icm     Atmt  ab  origine  mundi  lö.M.apl, 
Cidus  19. in  14,2tmae  apl.    Concurrentes  in  kl,  marcii.  Epacte  in  kl,  septebs,    In- 
dictiones  S.kl.octöbs."    Die  von  Sickel  berufene  Berechnung  des  Abfassuugsjahres 
folgt  erst  weiter  unten  nach  einer  kurzen  Bestimmung  der  Quat^mber  und  lautet^ 
Anni  domini  quot  sint,  per  ardinem  indictionwm,  qui  inpr^nsenti  sunt  75,  inuenian- 
tur.    ordines  namque  indictionum  75  per  15  multiplicandi  sitnt,  qtUa  in  tmoquoque 
ordine  15  continentu/r  awni,  scüicet  3  litstra  ,15  (l.  quindecies)  igitu/r  75  1125  swivt. 
Quxbus  19  addcmtiMT,  qtwd  3  anni  transierant  de  tZIo  ordine,  nato  domino.   et  erunt 
1137.    addenda  est  et  indictio  presentis  anni,  quod  tot  preteriti  sunt  de  ultimo 
imperfedo  ordine,  scüicet  €,    Simt  itaque  anni  domini  in  presenH  1143.     Die 
angefahrte  Epochenbestimmung  (Mutatio  anni  • . .)  kommt  in  dieser  Handschrift 
mit  demselben  Wortlaut  noch  einmal  vor  auf  fol.  34 ▼,  wo  sie  mit  einer  hier  eben* 
falls  folgenden  kurzen  Bestimmung  der  ieitmia  quattuor  temporum  und  der  An- 
führung  der  zwölf  Himmelszeichen  die  Handschrift  abschliessi     Aber  noch  ein 
drittes  Mal  findet  sich  diese  Formel  auf  fol.  30^  mit  etwas  abweichender  und 
theilweise  fehlerhafter  Textirnng:  Anni  ah  vncamatione  domini  mutanttvr  8.kl,ian. 
AnvM  ob  origine  mundi  15.  kl.  apl.     Ciclus  lunaris  in  kl.  ian.    Ciclus  19*' 
luna  apl,     Concurrentes  in  kl.  mar,     Eptxcte  in  kl.  septeb,    Indictiones  8.  octob. 
Die  ersterwähnte  Wiederholung  erklärt  sich  daraus ,  dass  auf  fol.  SS^  überhaupt 
ein  zweiter  neuer  Tractat  beginnt,  der  den  Gegenstand  des  vorigen  wiederum  ab- 
handelt.   Die  zweiterwähnte  Wiederholung  der  Epochen  aber  erkl&re  ^<^V^E^ff9lT/> 
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Nachbildung  veröffentlicht  worden,^)  hat  auf  der  Vorderseite  des  ersten 
Blattes  dieser  Handschrift  (fol.  27"^)  eine  in  kurzen  Sätzen  zusammengestellte 
arithmetische  Lehrschrift  aus  der  Classe  des  sogenannten  Algorismus,  deren 
Besprechung  wir  heute  zu  unserer  Aufgabe  machen.')  Ihrer  Entstehnngs- 
zeit  nach  ist  diese  Algorismus- Handschrift  wohl  die  älteste  bis  jetzt  bekannte 
und  sie  theilt  mit  der  ihr  zeitlich  zunächst  stehenden  im  Codex  aus  dem 
Kloster  Salem  am  Bodensee ,^  jetzt  zu  Heidelberg,  aus  der  Zeit  um  1200 
die  wichtige  Bedeutung,  dass  sie  einen  Schluss  auf  die  früheste  Verbreitnng 
dieser  Wissenschaft  im  Abendlande  gestattet,  während  die  gleich  za  erwSli- 
nenden  beiden  an  Alkharismi  unmittelbar  anschliessenden  Schriften  doch 
nur  für  die  erste  Bekanntschft  einzelner  Männer  mit  diesem  Gegenstande 
zeugen« 

Die  Algorismus -Schrift  ist  im  Wiener  Codex  von  derselben  Hand  ge- 
schrieben,  wie  der  darauf  folgende  Computus-Tractat,  und  enthält  insbeson- 
dere auch  genau  dieselben  Ziffemformen,  wie  sie  in  dem  letzteren  zu  durch- 
gängiger, in  so  früher  Zeit  sehr  bemerkenswerther  Anwendung  kommen. 
Wenngleich  aber  diese  Algorismus -Schrift  ihren  Gegenstand  sehr  rudimentSr 
und  unvollkommen  abhandelt  und  gegenständlich  in  keiner  Beziehung  an 
den  sehr  werthvoUen  Tractat  ans  dem  Kloster  Salem  hinanreicht,  so  ver- 
dient sie,  eben  um  der  Zeit  ihrer  Niederschrift  willen,  nichtsdestoweniger 
eine  genau  Prüfung  und  Classificirung  des  Inhalts*  Dies  um  so  mehr,  als 
namentlich  ihre  hervorgehobene  Verbindung  mit  einem  Computus- Tractat 
zugleich  einen  Fingerzeig  in  der  sehr  wichtigen  Frage  giebt,  in  welchen 
Richtungen  damals  der  Algorismus  schon  praktische  Anwendung  gefun- 
den hatte. 

I.  Es  war  lange  die  allgemeine  Annahme,  dass  die  abendländischen 
Völker  die  Kenntniss  der  indisch -arabischen  Ziffern  und  der  mit  ihnen 
geübten  Bechenmethode  dem  Liber  Abaci  des  Leonardo  Pisano  (Fibo- 
nacci)  von  1202^)  verdanken.  Es  ist  dies  ein  umfangreiches,  noch  latei- 
nisch geschriebenes  Werk,  welches  mit  seinem  genauen  Eingehen  auf  alle 
Einzelheiten  der  Anwendung  im  praktischen  und  namentlich  im  Handels- 
leben   einen    bedeutenden    Eindruck    macht.      Aber    die    Forschungen    der 


Zusammenhange  der  Erscheinungen,  wozu  weiterhin  die  eingestreuten,  auch  in  dem 
Computus -Theile  auftretenden  Sprüche  und  Verse  (z.  B.  fol.  83"^)  zu  rechnen,  dahin, 
dass  die  ganze  Handschrift  die  Nachschrift  eines  oder  mehrerer  Schal  vortrage  sein 
dürfte.  Auf  diese  Weise  allein  wird  die  salope  Zusammenstellung  des  (ganzen 
begreiflich. 

1)  Mdnumenta  graph.  med,  aevi  fasc,  VIII.  no.  XVL 

2)  Vergl.  die  mitfolgende  Nachbildung  sammt  Teztwiedergabe  (TaC  VE). 

8)  ed.  M.  Cantor  in  Zeitschr.  f.  Math  u.  Fhya  X,  S.  2flgg.  Dieser  anonyme 
Tractat  beginnt  mit  den  Worten:  ,J[ncip%t  liber  cägoriemi/' 

4)  „Indpit  Qiber  abaci  compositus  a  leonardo  filio  Bonacij  Pisano  in 
anno  M^CC^IP'S  herausgegeben  vonBaldassarre  (principe)  Boncompagni 
in  den  Scritti  di  Leonardo  Pisano,  voL  L    Borna  1867. 
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nauesten  Zeit  haben  gelehrt,  dass  der  Anfang  unserer  Kenntnisse  in  dieser 
wichtigen  Disciplin  der  indischen  Urquelle  weit  näher  liegt. 

In  einer  für  die  Geschichte  dieses  Gegenstandes  höchst  verdienstlichen 
Abhandlung  bemerkt  Woepcke/)  dass  die  Araber   mit  ihrer  Arithmetik, 
die   sie  ausdrücklich  und  in  zahlreichen  Stellen  als  indischen  Ursprungs  be- 
zeichnen,  vielleicht  schon  gegen  Ende  des  YIII.  Jahrhunderts  bekannt  ge- 
worden seien.     Eigentlich  vertraut  mit  derselben  wurden  sie  aber  jedenfalls 
erst    durch  die  sodann  lange  Zeit  in  grossem  Ansehen  verbliebene  Schrift 
des    Abu  Djafar  Mohamed  Ben  Mussa  Alkharismi   (d.  i.   aus    Eharism 
[Chiva]  stammend,  schrieb  unter  Ehalif  Almamun ,  813  —  833).    Es  ist  ein 
bemerkenswerther   Umstand,    dass    die   erste   Uebertragung   der   indischen 
Arithmetik  nach  dem  Abendlande  unmittelbar  an  Alkharismi  selbst  an- 
knüpft   Man  vermochte  neuester  Zeit  nachzuweisen,  dass  die  Bezeichnungen 
,,Algoarismus'S  „Algorismus**,  „Algorithmus**,  unter  welchen  diese  Bechen- 
methode  bei  den  Völkern  Europas  bis  ins  XVI.  Jahrhundert  hinein  geübt 
wird,   in   unmittelbarem   Zusammenhange  mit  der  Person   des   berühmten 
arabischen  Gelehrten   stehen,   wenn   sie  daselbst  auch  sehr  bald  zu  einer 
gegenstfindlichen  und  unverstandenen  Bezeichnung  der  Wissenschaft  selber 
geworden  waren.^)    Ja  mehr  noch,  der  Tractat  des  Alkharismi  über  die 
indische  Arithmetik,   dessen  Urtext  leider   noch  nicht  wieder  aufgefunden 
worden,  ist  uns  wenigstens  in  einer  lateinischen  Uebersetzung,  wenngleich 
augenscheinlich  mit  manchen  Zustttzen,  erhalten  und  mit  derselben  wurde 
ausserdem  in  neuerer  Zeit  auch  eine  etwas  eingehendere  Bearbeitung  jenes 
Tractates  von  Johannes  Hispalensis  entdeckt,  sodann  Beides  zusammen 
herausgegeben    vom  Fürsten  Boncompagni.')    Dieser  Johannes  von  Se- 


1)  Fropagation  des  chiffres  indiens,  im  Journal  aaiatique  XVI  (Vllm«  särie 
tome  I.  1863),  pag.  446  sq. 

2)  So  schon  beiFibonacci  1.  c:  Sed  hoc  totvm  etiam  et  algorismum  atqtte 
areus  pictogore  qium  errorem  Computern  re^ectu  modi  indorum.  Noch  ent- 
schiedener der  angeführte  arithmetische  Tractat  aus  dem  Kloster  Salem:  Qaoniam 
de  scientia  huiiM  artts,  gwie  algoriemtis  inscribitttr  cet...  Der  Tractat  Omnia 
quae  aprimaeva  aus  der  ersten  Hälfte  des  XIIL  Jahrhunderts  führt  das  Wort 
schon  zurück  auf  einen  „phüosophus  nomine  Algus*',  und  diese  und  ähnliche  Ab- 
leitungen, wobei  auch  das  Wort  dgid-fiog  gewöhnlich  mit  im  Spiele  war,  blieben 
von  nun  an  allgemein  geglaubt,  trotzdem  dass  die  astronomischen  Schriften  Al- 
kharismi*s  in  Europa  stets  gelesen  wurden  (vergl.  Jo ach.  Heller,  De  elementis 
et  artibus  coelestibus,  Nürnberg  1649,  cap.  19:  lUud  est,  quod  dixit  ÄUhoarismus). 
Auf  die  richtige  Ableitung  des  Wortes  Algorismus  hat  erst  Josef  Beinaud  wieder 
hingewiesen  in  Mäm.  de  Tiust.  XVIII,  n,  1849  (lectures  du  28. 3. 1846  et  20. 2. 1846), 
pag.  803.  Vergl.  AFavaro  im  Bullett.  Boncompagni  XII,  pag.  116 sq.  Und  Rei- 
nand*8  Vermuthung  wurde  dann  bestätigt  durch  die  Auffindung  des  von  Boncom- 
pagni veröffentlichten  Tractates  (s.  u.). 

3)  Trattati  d'Aritmetica  pubb.  da  Baldassarre  Boncompagni,  Borna  1867. 
I.  Algoritmi,  De  numero  Indorum.  H.  Johannis  Hispalensis,  Liber  Algo- 
rismi  De  practica  Aritmetice.    („Incipit  prologus  in  libro  alghoaridmi  de  Urtica 
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der  Schluss  eines  Capitels  über  die  muUiplicatio.  Es  scheint  nicht  einmal, 
dass  von  der  Handschrift  ein  Yorhergehendes  Blatt  verloren  gegangen  wSre, 
welches  den  Anfang  dieses  Capitels  und  eine  Erklärung  der  zehn  indischen 
Zahlzeichen  nebst  der  mit  ihnen  Yorzunehmenden  Zahlendarstellung  (nume- 
ratio)  enthalten  hätte.  Diese  letztere  ist  übrigens  die  den  arabischen  Trac- 
taten  entsprechende  und  mit  unserer  modernen  genau  übereinstimmend. 

unser  Text  lässt  zweimal,  wenngleich  an  ganz  unmethodischen  Stellen 
und  ohne  allen  Zusammenhang  mit  der  Darstellung,  scheinbar  nur  zur  Ans- 
fUllung  leerer  Plätze ,  die  Zahlzeichen  reihenweise  auftreten,  nach  damaliger 
üebung  in  aufsteigender  Folge  Yon  rechts  nach  links:  9,  8,  7,  6|  5,  4, 
3,  2,  1,  0,  wie  denn  überhaupt  die  ganze  Richtung  der  Numeration  dieser 
Methode  mit  der  linksläufigen  Schrift  der  Araber  und  Inder  im  Zusammen- 
hange steht,  üeber  einzelne  dieser  Zahlzeichen  wäre  Folgendes  herYorzu- 
heben. 

0.  unser  Text  bietet  fOr  dieses  Zahlzeichen  schon  den  Yon  den  Ara- 
bern ins  Abendland  übergegangenen  Ausdruck  ciffre  (dffra),  der  auch  hier 
zunächst  nur  auf  die  Null  beschränkt  blieb,  bis  er  erst  in  späterer  Zeit 
eine  Verallgemeinerung  auf  die  Bezeichnung  der  arabisch -indischen  Zahl- 
zeichen überhaupt  erfahren  hat.^) 

3.  Die  Handschrift  hat  für  dieses  Zeichen,  neben  der  nur  Yereinzelt 
angewandten  Form  3  (Yergl.  die  in  den  Mon.  graph.  m.  ae.  1.  c.  Yer5ffent- 
lichte  Seite)  durchwegs  die  Form  h.  Ich  Yermag  die  graphische  Abstam- 
mung dieses  Zeichens  nicht  aufzuklären;  es  findet  sich  nur  im  XII.  Jahr- 
hundert, so  namentlich  in  den  Begensburger  Annalen  de^  Münchener  lat 
Codex  no.  14733.«) 

4,  unsere  Handschrift  hat  hierfür  ausschliesslich  die  Form  S^j  über 
welches  im  Schriftwesen  des  Mittelalters  charakteristisch  henrortretende 
Zeichen  ich  hier  Folgendes  bemerken  will.  Die  arabische  Numeration  so- 
wohl Yon  der  ostarabischen,  als  Yon  der  westarabisohen,  als  Gobar  bezeich- 
neten Schichte  kennt  nur  die  Form  ^,  welche  mit  dem  entsprechenden  Zahl- 
zeichen der  Gerbert'sohen,  auch  im  Mittelalter  schon  dem  Bo^tius  zu- 
geschriebenen Beihe  augenscheinlich  genetisch  zusammenhängt.  An  diesem 
Zahlzeichen  scheidet  sich  der  geschichtliche  Gang  der  praktischen  Arith- 
metik in  Europa,  woYon  unten  noch  die  Bede  sein  soll,  in  anschaulicher 
Weise.  Die  Florentiner  Handschrift  des  Liber  Abeci  Fibonacci's^)  hat 
noch  die  Form  4S  aber  auch  schon  4>  wie  denn  überhaupt  unsere  moderne 
Form  nichts  Anderes  ist,  als  die  arabische  mit  Hin  weglassung  des  Hakens. 


1)  Vergl.  die  Nachweise  hierflber  bei  Woepcke  a.  a.  0. 

2)  Facfiimiles  in  Mon.  Germ.  SS.  XVII,  578  und  bei  W.  Arndt,  Schrifttafeln, 
2.  Aufl.,  Taf.  28 &•  Der  Codex  ist  nach  Arndt  zwischen  1174  und  1197,  spätestens 
1201  geschrieben. 

3)  Auch  die  Formen  dieser  Handschrift  für  die  Zwei  Z,  nnd  f^r  die  Drei  $, 
stehen  den  arabischen  noch  sehr  nahe.  r^^^^^T^ 

Digitized  by  VjOOy  LC 


üeber  eine  AlgorismuB- Schrift  des  XII.  Jahrhunderts  etc.         135 

Jener   liegenden  Form  ^  haben  sich  die  Italiener  niemals,  oder  yielleicht 
nnr  späterhin  infolge  vereinzelter  Bttckwirknng  von  Norden  her  bedient.    In 
Frankreich,   England   und   Deutschland   bildet   aber  ihre   Anwendung,   im 
steten    Zusammenhange   mit    dem  Algorismus,    die    weitaus   überwiegende 
Be^el   bis  ins  XV.  Jahrhundert,  wo  wir  dann  mit  den  von  Italien  her  ein- 
gefnlirten  verbesserten  Methoden  und  Anwendungen  der  neuen  Rechenkunst 
die  stehende  Form  4  wieder  häufiger  auftreten  sehen.     Die  in  der  oursiven 
Schreibweise  vorkommenden  verschiedenen  Neigungen  zwischen  der  stehen* 
den    nnd  der  vollkommen  liegenden  Form  verrathen  ganz  deutlich  den  Zu- 
sammenhang der  Entstehung  des  Zeichens  f^.     Sein  fast  ausschliesslicher 
Gebrauch   in  Mitteleuropa  hat   aber  gerade  im  XY.  Jahrhundert,   wo  die 
stehende  Form  von  Italien  her  unterstützt  wird,  eine  besondere  Verstärkung 
erfahren  durch  den  Zusammenhang,   dass  eben  in  diesem  Jahrhundert  der 
Gebrauch  der  Ziffern  und  der  indischen  Bechenmethode  sich  sehr  verallge- 
meinert  hat   und   dass   die  Jahreszahl  damals   in  der  Hunderterstelle  das 
Zeichen  der  Vier  hatte.     Es  wurde  in  der  Form  ^  aus  alter  Gewohnheit  in 
der  Schreibung  der  Jahreszahl  und  daher  auch  sonst  beibehalten,  obwohl  es 
gegen  Ende   des  Jahrhunderts  entschieden  veraltete,  und  so  erklärt  sich 
wohl   gegenüber  dem  damals  noch  sehr  häufigen  Gebrauche  desselben  die 
sehr  auffallende  Erscheinung,  dass  es  mit  Eintritt  des  Jahres  1500  mit  einer 
gewissen  Plötzlichkeit  verschwindet,  was  namentlich  in  den  laufenden  Rech- 
nungen der  damaligen  Zeitwende  sehr  bemerklich  hervortritt.^) 

Sonst  wäre  hinsichtlich  der  Numeration  auch  noch  die  Terminologie 
unseres  Textes  zu  beachten.  Derselbe  hat  für  den  Begriff  der  dekadischen 
Stelle  schon  den  Ausdruck  differentia,  dem  wir  in  diesem  Sinne  dann  regel- 
mässig in  allen  Algorismus -Tractaten  begegnen.  Er  findet  sich  bekanntlich 
als  eine  wichtige  technische  Bezeichnung  auch  in  den  arithmetischen  Trac- 
taten der  Gerbert'schen  Schule  und  ihrer  Vorgänger,  aber  in  wesentlich 
anderem  Sinne.  Auch  dies  ist  ein  sehr  bemerkenswerther  Punkt,  in  wel- 
chem sich  beide  Richtungen  scharf  voneinander  scheiden.     Andere  Bezeich- 


1)  Sehr  vereinzelte,  vielleicht  immer  nur  als  antiquarische  Erinnerung  oder 
Spielerei  au&nfassende  Anwendungen  im  16.  Jahrhundert  sind:  auf  dem  EentBchach- 
Thaler  von  1504,  vergL  Zell  er  in  Mittbeil.  d.  Ges.  f.  Salzbnrgsche  Landeskunde, 
XXYI;  auf  einzelnen  Baitpfennigen  (Jetons),  wie  Naumann,  Eupfennfinzen, 
Nr.  83886  (von  1604),  Nr.  84703  (von  1614),  in  A  Sm aller,  Biblia  Pauperum  von 
1579  (Bezeichnung  des  Holzschnittes  mit  1640),  besonders  aber  in  dem  Euchiridion 
(^bnstianismi.  Argentorati  apud  Joannem  Schottum  MDXLI,  wo  durchweg,  auch 
in  der  Paginimng,  noch  die  liegende  Form  der  Vier  angewandt  ist  Im  Jahre 
1499  hat  dieselbe  noch  allerwärts  Anwendung  mit  dem  augenscheinlichen  Charakter 
der  Allgemeinheit;  Albrecht  Dürer  benützt  sie  bei  seinen  Datirangen  vor  dem 
Jahre  1600  noch  öfter,  seitdem  aber  niemaLs  mehr.  In  den  Stiftsrecbnungen  von 
Klosterneuburg  habe  ich  sie  im  Jahre  1499  noch  ausschliesslich,  in  den  vorhan- 
<ien6n  Rechnungen  des  16.  Jahrhunderts  gar  nicht  mehr  gefunden.  r~^^^r^T^ 
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nungen  in  unserem  Texte  für  die  Stelle  sind  speäes  and  skxtio})    Sie  scheinen 
keine  allgemeine  Aufnahme  gefunden  zu  haben. 

Hinsichtlich  der  Multiplication  l&sst  gleich  das  zu  Anfang  des 
Textes  erhaltene  Stttok  ganz  deutlich  die  Identität  der  Methode  mit  der- 
jenigen der  arabischen')  und  der  abendländischen  Algorismus-Tractata 
erkennen.  Die  untere  Zahl  (Multiplicand)  wird  mit  der  niedrigsten  (ESiner-) 
Stelle  unter  die  höchste  Stelle  der  oberen  Zahl  (Multiplicator)  gestellt,  nun 
zuerst  mit  dieser  höchsten  Stelle  multiplicirt  und  das  Product  oberhalb  des 
Multiplicators,  mit  den  Einern  bei  jener  höchsten  Stelle  beginnend,  angesetzt 
(super  praesentiälUatem  conUxtam  locetur).  Ein  in  der  Multiplication  sidi 
ergebender  Zehner  wird  nicht  sofort  in  die  nächste  Stelle  eingerechnet, 
sondern* in  derselben  angestellt  (si  vero  seoundae  [guis  creverü  spetiei]  ad 
seeundam  transferaiur).  Nicht  zum  Ausdrucke  kommt  in  unserem  Texte 
das  wichtige  Moment  in  der  Fortsetzung  dieser  Rechnungsart,  nftmlich, 
dass  nach  vollzogener  Multiplication  mit  jener  höchsten  Stelle  der  Multipli- 
cand um  eine  Stelle  nach  rechts  zu  yerschieben  und  sohin  mit  der  vorletz- 
ten oberen  Stelle  zu  multipliciren  ist  u.  s.  w.  Die  Producte  werden  succes- 
sive  alle  stellenmässig  übereinander  geschrieben  und  am  Schlüsse  addirt,  so 
dass  das  Gesammtproduct  zu  oberst  der  ganzen  Bechnungsaufstellung  er- 
scheint. Zur  Veranschaulichung  lasse  ich  hier  die  in  dem  Tractate  Algo- 
ritmi,  De  numero  Indorum  (Boncompagni,  pag.  10  s.)  beschriebene 
Bechenoperation  2326x214  folgen: 
m,    497764  Als  Multiplicator  fungirt  hier  die  Zahl  2326  (&),  als 

Multiplicand  214  (a).  Der  letztere  unterliegt  den  succes- 
siven  Verschiebungen  ä,  g^  i  (Algoritmi,  De  n.  I.  p.  11: 
mutäbis  numerum  inferiorem  una  differentia  versus  dexU- 
ram),  wobei  nur  zu  bemerken  ist,  dass  bei  der  wirklichen 
Operation  die  Verschiebung  nicht  in  der  Form  der  Unter- 
einanderstellung,  sondern  unter  Weglöschen  der  früheren 
Stellung  stattfindet,  wodurch  die  beiden  Factoren  immer  un- 
mittelbar untereinander  bleiben.  Von  dem  Löschen  der 
Ziffern  macht  namentlich  Johannes  Hispalensis  umfassenden  Gebrauch; 
er  stellt  die  Einer  des  ersten  Productes  sofort  an  die  Stelle  des  weggelösch- 
ten Multiplicators  (in  unserem  Beispiele  die  8  der  Beihe  e  an  Stelle  der 
darunter  befindlichen  2  in  Reihe  V)  und  rechnet  alle  Zehner  sofort  ein.  Bei 
ihm  ist  also  mit  VoUendung  der  Multiplication  der  multiplicirende  Factor 
verschwunden.  Es  ist  namentlich  die  erstere  Form,  die  des  Alkharismi, 
welche  das  ganze  Mittelalter  hindurch  von  den  Älgorismikem  geübt  wird. 
Eine  nicht  unwichtige  Beigabe  unseres  Textes  sind  die  beiden  Multi- 
plicationstabellen ,  wovon  die  erstere  das  sogenannte  kleine  Einmaleins,  die 

1)  Vergl.  das  gleichbedeutende  mansio  bei  Algoritmi,  De  num.  Ind.  ed.  Bon- 
compagni, pag.  10. 

2)  Vergl.  Woepcke  in  der  angefahrten  Abhandlung. 

Digitized  by  VjOOQIC 


h 

2 

k. 

1264 

/-. 

428 

/: 

1 

e. 

632 

c. 

428 

b. 

2826 

a. 

214 

d. 

214 

9- 

214 

%. 

214 

üeber  eise  Algorismus- Schrift  des  XII.  Jahrhunderts  etc.         137 

zweite  die  weiteren  Multiplicationen  bis  19x90=3  1710  enthält,  offenbar 
auf  das  specielle  Bedürfniss  der  Computisten  berechnet.  Die  mannigfachen 
Fehler  und  ein  in  der  zweiten  Tabelle  ganz  yerstSndnisslos  eingezogener 
Strich  sind  in  unserer  Textwiedergabe  beseitigt.  Eine  Vergleichang  mit 
dem  Original  wird  die  Abweichungen  leicht  ersichtlich  machen.  Es  bedarf 
wohl  kaum  der  Erwähnung,  dass  immer  eine  Zahl  der  letzten  Reihe  links 
und  eine  der  zu  oberst  in  den  stufenförmig  absteigenden  Vierecken  befind- 
lichen Zahlen  als  Factoren  zu  denken  sind,  und  dass  das  entsprechende 
Prodnct  sich  dort  findet,  wo  die  Verlängerungen  der  von  beiden  Zahlen 
ansg^ehenden  Columnen  zusammentreffen. 

Wir  haben  keine  Veranlassung,  hier  von  den  ohnehin  höchst  einfachen 
Operationen  der  Addition  und  Snbtraction,  sowie  von  den  weiteren 
zwei    das  ganze  Mittelalter  hindurch  als  eigene  Bechnungsspecies  festgehal- 
tenen der  Duplation  und  der  Mediation  zu  sprechen.    Dagegen  wollen 
wir  auf  die  Stelle  unseres  Textes  näher  eingehen i  welche  von  der  Division 
handelt  und  auch  mit  dieser  letzteren  der  Classe  der  Algorismus -Tractate 
sich    vollkommen   einreiht.     Das  unterscheidende  Merkmal  liegt  zuvörderst 
wieder  in   der  Anstellung.     Der  Divisor  wird  unter  den  Dividenden  und 
zwar  mit  seiner  höchsten  Stelle  unter  die  höchste  des  Dividenden  gestellt. 
Ist  der  Divisor  in  der  hierdurch  abgeschnittenen  Stellenreihe  des  Dividenden 
nicht  wenigstens  einmal  enthalten,  so  wird  er  sogleich  (durch  Weglöschen) 
um    eine  Stelle  nach  rechts  gerückt^)  und  sodann  der  Quotient*)  gesucht. 
Die  Stellung  der  gefundenen  Quotientenziffer  ist  dann  über  oder  unter  den 
beiden  Zahlenreihen  und  zwar  immer  in  der  niedrigsten  Stelle  des 
Divisors   nach  seiner  jeweiligen  Stellung.     Diese  rein  graphische  Bestim- 
mung der  Quotientenstellung,  welche  in  allen  früheren  Methoden  nur  durch 
eine   ziemlich  verwickelte  Regel  zu  finden  war,   ist  eine  sehr  wichtige  Er- 
rungenschaft in  der  Fortbildung  der  praktischen  Arithmetik.    Von  der  sohin 
nothwendigen  Subtraction  des  Productes  aus  Quotient  und  Divisor  von  dem 
Dividenden  spricht  unser  Text  nicht  mehr.     Sie  geschieht,   beginnend  mit 
der  höchsten  Stelle  des  Divisors   und  unter  stetem  Weglöschen  der  ver- 
schwindenden Ziffern  des  Dividenden.     Vielleicht  ist  es  dienlich  ^  die  Sache 
hier  durch  ein  Beispiel ,   dasjenige  von  Algoritmi ,  De  nnm.  Tnd.  pag.  14  s. 
zu  versinnlichen.     Es  ist  46468 :  324  und  wickelt  sich  in  folgenden  graphi- 
schen Stadien  ab  (Alkharismi  stellt  die  Quotienten  unterhalb): 
a.  &.  c.         d, 

46468  14068  1108  136  p,„^^^f^„,f:«„f  140 

QOA  ooA  MA  QOvi  ^esammtq^oüent  144, 

o!ö4  oZ4  o24  324  t^»  •  •           a  loß 

1  14  143  143  ^i^^sionsrest  136. 


1)  sectmdetidr,  der  Terminologie  der  Abacistenschule  entnommen  und  später- 
bin, noch  im  XVI.  Jahrhundert,  gebraucht 

2)  denominatio.    Auch  dieser  Ausdruck  ist  der  Abacistenschule  und  mittelbar 

dem  antiken  Sprachgebrauch  (Bogtius)  entnommen.  C^OOqIc 

Hbiw-lit.  Abthlff.  d.  ZelUohr.  t  Math.  n.  Pbyt.  XXXTV,  4.  i^  i^^     V  Q 
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unser  Text  kommt  dann  auch  noch  auf  die  Probe  der  Division  durch 
Multiplication  des  Gesammtqnotienten  mit  dem  Divisor  und  in  dem  weiter 
folgenden  Nachtrage  über  die  Multiplication  auch  auf  die  Neun  er  probe 
zu  sprechen. 

So  zeigt  also  auch  die  Prüfung  des  eigentlich  arithmetischen  Inhalts 
der  besprochenen  Blattseite  des  Wiener  Codex,  was  schon  die  bunte  Zu* 
sammenstellung  ihrer  Texte  andeutet,  dass  wir  es  mit  einer  Schrift  von 
gegenständlich  sehr  untergeordneter  Qualit&t  zu  thun  haben,  der  wir  mit 
der  Bezeichnung  Algorismus-Tractat  sicher  auch  zu  hohe  Ehre  aAthun 
würden.  Ihre  Bedeutung  liegt  nur  in  der  Zeit  ihres  Erscheinens  nnd  in 
dem  hieraus  hervorgehenden  Schlüsse,  dass  der  Algorismus  in  der  zweiten 
Hfilfte  des  XII.  Jahrhunderts  in  Mitteleuropa  schon  eine  gewisse  Verbreiiang 
und  praktische  Anwendung  erlangt  hatte.  Denn  eben  die  unvoUstSndige 
und  handschriftlich  fehlerhafte  Abhandlung  des  Gegenstandes,  die  Nach- 
tragung eines  zweiten  Absatzes  über  die  Multiplication  lassen  erkennen,  dass 
der  ganze  arithmetische  Text  unserer  Handschrift  nicht  aus  erster  gniet 
Quelle  stammt,  sondern  in  der  Weiterverbreitung  schon  Verunstaltungen 
und  Verstümmelungen  erfahren  hatte.  Der  Hergang  bis  zu  seiner  Nieder- 
schrift war  wohl  der,  dass  man,  für  den  nachfolgenden  Computus-Tractat 
das  Bedürfniss  einer  vorausgehenden  kurzen  Anleitung  zum  Rechnen  fühlend, 
jene  kurzen  Sätze  des  Algorismus  aus  irgend  einer  zur  Hand  befindlichen 
Quelle  entnahm.  Bezüglich  der  Division  fügt  der  Schreiber  sogar  im  Com- 
putus-Tractat noch  eine  Stelle  ein,  allerdings  wieder  ohne  allen  Znsammen- 
hang mit  dem  vorausgehenden  Texte  und  dem  Anscheine  nach  wieder  nur 
zur  Ausfüllung  eines  leeren  Platzes.  Sie  lautet  (foL  25^}:  Ultima  divisoris 
$uh  fdtima  dividendi  ponüur^  si  minor  aut  aequcdis  fuerit;  si  maiarj  secun- 
detur,  quotiens  uUima  divisoris  in  ultima  aui  tütimis  dividendi  fuerit  ^  i2e- 
nominatione  super  prima  divisionis  posüa,  totiens  seguens  auferetur  de  rdiguo. 

in.  Die  früheste  Verbreitung  der  indisch -arabischen  Arithmetik  und 
Zahlzeichen  in  der  Praxis  des  Abendlandes  erhält  also  durch  unsere  Hand- 
schrift einen  wichtigen  Beleg. 

Wir  stehen  hiermit  in  der  Mitte  des  XII.  Jahrhunderts  und  fragen 
daher,  wie  es  zu  erklären,  dass  die  Annahme  und  Weiterverbreitung  dieser 
Zahlzeichen  in  Europa  bisher  gemeinhin  erst  in  das  XV.  Jahrhundert  ver- 
legt werden  konnte?^) 

Es  ist  bei  der  Untersuchung  dieser  Frage  von  vornherein  eine  Wahr- 
nehmung im  Auge  zu  behalten,  die  sich  freilich  nur  in  einer  zusammen- 
hängenden genetischen  Geschichte  der  praktischen  Arithmetik  ausreichend 


1)  Vergl.  neuestens  die  Nachweise  bei  Friedr.  IJnger,  Die  Methodik  der 
praktischen  Arithmetik  in  historischer  Entwickelang  vom  Aasgange  des  Mittelalters 
bis  auf  die  Gegenwart.  Leipzig  1888.  §  6:  Einführung  und  Aasbreitang  der  indi- 
schen Zahlen  im  Abendlnnde.  ^  j 
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begründen  iSsst,  nämlich,  dass  die  Entstehung  aller  Systeme  von 
Zahlzeichen  mit  dem  praktischen  Rechnen  im  Zusammenhange 
steht.  Indess  hat  eines  jener  Systeme,  welches  für  uns  bis  zur  Gegenwart 
stets  von  so  grosser  Bedeutung  geblieben,  nämlich  das  römische,  im  ope- 
rativen Bechnen  niemals  in  dem  Sinne  Verwendung  gefunden,  dass  die 
operirenden  Zahlen  in  der  Rechnung  selbst  mit  diesen  Zeichen  geschrieben 
worden  wären.  Ihr  schriftlicher  Oebrauch  beschränkte  sich  vielmehr  auf 
Schrifttexte  aller  Art,  wo  sie,  wie  Zahlzeichen  überhaupt,  die  Bestimmung 
hatten  und  haben,  der  Unübersichtlichkeit  voll  ausgeschriebener  Zahlwörter 
durch  Notirung  abzuhelfen.  Eine  thatsächliche  Anwendung  der  römischen 
Zahlzeichen  im  schriftlichen  Rechnen,  die  wir  unten  kennen  lernen  werden, 
gehört  dem  Mittelalter  an  und  war  durch  ganz  eigenthümliche  umstände 
-veranlasst. 

Zn  dieser  Rolle  der  römischen  Zahlzeichen  bildet  einen  geraden  Gegen- 
satz der  Gebrauch  jener  Zahlzeichen,  deren  sich  die  mittelalterlichen 
Abacisten   und  die   Schule  Gerbert's  bedienten.     Dieses  System  der 
Zahlennoürung  war  nämlich  ausschliesslich  nur  im  operativen  Rechnen  an- 
wendbar und  in  Schrifttexten  aus   dem  Grunde,  weil  die  Numeration  mit 
jenen    Zahlzeichen   an   den  Abacus  gebunden  war,    nicht  zu  gebrauchne.^) 
Ans    diesem   Grunde   hat  man   auch,    obwohl    die  Gerbe rt 'sehen  „novem 
carcicteres'*  mit  den  Gobar- Ziffern  zweifellos  die  gleiche  graphische  Abstam- 
mung haben,  das  System  der  Numeration  in  beiden  für  unsere  Frage  wohl 
SU  scheiden.     Denn  erst  der  umstand,  dass  die  indisch -arabische  Arithmetik 
die  gänzliche  Loslösung  vom  Abacus  vollzogen  hat,  vermochte  zu  bewirken, 
dass   ihre  Zahlendarstellung  genau  so,  wie  sie  in  der  Rechnungsoperation 
selbst  stattfand,  auf  die  gelegentliche  Anwendung  in  Schrifttexten  im  All- 


1)  Eine  ganz  vereinzelte,  sehr  merkwürdige  Ausnahme  findet  rieh  in  einer 
Handschrift  der  Bibl.  Alessandrina  zu  Rom,  welche  Zangemeister  in  die  Zeit 
um  das  Jahr  1200  verlegt  (,jStabüito  Vanno  1200  egli  erede  che  il  nostro  codice  non 
pos8a  essere  anteriore  o  posteriore  diptü  di  20  anni"),  worüber  zu  vergl.  Em.  Nar- 
ducci,  Intorno  ad  un  manoscritto  della  bibliotheca  Alessandrina  contenente  gli 
apici  di  Boezio  senz*abaco  e  con  valore  di  posizione,  in  den  Atti  della  r.  accad. 
dei  Lincei,  Scienze  fis.  8er.  III.  vol.  I,  1877,  pag.  508  s.  Mit  photogr.  Nachbildang. 
Es  und  darin  in  der  That  zweistellige  Zahlen  wie  22,  17  u.  s.  w.  mit  den  von  der 
Gerbert*scben  Schule  her  bekannten  novem  caracteres,  jedoch  nach  der  Numeration 
des  Algorismus,  d.h.  ohne  die  Abacus-Linien  dargestellt;  aber  der  Gebrauch 
der  Null  fehlt  und  die  vorkommenden  Zehn  und  Zwanzig  sind  einfach  mit  den 
rdmischen  Zeichen  X  und  XX  gegeben.  Für  die  Geschichte  der  praktischen  Arith- 
metik hat  das  bisher  ganz  vereinzelte  Vorkommniss  keine  andere  Bedeutung,  als 
dass  es  das  Ineinandergreifen  der  Uebungen  der  Gerbert'schen  Schule  und  des 
Algorismus  anschaulich  macht,  welches  für  jene  Zeitperiode  allerdings  schon  ganz 
wohl  anzunehmen  ist  und  sich  noch  an  einigen  anderen  Erscheinungen  wahmehm- 
Wr  macht.  Yergl.  z.  B.  aus  dem  XIIL  Jabthundert:  Le  troubadour  Pierre  de  Cor- 
biac  ^num^rant  son  ^^tr^sor'':  ^,L*abac  e  Talgorisme  apressi.^'  (Renouard,  Glos- 
•aire  de  la  langue  romane  v.  Abac.) 
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gemeinen  übertragen  werden  konnte.  Wir  würden  nun  ans  dieser  Beobach- 
tung zn  dem  Schlnsse  gelangen,  dass  die  Anwendung  der  indisch  •arabi- 
schen Zahlzeichen  sich  gleichzeitig  und  in  dem  Maasse  yerbreitet  haben 
müsse,  als  die  arithmetische  Methode  der  Araber  im  Abendlande  KezmtDiss 
und  Aufnahme  fand.  Wenn  gleichwohl  die  Thatsachen  dem  stark  wider- 
sprechen, so  können  für  diese  auffallende  Erscheinung  zwei  bestimmte 
Gründe  namhaft  gemacht  werden,  deren  Untersuchung  wir  uns  im  Folgen- 
den zuwenden  wollen. 

Der  Eingang  des  indisch -arabischen  Bechensjstems  in  Europa  hat  er- 
wiesenermassen  durch  Yermittelung  der  Araber,  aber  in  zwei  HauptstrGmen, 
deren  Veranlassung    und   Charakter  sich   streng  unterscheiden,    stattgefun- 
den.    Hiervon  geht  die  eine  Richtung  über  Frankreich  und  England  nach 
Deutschland  und  ist  im  engeren  Sinne  an  die  Bezeichnung  Algorismus 
gebunden,  während  die  andere  den  Italienern  ihre  Entstehung  verdankti 
von  ihnen  aus  sich  ebenfalls  nach  dem  Norden  verbreitet  und  dort  mit  der 
ersteren    zusammentreffend    die  Orundlage   zu    dem   modernen  Stande   der 
Bechenkunst  gelegt  hat.     Die  erstere  Richtung  ist  nun  dadurch  cbarakte- 
risirt,  dass  sie  mit  dem  Namen  des  ersten  Lehrmeisters  der  Araber  auch 
dessen  System  völlig  unverändert  aufnimmt,  zunächst,  wie  erwähnt,  geradezu 
durch  eine  üebersetzung  seiner  Schrift  ins  Lateinische,  und  diese  Disciplin 
ohne  jede  wesentliche  Veränderung  oder  Fortbildung  in  den  Schulen  fort- 
lehrt.    Muss  man  bei  der  schriftlichen  üeberlieferung  der  in  Mitteleuropa 
noch  zahlreich  erhaltenen  Algorismus -Tractate  von  vornherein  an  die  Mönche 
als  Schreiber  denken,   so  fehlt  uns  auch  sonst  jede  Wahrnehmung  für  die 
Annahme,  dass  diese  Wissenschaft,  abgesehen  von  dem  schon  berührten,  der 
Schule  aber  unmittelbar  nahestehenden  Ealenderwesen,  im  praktischen 
Leben  Aufnahme  und  Verwendung  gefunden  hätte.     Wir  haben  es  wieder 
mit  einer  Richtung  zu  thun,  die  lange  Zeit  ausschliesslich  Schulwissenschaft 
geblieben   ist.     Das  ganze  Mittelalter  hindurch  tritt  uns  hierin   besonders 
ein  Tractat  in  auffallend  vielen  Abschriften  und  sodann  um  die  Wende  des 
XV.  Jahrhunderts  in  einer  ganzen  Reihe  von  Druckausgaben  entgegen,  so 
dass  wir  auf  ein  besonders  grosses  Ansehen  desselben  schliessen  müssen. 
Er  ist  natürlich  lateinisch  und  lehrt  den  alten  Algorismus  völlig  unverändert 
Er  beginnt  mit  den  Worten:  Omnia,  quae  a  primaeva  rerum  origine;  sein 
Verfasser  ist  nicht  bekannt.^)     Dieser  Tractat  erscheint  in  der  überwiegen- 


1)  Abgedruckt  in  neuerer  Zeit  bei  Halliwell,  Bara  Mathematica,  London 
1889,  nach  einer  mittelalterlichen  Handschrift,  in  welcher  Johannes  de  Sacro 
Bob  CO  (Johann  aus  Holywood,  dem  heutigen  Halifax  inYorkshirOi  gest  1244  oder 
1266  nach  seiner  überlieferten,  aber  undeutlich  abgefassten  Grabschrift)  als  Ver- 
fasser bezeichnet  ist.  Mich  macht  an  seiner  allgemein  angenommenen  Autorschaft 
zweifeln  der  umstand,  dass  in  fast  allen  Handschriften,  namentlich  schon  in  denen 
des  XIII.  Jahrhunderts,  der  Tractat  anonym  dem  ausdrücklich  bezeichneten  Com- 
patuB -Tractate  des  Johannes  de  Sacro  Bosco  vorausgeht.    Dazu  gehört  z.  B.  auch 
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den  Zahl  aller  Handschriften  dem  Computus  des  Johannes  a  Sacro  Bosco 
vorangehend  und  wir  schliessen  hieraus  wieder,  dass  mit  seinem  Inhalt  und 
eeiner  üebung  sich  hauptsächlich  nur  Diejenigen  beschäftigt  haben,  die  dem 
Stadimn  der  Zeitberechnungen  und  der  jährlichen  Aufstellung  des  Kalenders 
oblagen.  Einen  ganz  Tereinzelten  Fall,  in  welchem  die  Anwendung  der 
indisch -arabischen  Zififem  dieses  enge  Gebiet  überschreitet  und  auf  die  Dar- 
atellnng  der  Zahlen  in  einem  der  eigentlich  arithmetischen  Wissenschaft 
fremden  Gebiete  übergeht,  bieten  die  Annales  Batisponnensed  in  dem  schon 
erwähnten  Münchener  Codex  Nr.  14733  des  XII.  Jahrhunderts.  Aber  auch 
dieser  Fall  ist  nur  durch  die  naheliegende  Berührung  des  Verfassers  mit 
der  Zahlenwissenschaft  zu  erklären  und  lässt  durchaus  keinen  Schluss  darauf 
zu,  dass  diese  letztere  damals  schon  Eingang  in  das  praktische  Leben  secu- 
larer  Ejreise,  namentlich  also  des  Handelsstandes,  gefunden  hätte.  Diese 
Beschränkung  der  arithmetischen  Eenntniss  auf  die  Schule  war  natürlich 
der  Ausbreitung  des  ZifiTernsystems  von  vornherein  nicht  günstig.  Sie  bildet 
den  einen  Erklärungsgrund  für  die  Erscheinung,  dass  die  praktische  all- 
gemeine Benützung  des  neuen  Numerationssjstems  mit  der  Verbreitung  der 
Wissenschaft  nicht  gleichen  Schritt  gehalten  hat. 

Einem  ganz  andern  Zusammenhange  verdankte  nun  Italien  die  Ein- 
führang  dieser  Eenntniss.  Der  Aufschwung,  den  das  Handels-  und  ins- 
besondere das  hier  massgebende  Bankwesen  in  Ober-  und  Mittelitalien  im 
Xn.  Jahrhundert  nahm,  machte  selbstverständlich  die  entschiedene  Unzu- 
länglichkeit aller  bisherigen  Bechenmethoden  sehr  empfindlich  und  es  scheint 
daher  nicht  auffallend,  dass  man  sich  dort  aUmälig  mit  der  durch  die  Araber 
verbreiteten  neuen  Methode  zu  versuchen  begann.     Die  Vorrede  des  Leo- 


God.  Vienn.  no.  588  XIIl.  sec,  in  welchem  der  Tractat  im  Eingange  ausnahmsweise 
die  Lesart:  Omnia,  quae  a  primaeva  mundi  origine  hat  (fol.  1'— 4*).  Auf  foL4^ 
dieser  Handschrift  heisst  es  dann:  Explieit  algorismus.  Incipit  noua  compüatio 
eompttH  magistri  Johannis  de  Sacro  Bosco.  Die  Dmckausgaben,  die  älteste  Strass- 
bürg  1488,  dann  z.  B.  Wien  1517  (Hier.  Vietor)  etc.  (der  Catalogo  di  M.  S.  Boncom- 
pagni  comp.  Enr.  Narducci,  pag.  XVI  not.  1  zählt  nicht  weniger  als  neun  ältere 
Dnzckausgaben  auf)  nennen  alle  Johannes  de  Sacro  Bosco  (auch  Busco  oder  irrig 
Basto)  als  Verfasser.  Auch  ist  unter  dem  Algorismus  Johannis  de  sacro  bnsto  bei 
Ftosdodmo  de  Beldomandi  und  bei  Luca  Pacioli  (s.  n.)  ohne  Zweifel  kein  anderer 
alB  dieser  Tractat  gemeint  Er  galt  also  im  XV.  und  XVI.  Jahrhundert  allgemein 
als  eine  Schrift  des  Johann  von  Holywood.  Handschriften  desselben  finden  sich 
ungewöhnlich  zahlreich  namenüich  in  der  Münchener  Bibliothek  und  es  darf  wohl 
hieraus  mit  Qrand  auf  seine  besondere  Verbreitung  in  den  KlGstern  Süddeutsch- 
lands  geschlossen  werden.  Ueberhaupt  kann  von  diesem  Algorismus -Tractate  das 
Gleiche  gesagt  werden,  was  Philipp  Melanchtbon  in  der  Wittenberger  Ausgabe 
von  1549  der  Tractate  De  Sphaera  und  De  Gomputo  des  Johannes  a  Sacro  Bosco 
von  dem  Ersteren  sehr  richtig  bemerkt:  Cum  autem  kie  libdlus  tot  aaeculis,  in 
ownibus  scholis,  in  tanta  varietate  iudiciorum  Genies  hahtterit  probitios,  neeesse  est, 
cum  rebus  optimis  refertum  esse.  Videmua  enim,  pauci^^^>^  scripta  vetustatem 
ferre,  praesentim  in  scholis,  ubi  morosissime  iudicari  solet. 
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nardo  Fibonacci  zu  seinem  Liber  Abaoi  von  1202  sagt  ganz  deutlich, 
dass   er  der  Erste  war,   welcher  diese  Methode  literarisch  nach  Italien  ein- 
führte, nachdem  er  mit  derselben  durch  den  Aufenthalt  seines  Yaters  im 
Bugea  an  der  nordafrikanischen  Küste  (das  heutige  Bougie  in  der  Provinz 
Constantine)  in  Berührung  gekommen  war,  überhaupt  alle  in  den  Uferlin- 
dem  des  Mittelmeeres  gebräuchlichen  Methoden  auf  seinen  weiten  Beisen, 
sowie  auch  die  wissenschaftlich  überlieferten  Lehren  eifrig  studirt  hatte.    Er 
verwirft  Alles,   mit  einziger  Ausnahme  der  indischen  Methode.     ^Sed  Aoc 
totum  dkm  et  oigorismfMn  atque  arcus  pidagore  quasi  errorem  eompuUna 
respedu  modi  indomm.^    Dass  dem  praktischen  Italiener  der  schwerfiEllige 
Abacus  und  die  unfruchtbare  Methode  Gerbert^s  nicht  zusagten,  begreifl  ddt 
leicht;   aber  auffallend  bleibt,  dass  er  den  Algorismus  in  einen  Gegensatz 
zu   dem  Modus  Indorum   stellt,   da  sie  doch  beide  identisch  waren.     Bi» 
Sache  erklärt  sich  durch  den  in  der  Geschichte  des  Gegenstandes  sehr  wich- 
tigen Umstand ,  dass  die  Aufoahme  der  indischen  Methode  bei  den  Italienem 
von  allem  Anbeginn  im  engsten  Zusammenhange  mit  den  Anforderungen 
und  der  Anwendung  im  praktischen  Leben  geschah.    Fibonacci  nahm  über- 
haupt die  indische  Methode  gar  nicht  in  ihrer  reinen  Gestalt  auf,  trotzdem 
er  dies  versichert,  sondern  er  combinirte  sie,   „ex  proprio  sensu  quoddam 
addens'^j  wie  er  selbst  hervorhebt,  mit  der  in  Italien  damals  noch  gang- 
baren antiken  Fingerrechnung  zu  einem  eigenthümlichen  Ganzen,  in  welchem 
seine  Methode  sich  eher  als  eine  durch  schriftliche  Aufzeichnung  der  Zahlen- 
resultate unterstützte  computatiö  digitalis  darstellte.^)     Darum  erscheint  die 
Methode  Fibonacci's  gegenüber  dem  Algorismus,   der  reinen  indisch -arabi- 
schen Lehre,  nichts  weniger  denn  als  ein  Fortschritt,  und  der  ^^Error*'  liegt 
hier  viel  eher  auf  Seiten  des  Autors.     Aber  die  eigentliche  Bedeutung  seines 
umfangreichen  Werkes  liegt  auch  ganz  und  gar  sieht  in  diesem  ersten  Theile, 
sondern  vielmehr  in  der  angewandten  Arithmetik,  die  bei  Fibonacci  wohl 
zum   ersten  Male  ein  wohlsjstemisirtes  Eingehen  auf  alle  Gebiete  des  Ver- 
kehrslebens findet    Erst  die  Beachtung  dieser  Seite  seines  Werkes  wird 
es  erklären,   warum  dasselbe  im  Laufe  der  nächsten  Jahrhunderte  bei  den 
Italienem  so  grosses  Ansehen  erwerben  und  noch  zu  Ende  des  XV.  Jahr- 
hunderts, zeuge  einer  Bemerkung  Luca  Pacioli*s,  behaupten  konnte. 

Es   ist  daher  irrig,   zu  glauben,  dass  dem  Werke  Fibonacci's  ein 
Verdienst  an  der  Einführung  der  indischen  Arithmetik  in  Earopa  zukomme. 


1)  Ja,  wir  erfahren  darch  Fibonacci  unmittelbar,  wie  die  reine  Fingerrechnmig 
in  ihrer  wirklichen  Anwendung  eigentlich  ausgesehen  hat  (cap.  11  pars  VI,  ed^ 
Bonc.  pag.  17).  Er  stellt  zwar  auch  die  schon  von  den  Arabern  her  bekannte  imd 
später  in  Italien  noch  im  XVI.  Jarhundert  vielgefibte  Schachbrett -MultiplicatiOD 
dar,  aber  erst  nachträglich  bei  der  Addition  (cap.  III.  pag.  19  s.)  und  mit  den  deut- 
lichen Anzeichen,  dass  es  sich  fSr  ihn  hierbei  um  eine  minder  praktische  Lehre 
handelt.  (Est  enim  alius  modus  muUiplicandi  ualde  lauda^is,  maxime  in  müU^ 
plicandis  magnis  numeris  . . .  Constituaiur  quadrilaterum  in  forma  scadierii . .  .J 
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l^ohl  aber  ist  dasselbe  für  deren  Verbreitang  im  Abendlande  Ton  beson- 
derem Einflasse  geworden,  denn  erst  ihre  Einführung  in  das  praktische 
Xjeben  vermochte  zu  bewirken ,  dass  man  mit  der  neuen  Methode  in  weiteren 
Kreisen  bekannt  wurde  und  ihre  Vorzüge  allseitig  Terwerthen  lernte.  Wir 
können  hier  auf  die  Einzelheiten  dieser  Entwickelung,  die  übrigens  für  das 
^anze  XIII.  und  XIV.  Jahrhundert  in  auffallend  geringer  Zahl  überliefert 
sind,  nicht  eingehen.  Es  genügt  aber  für  unsem  Zweck,  die  Gestalt  des 
^Endpunktes  ins  Auge  zu  fassen. 

Neben  den  zahlreichen  Versuchen  zweckm&ssigerer  Rechnungsformen, 
die  in  Italien  besonders  im  15.  Jahrhundert  her?ortreten ,  ist  besonders  eine 
Schrift  Ton  geschichtlichem  Interesse,  nämlich  der  Algorismi  tractatus  des 
Prosdocimo  de'  Beldomandi,^)  eines  angesehenen  Professors  der  mathe- 
matischen Wissenschaften  zu  Padua  (geb.  daselbst  zwischen  1370  —  1380, 
gest.  1428).^)  Ist  schon  die  Beschäftigung  einer  solchen  Persönlichkeit  mit 
diesem  Gegenstande  bemerkenswerth,  so  giebt  die  Vorrede  des  Büchleins 
wichtige  Aufschlüsse  über  den  damaligen  Stand  der  Entwickelung;  wir  wollen 
sie  daher  im  Wortlaute  hierher  setzen: 

Inveni  in  quam  pltM-imis  lihris  algorismi  nuncupatis  mores  circa  nu- 
merus operandi  satis  varios  atque  diverses  f  qui  licet  honi  exisierent  atque  veri 
erantf  tarnen  fastidiosi^  tum  propter  ipsarum  regularum  muUUudinem^  tum 
propter  earum  deleationesy  tum  etiam  propter  ipsarum  operationum  pro- 
hotiones;  utrum  si  honae  fuerint  vd  ne.  JErant  äiam  isti  modi  interim 
fastidiosij  quod  si  in  aliquo  calculo  aströloico^)  error  contigissety  calcüla- 
torem  operaiionem  srmm  a  capüe  incipere  oportehat,  dato  quum  error  suus 
adhuc  satis  propinquus  existeret  et  hoc  propter  figuras^  in  sua  operatione 
deletas.  Indigebat  etiam  calcülator  semper  aliquo  lapide  vd  sihi  conformi^ 
semper  quo  scrihere  atque  faciliier  delere  posset  figuraSy  cum 
qutbus  operahatur  in  calculo  suo.  Et  qua  Jiaec  omnia  Sdtis  fastidiosa  atque 
läboriosa  mihi  visa  sunt,  disposui  lihellum  edere,  in  quo  omnia  ista  äbiceren- 
tur:  qui  etiam  algorismus  sive  liher  de  numeris  denominari  potervt.  Scias 
tarnen  quod  in  hoc  libeUlo  ponere  non  intendo  nisi  ea,  quae  ad  cälculum  ne- 
cessaria  sunt,  alia  quae  in  aliis  lihris  praäice^  arismetice  tanguntur,  ad  cal- 
adum  non  necessaria  propter  hrevitatem  dimittendo. 

Es  haben  also  damals  schon  praktische  Rechenbücher  in  Italien  be- 
standen. Die  zahlreichen  uns  erhaltenen  des  XV.  und  XVI.  Jahrhunderts, 
sowie  auch  die  grosse  Summa  de  arithmetica  des  Luca  Pacioli, 
Venedig  1494,  gehen  alle  auf  das  System  der  angewandten  Arithmetik  ein. 
Es  ist  sehr  bemerkenswerth,  dass  dem  gegenüber  der  Gelehrte  von  Padua 
sich  blos  auf  die  Verbesserung  der  Methoden  beschränken  wollte.    Die  An- 

1)  Gedruckt  zusammen  mit  der  Schrift  des  Johannes  de  Liyeriis,  De 
minuciis,  zu  Padua  1483  und  öfter. 

2)  Vergl.  über  ihn  Antonio  Favaro  im  Bullett.  Boncompagni  XII,  p.  Ib. 

3)  d.  i.  die  Astronomie,  das  specielle  praktische  Arbeitsfeld  des  Verfa^ers. 
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führung  seiner  nachfolgenden  Beispiele  für  die  sechs  Species:  a)  Addition, 
h)  Subtraction,  c)  Dimidiation,  d)  Duplation,  e)  Maltiplication,  f)  DiviBion, 
kann  in  Knrzem  klar  machen,  worin  das  Wesen  seiner  Arithmetik  besteht 


identisch  ist. 


a. 

l. 

c. 

9573 

50073 

9080753 

8164 

36582 

4540371^ 

4720 

13491 

2937 

d. 

540603 

1081206 


25394 


(Das  Diyisionsezempel  f  ist  97531 :  2468.  Die  untersten  Ziffern  246  zu- 
sammen mit  der  Einerstelle  8  der  nächst  oberen  Reihe  zeigen  die  eigen- 
thümliche  Verschiebung  des  Divisors  mit  Umgehung  des  Weglöschens;  die 
zuoberst  verbleibenden  Ziffern  1279  stellen  den  Divisionsrest  dar;  die  Quo- 
tienten 39  erscheinen  rechts  von  der  zu  ziehenden  Linie  neben  dem  Divi- 
denden. Diese  Methode  ist  eigentlich  mit  der  alten  arabischen  noch  immer 
identisch.)  Welche  Wichtigkeit  der  kleinen  Schrift  des  Prosdocimo  bei- 
gemessen worden,  erhellt  daraus,  wenn  Luca  Pacioli  in  seiner  Summa 
de  arithmetica,  dem  umfassendsten  Werke,  welches  jemals  über  praktische 
Arithmetik  geschrieben  worden,  als  seine  Quellen  fQr  die  abstracto  Rechnung 
nennt:  die  Schriften  dd  perspicadssimo  phüosopho  megarense  Euclide,  dd 
Severino  Boetio  e  de  nostri  moderni  Leonardo  Fisano^  GHordano, 
Biagio  da  Farmay^)  Qiovan  Sacrohosco  e  Prosdocimo  Padoano  (ed. 
1494,  carta  4^). 

Deutiich  ist  hieraus  erkennbar,  wie  in  Italien  das  Moment  der  prak- 
tischen Brauchbarkeit  bei  diesem  Gegenstande  massgebend  geblieben  isi 
Das  Ziffernlöschen ,  dessen  Anwendung  den  doppelten  üebelstand  einer  un- 
reinlichen „Schmiererei^  und  des  Verschwindens  der  operirenden  Zahlen  mit 
der  hierdurch  erschwerten  IJeberwachung  der  Operation  hatte,  war  schon 
von  Mazimus  Planudes^  im  XIV.  Jahrhundert  beklagt  worden. 

Es  war  um  so  weniger  zu  verwundern,  dass  Frankreich  und  Deutsch- 
land diesen  Bestrebungen  der  Italiener  nicht  fremd  blieben,  als  durch  die 
so  ausgedehnten  Handelsbeziehungen  der  letzteren  auch  die  übrigen  von 
ihnen    ausgebildeten   Handels  Wissenschaften ,    namentlich    die  Buchhaltung, 

1)  JordanuB  Nemorarius  und  Biasio  da  Parma. 

2)  Ma^iuov  Movdxov  tov  niavov9ri  'iprjfpotpoifla  %ax'^IvBov^  ri  Isyvfiipij  ftsytilri 
ed.  0.  J.  Gerhardt,  Halle  a.  S.  1865.  Deutsche  Uebersetzung  von  Dr.  Hermann 
Wäscbke,  ibid.  1878. 


n  heatigen 

Methoden  völlig 

e. 

f. 

6204 

2 

5073 

13        t 

18612 

587 

43428 

345 

0000 

5799 

31020 

975311 39 

31472892 

24688 

246 
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eben    im  XY.  Jahrhundert   in   die   genannten*^ X^*4^]^  ^^eirW^gljUi^^Drd^^ 
Sehr    sprechend   and   in  bewnsster  Weise  drückt  slBfr^teF^'üeg^satz  der  in 
Deutschland  üblich  gebliebenen  Methode  des  Algorismus  zu  der  neuen  ita- 
lienischen Methode  aus  um  die  Wende  des  XV.  Jahrhunderts  in  den  Titeln 
zweier  in  Deutschland  erschienenen  Druckschriften.    Hiervon  lautet  der  eine : 
Ärühmetice  opuscuHa  duo  Theoderici  tzwiuel  de  numerarum  praxi 
(quae  älgorUhmi  dicuntur)^  unum  de  integris  per  figuforum  (mare 
älemanorufn)  dektionem.     AUerum  cä  ...  QuenteU  iterato  disse- 
minari  proeur(wü»Ä.1507.s.l. ; 
der  andere  lautet: 

Jlgorismus  nouus  de  integris  eampendiose  sine  figurarum  (mare  ItdUh 
mm)  dddione  compHatus.     Artem  numerandi  amnemque  viam  cal- 
cidandi  enucUatim  cet.  ohne  Druckort  und  Jahreszahl,  jedoch  in 
der  Entstehungszeit  bestimmt  durch  wiederholte  Hinweisungen  des 
Textes  auf  die  Jahreszahl  1491  (z.  B.  in  der  quinta  spedes:  Volo 
dividere  annos  dni  currentes  viddicU  1491  per  24). 
Diese  Gegenüberstellung  der  Methoden  per  figurarum  deletionem 
more  Jlemanorum  und  sine  figurarum  deletione  more  Italorum 
giebt  Zeugniss,  dass  man  sich  der  Herkunft  der  vervollkommneten  Methode 
dauernd  bewusst  blieb.     Schon  zu  Anfang  des  XV.  Jahrhunderts  treffen  wir 
übrigens  (in  dem  angeführten  Wiener  Codex  Nr.  3029)  auf  einen  in  deut- 
scher Sprache  geschriebenen  arithmetischen  Tractat,  welcher  nicht  allein 
durch    diese   deutsche   für   die  Verbreitung   seines  Inhalts   im  praktischen 
Leben  sprechende  Abfassung,   sondern  auch  dadurch  sehr  merkwürdig  ist, 
dass  er  ganz  auf  dem  Boden  der  italienischen  Praxis  steht  und  die  meisten 
der   bei  den  späteren  Italienern  um  die  Wende  des  XV.  Jahrhunderts  vor- 
kommenden   neueren   Methoden    ohne    die  Ziffemlöschung    schon    enthält. 
Ebenso  zeigt  den  Einfluss  der  italienischen  Rechenkunst  die  seit  dem  ersten 
Viertel  des  XV.  Jahrhunderts  blühende  und  zu  hohem  Ansehen  gekommene 
Wiener   Schule,    welche   vornehmlich   durch   die  Namen  Johann   von 
Omunden  und  Oeorg  von  Peurbach  ihren  Glanz  auf  dem  Gebiete  der 
Mathematik  repräsentirt.^) 

Die  Erfindung  der  Buchdruckerkunst ,  entsprungen  einem  plötzlich  em- 
porwachsenden Bedürfnisse  nach  Bethätigung  auf  allen  Gebieten  des  geistigen 
und  des  wirthschafilichen  Lebens,  hat  auf  dem  der  Bechenkunst  alsbald  eine 

1)  Die  bezüglichen  Schriften  des  Magister  Joannes  de  Gmanden,  Algo- 
rithmus de  minociis  phjsicis  (d.  i.  den  Sezagesimalbrüchen)  und  des  M.  Georg  ius 
Peurbachius,  Algorithmus  in  integris,  sind  enthalten  in  dem  von  Georg  Tann* 
stetter,  genannt  Collimitius,  bei  dem  Buchdrucker  Singriener  zu  Wien  1515 
herausgegebenen  Sammelwerke:  Gontenta  in  hoclibro:  Arithmetica  communis  (des 
Joannes  de  Muris  nach  Bogtius)  cet.  Den  „Algorismus**  des  Peurbach  hat  aber  der 
Wiener  Buchdrucker  Winterburger  schon  1500  zum  ersten  Male  in  zwei  nachein- 
ander folgenden  Auflagen  erscheinen  lassen,  worüber  zu  vergl.  Majer,  Wiener 
Buchdruckergeschichte  11,  S.  894. 
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wahre  Flath  von  Druckschriften  zur  Folge  gehabt.^)  Es  sind  dies  knney 
gemeinverstfidnlich  gehaltene  Lehranweisungen  in  der  Volkssprache,  welche 
die  theoretische  Rechenkunst  und  die  gewöhnlichsten  Anwendungen  der  Pro- 
portion abhandeln.  In  den  Ländern  ausser  Italien  geht  der  Ziffemrechnung 
gewöhnlich  die  Darstellung  des  Rechnens  auf  den  Linien  mit  den  Baii- 
Pfennigen  ßetons^  cotmters)  voran,  welch'  letzteres  in  Mitteleuropa  noch  im 
XVL  und  XVII.  Jahrhundert  die  weitaus  überwiegende  Anwendung  im  Ver- 
kehrsleben hatte  und  der  Verbreitung  der  arabisch -indischen  Arithmetik 
nicht  wenig  im  Wege  stand.^)  Mit  diesen  Lehrbüchlein  und  der  hiermit 
zusammenhängenden  mündlichen  Lehre,  welche  allerdings  noch  immer  nicht 
in  den  gewöhnlichen  Schulen,  sondern  von  eigenen  ,, Rechenmeistern''  in 
besonderen  Schulen,  wovon  die  des  Adam  Riese  zu  Annaberg  in  Sachsen 
die  bekannteste,  ertheilt  wurde,  war  nun  der  Verbreitung  der  Rechenknnsi 
und  der  Ziffern  die  weiteste  Bahn  geöffnet. 

1)  Die  älteste  italienische  und  wohl  überhaupt  erste  Dmckschnfb  über 
diesen  Gegenstand  ist  das  anonyme  Trevisaner  Rechenbüchlein  von  1478,  deeaen 
Charakter  der  Titel  deutlich  hervorhebt:  Ineofninda  una  practica  moUo  bona  et 
utile:  a  ciaschadimo  cht  vudle  uxare  larte  dda  tnercadantia.  chiamata  vulgarmetUc 
larte  de  labhacho  ...  A  Triviso:  A  dt  10  Becembre  1478,  Vergl  hierüber 
Boncompagni  in  den  Atti  de' Nuovi  Lincei  XVI  (1862—1863).  Die  n&chsten  sind: 
Pietro  Borge,  Qui  coinenea  la  nobel  opera  de  arithmeHca  ne  la  quäl  se  trct^a 
tute  cosse  amercantia  pertinente  facta  e  compilata  per  Pietro  borgi  da  Veniesia, 
Venedig  1482  (Hain  3669),  1484,  1488;  und  FraLucaPacioli,  genannt  di  Borgo 
San  Sepolcro:  Summa  de  Arithmetica,  Geometria,  Proportioni  et  Proportionälitä. 
Venedig  1494  (vergl.  E.  Karducci:  Intomo  a  due  edizioni  della  Summa  di  Arith- 
metica di  Fra  Lnca  Pacioli.  Roma  1463,  und  Boncompagni  in  den  Atti  de*  Lincei 
XVI  p.  61 B.,  105  b.,  129,  134).  —  Von  deutschen  Drucken  dieser  Art  dürften  die 
ältesten  wohl  Bein  und  bleiben  die  beiden  von  Heinrich  Petzensteiner  in 
Bamberg  gedruckten  Rechenbüchlein,  nämlich  dasjenige  des  Ulrich  Wagner, 
Rechenmeisters  zu  Nürnberg,  von  1482,  und  dasjenige  von  1483  (Hain  13713,  von 
Petzensteiner  selbst  verfasst?),  über  welche  jetzt  besonders  zu  vergl.  Friedr.  ünger 
a.  a.  0.  S.  36flgg.  Ihnen  folgt  das  bekannte  Werkchen  des  Johann  Widmann 
aus  Eger,  Behende  xmd  hübsche  Rechnung  auff  allen  kauffmanschaft,  Leipzig  1489 
(Kacheloffen).  —  Diese  Daten  gewinnen  ihre  wahre  Bedeutung  erst  im  Zusammen- 
hange mit  dem  massenhaften  Erscheinen  italienischer,  besonders  aber  deutscher 
RecheDbüchlein  zu  AnÜEing  des  XVI.  Jahrh.  und  der  Thatsache,  dass  die  Anfänge 
der  Buchdruckerkunst  sich  überhaupt  keinem  populär -praktischen  G^enstande 
mit  gleichem  Eifer  zugewandt  zeigen,  als  eben  der  praktischen  Arithmetik. 

2)  Der  Gegensatz  zwischen  beiden  Recbenmethoden  wird  gemeinhin  bezeichnet 
mit  Rechnen  auf  den  Linien  und  mit  der  Feder,  „compter  aux  gdt  Qets) 
comme  ä  la  plume'^;  auch  die  Bezeichnung  Algorithmus  linealis  findet  sich.  VergL 
meine  Abhandlung  „Die  Rechenpfennige  und  die  operative  Arithmetik. **  Wien 
1888  (Numismatische  Zeitschrift  XIX,  1887). 


(Sohlnss  folgt) 
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Acta  nationis  Germanicae  aniversitatis  Bononiensis  ex  archetypis  tabu- 
larii  Malyesziani.     lassu  instituti  Germanici  Sayignjani  ediderunt 
Ebmestus  F&iedlaender  et  Carolus  Malaqola.     Cum  Y  tabulis. 
Berlin,  G.  Reimer.     1887.     XXXIX  und  503  S.  gr,  4^ 
Man  schrieb  das  Jahr  1876.    Der  damalige  Assistent,  jetzige  Director 
am  Staatsarchiv  zu  Bologna,  Herr  Dr.  Carlo  Malagola,  hatte  in  dem 
dortigen  Familienarchiv  der  Grafen  Malvezzi  de^Medici  einen  wichtigen 
Fond   gemacht.     Dieses  ArchiT  enthält  nftmlich  die  Acten  der  Deutschen 
Nation  an  der  üniversitttt  Bologna,  d.  h.  die  vollstfindigen  Namenseinzeich- 
nungen  aller  dort  studirenden  deutschen  Studenten,  die  Statuten  der  Nation, 
ihre  Privilegien  u.  s.  w.     unter  den  darin  verzeichneten  Namen   befinden 
sich   auch  die  von  Nicolaus  und  von  dessen  Bruder  Andreas  Copper- 
nicus.     Herr  Malagola  war  damals  so   freundlich,   ausserhalb  Italiens 
zuerst  dem  Unterzeichneten  von  seinem  Funde  Eenntniss  zu  geben ,  und  ich 
beeilte   mich,   denselben   sofort  dem  Coppemicus -Verein  für  Wissenschaft 
and  Kunst  zu  Thorn  mitzutheilen,  zugleich  betonend,  dass  ich  eine  voll- 
ständige Yeröfientlichung  der  Acten,  die  vom  Anfange  des  XIIL  bis  an  das 
Ende  des  XVIII.  Jahrhunderts  reichen,  für  sehr  wttnschenswerth  hielte.  Der 
Coppemicus -Verein  ging  mit  grossem  Eifer  auf  mein  Project  ein.    Der 
Protector  desselben,  der  Oberpräsident  von  Westpreussen  Herr  Dr.  v.  Achen- 
bach,  begeisterte  sich  ebenfalls  für  das  Werk,  und  so  wurden  bald,  immer 
unter  Vermittlung  des  Herrn  v.  Achenbach,  zwischen  dem  Vereine  und 
dem  königl.  Cultusministerium  Verhandlungen  über  die  Herausgabe  gepflogen. 
Herr  Malagola  erstattete  ein  sechs  Bogen  starkes  Gutachten  über  die  Ver- 
GffenÜichung,  Herr  Ferdinand  Gregorovius,  der  auf  meine  Bitte  in 
Bologna  selbst  die  Schriftstücke  eingesehen  hatte,  sprach  sich  in  jeder  Be- 
ziehung zustimmend  aus,   und  auf  Verlangen  des  Herrn  Ministers  trat  der 
Coppemicus  -Verein  mit  der  J.  G.  Cotta'schen  Verlagsbuchhandlung  in  Stutt- 
gart  in  Verhandlungen  über   die  Höhe  der  Subvention,  welche  diese  für 
einen  etwaigen  Dmck  in  ihrem  Verlage  verlangen  würde.    Freiherr  v.  Cotta 
normirte  diese  eigenhändig  auf  1200  Mark.     So  war  Alles  zur  Herausgabe 
vorbereitet  —  da  legte  mit  einem  Male  die  königl.  Akademie  der  Wissen- 
schaften zu  Berlin  ihre  Hand  auf  das  Werk.    Neidlos  gab  der  Coppemicus- 
Verein  der  um  so  viel  mehr  legitimirten  Gesellschaft  die  Herausgabe  anbeim,jp 
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die  endlich  im  Herbste  1887  —  nach  11  Jahren  —  für  die  sie  sehnlichst 
erwartende  wissenschaftliche  Welt  erfolgte. 

Nun  hätte  man  denken  dürfen,  dass  entweder  Herr  Dr.  Carlo  Mala- 
gola,  oder  die  königl.  Akademie  zu  Berlin,  mit  deren  Vertreter,  Herrn 
Archi vrath  Dr.  Friedländer,  der  Terstorbene  Vorsitzende  des  Coppemicns- 
Vereins,  Prof.  Dr.  L.  Prowe,  fast  bis  za  seinem  letzten  Lebenstage  wegen 
der  Herausgabe  im  Briefwechsel  stand,  sich  beeilt  hätten,  dem  Vereine, 
dem  das  unbestreitbare  Verdienst  gebührt,  zuerst  die  Aufinerksamkeit  der 
königl.  Staatsregierung  in  Betreff  dieser  Fundgrube  für  die  LiterärgeBchichte 
Deutschlands  rege  gemacht  und  deren  Veröffentlichung  angebahnt  zu  haben, 
wenigstens  ein  Druckexemplar  des  Werkes  zugänglich  zu  machen;  doch 
nichts  dergleichen  ist  geschehen.  Wenn  nicht  der  Unterzeichnete  sich 
auf  seine  Kosten  in  den  letzten  Wochen  ein  Exemplar  des  nicht  gerade  bil- 
ligen Buches  —  dem  Verleger  entstanden  für  dasselbe,  da  es  yöUig  auf 
Staatskosten  gedruckt  ist,  gar  keine  Aufwendungen  —  hätte  kommen  lassen, 
so  würde  auch  noch  heute  weder  der  Coppemicus -Verein,  noch  sonst  Jemand 
in  Thom  irgend  Etwas  Ton  der  Ausgabe  kennen. 

In  dem  Buche  werden  alle  Verdienste,  welche  sich  Mitglieder  der 
Akademie,  sowie  Minister  u.  s.  w.  um  das  Zustandekommen  desselben  ge- 
macht haben ;  gebührend  hervorgehoben :  weshalb  sind  aber  die  Namen  des 
Herrn  Oberpr^identen  y.  Achenbach  und  dessen  Nachfolgers  im  Amte, 
des  Herrn  y.  Ernsthausen,  yersch wiegen ,  die  sich  beide  mit  der  grossesten 
Hingabe  bemüht  haben,  die  Herausgabe  herbeizuführen?  Weshalb  wird 
nicht  darauf  hingewiesen,  dass  der  Coppemicus -Verein  zu  Thom  in  heryor- 
ragender  Weise  und  als  Erster  die  Herausgabe  nicht  nur  beabsichtigt,  son- 
dern fast  schon  den  Verlagscontract  mit  dem  Freiherm  y.  Cotta  zum  Ab- 
schluss  gebracht  hatte?  Sind  nur  Mitglieder  der  Akademie  und  actiye 
Staatsminister  geeignet,  öffentlichen  Dank  für  ihre  Thätigkeit  bei  einer  so 
wichtigen  Publication  zu  erhalten?* 

Und  nun  weiter.  Herr  Prof.  Dr.  Jacob  Caro  in  Breslau  sprach 
seinerzeit  dem  Unterzeichneten  gegenüber  seine  Ueberzeugung  dahin  aus, 
dass  er  den  Coppemicus -Verein  nicht  für  geeignet  halte,  die  fragliche  Ver- 
öffentlichung auszuführen,   da  diesem  die  nöthigen  literarischen  Hilfsmittel 


*  Dass  Se.  Ezcellenz  der  Herr  Minister  der  geistlichen  etc.  Angelegenheiten 
Über  die  Verdienste  des  Vereines  um  die  Herausgabe  anders  urtheilt  als  die  königl. 
Akademie,  geht  aus  dem  folgenden  Schreiben  hervor,  welches  an  den  Verein  ge- 
langte: 

„Im  Auftrage  des  Herrn  Ministers  der  geistlichen,  Unterrichts-  und  Me- 
dicinalangelegenheiten  benachrichtige  ich  den  Vorstand  ergebenst,  dass  die 
wegen  Herausgabe  der  Acta  Nationis  Germanoram  gepflogenen  weiteren  Ver- 
handlangen, an  welchen  auch  der  Herr  Justizminister  sich  betheiligt  hat,  zu 
dem  Besultat  gefObrt  haben,  dass  jene  Herausgabe  durch  die  Akademie  der 
Wissenschaften  mit  den  ihr  aus  der  Sayignj- Stiftung  zu  Gebote  stehenden 

Digitized  by  LjOOQIC 


Becensionen.  149 

nicbt  so  za  Gebote  ständen  wie  der  Akademie:  nun  sehe  man  aber  die  Aus- 
gabe an,  so  wie  sie  bis  jetzt  y erliegt  —  icb  spreche  nicht  yon  dem  in 
Aussicht  gestellten  Supplement  — ,  dann  sieht  Jeder,  dass  man  fOr  diese 
'weder  Akademiker,  noch  Archivdirector  zu  sein  braucht.  Die  Grundsätze 
zur  Publication  solcher  Acten  sind  Gemeingut  aller  Geschichtsforscher  und 
zu  der  sicherlich  nothwendigen  scrupulösesten  Genauigkeit,  mit  der  die 
Ausgabe  gemacht  ist,  braucht  man  nur  einen  guten  Handschriftenleser,  der 
docb  aber  nicht  gerade  Akademiker  zu  sein  braucht.  Ich  wenigstens  habe 
▼on  dieser  Ausgabe  auf  Staatskosten,  die  mindestens  sechs  Jahre  zur  Vor- 
bereitung gebraucht  hat  —  August  1881  bis  Herbst  1887  — ,  mehr  erwartet, 
als  sie  geleistet  hat  Nur  das  Yorzügliche  Bester  hat  meine  ganze  Be- 
wunderung erregt  Hier  und  nur  hier  allein  erkennt  man  den  mit  Allem 
▼ertrauten  Arohivbeamten,  und  doch  sind  auch  hier  mehrfach  Verweisungen 
auf  Kamen  vorhanden,  welche  im  ganzen  Begister  nicht  vorkommen. 

Wie  für  die  Geschichte  jedes  deutschen  Gaues,  so  ist  speciell  f&r  die 
liiteraturgeschichte  von  Ost-  und  Westpreussen  ein  ganz  erklecklicher  Ge- 
winn aus  diesen  Acten  zu  entnehmen  ^  viel  grösser,  als  man  aus  den  Publi- 
cationen  Malagola's  über  die  Acten  der  Deutschen  Nation,  welche  in 
Uebersetzung  auch  in  den  Schriften  des  Coppemicus -Vereins  erschienen  sind, 
annehmen  durfte. 

Da  der  Coppemicus -Verein  als  solcher  sein  Becht  zu  wahren  nicht  ge- 
willt zu  sein  scheint,  so  halte  ich,  ab  früherer  langjähriger  Schriftführer 
des  Vereins,  welcher  die  ganze  Correspondenz  in  dieser  Angelegenheit  ge- 
führt hat,  es  für  meine  Pflicht,  die  Namen  Derer  nicht  untergehen  zu  lassen, 
welche  an  erster  Stelle  an  diesem  in  Wahrheit  nationalen  Werke  gearbeitet 
haben,  und  bemerke  nur  noch,  dass  ich  Alles,  was  ich  oben  gesagt  habe, 
actenrnftssig  belegen  kann. 


Mitteln  und  mit  Hilfe  einer  von  Sr.  Majestät  dem  Kaiser  Allerhöchst  bewillig- 
ten Beihilfe  bewirkt  werden  wird. 

Ein  Vertrag  zwischen  der  Akademie  einerseits  und  dem  Grafen  Malvezzi 

29   Juli  I 

de'  Medid  und  Dr.  Malagola  zu  Bologna  andererseits  unter  dem 


8.  August 

V.  J.  sichert  sowohl  die  Benutzung  des  in  dem  Besitze  des  Grafen  MaWezzi  de* 
Medici  befindlichen  Materials,  als  die  Mitwirkung  des  Dr.  Malagola  bei  dem 
Unternehmen. 

Dan  zig,  den  21.  Februar  1882. 

Der  Oberpr&sident  der  Provinz  Westpreussen: 
von  Ernsthausen. 
An  den  Vorstand 

des 

Coppemicns -Vereins  fclr  Wissenschaft  und  Kunst 
■*  Thom.« 


Thorn,  6.  März  1889.  M.  Cürtzb,  Professor, 

/Google 


oorxaipondirendea  Mitglied  der  Akademie  dex  Wimeniohaf ten 
m  Padna. 
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Ziyot  i  djela  B.  J.  Boskovitfa  (Leben  und  Werke  von  B.  J.  Boscovich)  Yon 
Dr.  F.  Ba£ki.  Separatabdruck  aas  dem  87.,  88.  und  90.  Bande  der 
Berichte  der  südslavischen  Akademie  der  Wissenschaften  in  Agram. 
1888.    428  S.  80. 

Das  uns  vorliegende  Werk  zerfällt  in  drei  Abschnitte.  Der  erste  Theü 
enthält  eine  von  Dr.  Backi  in  slaviscber  Sprache  verfasste  Biographie  des 
berühmten  Jesniten,  der  zweite  (von  Prof.  Josef  Gelcich  zusammengestellt) 
eine  Sammlung  von  91  bisher  ungedruckt  gewesenen  Briefen  diplomatischen 
Inhalts,  der  dritte  eine  ähnliche  Collection,  die  zumeist  ein  mathematisches 
und  wissenschaftliches  Interesse  bietet  und  fast  ausschliesslich  durch  Schia- 
parelli  zusammengetragen  wurde.  Sftmmtliche  Briefe  sind  zum  GlQck  in 
ihrer  Originalfassung,  d.  i.  italienisch  und  französisch,  wiedergegeben.  An 
dieser  Stelle  können  wir  uns  natürlich  nur  mit  dem  letzten  Theile  des  Wer- 
kes beschäftigen. 

Von  den  114  Briefen  wissenschaftlichen  Inhalts,  welche  182  Seiten 
des  ganzen  Buches  einnehmen  ^  ist  zunächst  ein  guter  Theil  der  Astronomie 
gewidmet.  In  zwei  Briefen  finden  wir  Angaben  über  die  Berechnung  der 
Cometenbahnen ,  und  zwar  lediglich  eine  Verbesserung  der  durch  Bosco- 
yich  1749  veröffentlichten  Methode:  De  determinanda  orbita  planetae  ope 
catoptrica  ex  datis  vi,  celeritate  et  directione  motus  in  dato  puncto.  In 
einem  andern  Briefe  (17.  April  1785)  beklagt  er  sich,  dass  Pingr6  seine 
ältere  Methode  geringschätzte ,  ohne  von  der  bewussten  Verbesserung  Kennt- 
niss  zu  nehmen,  die  schliesslich  doch  die  Seele  der  ganzen  Kechnung  bildet 
Boscovich  beruft  sich  darauf,  dass  sich  M6chain  und  Saron  zur  Be- 
rechnung der  Cometenbahnen  stets  seiner  verbesserten  Bechnungsweise  be- 
dienten und  dass  ihre  Resultate  doch  vorzüglich  waren.  Die  Wiedergabe 
des  mathematischen  Inhalts  dieser  Briefe  erscheint  ganz  überflüssig,  da  die 
verbesserte  Methode  im  3.  und  5.  Bande  des  1785  erschienenen  Werkes: 
B.  J.  Boscovich  opera  pertinentia  ad  opticam  et  astronomiam  enthalten  ist 

In  einem  guten  Theile  seiner  Correspondenz  erscheint  uns  der  Jesuit 
als  wissenschaftlicher  Vermittler  zwischen  den  Astronomen  von  Paris  und 
jenen  des  Instituts  Brera  zu  Mailand,  welch*  letzterem  er  die  in  Paris  aus- 
gefUhrten  Cometenbeobachtungen  und  die  daraus  durch  ihn  selbst  berech- 
neten Bahnelemente  mittheilte  oder  die  Berechnungen  Anderer  berichtigte, 
weitere  Daten  zur  Verbesserung  der  ersten  Bahnbestinmiung  verlangte 
u.  s.w.  Die  Cometen,  worauf  hier  Bezug  genommen  wird,  sind  folgende: 
1779,  17801,  1780  II,  17811,  1781 II,  17851,  1785  IL 

Einige  von  den  hier  besprochenen  Documenten  liefern  mehrere  Details 
zur  Geschichte  der  Entdeckung  des  Uranus,  der  bekanntlich  am  13.  Man 
1781  durch  Herschel  gesehen  und  als  Comet  angezeigt  wurde.  Am 
19.  April  1781  schrieb  Boscovich,  von  Messier  und  Lalande  Beobach- 
tungen des  neuen  Cometen  erhalten  zu  haben ^  die  sich  jedoch  für  eine 
Bahnberechnung  wegen  der  geringen  Breitenänderung  sch^^cht  eignen.     Er 
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findet     auf  Grand  dieser  Daten  zwei  sehr  abweichende  Bahnen  and  macht 

daraxif   anfmerksam,   dass  das  nene  Object  keine  Spnr  von  einem  Schweife 

zei^e.      Am  10.  Juni  kann  er  noch  nic]it  entscheiden ,  ob  es  sich  um  einen 

neaen  Planeten  oder  nm  einen  Gometen  handelt;  doch  neigt  er  zur  ersteren 

Annabme  nnd  sagt,  dass  Ende  Juli  darüber  Gewissheit  erlangt  werde.    Am 

6.  October  giebt  er  ausführliche  Daten  über  den  Planeten;  da  er  sich  aber 

ausserhalb  seines  Domicils  befindet,  wo  er  nur  die  Sinnstafeln  bei  sich  bat, 

80    kaim  er  einer  Mittheilung  Messier's  nicht  unbedingt  zustimmen,  laut 

welcher  sich  die  Bahn  sehr  der  Ereisform  nähern  sollte.    Am  19.  November 

1781    hielt  man  am  Observatorium  Brera  den  neuen  Stern  noch  für  einen 

Cometen  und  Boscovich  machte  die  dortigen  Kreise  darauf  aufmerksam, 

dass 'man  zu  jener  Zeit  schon  allgemein  anerkannte,   einen  neuen  Planeten 

vor  sich  zu  haben.   Laut  Brief  vom  18.  Februar  1782  fand  der  gelehrte  Jesuit 

die  mittlere  Entfernung  des  Uranus  von  der  Sonne  18,9  (Lalande  18,913) 

-and  die  Umlaufszeit  88,15  Jahre. 

Im  Uebrigen  finden  wir  von  astronomischen  Fragen  Vieles  über  ein 
Wasserfemrohr,   von   dem  sich   Boscovich   besondere  Erfolge  versprach, 
einige  unbedeutende  Winke  über  die  Bestimmung  der  Befraction^  und  An- 
siebten über  die  Atmosphäre  des  Mondes,  deren  Vorhandensein  ihm  unwahr- 
scheinlich klingt  und  die  er  durch  Stembedeckungen  nachzuweisen  auffordert. 
Ein  grosses  Interesse  bieten  jene  Briefe,   die  sich  auf  die  Enthebung 
Boscovich 's  von  der  Stelle  eines  Directors  der  Sternwarte  der  Brera  be- 
ziehen,  da  sie  einiges  Licht  auf  den  Zustand  der  praktischen  Astronomie 
in  Italien  am  Ende  des  vergangenen  Jahrhunderts  werfen.    Es  genüge  kurz 
anzuführen,   dass   die  Jesuiten   für  die  Anschaffung  und  Installirung  der 
Instrumente  oft  aus  eigenen  Mitteln  sorgen  mussten,  wollten  sie  in  der  Lage 
sein ,  ihre  Isstitute  auf  der  Höhe  der  Zeit  zu  erhalten.     Merkwürdig  ist  das 
ürtheil,   das   Boscovich   über   Lagrange,   einen   seiner   hartnäckigsten 
Gegner,   den   er  zwar  für  theoretische  Studien  als  besonders  geeignet  an« 
erkennt,  dem  er  aber  jede  Eigenschaft  zum  praktischen  Astronomen  abspricht. 
Noch  in  seinen  letzten  Jahren  beklagte  sich  B.  darüber^  dass  La  Orange 
ihm  soviele  Schwierigkeiten  in  den  Weg  legte,  und  u.  A.,  dass  er  sich  stets 
weigerte,  einen  Meridiankreis  für  den  Unterricht  in  der  Astronomie  aufzu- 
stellen.    Er  wirft  ihm  vor,  das  Aequatorial  dem  Meridiankreis  vorgezogen 
zu  haben,  die  Aufstellung  eines  Quadranten  für  die  Bestimmung  der  Aber- 
ration verhindert  zu  haben  u.  dergl. 

Von  mathematischen  Fragen  enthalten  die  Briefe  nur  Kurzes  und 
Weniges,  so  einige  Bemerkungen  über  die  Bectification  der  Kegelschnitte 
nnd  über  einige  Punkte  aus  der  Di£ferential-  und  Integralrechnung.  Erstere 
Bind  durch  die  Herausgabe  eines  Werkes  von  einem  P.  Fortunato  ver- 
anlasst, welches  diesbezügliche  Fehler  enthielt,  letztere  sind  Antworten  auf 
bestimmt  gestellte  Fragen  nnd  drehen  sich  um  elementare  Erklärungen  über 
den  Begriff  und  die  Bedeutung  der  Integrationsconstante.  ^  , 
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Seite  95 — 100  des  Werkes  enthält  ein  Verzeichniss  der  s&mmtüchen 
von  Boscovich  herausgegebenen  Werke,  sowie  der  in  verschiedenen  Zeit- 
schriften zerstreuten  Monographien,  doch  ist  entweder  dieses  Verzeichniss 
nicht  yollst{Uidig  oder  müssen  noch  unedirte  Manuscripte  von  B.  vorhanden 
sein.  So  spricht  er  z.  B.  in  Briefe  vom  19.  August  1784  (S.  371)  von  einer 
Brochure  über  sein  Wasserfemrohr,  die  wir  im  Verzeichniss  nicht  vorfinden. 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  auch  der  Natarforscher  manches  ihn 
Interessirende  finden  wird;  so  z.  B.  ziemlich  lange  Auseinandersetzungen 
über  die  Hebung  und  Senkung  der  Küsten,  über  die  Faltungen  der  Erd- 
rinde und  über  die  damit  zusammenhftngenden  Verftnderungen  in  den  Azi- 
mutheft der  Instrumentenpfeiler  der  Sternwarten. 

Der  Druck  und  die  Ausstattung  des  Werkes  iSsst  nichts  zu  wünschen 

*^^"«-  E.  Gblcioh. 

Die  Quadratur  des  Zirkels  in  berufenen  und  unberufenen  KOpfen«    Eine 
culturgeschichtliche   Studie  von  Dr.  Hermann  Schubbrt,   Professor 
an  der  Gelehrtenschule  des  Johanneums  in  Hamburg.     [Heft  67  der 
Sammlung  gemeinverständlicher  wissenschaftlicher  VortrSge,  heraus- 
gegeben von  BuD.  ViBOHOw  und  F&.  v.  Holtzendorff.]     Hamburg 
1889.    Verlagsanstalt  und  Druckerei  A.-O.  (vormals  J.  F.  Bichter). 
40  S. 
Der  hübsch  geschriebene  Aufsatz  ist  der  Sammlung  entsprechend,   als 
deren  Theil  er  im  Drucke  erschien,  durchaus  volksthümlich  gehalten.     Man 
braucht  nicht  Mathematiker  zu  sein,  um  ihn  zu  verstehen;  man  darf  Mathe- 
matiker sein,  und  wird  noch  immer  das  Eine  oder  das  Andere  daraus  lernen. 
Wir  heben  namentlich  S.  36  hervor,   wo  an  Beispielen  klar  gemacht  ist, 
welche  praktische  Bedeutung  für  die  Ereisausmessung  es  besitzt,   ob  die 
Zahl  7t  auf  16  oder  gar  auf  100  Decimalstellen  genau  bekannt  ist.     Der 
Verfasser  hat  diesen  Auseinandersetzungen  eine  den  Völkern  und  der  Zeit» 
folge  nach  geordnete  üebersicht  der  Werthe  vorausgeschickt,  welche  für  n 
in  Anwendung  kamen,  hat  eine  Andeutung  des  Beweises  der  Transcendenz 
von  n  folgen  lassen.    Eines  dagegen  vermissen  wir:  die  Angabe,  seit  wann 
der  Buchstabe  n  für  die  Mathematiker  das  Verhältniss  des  Ereisumfanges 
zum  Durchmesser  darstellt?     Euler  wird  wohl  nach  wie  vor  das  Verdienst 
zugeschrieben  werden  müssen,  n  und  ebenso  auch  e &=  2,718281828 ...  in 
die  Mathematik  eingeführt  zu  haben,  wenn  auch  die  Annahme,  n  sei  erst- 
malig in  der  Introductio  in  analjsin  infinitorum  gebraucht,  durch  Herrn 
G.  Eneström   (Bibliotheca  mathematica  1889,   pag.  28)  als  irrig  nach- 
gewiesen ist.     Andere  als  Euler  haben  schon  1742  des  Buchstaben  n  sich 
bedient;  Eni  er  selbst  hat  abwechselnd  mit  n  auch  p  gebraucht.   Aber  seit 
der  Introductio  bürgerte  n  sich  allgemein  und  ausschliesslich  ein. 

Camtor. 

Digitized  by  VjOOQIC 


Becensionen.  153 

Principien  der  mathematischeii  Optik  von  Clebsch^   herausgegeben  von 

Dr.  Kurz.     Augsburg  1887.    53  S. 

JSs  war  C auch 7,  welcher  zuerst  die  Bewegung  des  Lichts  in  Mitteln, 

die  nach  verschiedenen  Eichtungen  verschieden  sich  verhalten ,  aus  den  gegen- 

seitig^en  Anziehungen  der  Massentheilchen   (der  Herausgeber  schreibt  noch 

„Molekül",  als  ob  das  Wort  ursprünglich  französisch  wäre)  abzuleiten  suchte. 

lür     gelangte    dabei   zu  Differentialgleichungen,   welche   die  Bewegung  des 

liichts  in  Erjstallen   und   die  Wellenfläche  ergeben,  so  lange  man  es  mit 

Yiomogenem  Lichte  zu  thun  hat.    Die  Abhandlungen  von  Cauchj  sind  weit 

zerstreut,  es  wird  daher  Jedermann,  der  sich  für  diese  Theorie  interessirt, 

dem    Herausgeber  dankbar  sein,    dass  er  eine  Zusammenstellung,   vollends 

aus   einer  so  competenten  Feder  wie  die  von  Clebsch,  dem  Publicum  giebt. 

Der  Titel  ist  freilich  zuviel  versprechend,  da  das  Verfahren  von  Cauchy 

weder  zur  Erklärung  der  Dispersion,   noch   der  Absorption  führt.     Unter 

Principien  der  mathematischen  Optik  wird  man  heutzutage  noch  manches 

Andere,  als  das  hier  Besprochene  verstehen.     Aber  dass  ein  erster  Versuch 

abg^eschlossen    dargestellt   ist,    ist   insbesondere   für    den   Studirenden  von 

grossem  Werthe.  p  2boh 


Heue  Theorie  der  Reibung  von  Petroff.     üebereetzt  von  Wurzel.    Ge- 
krOnte  Preisschrift.     Hamburg  und  Leipzig  1887.     187  S. 

Die  Frage  der  mechanischen  Wirkung  der  Beibung  ist  von  den  Tech- 
nikern —  aus  Mangel  an  Besserem  —  in  der  Art  gelöst,  dass  man  die 
Sätze  von  Coulomb  (Unabhängigkeit  von  Geschwindigkeit  und  Grösse  der 
Beibongsfläche ,  Abhängigkeit  nur  von  dem  Drucke)  als  für  alle  Fälle  richtig 
annahm  und  darnach  die  Bechnung  weiter  führte.  Der  Verfasser  sucht,  da 
diese  Sätze  durchaus  nicht  immer  sich  bestätigen,  den  einzelnen  Ursachen 
des  nnter  dem  allgemeinen  Namen  der  „Beibung^  Zusammengefassten  nach- 
zuspüren. *  An  der  Hand  der  neuesten  Arbeiten  wird  zuerst  die  Beibung 
in  Flüssigkeiten  betrachtet,  insbesondere  das  Gesetz  von  Hagen-Poiseuille 
abgeleitet  und  seine  üebereinstimmung  mit  Versuchsergebnissen  nachgewiesen. 
Dabei  ergeben  sich  eine  Anzahl  Folgerungen,  nach  denen  die  Beibung  von 
der  Zähigheit  des  Schmiermittels  abhängig ,  der  relativen  Geschwindigkeit  der 
bewegten  Theile  direct,  der  Pressung  (Druck  auf  Flächeneinheit)  indirect' 
proportional  ist.     Auch  auf  die  Temperatur  wird  noch  Bücksicht  genommen. 

Es  zeigt  sich  dabei ,  dass  die  bisherigen  Versuche  noch  nicht  genügend 
Material  geben,  um  definitive  Besultate  zu  erhalten.  Der  Verfasser  giebt 
das  Charakteristische  solcher  zu  machenden  Versuche,  ohne  auf  deren  Ein- 
zelheiten einzugehen.  p^  Zbch 


Hisi.-Ut.  Abthlg.  d.  ZelUehr.  f.  Msth.  u.  Phyi.  XXXIV,  4. 
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Die  Lehre  von  der  Energie ,  historisch -kritisch  entwickelt  von  T>r,  Helm. 
Leipzig.     104  S. 

^Die  ganze  Bedeutung  eines  Naturgesetzes  liegt  allein  in  dem  Crfolg, 
in  der  Macht ,  mit  der  es  uns  gestattet ,  die  Welt  erkennend  zu  beherrschen 
oder  in  der  einfachsten  Weise  zu  beschreiben.  Die  letzten  Begründungen 
bleiben  immer  schwankende,  weil  sie  aus  dem  exacten  Gebiet  hinausftlhren.* 
Mit  diesen  Worten  charakterisirt  der  Verfasser  seinen  Standpunkt,  ein  Stand* 
punkt,  der  in  der  neueren  Zeit  vielfach ,  besonders  bei  Kirch  hoff  und 
Mach  vertreten  ist. 

In  Theil  I  werden  die  Quellen  der  Energie -Ideen  aufgesucht,  in  der 
Mechanik,  der  Physik,  der  Philosophie  und  der  Technik.  Es  wird  gezeigt, 
wie  auf  allen  diesen  Gebieten  mehr  oder  weniger  unbewusst  von  dem  Ge- 
setze der  Energie  seit  langer  Zeit  Gebrauch  gemacht  wird.  Besonders  be- 
merkenswerth  scheint  dem  Beferenten  die  Darstellung  des  instinctiven  Vor- 
dringens des  Gesetzes  in  der  Technik. 

In  Theil  II  wird  die  Begründung  des  Energiegesetzes  behandelt.  Es 
wird  die  Leistung  Robert  Majores  in  einer  Weise  anerkannt,  wie  das 
leider  selten  der  Fall  ist;  es  werden  die  Arbeiten  von  Joule  besprochen, 
•Jie  „unser  Wissen  von  der  Energie  erweitert,  aber  nicht  begründet  haben *^, 
die  auf  Schlüssen  beruhen,  wie  sie  Mayer  gemacht  und  die  experimentell 
zu  bestätigen  sein  Ideal  war.  Dann  werden  die  Verdienste  Helmholtz' 
hervorgehoben,  der,  von  der  Idee  Mayer's  „ex  niküo  nihü  /ii"  ausgehend, 
sie  in  der  Form:  „Ein  Perpetuum  mobile  ist  unmöglich"  benützt,  womit  er 
zum  Gesetz  von  der  „Erhaltung  der  Kraft**  gelangt.  Während  es  sich  hierbei 
um  Gewinn  und  Verlust  an  Energie  von  aussen  oder  nach  aussen  handelt, 
tritt  die  Vorstellung  der  Eigenenergie  eines  Körpers  als  einer  Function  des 
augenblicklichen  Zustandes  vorzugsweise  bei  Clausius  und  W.  Thomson 
auf.     S.  41   wird  dann  das  Ergebniss  der  Untersuchung  aufgesteUt 

In  einem  Theil  III  ist  von  der  „Energetik"  die  Bede,  wie  Bank  ine 
eine  neue  Wissenschaft  genannt  hat,  deren  Aufgabe  ist,  das  Energiegesetz 
zu  einer  Weltanschauung  auszubilden ,  welche  die  Mechanik  als  Natur?rissen- 
schaft  in  sich  schliesst,  aber  über  ihre  Grenzen  hinausgeht.  Im  Energie- 
gesetz entwickelt  sich  damit  eine  Weltformel,  wie  sie  Laplace  vorschwebte. 
Als  Beispiel  für  die  Tragweite  der  Energie -Ideen  werden  zum  Schiasse 
Begriffe  aus  der  Volkswirthschaftslehre  verwendet. 

Das  kurze,  präcis  und  stramm  gehaltene  Werk  wird  Jedem,  der  sich 
mit  dem  Studium  der  Energie  abgiebt,  für  Gewinnung  klarer  Gedanken  und 
richtige  Auffassung  der  früheren  grundlegenden  Arbeiten  von  unschätzbarem 
Werthe  sein.  p^  2bch. 
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Grashof,  Theoretische  Maschinenlehre.  3.  Band,  1.  bis  3.  Lieferung.  Ham- 
burg und  Leipzig,  Leopold  Voss.     1886,  1887. 
Der  3.  Band  des  rühmlichst  bekannten  Grashof 'sehen  Werkes  soll  in 
ftlnf  Lieferungen,  von  denen  bis  jetzt  drei  erschienen   sind,    die   Kraft- 
maschinen in  ihrem  ganzen  Umfange  behandeln. 

Die  erste  Lieferung  beginnt  mit  einer  üebersicht  der  Formen  des  zu 
teclmischen  Arbeitszwecken  verwendbaren  natürlich  vorhandenen  Arbeitsver- 
mögens. Hieran  schliesst  sich  die  Besprechung  der  belebten  Motoren: 
Mensch  (Tragen  70n  Lasten,  Arbeiten  an  Maschinen  bei  Angriff  mit  Händen  und 
Fassen),  Thier  (Göpel,  Tretwerk).  Bei  den  Wasser motoren  wird  nach 
allgemeinen  Erörterungen  über  die  üblichen  Arten  dieser  Kraftmaschinen  die 
Fassung  des  Aufschlagwassers  besprochen  und  sodann  in  eingehender  Be- 
liandlung  der  Wasserräder  im  engeren  Sinne,  der  Turbinen  und  der 
Wassersftulenmaschinen  eingetreten.  Hierauf  folgen  die  Windr&der 
und  von  den  Wftrmemotoren  nach  allgemeinen  Bemerkungen  über  die- 
selben die  Dampfkessel. 

Die  vorliegenden  Lieferungen,  welche  des  lebhaften  Interesses  der  be- 
treffenden Kreise  sicher  sind,  lassen  den  bekannten  Charakter  der  Gras- 
höfischen  Arbeiten  erkennen:  wissenschaftlich  gebildeten  Technikern  xmd 
Studirenden  als  theoretische  Grundlage  zu  rationeller  Praxis  zu  dienen  und 
durch  eine  streng  wissenschaftliche  Behandlungs weise  zugleich  auch  solche 
Leser  zu  befriedigen,  welche  an  den  technischen  Anwendungen  der  von  ihnen 
gepflegten  Mathematik  und  Naturwissenschaften  Interesse  nehmen.         q 


XTeber  die  Berechnung  und  die  bildliche  Darstellung  von  Trägheits-  nnd 
Centrifngalmomenten  ebener  Massenfiguren.  Von  Robert  Land 
in  Dresden.  Separatabdruck  aus  dem  „Civilingenieur".  Verlag  von 
A.  Felix  in  Leipzig.     1888. 

Die  Brochure  knüpft  an  eine  Abhandlung  von  Herrn  Mohr:  „üeber 
die  Bestimmung  und  graphische  Darstellung  von  Trägheitsmomenten  ebener 
Figuren^  an,  welcher  eine  neue  Darstellung  von  FlSchenmomenten  zweiter 
Ordnung  gegeben  hat. 

Ist  eine  ebene  Fläche  F  und  zwei  durch  einen  Punkt  P  gehende  Axen 
FA  und  FB  gegeben  und  sind  a  und  &  die  Abstände  eines  Flächenelements 
dF  von  diesen  Axen,  so  wird  das  zugehörige  Centrifugalmoment  Ja.b.dF 
der  Fläche  F  in  Bezug  auf  die  zwei  Axen  auf  ein  statisches  Moment  zu- 
rückgeführt durch  Zuhilfenahme  eines  Kreises,  welcher  eine  gewisse  Abbil- 
dung der  Massenfigur  auf  den  Kreis  möglich  macht.  Ist  nämlich  e  der 
Abstand  des  Flächenelements  dF  vom  Pol  P  und  legt  man  durch  P  einen 
beliebigen  Kreis  vom  Radius  r,  welcher  ÄP  in  Ä^y  BP  in  B^  und  die  Ver- 
bindungslinie  von  dF   mit  P  in  Z^  trifft,    so  zeigt  sich  leicht,    d^^as^ 
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Centrifugalmoment  a.h.dF  aufgefasst  werden  kann  als  das  statische  Moment 
eines  Massenelements  dfn  =  —k —  in  Z^^  bezogen  auf  die  Sehne  A^B^. 

Der  Schwerpunkt  aller  dieser  Punktmassen  dm  wird  der  TrSgheitsschwer- 
punkt  genannt.  Fallen  die  beiden  Axen  FA  und  FB  in  eine  zusammen, 
so  geht  das  Centrifugalmoment  in  das  Trägheitsmoment  der  Fläche  um  di^e 
Axe  über. 

Dieser  Darstellungsweise  nun  fügt  Herr  Land  vereinfachende  Rech- 
nungsmethoden hinzu ;  er  untersucht  die  Beziehungen  zwischen  den  verschie- 
denen Lagen  der  Pole  und  zugehörigen  Trägheitsschwerpunkte,  giebt  eine 
Construction  des  Trägheitsschwerpunktes,  und  bei  dieser  Gelegenheit  er- 
schliessen  sich  ihm  eine  Reihe  von  interessanten  Folgerungen ,  die  zum  Theil 
auch  zur  projectivischen  Geometrie  Bezug  haben;  schliesslich  wird  noch  der 
Zusammenhang  zwischen  Kreis  mit  Trägheitsschwerpunkt  einerseits  nnd 
Centralellipse  andererseits  erwähnt. 

Man  muss  zugeben,  dass  diese  so  durchgeführte  Darstellung  der  Träg- 
heitsmomente der  bekannten  Darstellung  durch  Centralellipsen  an  Einfach- 
heit und  Anschaulichkeit  zum  Mindesten  nicht  nachsteht.  Die  Brochmre 
kann  den  Technikern  und  Mathematikern  empfohlen  werden. 

Hervorzuheben  ist  die  klare,  leicht  fassliche  Form  der  Entwickelang 
und  die  anschaulich  gezeichneten  Figuren. 

Stuttgart,  JuU  1888.  Cbanz. 


üeber  die  Bewegung  eines  festen  Kreises  in  einer  tropfbaren  FlUssigkeit. 
Von  Dr.  Ludwig  Fbnkel.  Programm  der  städtischen  Realschule  in 
Cassel  1888  (Programm  Nr.  378). 

In  einer  kurzen  historischen  Einleitung  werden  die  Umwandlungen  be- 
sprochen, welche  die  Theorie  der  hydrodynamischen  Gleichungen  seit  Euler 
und  Lagrange  durch  Clebsch,  Thomson  und  Tait,  besonders  aber 
durch  Eirchhoff  erfahren  hat.  Der  Verfasser  stellt  sich  sodann  als  Ziel, 
alle  die  Fälle  zu  ermitteln  und  zu  behandeln,  in  denen  sich  die  Bewegung 
eines  festen  Körpers  vom  Charakter  des  dreiaxigen  Ellipsoids  durch  die 
Umkehrung  elliptischer  Integrale,  d.  h.  durch  elliptische  Functionen  und 
elliptische  Transcendenten  darstellen  lässt.  Die  Aufgabe  läuft  darauf  hinaus, 
die  Fälle  auszusuchen,  in  denen  gewisse  hyperelliptische  Integrale  zu  ellip- 
tischen werden,  unter  der  erwähnten  Voraussetzung  über  die  Gestalt  und 
Massenvertheilung  des  festen  Körpers.  Von  den  neun  Fällen,  um  die  ee 
sich  handelt,  werden  drei  vollständig,  die  übrigen  hinsichtlich  ihrer  Resul- 
tate besprochen. 

Die  gründliche  und  klare  Arbeit  ist  durchaus  geeignet,  über  die  neueren 
Bestrebungen  im  Gebiete  der  Hydrodynamik  zu  orientiren,  und  stellt  einen 
bemerkenswerthen  Beitrag  zu  derselben  dar.  Cranz 
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Lehrbneh  der  analytischen  Mechanik.     Von  Dr.  Otto  BAusENBERaER. 
I.  Band:  Mechanik  der  materiellen  Punkte.   Leipzig,  Teubner.    1888. 
Von  der  analytischen  Mechanik,  mit  welcher  der  Verfasser  nach  einer 
Beihe    von  Veröffentlichungen  anderer  Art  nunmehr  vor  das  mathematische 
Publicum  tritt,  ist  zunächst  der  erste  Theil  erschienen.    Eine  eingehendere 
Beurtheilung,    besonders  Besprechung  von  Einzelheiten  wollen  wir  auf  die 
Zeit    verschieben,  wenn   das  Werk  als  Ganzes  vorliegt,  und  uns  vorläufig 
darauf  beschränken,  den  günstigen  Eindruck  zu  constatiren,  den  der  erste 
Theil    auf  den  Leser   hervorzubringen  im   Stande  ist     Der  Verfasser  be. 
absichtigt,   eine  zusammenhängende,  systematische  und  übersichtliche  Dar- 
stellung des  Gesammtgebiets  der  analytischen  Mechanik  vorzutragen;  er  will 
weder  ein  Elementarbuch ,  noch  ein  Nachschlagebach,  noch  eine  historische 
Eutwickelung,  sondern  eine  systematisch  geordnete,  nur  das  Wesentlichste 
ins    Auge  fassende  Darstellung  der  neueren  analytischen  Mechanik  geben. 
Den  Kreis  der  Studirenden,  welche  sich  an  der  Hand  seines  Lehrbuchs  in 
die    theoretische  Mechanik  einführen  zu  lassen  beabsichtigen,   scheint  der 
Verfasser  mehr  unter  denen  der  Universitäten,  als  denen  der  technischen 
Lehranstalten  zu  suchen,  wie  die  ganze  Darstellung  zeigt.     Der  Anf^ger 
wird  es  dem  Verfasser  Dank  wissen ,  dass  die  meisten  mathematischen  Hilfs- 
resultate;  welche  verwendet  werden,  ausführlich  entwickelt  sind,  wie  z.B. 
die    Theorie    der  partiellen  Differentialgleichungen,   Beihenentwickelungen, 
bestinunte  Integrale  n.  A« ,  und  dass  die  Probleme  nicht  sogleich  in  vollster 
Allgemeinheit  vorgeführt,  sondern  durch  Beispiele  eingeleitet  werden.     Die 
Beispiele  sind  aus  der  Physik,  Geophysik,  Ballistik,  besonders  aber  aus  der 
Astronomie  gewählt    Ob  unter  diesen  die  astromechanischen  Untersuchungen 
nicht  einen  im  VerhSltniss  zum  Ganzen  etwas  zu  grossen  Baum  einnehmen, 
dürfte  zum  Mindesten  eine  discutable  Frage  sein« 

Behandelt  sind  im  vorliegenden  ersten  Theil  die  freie  und  unfreie  Be- 
wegnng  materieller  Punkte,  die  Principien  der  Mechanik,  auf  deren  Behand- 
lung besonders  aufmerksam  gemacht  werden  soll,  und  die  Differentialgleich- 
ungen der  Bewegung  in  allgemeiner  Behandlung;  femer  ist  eine  Einleitung 
in  die  Potentialtheorie  ebenfalls  diesem  ersten  Theil  einverleibt.  Für  den 
zweiten  Theil,  Mechanik  der  starren  Systeme,  stellt  der  Verfasser  in  Aus- 
sicht, sich  in  der  Theorie  der  Elasticität  und  der  Hydromechanik  nur  auf 
die  wesentlichen  Punkte  beschränken  zu  wollen.  Wir  möchten  den  Wunsch 
aussprechen,  dass  die  neueren  Methoden  in  beiden  Theorien  nicht  allzukurz 
behandelt  werden. 

Stuttgart,  Juli  1888.  Cranz. 
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TJeber  eine  Algorismus- Schrift  des  XTT,  Jahrhunderts 
und  über  die  Verbreitung  der  indisch  -  arabischen 
Rechenkunst  und  Zählzeichen  im  christl.  Abendlande. 

Von 

Dr.  Alfred  Nagl 

in  Wien. 
(Soblnti.) 


IV.  Nach  den  eigentlichen  Lehranweisnngen  wendet  sich  bezüglich  der 
Verbreitnngsmittel  der  praktischen  Arithmetik  die  Aufmerksamkeit  zunächst 
auf  die  Handels-  und  Wirthschaftsrechnungen ,  in  Deutschland  vornehmlich 
auf  die  reichlich  erhaltenen  städtischen  und  Klosterrechnungen.  Aber  ge- 
rade hier  tritt  der  Umstand  ganz  deutlich  hervor,  dass  der  Anwendung  der 
Ziffern  bis  in  das  XVI.  Jahrhundert  hinein  ein  specieller  Hindemngsgrund 
im  Wege  gestanden  ist  Es  ist  Öfter  hervorgehoben,  aber  niemals  nach 
seinen  Ursachen  untersucht  worden,  dass  sowohl  in  Italien,  als  in  Deutsch- 
land und  Frankreich  die  Rechnungen  durchwegs  mit  römischen  Zahlzeichen 
geführt  werden,  bis  erst  gegen  Ende  des  XV.  Jahrhunderts  darin  die  ara- 
bischen Ziffern  vereinzelt  zum  Vorschein  kommen,  um  dann  nach  und  nach 
erst  im  XVI.  Jahrhundert  die  Oberhand  zu  gewinnen.  Mit  der  oben  dar- 
gestellten Verbreitung  der  theoretischen  Rechenkunst  steht  dies  in  einem 
auffallenden  Widerspruche,  der  auch  durch  die  Erwägung,  dass  der  Algo- 
rismus zunächst  lange  Zeit  Schulwissenschaft  bleibt,  nicht  abgeschwächt 
wird.  Denn  die  Rechnungen  sowohl  im  Handels  -  als  im  Privatleben  zeigen 
schon  im  XIV.  Jahrhundert  allerwärts  deutlich  den  massgebenden  Einfluss 
Italiens  und  es  ist  eine  selbstverständliche  Sache,  dass  die  Handels-  und 
Industriekreise  Mitteleuropas,  welche  schon  im  XIII.  Jahrhundert  eine  leb- 
hafte Verbindung  mit  den  ober-  und  mittelitalienischen  Handelsstädten  unter- 
hielten, eine  Verbindung,  die  namentlich  auch  auf  dem  Oebiete  des  Bank- 
wesens von  grosser  Bedeutung  geworden  ist,  mit  den  buchhalterischen  For- 
men Italiens  auch  die  Kenntniss  der  dort  gangbaren  Rechenkunst  erwarben.^) 

1)  Umfassende  Nachweise  über  diese  ErscheiDiiogen  sind  hier  unausführbar. 
Ich  verweise  nur  beispielsweise  auf  die  Notiz  bei  De  Wailly,  El^m  de  Pal.  I, 
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Der  Grnnd  ist  nun  bemerkenswerther  Weise  ein  juristischer  und 
ich  will  hier  den  öfter  erwähnten,  aber  bisher  noch  nicht  veröffenüichten 
Artikel  101  des  Statute  deirArte  di  Cambio  zu  Florenz  dd.  19.  April 
1299/)  durch  welchen  die  Sache  ihre  unmittelbare  Aufklärung  erhält,  zu- 
nächst  seinem  vollen  Wortlaute  nach  anführen. 

CL  Quod  nullus  de  arte  scrihat  in  suo  libro  per  ahhacum- 
Item  stattUum  et  ordincdum  estj  quod  nuUus  de  hac  arte  audeat^  vei 
permUtat  vel  per  se  vel  per  alium  seribere  vd  scribi  facere  per  se  vd  äliufm 
in  suo  Ubro  vd  quaterno^)  vd  in  aliqua  parte  in  quo  vd  quihus  srribai  äaia 
et  acc^pta  aliquod,  quod  per  modum  vel  literam  ahhachi  intelligatur 
sed  aperte  et  extense  scrihat  per  literam,  Facienti  contra  teneantur 
consuies  toUere  nomine  pene  (poenae)  solidos  viginti  per  quälibä  vice  et  per 
qimlibeis  cripta,  et  nihüominus  teneantur  consüles^  si  ad  eorum  manus  pervenerit, 
aliquod  scriptum  esse  contra  praedida  vd  aliquid  praedidorum  per  se  ei 
eorum  offitium  teneantur  condempnare  modo  praedido.  d  praedida  hcumt 
habeant  a  medio  mense  aprüis  sub  anno  domini  müksimo  ducento  ducento 
{sie)  nonagesimo  nono  ind.  duodedmae  in  antea^  sive  de  libris  indpiendis 
scribi  a  medio  mense  apriUs  in  antea  d  pro  raiionibus  quae  scribeniur  a 
medio  mense  aprüis  in  antea.^) 

Die  juristische  Auslegung  dieser  Stelle  ist  nicht  ganz  leicht.  Man  be- 
achte, dass  die  Italiener  das  Wort  äbbaco  unmittelbar  aus  dem  antiken 
Sprachschatze  bis  zum  heutigen  Tage  beibehalten,  den  Gegenstand  seiner 
Bedeutung  selbst  aber,  das  Rechenbrett,  in  ihre  mittelalterlichen  Culturein- 
richtungen  nicht  übernommen  haben.^)     Der  italienische  Ausdruck  bedeutet 


714,  dass  in  Frankreich  die  römischen  Zahlzeichen  bis  1549  io  Gebranch  waren. 
Bezüglich  Italiens  und  Deutschlands  yergl.  das  oben  im  Text  Gesagte.  Geering, 
Handel  und  Industrie  der  Stadt  Basel,  Basel  1886,  berichtet  S.  211:  „Italien 
nimmt  die  arabischen  Ziffern  bereits  im  Xu,  Jahrhundert  an  (?),  unsere  Kaufleate 
im  XV.  und  XVI.  Der  Handelsstand  war  der  specifiscbe  Vertreter  der  neuen 
Schrift  (Zahlzeichen).  Sie  dringt  in  den  Archiven  der  Handelszünfte  viel  früher, 
schon  im  XV.  Jahrhundert  darch,  während  sich  das  lateinische  System  im  gemeinen 
Leben,  bei  den  Handwerkszünften  wie  in  der  städtischen  Verwaltung ,  bis  tief  ins 
XVI.  Jahrhundert  hält.**  Der  Verfasser  merkt  hierzu  an:  „Arabische  Ziffern  fielen 
mir  zuerst  auf  in  der  Frohnvestenrechnung  von  1579/80,  Angariaü.''  (Vergl  auch 
oben  S.  138  Note  1.) 

y  1)  Dieses  für  die  Bechtsgeschichte  höchst  wichtige  Document  entbehrt  leider 
noch  der  Veröffentlichung. 

2)  Italiauismus  von  quademo,  dem  gangbaren  Ausdruck  für's  Handelsbach. 

3)  Man  sagt,  dass  diese  Bestimmung  auch  in  die  späteren  renovationes  dieser 
Statuten  aufgenommen  worden,  was  allerdings  sehr  wahrscheinlich  ist.  Ich  habe 
solcher  Renovationen  nach  dem  Katalog  des  Archivio  di  stato  (reformagiom)  zu 
Florenz  folgende  notirt:  16.  März  1300-11.  September  1318,  14.  Mars  1314  — 
6.  April  1316,  7.  März  1316  —  13.  Mai  1320,  11.  Juni  1347-  6.  Februar  1684  (1384?X 
ohne  sie  jedoch  einsehen  zu  können. 

4)  Das  umgekehrte  war  in  Frankreich  und  in  ganz  Mitteleuropa  der  Fall, 
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g^e^enw&rtig,   wie   schon   in   obiger  Stelle,   die  Rechenkunst,   im  engeren 
Sinxie  das  schriftliche  Stellenrechnen,   also  die  arabisch -indische  Methode. 
IdJadbus  oK^a/d  ist  mithin  jede  Einrichtung  der  Handelsbttcher,  welche  irgend 
¥^t;^va8   ans   dem  Princip  dieser  Methode  mitnimmt,  insbesondere   also  das 
stellenmSssige   Untereinanderschreiben    der    PostenbetrSge    am    Bande    des 
'Bla.ttes,  nnd  dass  man  sodann  unter  Lüterae  ab<ici  nichts  Anderes  als  die 
Pigparae  Indorom ,  die  indisch -arabischen  Ziffern  zu  verstehen  habe,  ergiebt 
sicli  von  selbst.     Wir  werden  nnten  den  Orund  kennen  lernen,  warum  das 
Gesetz   hier   den  Modns   abaci   gesondert   von   den  Litterae   anfftlhrt   und 
Beides  verbietet.^)     Aber  auch  die  Anordnung  des  aperte  ei  extense  seribere 
per    UUeram,  worunter  natürlich  in  geradem  Gegensätze  zu  den  indischen 
Zahlzeichen  das  Buchstabenalphabet  gemeint  ist,  erscheint  nicht  ohne  Wei- 
teres klar.     Man  würde  znn&chst  an  ein  wörtliches  Ausschreiben  der  Zahlen 
denken.     Allein  dass  die  Stelle  neben  diesem  auch  mit  dem  Gebrauche  der 
rheinischen  Zahlzeichen  vereinbar  gswesen,  beruht  auf  der  Untersuchung  der 
damaligen  Praxis  und  auf  der  Erwägung,  dass  die  römischen  Zahlzeichen, 
ursprünglich  nur  fwtae  im  engeren  Sinne,   nach  und  nach  den  Charakter 
▼on  Buchstaben,  die  Zeichen  für  Tausend  und  Hundert  sogar  denjenigen 
iron  Wortabkürzungen  angenommen  haben.     Das  extense  seribere  bedeutet 
darnach  nur  soviel,   dass  die  Zahlen  ohne  Unterbrechung  der  Zeile  im  un- 
mittelbfiren  Anschlüsse  an  den  Text  zu  schreiben  seien,  im  Gegensatze  zu 
dem   bekannten  Auswerfen   der  Zahlen,   und   wohl   auch   mag  dabei   schon 
an   das  ebenfalls  sogleich  zu  besprechende  graphische  Zusammenziehen  der 
römischen  Zeichen   gedacht  sein,   mit  einem  Worte  die  ganze  Erscheinung 
der  damals  üblichen  Zahlendarstellung  in  den  Handelsbüchern. 

Wir  sind  nämlich  in  der  günstigen  Lage,  diese  Uebung  an  gleich- 
zeitigen, durchaus  massgebenden  Quellen  beurtheilen  zu  können.  Von  der 
Compagnia  Peruzzi,  sowie  von  den  Alberti  del  Giudice  zu  Florenz,  zweien 
der  hervorragendsten  Bankhäuser  jener  Zeit,*)  deren  Mitglieder  höchst  wahr- 


wo  das  Wort  gänzlich  aus  der  Volkssprache  verschwindet,  die  Sache  aber,  das 
Rechenbrett,  noch  im  XVI.  und  XVII.  Jahrhundert  die  regelmässige  Einrichtung 
der  praktischen  Arithmetik  bildet.  Vergl.  über  diesen  auflallenden  Gegensatz  meine 
angeffihrte  Abhandlung:  Die  Rechenpfennige,  bes.  S.  39 flg. 

1)  Die  Schule  Gerbert^s  und  der  Vorgerbert^sche  Tractat  wenden  das  Wort 
dbacus  technisch  auf  ihr  Rechenbrett  und  ihre  Methode  an.  Gleichwohl  ist  an 
diesen  Zusammenhang  hier  nicht  zu  denken.  In  Italien  waren  die  Arcus  Pytha- 
gorae  niemals  heimisch,  am  wenigsten  zu  Ende  des  XIII.  Jahrhunderts,  wo  sie 
kaum  mehr  anderwärts  geübt  wurden. 

2)  Vergl.  S.  L.  Peruzzi,  Storia  del  Commercio  e  dei  banchieri  di  Firenze, 
ibid.  1868.  Doch  sind  darin  die  Stellen  ans  den  florentinischen  Handelsbfichern 
alle  mit  arabischen  Ziffern  wiedergegeben  nnd  die  Beträge  „in  aitbaoo"  unterein- 
andergestellt,  was  allerdings  mehr  der  Bequemlichkeit  des  modernen  Lesers  als  der 
historischen  Treue  entspricht.  Die  einwärts  gezogene  Einstellung  der  Seitensum- 
men  ist  jedoch  richtig  zum  Ausdruck  gebracht  (S.  275  flg.).    Meine  AusfBhrungcn 

im  Texte  beruhen  auf  eigener  Einsicht  der  Handschriften.  ^^  , 
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scheinlich  an  der  Oesetzgebung  auch  unmittelbar  theilgenommen  haben ,  sind 
noch  wichtige  Handlungsbücher  erhalten ,  so  insbesondere  ein  Libro  secreto 
des  Giotto  d'Arnoldo  de'  Peruzzi,  ein  Buch  seines  Bruders  Arnolde 
de'  Peruzzi,  beide  mit  Kaien  navember  1308  htf^im&ady  ein  Libro  scereto 
sesto  der  Compagnia  Peruzzi  von  1339  und  ein  Libro  del  asse  sesto  der 
Oiotto  de'  Peruzzi  e  Compagni  von  1335  an.^)  In  diesen  Büchern  ist 
keine  Spur  der  Anwendung  der  Ziffern  zu  finden,  das  römische  Zahlzeichea 
führt  noch  die  Alleinherrschaft;  aber  die  wichtigsten  Beträge,  nämlich  die 
Tau  sende  der  Lire,  sind  zumeist  in  Worten  ausgeschrieben,  z.  B.:  fi  ^imm^ 
dicimilia  CXV/V  ^  VI  in  fiormiJ)  Ganz  in  Worten  ausgeschriebene 
Beträge  habe  ich  jedoch  nirgends  gefunden.  Aber  jene  erwähnte  Zusam- 
menziehung  der  Zahlzeichen  ist  überall  bemerkbar.  Das  Zeichen  für  tausendi 
0]y  hebt  sich  zwar  noch  immer  gesondert  ab,  .aber  d^  e,h  ^  und  t?,  die  ge- 
wöhnlichen Minuskeln ,  werden  nun  nach  Thunlichkeit ,  wie  in  fortlaufenden 
Texten,  graphisch  verbunden.  Besonders  charakteristisch  ist  hier  und  im 
ganzen  Mittelalter  die  regelmässige  Verlängerung  des  letzten  |  in  den  Ein- 
heiten, wie  y)7  =  Vll,  was  keinen  andern  Zweck  hat,  als  die  nachträgliche 
HinzufQgung  einer  weiteren  Einheit  zu  verhindem.  Die  einzelnen  Posten 
und  ihre  Abschlüsse  sind  durchaus  in  laufender  Schrift  gehalten,  so  dass 
von  einem  Bechnen  in  den  Büchern  selbst  keine  Bede  sein  kann,  sondern 
zur  arithmetischen  Ueberprüfung  alle  Zahlen  besonders  herausgeschrieben 
werden  mussten.  Nur  in  dem  Buche  des  Arnolde  und  in  dem  Buche  der 
Compagnia  von  1335  tritt  schon  das  Auswerfen  der  Zahlen  an  den  Band 
auf,  wobei  aber  die  abacusgemässe  üntereinanderstellung  noch  immer  ver- 
mieden ist  und  die  Gesammtsummen  wieder  innerhalb  mit  textartig  fortlaufen- 
der Scriptur  erscheinen. 

in  einem  Libro  biancho  des  Paliano  de  Falcho  Paliani  von  Flo- 
renz,') mit  12.  October  1382  begicnend,  finde  ich  zum  ersten  Male  die 
arabischen  Ziffern  an  einzelnen  Stellen  auftretend.  Mit  ihnen  ist  die  Fo- 
liirung  hergestellt  und  der  Buchfahrer  bemerkt  gleich  im  Eingange:  „chuh 
masi  Ubro  hiancko  ed  ^  di  Charta  mO*'.  Diese  150  Blätter  sind  yollständig 
erhalten  und  weisen  an  einzelnen  Stellen  (fol.  12)  sogar  Geldbeträge  in  ara> 
bischen  Zahlen  auf.  Es  ist  wohl  eine  Einwirkung  des  neuen  Systems  der 
venetianischen  Buchhaltung,  das  freilich  in  etwas  ganz  Anderem  bestand,  als 
in  dem  schon  von  der  antiken  Zeit  her  bekannten  Sondern  der  Expensi- 
und  Acceptilationes  nach  gegenüberstehenden  Paginae.  Paliano  sagt  näm- 
lich weiter  im  Eingange  seines  Buches:  scriveroUo  äUa  venejsiana  doe  ndt 
una  carta  dare  e  dirrimpeUo  Xavere. 

Noch  stärker  zeigt  sich  der  venetianische  Einfiuss  in  der  Zahlendarstellung 
in  den  Büchern  des  Francesco  di  Marco  Datini  von  Prato  bei  Florenz 

1)  BibUotheca  Biccardiana.    Vergl.  Peruzzi  a.  a.  0.  p.  228. 

2)  Die  Währung  ist  die  Lira  a  fiorino  d*oro  zu  20  Soldi  su  12  Denari. 

3)  Archiyio  di  stato  daselbst.    Vergl.  Peruzzi  pag.  224. 
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Eins  dem  Ende  des  XIY.  und  dem  Anfang  des  XY.  Jahrhunderts,  in  wel- 
ßben  die  durchweg  römischen  BetrSgezahlen  einerseits  sorgfältig  zusammen- 
gezogen, andererseits  zum  ersten  Male  in  äbhcieo  gestellt  erscheinen.  Sie 
werden  nSmlich  ausgeworfen  und  derart  untereinander  gestellt,  dass  die 
Kategorien,  nSmlich  die  Tausender  (o}),  die  Hunderter  (c — )^  die  Fünfziger 
(^}  and  die  Zehner  mit  den  Einem  (n&,  ^9  mj)  je  eine  gesonderte,  gra- 
phisch verbundene  Gruppe  bilden  und  mit  den  gleichen  Gruppen  unterein- 
ander^estellt  erscheinen,  so  dass  ein  Zusammenzählen  im  Buche  selbst  un- 
mittelbar  ermöglicht  ist  Aber  die  absichtliche  Umgehung  der  arabischen 
Ziffern  zeigt  sich  in  diesen  Bttchem  sehr  auff&Uig.  Durchweg  werden  die 
Summen  der  einzelnen  Seiten  und  die  Saldi  seitwttrts  mit  arabischen 
Ziffern  angedeutet  oder  überrechnet,  ja  in  einem  Buche ^)  finden  sich  sogar 
zwei  Geldrubriken,  deren  äussere  die  Beträge  in  der  gebräuchlichen  Weise 
mit  römischen  Zeichen,  die  innere  aber  dieselben  Beträge  jeweils  daneben 
mit  arabischen  Zi£fern  enthält,  um  so  einerseits  der  gesetzlichen  Vorschrift 
und  andererseits  dem  Bedürfnisse  nach  besserer  üebersicht  der  Contobewegung 
zu  entsprechen. 

Jene  merkwürdige  Zahlendarstellung  durch  grappenweises  Unterein- 
anderstellen der  römischen  Zahlzeichen,  welche  zweifellos  unter  dem  modo 
deW  äbbacho  der  Florentiner  Sprachweise  gemeint  war,')  findet  sich  nun  in 
der  That  in  den  venetianischen  Handelsbüchem  am  schärfsten  ausgeprägt. 
Die  Scritture  Grimani  von  1408')  z,  B.  halten  diese  Einrichtung  auf  das 
Genaueste  fest,  es  erscheinen  darin  sogar  die  Zehner,  Fünfer  und  Einer 
abacusmässig  gesondert.  Auch  wenden  sie  für  die  kleinste  Mflnzsorte, 
den  Picciolo,^)  schon  durchweg  die  arabischen  Ziffern  an  und  die  absicht- 
liche Umgehung  der  letzteren  für  die  übrigen  Geldbeträge  tritt  auch  hier 
wieder  darin  heryor,  dass  in  den  Conti  selbst  hier  und  da  die  .Saldirungen 
und  Seitensummirungen  seitwärts  in  arabisch -indischer  Bechnung  und  mit 
Ziffern  nachgerechnet  erscheinen. 

Von    einem   ausdrücklichen   gesetzlichen  Verbote  der  Anwendung  der 
Abacus- Darstellung  und  der  arabischen  Ziffern,  wie  sie  in  Florenz  bestand, 


1)  Libro  biancho  segoato  B  yon  1404,  f.  (Nr.  720  der  Sammlung  zu  Prato) 
foglio  c—^t.^Xt[  (d.  i.  128).  Der  Anf^g  lautet:  Querto  libro  e  da  francescho  de 
nareho  da  prato  merchatante  e  cittadino  fiorentino  nel  quäle  acriveremo  debitori 
e  creditori  diehontro  luno  alaltro,  chominciando  questo  adi  primo  di  no- 
9embre  I4O4  (arabisch)  al  2  (arabisch)  e  ckiamasi  libro  biancho  sengniato  B, 

2)  Vergl.  auch  die  ^^Libri  signati  per  Abacum  a  principio  usque  ad  finem'' 
der  Statuta  Mantnana,  eine  Stelle,  za  deren  Erklärung  die  Bemerkung  von  Dd 
Cange  (v.  Abaons):  Eine  ...  inteUigo  Codices  notis  numericis per  singtiUts paginas 
9ignatas  nicht  ausreicht.  Doch  vermag  ich  nicht  zu  unterscheiden,  ob  es  sich  um 
eine  Paginirung  in  arabischen  Ziffern,  oder  mit  römischen  in  abbaeo  gestellten 
Zahlzeichen,  wie  sie  sich  bei  Francesco  Datini  findet,  gehandelt  habe. 

3)  Archivio  notarile  di  Venezia. 


4)  Die  Stückelung  ist  Lira  zu  20  Soldi,  zu  12  Grossi,  zu  32  Picoioli  in 
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ist  mir  zwar  für  Venedig  nichts  bekannt,  aber  dass  der  Becbtssatz  dort  eben- 
falls bestand,  unterliegt  schon  nach  jener  absichtlichen  Umgehung  der  Zif- 
fern keinem  Zweifel,  wenngleich  das  Bedfirfniss  vorlftufig  zar  abacnsmlssigeii, 
d.  h.  zur  stellenwerthigen  Darstellung  gedrängt  hat,  wobei  das  rSmiaehe 
Zahlzeichen  zu  jener  ganz  absonderlichen  Function  gelangt  ist.  Pacioli, 
in  dem  bekannten  Tractate  über  die  Buchhaltung  in  doppelten  Posten  in 
seiner  grossen  Summa  de  arithmetica  von  1494,^)  sagt  darüber  nichts  weiter, 
als  dass  die  Jahreszahl  am  Kopfe  aJX  amtkay  aW  äbaco  antico,  per  älfdMA 
zu  schreiben  sei.  Aber  noch  Domenico  Manzoni  spricht  Ton  der /oraia 
äitüe  figu/re  anticke  ehe  si  sogUon  fare  nei  Uhri  doppi^  und  stellt  sie  niit  der 
besprochenen  Zusammenziehung  und  Verlängerung  der  letzten  I  dar.  Er 
betont  insbesondere  die  Noth wendigkeit »  sie  gut  zusammen  vereinigen  (bin- 
den) zu  lernen  und  dass  dies  aus  dem  Orunde  der  Sicherheit  gegen  nadi- 
trägliche  Aenderungen  geschehe.')   Auch  das  Buchhallungswerk  des  Grenueser 


1)  Distinctio  IX.  Tractatus  XI.  particularis  de  computis  et  scripturis  (ed. 
Prof.  Vincenzo  Gitü,  Torino  1878),  Cap.  XV:  Ma  come  ^  düto,  prima  di  90pra  nd 
Quademo  porrai  ü  miüesimo  (die  Jahreszahl)  aü'  äbaco  a$aioo,  cM  per  alfabeto, 
ooHMCCCCLXXXXIIl.  (1493.)  Die  graphische  VerbindongistnatfirUch  im  Drucke 
yerwischt.  Vergl.  die  Uebersetzung  bei  Dr.  £.  L.  Jäger,  Lucas  Paccioli  und  Simon 
Stevin,  Stuttgart  1876. 

2)  Von  Domenico  Manzoni  aus  Uderzo  sind  zwei  Werke  über  die  vene- 
tianische  Buchhaltung  vorhanden ,  der  Quademo  doppio  eol  8%to  GiomdU  .  • .  se- 
cundo  ü  eostume  di  Venetia  di  Dominioo  Manzoni  Opitergiense,  Venedig  1654,  und 
der  Libro  mereantüe  ordinato  col  suo  Giomdle  et  Alfabeto  per  tener  conti  doppi  al 
modo  di  Venetia  di  Bomenico  Manzoni  da  Uderzo,  Venedig  1664  und  1673  (alle  drei 
Drucke  des  Da  Trino).  Die  im  Texte  angeführten  Worte  sind  dem  16.  Capitel  des 
letzteren  Werkes  entnommen.  Umständlicher  spricht  der  Verfasser  von  dem  Ge- 
genstande aber  schon  in  dem  Werke  von  1654  (vergl.  die  Uebersetzung  von  Dr. 
E.  L.  Jäger,  Geschichte  der  Doppelbuchhaltung,  Stuttgart  1874),  zunächst  im 
I.  Buche,  Cap.  14  (Jäger  S.  67),  dann  im  II.  Bache,  Gap.  2  (Jäger  8. 68).  Er  schreibt 
in  der  letzteren  Stelle  das  sogenannte  Auswerfen  der  Geldbeträge  vor  und  zwar 
aus  Sicherheitsgründen  mit  den  ^^alten  Figuren'',  besonders  bei  den  Lire,  Soldi  und 
Grossi,  wogegen  bei  den  Piccioli  nicht  soviel  daran  läge:  lequal  figure  antique 
sölamente  ei  fanno,  perche  U  non  si  poseono  cosi  fadlmente  diffraudare,  come  gudU 
deü'  äbaco  modemo,  lequal  con  facüita  di  una  sene  (d.  i.  un  eegno)  potria  fare 
un'  ältra,  come  e  guella  del  nuHa,  dalktguäl  sene  potria  faw  un  6  uno  9  e  moUe 
cdtre  si  potricmo  mutare,  (Die  Uebersetzung  bei  Jäger  S.  69  von  abaeo  modemo 
mit , ^moderner  BechentafeP'  ist  nach  dem  oben  im  Texte  Ausgeführten  zu  verbessern.) 
Diese  Bücksicht  auf  die  Unveränderlichkeit  der  römischen  im  Gegensatz  zu  den 
modernen  Zahlzeichen  sei  hauptsächlich  bei  wichtigeren  Geschäften  mit  Rücksicht 
auf  die  gerichtliche  Beweisführung  zu  beachten,  perche  quando  essi  libri  can  täl 
figure  antique  con  düigenza  tenuti,  in  guälque  giudizio  li  aeeadesse  produeÜ, 
quelli,  come  di  piH^  auttorita  sariano  creduti.  Daher  erklärt  es  der  Ver- 
fasser schon  vorher  Bd.  I  Cap.  14  (Jäger  S.  67)  als  wichtig  füx  die  BuohfGQirer,  die 
älteren  Zahlzeichen  gut  bilden  und  gut  in  einem  einzigen  Zuge  verbinden  sa 
können,  ben  formarle  et  ben  ligarle  Vuna  con  l'altra,  aceio  siano  in- 
catenate  insieme  ...  con  prestezza  senza  levar  la  penna  de  ki  carta. 
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Mönches  Don  Angelo  Pietra  von  1586^)  kommt  auf  den  Gegenstand  zu 
sprechen  (cap.  XIV,  JSger  S.  122).  Er  nennt  die  römischen  die  „kaiser- 
lichen" Zahlen  und  sagt,  dass  -sie  hauptsächlich  ftlr  Bankhalter  und  Han- 
delelente  wegen  des  Schutzes  gegen  Fftbchnngen  wichtig  seien. 

Wir  sehen  uns  nach  Alledem  zu  dem  Aassprache  veranlasst ,  dass  der 
Oebranch  der  römischen  Zahlzeichen  in  der  üblichen  graphischen  Yerbin- 
dnzi^f  geradezu  Gegenstand  eines  Gewohnheitsrechtes  geworden  war,  in  der 
Ricbtang,  dass  die  Glaubwürdigkeit  der  Handelsbücher  vor  Gericht  durch 
den    Gebrauch  der  arabischen  Ziffern  wesentlich  beeinträchtigt  wurde. 

Dies  ist  also  der  Grund,  warum  der  allgemeine  Gebrauch  der  arabi-. 
sehen  Ziffern  in  HandelsbOchem  bis  zu  Ende  des  XV.  Jahrhunderts  ganz 
vereinzelt  bleibt  und  erst  im  XVI.  Jahrhundert  mit  dem  Zurücktreten  der 
alten  Anschauung  allmälig  durchdringt.    Bemerkenswertherweise  ist  die  ganze 
^Erscheinung  auch   auf  Deutschland   übergegangen.     Im   XV.  Jahrhundert 
sehen   wir  daselbst  überall   die  Buchführung  ganz  liach  italienischer  Art 
geübt.     Die  Zahlen  sind  durchweg  in  römischen  Zeichen  und  gewöhnlich 
mit    der  beschriebenen  Verbindung  dargestellt,  insbesondere  fehlt  nirgends 
die  YerlSngerung   des   letzten  I.     Auch   die  abacusmSssige  Darstellung  in 
römischen  Zeichen  und  die  seitliche  üeberrechnung  in  arabischen  Ziffern 
werden  angetroffen.*)     Aber  am  bezeichnendsten  fOr  die  Annahme  der  ita- 
lienischen Bechtsanschauung  ist  eine  Erscheinung  zu  Frankfurt  a.  M.,   von 
welcher  Kriegk')  berichtet.     „Die  arabischen  Zahlzeichen,  damals  schlecht- 
weg die  Ziffern  genannt,  wurden  in  den  Rechenbüchern  des  Frankfurter 
Bathes  am  Anfang  des  Jahres  1494  zum   ersten  Male  gebraucht,  jedoch 
▼ereinzelt  und  mitten  zwischen  den  römischen.     Ein  wenige  Wochen  nach- 
her gefasster  Bathsbeschluss  aber  verbot  den  Beamten,  welche  jene  Bücher 
führten,  sich  der  ersteren  zu  bedienen.     Hierauf  erscheinen  die  arabischen 
Ziffern  zuerst  wieder  im  Bechenbuch  yon  1546,  wiewohl  noch  immer  mit 
rOnodschen  untermischt,  und  es  dauerte  noch  eine  Zeit  lang,  bis  sie  ganz 
an  die  Stelle  der  letzteren  traten.^     Anmerkung  71  hierzu:  „Im  Rechenbuch 
von  1493^)  kommt  auf  den  Earlstag  1494  die  erste  arabische  Ziffer  vor; 
am  Tage  Invocavit  dieses  Jahres  aber  enthält  das  Bürgermeisterbuch  folgen- 
den Beschluss:   ,Item  sollen  die  rechenmeister  sieb  hiefür  mit  zjffem  zu 
rechen  massen.^^) 

1)  Indiriaeo  degli  Economi  09%a  ordinatissima  instruttione  da  regokUametUe 
formare  qudlitnque  scrütura  in  im  libro  doppio  eco.  Mantoya  per  Franceeco  Osana. 
1686.    Uebersetzt  auezugsweiae  Ton  E.  L.  Jäger,  Doppelbuchhaltung,  S.  105flgg. 

2)  So  in  den  Baitungeu  des  Bürgeispitales  und  des  Oberkammeramtes  der 
Stadt  Wien.  Arabische  Ziffern  erscheinen  darin,  aber  nur  im  Contezt  und  in  seit- 
lichen Anmerkungen,  mit  dem  Jahre  1470. 

3)  Deutsches  Bfirgerthnm  im  Mittelalter,  N.  F.  S.  8S. 

4)  d.  h.  welches  mit  dem  Jahre  1493  beginnt. 

5)  Bemerkenswerth  ist  der  von  Fried,  ünger  a.  a.  0.  8.  16  aus  Eöbers 
Visirbuch  von  1615  geführte  Nachweis,  daas  die  um  1500  in  Deutschlaii 

Digitized  by^ 


'■^Ö^Ägk 


168  Historisch -literarische  Abtheilang. 


Sehen  wir  also  hier  die  Ziffern  gerade  Ton  jenem  Felde,  welches  ihnen 
ausser  der  operativen  Arithmetik  natnrgemSss  bestimmt  ist,  durch  eine  con- 
crete  Bechtsanschauung  Jahrhunderte  lang  verdrängt,  so  kann  die  Langsam- 
keit ihrer  Verbreitung  trotz  der  örtlich  sich  kundgebenden  Vorliebe  ftr  die 
selben  nicht  Wunder  nehmen.  Dass  der  Handelsstand  schon  frOhzeitig  auf 
den  Algorismus  aufoierksam  geworden,  ist  naheliegend ^  und  die  Au&ahme 
der  italienischen  Arithmetik  im  Laufe  des  XIV.  Jahrhunderts,  wo  auch  die 
italienische  Buchhaltung  nach  Deutschland  vordringt,  ist  durch  die  arith- 
metischen Tractate  in  deutscher  Sprache  aus  dem  Anftuige  des  XV.  Jahr- 
hunderts^) bezeugt.  Schon  im  XIII.  Jahrhundert  erscheinen  arabische  Zif- 
fern vereinzelt  auf  Siegeln,  die  sich  dann  immer  häufiger  dieser  DarsteUang 


allgemein  und  überwiegeDd  gebrauchten  römischen  Zahlzeichen  damals  geradeio 
als  ^^denteche  Zahlen^'  im  (Gegensätze  zu  den  ^^Ziffem^'  bezeichnet  wurden.  Es  er- 
innert dies  dem  Sinne  nach  an  die  Bezeichnung  numerus  naturalis  im  ersten 
BoetiaB- Anhange.  Die  von  Eöbel  daselbst  gehandhabte  Verwendung  der  römi- 
schen Zeichen  für  die  Numeration  und  Operation  in  gemeinen  Brachen  erachte  ich 
indess  als  einen  singulären  Versuch  des  Autors,  die  Bechnung  in  gemeinen  Brüdien 
mit  dem  Rechenbrett  zu  verbinden.  —  Zu  dem  bei  Unger  8.  16  vorkommenden 
Citate  aas  dem  Orbis  sensualiom  pictus  des  Joh.  Amos  Comenins:  ,,I>ie  Bauern 
zählen  mit  Kreuzen  und  halben  Kreuzen'',  wäre  noch  zu  verweisen  auf  desselben 
Verfassers  Janaa  linguarum  von  1631,  cap.  72,  De  Arithmetica  (Opera  didact.  Amsterd. 
1667,  I,  289):  Euricolae  per  decusses,  duodeneu,  quindenas  et  sexagenas  supputani. 
Bei  den  Bauern  des  Dauphin^  sollen  die  römischen  Zeichen  noch  jetzt  im  Gebrauche 
sein  nach  Edel  es  tand  duMenil,  Et  d*arch^ol.,  p.  141  (Wattenbach,  Lat.Pal.). 
Doch  dürfte  auf  solche  Auskunftsmittel  des  Bauernstandes  fOr  die  Geschichte  der 
praktischen  Arithmetik  kein  besonderes  Gewicht  zu  legen  sein. 

1}  Das  Erscheinen  der  Lehranweisungen  in  der  Volkssprache  ist  selbstver- 
ständlich fflr  die  Geschiebte  der  Verbreitung  des  Gegenstandes  sehr  wichtig.  Ich 
will  daher  hier  die  ältesten,  von  denen  ich  Wissenschaft  erlangen  konnte,  anfuhren. 
Italienisch:  Libro  d*Abacho,  cod.  man.  der  Magliabecchiana  Gl.  XI  no.  74,  ge- 
schrieben um  1320  (vergl.  Boncompagni,  Trattato  d*arithm.  stamp.  nel  1478  in  den 
Atti  der  Lincei  1863,  XVI  pag.  803).  Paolo  Dagomari,  Le  Megöluzse  di  Maestro 
Paolo  dell'Abbaco,  gedr.  bei  Libri,  Eist  de  math.  3,  296  und  besser  in  Miscel- 
lanea  Pratese  no.  1.  Prato,  1860.  Französisch:  Ein  anonymer  Algorismos 
im  cod.  man.  der  Biblioth.  de  St«  Genevi^ye  in  Paris  R.  1. 17,  geschrieben  anter 
Philipp  dem  Kühnen,  also  zwischen  1270  und  1285,  beginnend  mit  den  Worten: 
Chi  commenche  algorisme.  (VergL  Ch.  Henry,  Sar  les  deux  plas  andens  trait^ 
fran9aiB  d*Algorisme  et  de  Geometrie  im  Ballett.  Boncompagni  XV  pag.  49.) 
Deutsch:  Der  schon  erwähnte  Tractat  im  Wiener  Codex  no.  8029  aus  dem  XV.  Jahr- 
hundert, beginnend:  „Addim  haiszt  zusamgeben** ;  zwei  Algorismus -Tractate  in 
den  Münchener  Handschriften  des  XV.  Jahrhunderts  no.  4162  und  no.  7088,  letzterer 
beginnend:  „Wilt  du  maisterlich  nach  rechter  Kunst  des  weisen  hochgelehrten 
meisters  ...  Algi  lernen  rechnen  ...^  Niederdeutsch:  Ein  Algorismustractat 
im  Codex  zu  Basel  F.  VU,  12,  geschrieben  im  Jahre  1446  (nach  fol.  208^  seriptus 
per  manus  bemardi  de  Veda  qui  temporis  fuit  tnsüanus  Güdensis,  anno  domini 
1U5)  auf  fol.  169'-177':  AlLgorismus  is  een  aerst,  —  Inzwischen  hat  sich  Fried 
Unger  der  dankenswerthen  MQhe  unterzogen,  den  letzteren  Tractat  herauszu- 
geben: ^.Das  älteste  (?)  deutsche  Bechenbnch'S  in  der  Zeitschr»  f.  Matb.  u.  Phys. 
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der  Jahreszahl  bedienen,  seit  Ende  des  Xfll.  Jahrhunderts  auf  Grabsteinen.^) 
I>a8  XY.  Jahrhundert  bringt  eine  besondere  Vorliebe  für  sie  in  den  mittel- 
xmd  süddeutschen  Stftdten»  namentlich  in  Nürnberg,  wo  sie  schon  allerwärts 
auf  Gebäuden,  Bildwerken  u.  dergl.  anzutreffen  sind,  wohl  ob  ihrer  in  die 
damalige  Styl  weise  gut  harmonirenden  Gestaltungen.  Die  gewöhnliche  Ver- 
inrendung  derselben  in  den  Ealendarien  des  XY.  Jahrhunderts  ist  aber  ein 
untrügliches  Zeichen  für  ihre  damals  schon  sehr  allgemeine  Kenntniss  und 
Ausbreitung. 

Die  Yerbreitung  der  indisch -arabischen  Arithmetik  im  Abendlande  war 
also   von   sich  entgegenwirkenden  Momenten  bestimmt,   dem  lebhaften  Be- 
dOrfnisse  der  Handelswelt  und  dem  Wissensdrange  der  Gelehrten  einerseits 
und  den  oben  dargestellten  besonderen  Hinderungsgründen  andererseits.    Es 
'wird  aber,  um  nicht  neue  Missverst&ndnisse  hervorzurufen  oder  alte  zu  ver- 
stSrken,  zu  betonen  sein,  dass  jene  Hinderungsgründe  zum  Theil  mehr  der 
Hervorbringung  von  Schriftmonumenten,  die  uns  für  die  damalige  üebung 
der  Bechenkunst  Zeugniss  ablegen   würden,   im  Wege  standen,  als  dieser 
letzteren  selbst.     Wenn   gegen  Ende  des  XIY.  Jahrhunderts  in  Italien  sich 
die   Ziffern   trotz   der  gesetzlichen  Yerbote  und  entgegenstehender  Bechts- 
anschauungen  in  die  Handelsbücher  eindrängen,  Abschlüsse  in  römischen 
Zeichen  darin  mit  den  arabischen  überprüft  werden,  so  ist  dies  ein  schla- 
^nder  Beweis,  dass  damals  die  indisch  -  arabische  Arithmetik  bei  den  ita- 
lienischen Handelsleuten  schon  die  allgemein  übliche,  ja  gewöhnliche  Bech- 
nnngsform  war.     Diese  ErwSgung  wird  ausserordentlich  verstärkt  durch  den 
Umstand,  dass  bei  den  Italienern  das  Bechenbrett  erwiesenermassen  nicht 
mehr  in  Anwendung  gewesen  und  dass  die  damals  noch  geübte  Fingerrech- 
nung für  die  Beddrfnisse  jenes  grossartig  entwickelten,  mit  fast  sämmt- 
liehen  Einrichtungen  des  heutigen  Bankverkehrs  schon  arbeitenden  Handels 
bei  Weitem    nicht   mehr  ausgereicht  haben  konnte.     Das  Auftreten  eines 
Tractates  über  die  Ziffernarithmetik  in  der  italienischen  Yolkssprache  um 
1320,  dem  ein  solcher  in  französischer  Sprache  schon  um  1280  vorangeht, 
wird  daher  zu  einem  bedeutsamen  Umstände,  der  dazu  drängt,  diesen  Zu- 


1888,  hial-lit.  Abth.  8. 126.  Er  verweist  hierbei  auf  eine  schon  fol.  180'  vorkom- 
mende Datirung,  welche  mir  entgangen  ist:  Deo  gratiaa  affinitus  et  oompletusper 
me  hemardtim  studentem  temporis  Urne  hildensem.  Anno  domini  M^cccc^xlv^.  Zu 
Unger's  Note  3,  S.  143,  bemerke  ich,  dass  die  moderne  Bedeutung  des  deutschen 
Wortes  ^,Ziffern''  nach  dem  oben  im  Texte  erwähnten  Frankfurter  Bathsbeschluss 
von  1494  schon  für  jene  Zeit  als  allgemein  gangbare  zu  betrachten  ist. 

1)  Die  Fälle  des  frühesten  Yorkommens  der  indisch- arabischen  Zahlzeichen 
in  Deutschland  sind  sehr  sorgfältig  gesammelt  und  besprochen  von  Manch  im 
Anzeiger  ffir  Kunde  deutscher  Yorzeit  1860,  Sp.  130:  ^,  Mittelalterliche  Siegel  mit 
Jahrzahlen'';  Sp.  46,  81,  116,  151,  189,  229,  268:  ^^Ueber  den  Gebrauch  arabischer 
Ziffern  und  die  Yeränderungen  derselben/'  Yergl.  ebenda  1863,  Döbner,  ,>Zur 
Oeschichte  der  arabischen  Ziffern",  und  1876,  Sp.  83,  F.  E.,  ,, Grabstein  mit  der 
Jahreszahl  1888  in  arabischen  Ziffern".  r^^^^^T^ 
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stand  auch  der  Zeit  nach  bedeutend  zurücksorttcken.  Denn  eben  jene  Flo- 
rentiner Anordnung  von  1299»  welche  die  Abacuseinrichtungen,  d.  h.  die 
Ziffemarithmetik  für  die  buchhalterischen  Schriften  untersagt,  kann  füg- 
lich nur  damit  erklärt  werden,  dass  die  neue  Rechenform  eben  auch  damaüs 
schon  allgemein  in  Anwendung  gewesen  ist 

Was  Deutschland  betrifft,  so  zeigt  sich  allerdings  die  Praxis  mit  dem 
XV.  Jahrhundert,  wo  dieselbe  uns  wahrnehmbar  herrortritt,  und  in  den  fol- 
genden Jahrhunderten  so  stark  von  den  italienischen  Formen  abhängig,  dass 
wenigstens  kein  Beweis  dafür  erübrigt,  es  sei  der  im  XII.  Jahrhundert 
daselbst  erscheinende  Algorismus  in  das  Verkehrsleben  eingedrungen.  Aber 
bemerkenswerth  bleibt  immerhin  die  Thatsache,  dass  der  Algorismus  wenig- 
stens in  theoretischer  üebung  fortlebt  und  noch  im  XV,  Jahrhundert  bei 
einem  italienischen  Gelehrten  ersten  Banges »  Prosdocimo  de*  Beldo- 
mandi^  in  der  theoretischen  Verbesserung  der  Methoden  hohe  Beachtimg 
finden  konnte.  Wenngleich  der  Algorismus,  gleich  der  Gerbert'scfaen 
Arithmetik,  die  gar  keine  Spur  praktischer  Anwendung  hinterlassen  hat^ 
vornehmlich  als  Schulgelehrsamkeit  auftritt,  so  ist  doch  nicht  zu  verkennen, 
dass  seine  praktische  Anwendung  innerhalb  eines  beschränkten  Kreises  von 
allem  Anfang  eine  weit  umfassendere  gewesen  sein  muss,  als  sie  der  Ger- 
ber t'schen  Theorie  jemals  zu  Theil  geworden. 

Wenn  wir  auf  dem  doch  sehr  praktischen  Gebiete  des  Ealenderwesens 
die  Anwendung  der  Ziffern  in  Deutschland  mit  Beginn  des  XV.  Jahrhunderts 
als  eine  ganz  regelmässige  Einrichtung  hervortreten  sehen,  so  wird  es  an- 
gesichts dieser  bedeutsamen  Erscheinung  vorsichtig  sein,  das  Ergebniss  einst- 
weilen dahin  zu  bestimmen,  dass  die  Anwendung  des  Algorismus  in  weiten 
Kreisen  seit  dem  XII.  Jahrhundert  zwar  nicht  wahrscheinlich  ist,  immerhin 
aber  bis  zu  einem  gewissen  Grade  nicht  als  unmöglich  gedacht  werden  kann.  ^ 


Nachtrag. 

S.  130  Z.  2  V.  o.  lies:  fol.  27'  statt  27'';  S.  138  Z.  25  V.  0.  lies:  fol.  29^  statt  25^ 
S.  134  Z.  9  V.  u.  lies:  Abaci;  S.  136  Z.  8  v.  u.  lies:  Enchiridion;  S.  141  Z.  1  v.  o. 
lies:  praesertim. 
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Tlieorie  der  Transformatioiisgnippen.  L  Unter  Mitwirkung  von  Dr.  Fried- 
rich Engei«  bearbeitet  von  Sophus  Lie.  Leipzig,  Tcubner.  1888- 
X  u.  632  S. 

Das  vorliegende  Werk  bietet  eine  zasammenfassende  Darstellung  einer 
ausgedehnten  Theorie,  welche  Herr  Lie  seit  einer  langen  Beihe  von  Jahren  in 
einer  grossen  Anzahl  einzelner  Abhandlungen  entwickelt  hat,  die  theils  in 
den  Mathematischen  Annalen,   theils   in   dem  in  Christiania  erscheinenden  . 
Archiv  für  Mathematik  und  Naturwissenschaft  veröffentlicht  sind.     Die  ün- 
zngänglichkeit  der  meisten  dieser  Pnblicationen,  die  abgerissene  Form  man- 
cher von  ihnen,  endlich  auch  die  Schwierigkeiten,  welche  sich  dem  ersten 
£indringen   entgegenstellten,    sind   die  Ursache  gewesen,   dass  der  Inhalt 
dieser  Schriften   ungeachtet   seines   hohen  Werthes  dem  wissenschaftlichen 
Publicum  bis  heute  fast  ganz  unbekannt  geblieben  ist.    Denselben  Ursachen 
haben  wir  es  aber  auch  zu  danken,  dass  der  Autor  fernab  von  dem  athem- 
losen  Wettlaufen   unserer  Tage  das  seltene  Glück  genoss,  seine  Gedanken 
in  Buhe  zur  Beife  bringen ,  harmonisch  gestalten  und  selbständig  ausdenken 
zn  können. 

So  stehen  wir  denn  keinem  Lehrbuche  gegenüber,  welches  bereits 
mehr  oder  weniger  bekannte,  dem  Zusammenwirken  verschiedener  Autoren 
entsprungene  Theorien  verarbeiten  will,  um  sie  in  weitere  Kreise  zu  tragen, 
sondern  der  Schöpfung  eines  einzelnen  Mannes,  einem  Originalwerke,  das 
uns  von  der  ersten  Seite  bis  zur  letzten  fast  nur  Neues  sagt.  Bei  der  ungeheuren 
Fülle  des  Stoffes,  welche  bereits  dieser  erste  Band  darbietet,  ist  es  nicht 
wohl  möglich,  in  einer  wenige  Seiten  umfassenden  Besprechung  einen  auch 
nur  einigermassen  vollständigen  Ueberblick  über  den  Inhalt  des  Werkes  zu 
geben;  wir  werden  uns  daher  auf  den  Versuch  beschränken,  eine  allgemeine 
Vorstellung  von  dem  Wesen  und  der  Bedeutung  der  wichtigsten  Gedanken- 
wendungen zu  erwecken. 

Es  ist  bekannt,  welche  Bedeutung  der  Begriff  der  Gruppe  seit  den 
Entdeckungen  Galois'  für  die  Algebra  gewonnen  hat;  die  Theorie  der 
Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen  beruht  ja  vornehmlich  auf  der 
Betrachtung  gewisser  Gruppen  von  Substitutionen  oder  Vertauschungen  der 
Wurzeln.  Ein  in  gewissem  Sinne  ähnliches  Problem  wie  das  der  Auflösung 
algebraischer  Gleichungen  ist  nun,  wie  Herr  Lie  bemerkt  hat,  das  Problem  der 
Integration  von  Differentialgleichungen.  Erfand,  „dass  die  meisten  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen,  deren  Integration  durch 
die  älteren  Integrationsmethoden  geleistet  wird,  bei  gewissen 
leicht  angebbaren  Schaaren  von  Transformationen  invariani 
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bleiben,  und  dass  jene  Integrationsmethoden  in  der  Yerwer- 
thung  dieser  Eigenschaft  der  betreffenden  Differentialgleich- 
ungen bestehen''.  Hierin  lag  der  Keim  zu  einer  neuen  Integraüoiis- 
theorie ,  welche  bekannte  Methoden  unter  gemeinsame  Gesichtspunkte  stallte 
und  durch  deren  zielbewusste  Verfolgung  auch  in  noch  unbekannte  Grebiete 
manchen  Einblick  zu  eröffnen  versprach.  Mit  der  Entwickelung  dieser  neuen 
Theorie  aber  musste  nothwendig  ein  eindringendes  Studium  der  erwähnten 
Schaaren  von  Transformationen  Hand  in  Hand  gehen.  Das  sind  nun  die 
Transformationsgruppen,  oder  doch  gewisse  unter  ihnen,  mit  welchen 
wir  es  hier  zu  thun  haben.* 

Eine  Transformationsgruppe  heisst  jede  endliche  oder  an- 
endliche Schaar  von  Transformationen  mit  der  Eigenschaft, 
dass  zwei  Transformationen  der  Schaar  hintereinander  ans- 
geführt  wieder  eine  Transformation  der  Schaar  ergeben. 

Denken   wir  uns  die  Punkte  x  {x^.,.Xn)  einer  f}-£ach   ausgedehnten 

Mannichfaltigkeit   einer    endlichen    oder   wenigstens   discreten   Anzahl    von 

Transformatioilen  ^       ^,  v  ,-      -,  \ 

Xi=^fi{Xy^..,Xn)  (i=l...n) 

unterworfen.  Dann  kann  es  eintreten,  dass  der  Inbegriff  dieser  Trans- 
formationen die  Gruppeneigenschaft  besitzt,  wie  z.  B.  ftlr  m  =s  1  die  Trans- 
formationen x^x  +  \^  x  =  x+2y  x=x  +  S  u.  s.  f.  Eine  solche  Trans- 
formationsgruppe heisst  discontinuirlich.  Im  Gegensatz  dazu  stehen 
die  Gruppen,  bei  welchen  man  von  einer  Transformation  continuirlich 
zu  anderen,  „benachbarten'  Transformationen  der  Gruppe  übergehen 
kann,  bei  welchen  also  die  einzelne  Transformation  noch  von  willkOrlichen 
Parametern  oder  gar  von  willkürlichen  Functionen  abh&ngt.  Auch 
solche  Gruppen  haben  sich  schon  seit  langer  Zeit  vielfach  der  Betrachtung 
aufgedrängt.  Ich  erinnere,  um  nur  einige  der  bekanntesten  Beispiele  zu 
erwähnen,  an  die  Gruppe  aller  Drehungen  eines  starren  Körpers  um  einen 
festen  Punkt,  deren  allgemeine  Transformation  von  drei  willkürlichen  Para- 

*  Um  wenigstens  eine  Vorstellang  von  dem  Zusammenhang  des  Tntegratioiis- 
problems  mit  dem  Gruppenbegriff  zu  geben,  sei  Folgendes  bemerkt  Wie  das 
Problem,  eine  vorgelegte  Differentialgleichung  su  integriren,  gegenwärtig  anfge&aat 
wird,  handelt  es  sich  darum,  dieselbe  womöglich  durch  Einführung  neuer  Ver- 
änderlicher in  eine  Differentialgleichung  überzuführen,  deren  Integrale  bereits 
bekannt  sind  oder  doch  als  bekannt  angesehen  werden.  Die  Transformation,  durch 
welche  dies  geschieht,  kann  nun  entweder  eine  bestimmte  sein :  dann  erfordert  das 
Integrationsgeschäft  nur  sogenannte  ausführbare  Operationen;  oder  zweitens,  es 
giebt  eine  ganze  continuirliche  Schaar  von  Transformationen,  welche  die  verlangte 
Ueberführang  leisten.  Im  letzteren  Falle  wird  offenbar  jede  der  beiden  Differential- 
gleichungen noch  durch  eine  continuirliche  Schaar  von  Transformationen  in  sich 
selbst  übergeführt,  und  zwar  bildet  der  Inbegriff  dieser  Transformationen  eine 
Gruppe.  Die  Natur  der  Operationen,  welche  zur  Verwandlung  der  einen  Diffe- 
rentialgleichung in  die  andere  erforderlich  sind,  hängt  dann  von  den  Eigenschaften 
dieser  Gruppe  von  Transformationen  ab.  /^-^  t 
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znetem  abhängt,  und  an  die  Orappe  aller  conformen  Abbildungen  einer 
Elbene  auf  sich  selbst»  m  deren  analytischem  Ausdruck  wiUkarliche  Func- 
tionen auftreten.  Es  ergiebt  sich  hiernach  eine  erste  Scheidung  der  nicht 
Ana  discreten  Transformationen  bestehenden  Omppen  in  „endliche^  und 
„unendliche  Gruppen'',  je  nachdem  die  einzelne  Transformation  der 
Gruppe  nur  von  einer  endlichen  Zahl  willkürlicher  Parameter  oder  von  will- 
kürlichen Elementen  höherer  Art,  von  willkttrlichen  Functionen  abhängt 
Gegenstand  des  vorliegenden  Werkes  sind  nur  die  endlichen  Gruppen,  und 
unter  ihnen  wieder  vorzugsweise  eine  besondere  Classe,  die  ^continuir- 
licIienGruppen''.  Es  sind  dies  solche  Transformationsgruppen,  deren  Trans- 
formationen eine  einzige  continuirlich  zusammenhängende  Mannichfaltigkeit 
bilden,  bei  welchen  es  also  nicht  möglich  ist,  die  in  der  Gruppe  enthaltenen 
Trcuisformationen  in  mehrere  discrete  Schaaren  zu  ordnen.  Eine  continuir- 
liehe  endliche  Gruppe  bilden  hiemach  z.  6.  ftir  m  =  1  die  Transformationen 
x'^=x  +  ay  sofern  a  einen  völlig  willkürlichen  Parameter  bedeutet;  fügen 
wir  aber  zu  denselben  noch  die  einzige  Transformation  x^—x^  so  ent- 
steht eine  Gruppe ,  deren  Transformationen  in  zwei  getrennte  continuirliche 
Schaaren  zerfallen. 

Eine  endliche  continuirliche  Gruppe  wird  dargestellt  durch  ein  System 
von  Gleichungen: 

1)  »<=/i(a5i...fl?n,  a,  ...Or)  (»  =  l...n). 

Die  Grössen  a^  ,..ar  sollen  hier  die  willkürlichen  Parameter  sein.  Die 
Functionen  fi,  welche  in  der  Regel  als  analytische  Functionen  ihrer 
Argumente  vorausgesetzt  werden ,  müssen  die  folgende  Eigenschaft  besitzen : 
Führt  man  nach  der  Transformation  1)  eine  zweite  Transformation  der 
Schaar  aus: 

2)  «".=/;•  {x\  ...  x'„,  6i ...  6r); 

aubstituirt  man  also  in  2)  die  Werthe  1),  so  soll  der  auf  diese  Art  erhal- 
tene Ausdruck  der  x'\  durch  die  Xi  wiederum  der  Schaar  angehören,  d.  h. 
auf  die  Form  gebracht  werden  können: 

3)  oj'  <  =  /J (ä^  . . .  Ä^  ,  Cj  .. .  Cr). 

Hier  ist  also  fi  dieselbe  Function  wie  in  1)  und  2) ;  die  Constanten  Cj  . . .  Cr 
aber  sind  gewisse  Functionen  der  Parameter  ai...ary  5|...5i-: 

4)  CA  =  9*(öi--Or,  6,...6r)  (Ar  =  l...r). 
Die  Gleichungen  1)  werden  im  Allgemeinen  nicht  gerade  oo''  verschie- 
dene Transformationen  darstellen,  da  es  denkbar  ist,  dass  in  ihnen  die  Para- 
meter ai...ai  nur  in  gewissen  Verbindungen  auftreten.  Von  grösserem 
Interesse  ist  indessen  nur  der  Fall,  wo  die  r  Parameter  alle  „wesentlich" 
sind ,  d.  h.  wo  die  allgemeine  Transformation  der  Gruppe  nicht  auch  schon 
durch  weniger  als  r  Parameter  ausgedrückt  werden  kann.  In  diesem  Falle, 
der  im  Folgenden  allein  in  Betracht  gezogen  wird,  heisst  die  Gruppe 
„r-gliedrig". 
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Das  Operiren  mit  den  ausgeschriebenen  Gleichungen  1)  ist  sehr  um- 
siftndlich  und  dürfte  für  sich  allein  zur  Zeit  wohl  kaum  eine  geeignete 
Methode  sein,  um  eine  allgemeine  Transformationstheorie  zu  entwickeln. 

Die  wesentliche  und  entscheidende  Wendung,  durch  welche  das  Lie'sche 
Werk  zu  seinen  Besultaten  gelangt,  liegt  in  der  Bemerkung,  dass  man  die 
wichtigsten  Eigenschaften  der  continuirlichen  Transformationsgmppen  liereits 
aus  der  Betrachtung  eines  viel  einfacher  gebauten  Ausdruckes  herleiten  kann, 
welcher  die  sogenannten  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppen  dar- 
stellt. Mit  Benutzung  einer  nicht  völlig  exacten,  aber  kurzen  und  sofort 
verständlichen  Ausdrucksweise  bezeichnen  wir  als  eine  „unendlich  kleine^ 
oder  „infinitesimale  Transformation"  eine  solche,  welche  jeden  Punkt 
{Xi,,,Xn)  allgemeiner  Lage  des  n-ftußh  ausgedehnten  Baumes  ein  unendlich 
kleines  Stück  fortschiebt*  Sie  wird  definirt  durch  ein  Gleichungssysiem 
von  der  Form: 

5)  x'i^Xi  +  ^{Xi...Xn)St,  (t=l...fl). 

worin  8t  eine  im  Verschwinden  begriffene  Grösse  bedeutet. 

Freilich  enth&lt  nicht  jede  continuirliche  Transformationsgruppe  1)  solche 
infinitesimale  Transformationen.  Ein  von  Herrn  Engel  construirtes  Bei- 
spiel» welches  auf  der  Benutzung  einer  Function  mit  natürlicher  Grenze 
beruht,  zeigt  im  Gegentheil,  dass  es  auch  continuirliche  Gruppen  giebt, 
welche  keine  Transformation  von  der  Form  5)  enthalten,  ja  in  welchen  die 
identische  Transformation  {x'i=sXi)  nur  an  der  Grenze  oder  gar  nicht  vor- 
kommt Es  wird  aber  nachgewiesen,  dass  sich  derartige  Gruppen  durch 
Einführung  neuer  Parameter  und  analytische  Fortsetzung  aus  den  Gleich- 
ungen solcher  Gruppen  ableiten  lassen,  die  in  der  genannten  Hinsicht  kein 
unregelm&ssiges  Verhalten  darbieten.  Wir  wollen  uns  hier  auf  die  Betrach- 
tung der  letzteren  Gruppen  beschränken,  da  die  Gruppen  der  anderen  Art 
in  dem  Lie'schen  Werke  nur  eine  untergeordnete  Stellung  einnehmen.  Die 
r-gliedrigen  Gruppen,  von  welchen  weiterhin  die  Bede  ist,  enthalten  00''"' 
infinitesimale  Transformationen;  sie  lassen  sich,  wie  eine  leichte  Betrach- 
tung zeigt,  auch  dadurch  kennzeichnen,  dass  ihre  Transformationen  paar- 
weise als  „entgegengesetzte"  oder  „inverse"  zusammengehören. 

Der  analytische  Ausdruck  der  infinitesimalen  Transformation  5)  ist  noch 
einer  wesentlichen  Vereinfachung  fUbig.  Berechnet  man  nämlich  den  „Zu- 
wachs" oder  das  „Increment"  einer  unbestimmt  gelassenen  Function  / 
bei  der  Transformation  5),  d.  h.  den  Betrag,  um  welchen  f{Xi  ...Xn)  wächst, 
wenn  man  statt  der  Veränderlichen  Xi  die  5)  zu  entnehmenden  Nachbar- 
werthe  x\  einsetzt,  so  ergiebt  sich: 


*  Um  etwaigen  Miss  Verständnissen  vorzubeagen,  sei  ein-  für  allemal  bemerkt, 
dass  dieser  und  andere  später  einzuführende  Begriffe  iu  dem  Lie'schen  Werke 
selbst  in  genügender  Strenge  CDtwickelt  werden.  In  einem  Berichte,  der  auf  einen 
beschränkten  Raum  angewiesen  ist,  SchSlrfe  des  Ausdrucks  auf  Kosten  des  Gedan- 
keuinhalts  erreichen  zu  wollen,  scheint  dem  Referenten  nicht  am  Platze. 
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Der  hier  auftretende,  durch  das  Symbol  X{f)  oder  Xf  bezeichnete  Diflferen- 
tialausdruck:  *»         r.^ 

kann  nun  das  Gleiehnngssystem  5)  vollständig  vertreten:  aus  6)  sind  ja  die 
Functionen  $|  der  Gleichungen  5)  als  die  Coefficienten  der  Differentialquo- 
tienten von  f  nach  den  YerSnderlichen  Xi  sofort  zu  entnehmen;  es  ist 
h'=X{xi). 

Die  Eigenschaften  einer  Gruppe  nun  durch  diese  „Symbole*^  ^Z*  ihrer 
infinitesimalen  Transformationen  zum  Ausdruck  zu  bringen ;  ist  der  durchaus 
eigenartige  und  Herrn  Lie  eigenthümliche  Grundgedanke  des  Buches. 
Welche  ausserordentliche  Fruchtbarkeit  ihm  innewohnt,  werden  die  sogleich 
anzuführenden  Theoreme,  die  Fundamentalsätze  der  Lie'schen  Theorie, 
bereits  genugsam  zeigen. 

Betrachten  wir  mit  dem  Lie 'sehen  Werke  zuerst  die  eingliedrigen 
Gruppen,  also  Transformationsgruppen 

(x^'i  =  fi{Xi...Xn,  a)  (i=l...w) 

mit  nur  einem  Parameter  a,  und  zwar  unter  der  Voraussetzung »  dass  sich 
die  Transformationen  Xt  =  fi  (^,  a)  paarweise  als  inverse  zusammenordnen 
lassen  (s.  oben). 

Ton  diesen  Gruppen  wird  gezeigt ,  dass  man  statt  des  Parameters  a 
einen  neuen  Parameter  t  derart  einfuhren  kann,  dass  ihre  Gleichungen  für 
t  =  0  die  Form  Xi^Xi  und  füjc  t  =  8t  die  Form 

x\=Xi+^i{x^...Xn)8t 

annehmen.  Durch  diese  ihre  infinitesimale  Transformation  ist  die  ein- 
gliedrige Gruppe  völlig  bestimmt  und  kann  in  Form  einer  convergenten 
Reibe  /2 

7)  x'i^Xi  +  X{Xi).t  +  XiX(Xi))Y-^  +  *.. 

geschrieben  werden,  in  welcher  das  Operationszeichen  X{f)  die  oben  erklärte 
Bedeutung  besitzt.  Die  Darstellung  7)  der  eingliedrigen  Gruppe  ist  dadurch 
ausgezeichnet,  dass  man,  um  zwei  Transformationen  der  Gruppe  zusammen- 
zusetzen (hintereinander  auszuführen),  nur  ihre  Parameter  zu  addiren  braucht: 
der  erhaltene  neue  Werth  des  Parameters  ist  unmittelbar  der  Parameter  der 
zusammengesetzten  Transformation.* 

*  Die  Analogie  des  Bildungsgeaetzes  dieser  Reihe  mit  dem  Bildongsgesetz 
der  Exponentialfunction  springt  in  die  Augen.  Wirklich  läset  sich  der  Ausdruck  7) 
XU  einem  Grenzübergang  in  Beziehung  setzen,  ganz  ähnlich  dem  bekannten,  wel- 
cher zur  Bildung  der  Exponentialfunction  führt.  Man  sieht,  dass  die  angeführte 
Eigenschaft  des  Parameters  t  aus  derselben  Quelle  flieset^  wie  die  Eigenschaft  der 
Exponentialfunction,  welche  sich  durch  die  Functionalgleichung  A^i)*A^<)  =  A^i +^) 
ausdrückt. 
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Die  eingliedrige  Gruppe  7)  enthält  die  identische  Transformation  (für 
^  =  0),  und  ihre  Transformationen  ordnen  sich  paarweise  als  inverse  za- 
sammen  (nämlich  die  Transformationen  mit  den  Parametern  t  und  —  <).  Je 
zwei  Transformationen  der  Gruppe  sind  vertauschbar,  d.h.  esist  einerlei, 
ob  man  erst  die  Transformation  mit  dem  Parameter  t^  und  dann  die  mit 
dem  Parameter  t^  ausführt,  oder  ob  man  die  umgekehrte  Beihenfolge  inne- 
hält —  Es  wird  die  Ausdrucksweise  gebraucht:  i^die  eingliedrige 
Gruppe  7)  sei  von  der  infinitesimalen  Transformation  X(J) 
erzeugt^. 

Betrachten  wir  nun  eine  r-gliedrige  continuirliche  Gruppe,  welche 
ebenfalls  so  beschaffen  ist,  dass  ihre  Transformationen  sich  paarweise  als 
inverse  zusammenordnen  lassen.  Eine  solche  Gruppe  enthält  die  identische 
Transformation  und  ihr  benachbart  infinitesimale  Transformationen.  Jede 
solche  infinitesimale  Transformation  ;, erzeugt''  eine  eingliedrige  Gruppe,  und 
alle  Transformationen  dieser  eingliedrigen  Gruppen  sind  in  der  r-gliedrigeo 
Gruppe  enthalten.    Dies  ist  ein  erster  Fundamentalsatz  der  Theorie. 

Sind  ferner  X^f  und  X^f  irgend  zwei  infinitesimale  Transformationen 
einer  r-gliedrigen  Gruppe,  so  ist  auch  c^^Xif+c^^X^fmeier  eine  infini- 
tesimale Transformation  derselben  Gruppe,  sofern  c^  und  c^  übrigens  be- 
liebige Constante  sind. 

Alle  infinitesimalen  Transformationen  einer  r-gliedrigen 
continuirlichen  Gruppe  lassen  sich  additiv  mit  constanten 
Coefficienten   aus   r   linear    unabhängigen   Transformationen 

r 

X^f.n.Xrf  zusammensetzen,  so  dass  also    ^^iCiXif  der  analytische 

Ausdruck  der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe  wird. 

Jede  dieser  infinitesimalen  Transformationen  erzeugt  eine  eingliedrige 
Gruppe,  deren  sämmüiche  Transformationen  in  der  r-gliefdrigen  Gruppe 
enthalten  sind.  Lässt  man  die  Verhältnisse  der  Constanten  c, . . .  Cr  alle 
möglichen  Werthe  annehmen,  so  erhält  man  eine  Schaar  von  qo**— *  solchen 
eingliedrigen  Gruppen.  Die  endlichen  Transformationen  derselben  erfüllen 
die  ganze  Mannichfaltigkeit  der  endlichen  Transformationen  der  vorgelegten 
r-gliedrigen  Gruppe,  welche  demnach  in  jene  oc/~^  eingliedrigen  Gruppen 
zerlegt  erscheint.  Es  wird  gesagt,  die  r-gliedrige  Gruppe  sei  von 
den  in  ihr  enthaltenen  infinitesimalen  Transformationen  er- 
zeugt. 

Wegen  des  Folgenden  ist  es  nützlich,  schon  hier  zu  bemerken,  dass 
ebenso,  wie  die  Verhältnisse  der  Constanten  C|.^..Cr  die  einzelne  infini- 
tesimale Transformation  der  Gruppe  bestimmen,  so  die  absoluten  Werthe 
derselben  Constanten  bei  gegebenen  Xif  einer  eindeutig  bestimmten  end- 
lichen Transformation  der  Gruppe  zugeordnet  sind.  Man  erhält  dieselbe, 
wenn  man  den  Ausdruck 

9)  Äf=C,XJ+...  +  CrXrf 
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in  die  Gleichung  7)  emsetzt  und  dann  <  a  1  nimmt.  Offenbar  entstehen 
alle  Transformationen  der  von  Xf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe,  wenn 
man  ftr  c^ ...  Cr  der  Reihe  nach  alle  zueinander  proportionalen  Werthsysteme 
seist.  Da  umgekehrt  jeder  endlichen  Transformation  der  r-gliedrigen  Gruppe 
eine  discrete  Anzahl  von  Werthsjstemen  o, . .  •  Cr  zugeordnet  sind ,  so  kOnnen 
wir  mit  Hilfe  dieser  Constanten  die  Transformationen  der  vorgelegten  Gruppe 
in  einer  besonders  bemerkenswerthen  Weise  auf  die  Punkte  eines  r-fach 
ausgedehnten  Baumes  beziehen,  indem  wir  nämlich  die  c^...Cr  als  Carte- 
sische  Coordinaten  deuten.  Wfr  werden  auf  diese  Abbildung  später  zurück- 
zukommen haben. 

Es  seien  wieder  X,/*  und  X^f  zwei  infinitesimale  Transformationen 
einer  r-gliedrigen  Gruppe.  Dann  giebt  es  noch  eine  zweite  Operation, 
durch  welche  man  aus  diesen  infinitesimalen  Transformationen  eine  neue 
infinitesimale  Transformation  herleiten  kann,  welche  wiederum  der  Gruppe 
angehört 9  nämlich  diese: 

10)  z,(x,(n)-:x,(x,(n)- 

In  diesem  Differentialausdruck  heben  sich  nämlich  die  Differentialqnotienten 
zweiter  Ordnung  weg  und  es  bleibt  ein  Ausdruck ,  der  wieder  in  der  Form 

X/'=^^'&^ —   geschrieben   werden   kann   und    eine    neue   infinitesimale 

Transformation  der  Gruppe  vorstellt.  Da  die  Operation  10)  sehr  häufig 
gebraucht  wird,  so  wird  für  sie  ein  eigenes  Zeichen  eingeführt  und  für '10) 
kurz  geschrieben  {X^X^, 

Es  sei  hier  die  Bemerkung  eingeschaltet,  dass  durch  den  Gebranch 
dieses  Zeichens  eine  sehr  wichtige  Belatiou  zwischen  drei  ganz  beliebigen 
infinitesimalen  Transformationen  X/*,  Yf,  Zf  einen  einfachen  Ausdruck 
erhält,  die  sogenannte  Jacobi'sche  Identität: 

11)  (x(rz))+(r(2Z))  +  (z(zr))=o. 

Man  yerificirt  dieselbe  sofort,  indem  man  links  die  drei  Glieder  wirklich 
ausrechnet.  Diese  Belation  bildet  eines  der  vornehmsten  Hilfsmittel  der  Lie- 
schen Theorie. 

Nach  dem  Obigen  sind  alle  Ausdrücke  (ZiZj^)»  die  man  aus  den  r  un- 
abhängigen Transformationen  einer  Gruppe  bilden  kann,  wieder  Transfor- 
mationen der  Gruppe.  Da  aber  die  Gruppe  eben  nur  r  unabhängige  infini- 
tesimale Transformationen  enthält,  so  folgt,  dass  alle  diese  Ausdrücke  sich 
linear  mit  constanten  Coefßcienten  aus  X^f...Xrf  zusammensetzen  lassen 

r.r— 1 
müssen.    Es  bestehen  also  ~^-^ —  Belationen  der  Form 

12)  {XiXkj^-'^'CiksX.f  (»,Ä=l...r), 

worin  die  Ciks  blose  Constanten  sind. 
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Diese  Belationen  12)  haben  eine  fundamentale  Bedeatang,  denn  sie 
erweisen  sich  als  charakteristisch  dafür,  daas  r  vorgelegte  infinitesimale 
Transformationen  eine  Gruppe  erzeugen. 

Stehen  irgend  r  infinitesimale  Transformationen  X|/*...  Xr/* 
(zwischen  welchen  keine  Relation 

e,XJ+.^.  +  erXrf-=0 
mit  Constanten  Coefficienten   besteht)  in  der  durch  die  Formeln    12) 
gegebenen  Beziehung,   so  erzeugen  dieselben  eine  (r-gliedrige) 
Gruppe. 

Hiermit  ist  es  also  wirklich  gelungen ,  eine  jede  endliche  continuirliclie 
Gruppe,  deren  Transformationen  sich  paarweise  als  inyerse  zusammenordnen, 
durch  ihre  infinitesimalen  Transformationen  vollstSndig  zu  kennzeichnen.  Man 
kann  abschätzen,  welchen  Yortheil  diese  Art  Gruppen  zu  definiren  bringen 
muss,  wenn  man  das  System  der  Ausdrücke  X^f..,Xrfy  welche  s&mmtlich 
nur  eine  Reihe  von  Veränderlichen  (ä?| . . .  Xn)  enthalten ,  mit  den  Gleichungen 
1)  zusammenhält,  in  welche  zwei  Reihen  von  Veränderlichen  und  ausserdem 
noch  die  Parameter  a^.^.Or  eintreten.  Allerdings  ist  zu  bemerken,  dass 
das  System  X^f...Xrf  mit  den  zugehörigen  Relationen  12)  kein  völlig 
bestimmtes  ist,  insofern  man  nämlich  die  infinitesimalen  Transformationen 
X^f,,.  Xrf  selbstverständlich  durch  r  andere  linear  unabhängige  Transfor- 
mationen ersetzen  kann,  die  aus  jenen  mit  constanten  Coefficienten  linear 
abgeleitet  sind. 

Die  sämmtlichen  analytischen  Darstellungen  einer  Gruppe  sind  abhängig 
von  der  Wahl  des  benutzten  Coordinatensystems  (o;, . . .  o^n) ,  die  Formel  1) 
ausserdem  von  der  Wahl  der  Parameter  a|...ar.  Ffihrt  man  statt  der 
Veränderlichen  x^^^.Xn  durch  eine  geeignete  Substitution 

13)  «<  =  9><(yi...yfi)  (i=l...n) 

neue  Veränderliche  y| . . .  y«  ein ,  so  kann  dadurch  die  Gruppeneigenschaft 
der  vorgelegten  Transformationen  natürlich  nicht  zerstört  werden;  aber  der 
analytische  Ausdruck  derselben  wechselt.  Dennoch  behalten  die  eingeftlhrten 
Operationssymbole  ihre  allgemeine  Form  bei:  Geht  die  Function  f{Xi  ...d^) 
durch  die  Substitution  13)  über  in  F{y^.».yn)9  so  geht  gleichzeitig  das 
Symbol  X(f)  über  in  ein  entsprechendes  Symbol  T(F)j  und  es  geht 
ferner  {XiXk)  über  in  (TfTjb)*  wenn  Xtf  und  7<jP  dieselbe  infinitesi- 
male Transformation  bedeuten.  Femer  geht  auch  die  von  der  infinitesimalen 
Transformation  Xf  erzeugte  eingliedrige  Gruppe  über  in  die  von  TF  er- 
zeugte Gruppe  XL  s.  w. 

Die  betrachteten  Operationen  und  Eigenschaften  der  Gruppen  sind  also 
in  gewissem  Sinne  unabhängig  von  der  Wahl  des  Coordinatensystems.  Da 
man  die  Einführung  neuer  Veränderlicher  auch  als  eine  Transformation 
des  Raumes  deuten  kann,  indem  man  die  Grössen  ^i  -••  y«  wieder  als 
Cartesische  Coordinaten  ansieht,    so   können  wir  die  genannte  Eigenschaft 
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aach  80  ausdrucken:  Es  sind  die  betrachteten  Operationen  ihrer  allgemeinen 
Form  nach  invariant  gegentlber  beliebigen  Punkttransforma- 
tionen. 

Gruppen,  welche  durch  eine  Pnnkttransformation  ineinander  übergeführt 
werden  können,  heissen  „ähnlich^. 

Da  der  analytische  Ausdruck  einer  Gruppe  in  den  Ausdruck  der  mit 
ihr  ähnlichen  Gruppen  durch  Einführung  neuer  Coordinaten  übergeht,  da 
ferner  die  Wahl  des  Coordinatensjstems  bei  grossen  Classen  von  Untersuch- 
ungen völlig  gleichgiltig  ist  und  der  Willkür  überlassen  bleibt,  so  liegt  es 
nahe,  diejenigen  Eigenschaften  der  Gruppen  zusammenzufassen,  welche  allen 
ähnlichen  Gruppen  gemeinsam  zukommen ,  und  diese  gemeinsam  zu  behan- 
deln; oder  mit  anderen  Worten,  sich  auf  einen  Standpunkt  zu  stellen,  von 
welchem  aus  ähnliche  Gruppen  nicht  als  wesentlich  verschieden  betrachtet 
werden.  Dies  ist  der  Standpunkt  des  vorliegenden  Werkes.  Es  werden, 
wenigstens  in  der  Hauptsache,  nur  solche  Eigenschaften  der  Gruppen  be- 
trachtet, welche  durch  eine  beliebige  Punkttransformation  nicht  zerstört 
werden.  Darin  liegt,  dass  vorzugsweise  solche  allgemeine  Eigenschaften  der 
Transformationsgrnppen  zur  Untersuchung  gelangen,  welche  sich  bereits 
durch  Betrachtung  eines  endlichen  Gebietes  des  Kaumes  (fl?x  •  •  •  ^n)  in  der 
Umgebung  einer  gewissen  Stelle  erkennen  lassen;  denn  über  die  Art  und 
Weise,  wie  der  ganze  Baum  transformirt  wird,  lässt  sich  Nichts  aussagen, 
was  allen  ähnlichen  Gruppen  gemeinsam  zukäme.  Eigenschaften  der  genann- 
ten Art  aber  finden  ihren  naturgemässen  Ausdruck  durch  das  Bechnen  mit 
den  Symbolen  Xf. 

Ein  wichtiges  Problem,  welches  für  alle  miteinander  ähnlichen  Gruppen 
durch  den  Gebrauch  der  Symbole  Xf  in  einfacher  Weise  erledigt  wird ,  ist 
das  der  Bestimmung  aller  continuirlichen  Untergruppen  einer  gegebenen 
Gruppe  &;  also  das  Problem,  alle  continuirlichen  Schaaren  von  Transforma- 
tionen der  Gruppe  G  zu  finden,  welchen  bereits  für  sich  allein  die  Gruppen- 
eigenschaft zukommt.  Nach  dem  bereits  Gesagten  ist  klar,  dass  sich  die 
continuirlichen  Untergruppen  einer  r-gliedrigen  Gruppe  in  einfacher  Weise 
durch  ihre  infinitesimalen  Transformationen  kennzeichnen  lassen:  Diese  in- 
finitesimalen Transformationen  Yf  müssen  erstens  die  Form  EdXif  haben, 
da  sie  der  r-gliedrigen  Gruppe  angehören,  und  zweitens  müssen  sie  schon 
für  sich  die  in  der  Formel  12)  ausgesprochene  Eigenschaft  besitzen. 

Um  also  etwa  alle  m-gliedrigen  Untergruppen  der  vorgelegten  r- glied- 
rigen  Gruppe  X^f.,.Xrf  zu  finden,  wird  man  auf  alle  möglichen  Arten 
ffi  linear  unabhängige  Ausdrücke 

r 

Yi^^kOikXkf  (f=l...m) 

zu  bestimmen  haben,  welche  bereits  untereinander  Relationen  der  Form        t 
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erfüllen.  Das  ist  aber  augenscheinlich  ein  rein  algebraisches  Pro- 
bleniy  dessen  Lösung  ganz  allein  von  der  Beschaffenheit  der  in  der  Formel 
12)  auftretenden  Constanten  dka  abhängt 

Dieses  wichtige  Resultat  ergiebt  sich  also  ohne  Weiteres  durch  Ein- 
führung der  Symbole  Xf  der  infinitesimalen  Transformationen  einer  Gruppe. 
Ebenso  werden  wir  erwarten  dürfen,  dass  auch  Untergruppen  von  aus- 
gezeichneten Eigenschaften  sich  an  der  Beschaffenheit  ihrer  infinitesimalen 
Transformationen  Yf  leicht  erkennen  lassen.  Die  allgemeinste  Art  solcher 
Untergruppen  wird  dargestellt  durch  die  „invarianten^  Untergruppen. 
Für  die  infinitesimalen  Transformationen  Tf  einer  solchen  Untergruppe  der 
r-gliedrigen  Oruppe  G  bestehen  Relationen  von  der  besonderen  Form 

ihre  endlichen  Transformationen  haben  die  Eigenschaft,  dass  sie  unterein- 
ander vertauscht  werden,  wenn  man  auf  die  Punkte  des  Raumes  eine  Trans- 
formation der  Gruppe  &  ausführt.  (Führt  man  allgemein  auf  die  Punkte 
des  Raumes  eine  Transformation  S  einer  gegebenen  Gruppe  G  aus,  so  geht 
jede  Transformation  T  von  G  wieder  in  eine  Transformation  von  G  über,  deren 
symbolischer  Ausdruck  in  bekannter  Schreibart  ist  8^^  TS.  Gehört  T  einer 
invarianten  Untergruppe  an,  so  ist  auch  8^^  TS  immer  wieder  eine 
Transformation  der  i^bnlichen  Untergruppe.) 

Das  Problem,  alle  Untergruppen  einer  gegebenen  Gruppe  G  zu  finden, 
wird  übrigens  nicht  allein  für  alle  miteinander  ähnlichen  Gruppen  gemein- 
sam erledigt,  sondern  für  eine  noch  viel  umfassendere  Classe  von  Gruppen. 
Die  Aufgabe  der  Algebra,  oder  genauer  der  Invarianten theorie,  auf  welche 
dasselbe  hinführt,  ist  nämlich  offenbar  unabhängig  von  der  Form  der  infini- 
tesimalen Transformationen  Xtf^  ja  sogar  von  dem  Begriffe  der  infinitesi- 
malen Transformation  überhaupt,  und  nicht  minder  unabhängig  von  Wahl 
und  Anzahl  der  Veränderlichen  o^i  ...o;.:  ihre  Lösung  hängt  ausschliesslich 
ab  von  den  Zahlenwerthen  der  Constanten  ctk»  in  den  Relationen  12).  Hat 
man  also  für  eine  Gruppe  Gr  auf  Grund  der  Gleichungen  12)  alle  Unter- 
gruppen bestimmt,  so  sind  damit  von  selbst  die  Untergruppen  jeder  andern 
r-gliedrigen  Gruppe  gefunden,  in  welcher  sich  r  infinitesimale  Transforma- 
tionen X\ f.,,  X'r  f  so  wählen  lassen ,  dass  zwischen  ihnen  die  nämlichen 
Relationen  12)  bestehen,  und  zwar  unabhängig  davon,  ob  die  Ausdrücke 
X'k f  in  den  Veränderlichen  x^.,,Xn  oder  in  irgendwelchen  anderen  Ver- 
änderlichen X I  • . .  Xm  geschrieben  sind. 

Diese  Bemerkung  führt  zur  Bildung  des  wichtigen  Begriffes  des  Iso- 
morphismus. 
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Man  wird  darauf  hingeleitet,  wiederum  diejenigen  Eigenschaften  der 
Grappen  zasammenznfassen  and  gesondert  zu  betrachten,  welche  nicht  blos 
allen  ähnlichen  Gmppen  gemeinsam  zukommen,  sondern  Oberhaupt  allen 
denjenigen  Gruppen,  für  welche  bei  geeigneter  Auswahl  der  infinitesimalen 
Transformationen  die  Constanten  cntg  der  Formel  12)  die  nämlichen  Werthe 
erhalten.  Zwei  r-gliedrige  Gruppen  dieser  Art  heissen  ^gleichzusam- 
mengesetzt*  oder  „holoedrisch  isomorph**;  der  InbegrifiP  aller  ihnen 
gemeinsam  zukommenden  Eigenschaften  ist  die  Lehre  yon  ihrer  „Zusam- 
mensetznng**. 

Der  Begriff  des  Isomorphismus  tritt  auch  in  der  Substitutionentheorie 
aaf ,  ebenso  wie  yerschiedene  andere  der  eingeführten  Begriffe;  er  wird  aber 
dort  bekanntlich  anders  definirt.  Zwei  Gruppen  yon  je  r  Substitutionen 
werden  in  der  Substitutionentheorie  dann  als  (holoedrisch)  isomorph  be- 
zeichnet,  wenn  es  möglich  ist,  die  Substitutionen  der  einen  denen  der  an- 
dern so  zuzuordnen,  dass  auch  alle  Substitutionen,  welche  aus  der  Zusam- 
mensetzung entsprechender  Paare  yon  Substitutionen  entstehen,  einander,  in 
derselben  Zuordnung  entsprechen.  Setzt  man  in  der  yorstehenden  Definition 
an  Stelle  des  Wortes  „Substitution**  das  Wort  „Transformation**,  so  erhält 
man  eine  zweite  Definition  des  Isomorphismus  yon  Transformationsgruppen, 
welche  sich  mit  der  oben  gegebenen  formal  nicht  deckt.  Es  wird  aber 
mit  Hilfe  der  sogleich  zu  erwähnenden  Theorie  der  Parametergruppe  gezeigt, 
dass  beide  Definitionen  materiell  übereinstimmen. 

In  der  Theorie  der  Zusammensetzung  der  continnirlichen  Transforma- 
tionsgruppen wirft  sich  das  Hauptinteresse  auf  die  Belationen  12)  und  ins- 
besondere auf  die  Werthe  der  in  ihnen  auftretenden  Constanten  Cikf  Diese 
letzteren  erweisen  sich  nun  als  nicht  yoneinander  unabhängig ;  yielmehr  be- 
stehen zwischen  ihnen  die  folgenden  Belationen: 

^/  \Cik9Cyj9+CkJ9(^i9  +  Cy.rCritJ  =0 
*  (t,  Ä,J,  5  =  1  ...r). 

Weitere  allgemein  giltige  Identitäten  zwischen  den  Constanten  r<jt«  be- 
stehen nicht;  es  wird  yielmehr  gezeigt,  dass  umgekehrt  zu  jedem 
System  yon  Constanten  <^a«,  welches  die  Relationen  15)  erfallt, 
Gruppen  gehören,  deren  Zusammensetzung  durch  diese  Con- 
stanten bestimmt  ist. 

Zu  bemerken  ist,  dass  bei  einer  yorgelegten  Gruppe  die  Constanten 
Cik9  natttrlich  nicht  y 011  ig  bestimmt  sind,  da  man  ja  statt  der  ursprüng- 
lichen r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  irgend  r  unabhängige 
lineare  Combinationen  derselben  als  neue  unabhängige  Transformationen  ein- 
ftLhren  kann  und  dann  natürlich  ein  neues  System  yon  Constanten  ctk^ 
erhält.     Zwei  solche  Systeme  yon  Constanten  Cikt^  die  auseinander^durch 


kuseinander^durcb  T 
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lineare  TransformatioB  hervorgehen,  sind  als  nicht  „wesentlich'  Ter- 
schieden  zu  betrachten ,  sondern  nur  als  verschiedene  Formen  eines  und  des- 
selben Systems. 

Die  Aufgabe,  die  Gleichungen  15)  in  allgemeinster  Weise  zu  befiriedi- 
gen,  ist  natfirlich  eine  rein  algebraische«  Fassen  wir  diese  Bemerkung  mit 
einer  früher  gemachten  zusammen,  so  ergiebt  sich  das  wichtige  Theorem: 

Die  Bestimmung  aller  wesentlich  verschiedenen  Zusam- 
mensetzungen von  r-gliedrigen  Gruppen,  ferner  die  Auffin- 
dung aller  continuirlichen  Untergruppen  einer  gegebenen 
Gruppe  sind  rein  algebraische  Probleme. 

Es  sind  Aufgaben  aus  der  Algebra  der  linearen  Transformationen  oder, 
was  auf  dasselbe  hinauslttnft,  aus  dem  Grebiete  der  projectiven  Geometrie. 

Neben  den  holoedrischen  Isomorphismus  tritt  auch  in  der  Theorie  der 
Transformationsgruppen  noch  ein  zweiter  wichtiger  Begriff,  der  durch  das 
Wort  „meroedrischer  Isomorphismus^  bezeichnet  wird.  Die  Definition  des- 
selben ist  ähnlich  der  oben  gegebenen. 

Eine  r-gliedrige  Gruppe  und  eine  r,«r)-gliedrige  Gruppe  heissen 
meroedrisch- isomorph,  wenn  sich  r  unabhftngigen  Transformationen  Äf  der 
ersteren  r  (natürlich  nicht  unabhftngige)  Transformationen  Tf  der  zweiten 
Gruppe  derart  zuordnen  lassen,  dass  wieder  die  nämlichen  Belationen  be- 
stehen: {XiÄk)^£eiktXtfy  {TiTk)^=^£€n„Ttf*  Zwei  in  diesem  Sinne  me- 
roedrisch  isomorphe  Gruppen  sind  es  auch  in  dem  Sinne,  welcher  der  Defini- 
tion des  meroedrischen  Isomorphismus  in  der  Substitutionentheorie  entspricht. 

Unter  den  Gruppen,  welche  zu  einer  gegebenen  Gruppe  isomorph  sind, 
finden  sich  drei  besonders  ausgezeichnete.  Betrachten  wir  zuerst  die  so- 
genannte Parametergruppe.  Dieselbe  wird  durch  die  Gleichungen  4)  defimrtt 
welche  die  Abhängigkeit  der  Constanten  a^  h^  c  der  Gleichungen  1),  2),  3) 
voneinander  ausdrücken.  Sehen  wir  in  4)  die  Constanten  ai.,.ar  und 
Ci...Cr  als  Punktcoordinaten  eines  r-fach  ausgedehnten  Baumes  an  und 
betrachten  ^^ . . .  5r  als  Parameter,  so  bestimmen  diese  Gleichungen  wieder 
eine  Gruppe.     Diese  Gruppe  heisst  die  Parametergruppe  der  gegebenoi. 

Die  Parametergruppe  hat  u.  A.  folgende  ausgezeichnete  Eigenschaften. 
Zunächst  ist  sie  selbst  ihre  eigene  Parametergruppe.  Femer  ist  sie  „ein- 
fach transitiv'^,  d.  h.  man  kann  jeden  Punkt  allgemeiner  Lage  des  r-^h 
ausgedehnten  Baumes  nur  durch  eine  discrete  Anzahl  von  Transformatio- 
nen der  Gruppe  in  jeden  andern  überführen.  —  Hätten  wir  statt  des  Systems 
der  Parameter  a  in  den  Gleichungen  1)  irgendwelche  r  unabhängige  Func- 
tionen der  a  als  Parameter  genommen,  so  würden  wir  eine  andere  Para- 
metergruppe erhalten  haben.  Man  sieht  aber  sogleich,  dass  diese  von  der 
ersten  nicht  wesentlich  verschieden,  sondern  mit  ihr  ähnlich  ist,  da  sie 
eben  aus  jener  durch  Einführung  neuer  Coordinaten  hervorgeht.  Die  Para- 
metergruppe ist  femer  mit  der  gegebenen  Gruppe  gleichzusammengeselit: 
sie  ist  es  selbstverständlich  nach  der  zweiten ,  der  Substitutapnentheprie  ent» 
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nommenen  Definition  des  laomorphiarnnsi  es  wird  aber ^  auch  gezeigt,  dass 
sie  es  nach  der  ersten  Definition  ist.  Hieraus  ergiebl  sich  leicht  der  oben 
angefahrte  Fandamentalsatz  von  der  Identität  beider  Definitionen.  Zwei 
Gruppen  in  r  Verftnderlichen ,  die  gleichzosammengesetzt  nnd  beide  einfach 
transitiv  sind,  sind  nftmlich  ähnlich.  Daraas  aber  folgt  insbesondere  die 
Aehnlichkeit  der  Parametergmppen  gleichznsammengesetzter  Omppen,  nnd 
hierin  liegt  obiger  Satz.  Man  kann  das  letztgenannte  Ergebniss  anch  so 
aosdrllckea:  Sind  zwei  r-gliedrige  Gruppen  gleich  zusammen- 
gesetzt,  so  kann  man  statt  der  Parameter  der  einen  immer  r 
unabhängige  Functionen  derselben  als  neue  Parameter  derart 
einführen,  dass  nun  beide  Oruppen  dieselbe  Parametergruppe 
erhalten.  Es  werden  dann  also  die  Transformationen  der  einen  dargestellt 
durch  ein  Gleichungssjstem  üii  «=  U  (rr,  d) ,  die  der  andern  durch  ein  Oleich- 
ung^sjstem  yi^fiisß^a)^  und  zu  beiden  gehören  die  nämlichen  Gleich- 
ungen 4), 

Eine  zweite  wichtige  Gruppe,  welche  mit  einer  gegebenen  Q  isomorph 
ist,  ist  ihre  „adjungirte  Gruppe**.  Wir  knttpfen  an  die  oben  gemach- 
ten y  auf  Formel  9)  bezOglichen  Bemerkungen  an  und  deuten  die  Gonstanten 
Cj  ...  Cr  als  Cartesische  Coordinaten  eines  Baumes  yon  r  Dimensionen.  Fahren 
wir  nun  eine  Transformation  8  der  Gruppe  Q  aus^  so  werden  die  Trans- 
formationen  Tvon  G  untereinander  vertauscht,  wie  bereits  bemerkt  worden 
ist.  Es  werden  also  durch  eine  gewisse  Transformation  des  r-fach  aus- 
gedehnten Baumes  den  Coordinaten  c, ...  Cr  des  Punktes,  welcher  der  Trans- 
formation T  entspricht,  die  Coordinaten  c\  ...c'r  eines  gewissen  Punktes 
zageordnety  welcher  der  Transformation  8—^T8  entspricht  Der  Inbegriff 
aller  dieser  Transformationen  des  Baumes  von  r  Dimensionen  bildet  wieder 
eine  Gruppe,  die  „adjungirte*'  der  Gruppe  G.  Auch  sie  ist  mit  der  Gruppe 
Gr  isomorph;  der  Isomorphismus  ist  aber  nicht  nothwendig  holoedrisch,  wie 
oben  bei  der  Parametergruppe;  es  tritt  vielmehr  unter  gewissen  Umständen 
meroedrischer  Isomorphismus  ein,  ja  es  kann  sich  die  ganze  adjungirte 
Gmppe  auf  die  identische  Transformation  redueiren  (nämlich  dann,  wenn 
die  Transformationen  von  G  yertauschbar  sind,  d.  h.  wenn  8~'^T8=T 
oder  8TszT8).  Die  adjungirte  Gruppe  ist  eine  projectiye  Gruppe, 
d.  h.  ihre  Transfonnationen  sind  linear;  und  zwar  ist  sie  von  der  besondern 
Art,  welche  Herr  Lie  als  „lineare  homogene  Gruppen*^  bezeichnet:  die 
GrOssen  c  sind  ganze  und  homogene  Functionen  der  Grössen  c;  es  bleibt 
daher  bei  den  Transformationen  der  Gruppe  der  Anfangspunkt  der  Coordi- 
naten stehen,  und  die  Punkte  der  „unendlich  fernen''  (r— l)-fach  aus- 
gedehnten ebenen  MannichflEdtigkeit  werden  nur  untereinander  yertauscht. 

Der  Nutzen,  den  die  Betrachtung  der  adjungirten  Gruppe  bringt,  liegt 
darin,  dass  an  ihr  alle  Verhältnisse,  welche  die  Zusammensetzung  der 
Gruppe  G  betreffen,  auf's  Klarste  zu  sehen  sind.  Die  Transformationen  der 
eingliedrigen  Untergruppen  von  G  werden  in  der  benutzten  Abbildung  durch 
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die  Punkte  gerader  Linien  {e'is=Ci.t)  dargestellt,  welche  den  Anfangspunkt 
enthalten,  und  überhaupt  die  Transformationen  einer  v-gliedrigen  Unter- 
gruppe durch  gewisse  v -fach  ausgedehnte  ebene  Mannichfaltigkeiten,  welche 
durch  den  Anfangspunkt  gehen.  Diese  Mannichfeltigkeiten  nun  werden  dnreh 
die  Transformationen  der  adjungirten  Gruppe  genau  so  untereinander  Ter- 
tauscht,  wie  die  'von  ihnen  dargestellten  Untergruppen  der  Gruppe  £r. 
Inyariante  Untergruppen  zum  Beispiel  bilden  sich  als  solche  lineare  Man- 
nichfaltigkeiten  ab,  welche  yon  der  adjungirten  Gruppe  in  sich  selbst  Aber- 
geführt  werden.  Mann  erkennt  hier  noch  deutlicher  als  oben  das  Problem 
der  Zusammensetzung  als  eine  Aufgabe  der  projeetiven  Geometrie.  Gleich- 
zusammengesetzte  Gruppen  haben  dieselbe  adjungirte  Grnppe. 
Eine  dritte  mit  der  Gruppe  G  isomorphe  und  gleich&Us  projective 
Gruppe  entsteht,  wenn  man  die  Constanten  c^...Cr  nicht  als  Cartesisclie 
Coordinaten  in  einem  Baume  von  r  Dimensionen^  sondern  als  homogene 
Coordinaten  in  einem  Baume  von  r  — 1  Dimensionen  auffasst.  Jetzt  erscbeint 
also  nicht  die  einzelne  endliche  Transformation  der  Gruppe  als  Baumelement, 
sondern  eine  ganze  eingliedrige  Gruppe  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt^ 
die  einzelne  infinitesimale  Transformation.  An  dieser  Gruppe  iSsst  sich  die 
Theorie  der  Zusammensetzung  ebenso  gut  oder  vielmehr  noch  besser  sta- 
diren,  i^ie  an  der  adjungirten;  sie  ist  leider  nicht  mit  einem  besondem 
Namen  belegt  worden. 

Aus  einer  r-gliedrigen  Gruppe  kann  man,  wie  oben  herrorgehoben, 
durch  Einführung  neuer  Yerftnderlicher  unbegrenzt  viele  neue  Gruppen  ber- 
leiten,  die  zu  der  ersten  fthnlichen  Gruppen.  Alle  diese  Gruppen  werden 
von  einem  gewissen  Standpunkte  aus  als  nicht  wesentlich  verschieden  be- 
trachtet; sie  gehören  demselben  i^Tjpus'  von  Gruppen  im  n*fach  ausgedehn- 
ten Baume  an. 

Wieviele  und  welche  verschiedene  Typen  von  r-gliedrigen 
Gruppen  giebt  es  im  n-fach  ausgedehnten  Baume?  Kann  man 
dieselben  in  einfacher  Weise  charakterisiren? 

Diese  Frage  hat  Herr  Lie  vor  nunmehr  15  Jahren  zuitt  ersten  Male 
gestellt  Wir  nehmen  keinen  Anstand,  das  hierin  liegende  Problem  als 
eines  der  Grundprobleme  nicht  allein  der  Theorie  der  Transformationsgrup- 
pen, sondern  der  mathematischen  Wissenschaft  überhaupt  zu  bezeichnen. 
Leider  müssen  wir  es  uns  versagen,  an  dieser  Stelle  auch  nur  einen  Begriff 
von  den  tiefen  Untersuchungen  zu  geben,  durch  welche  Herr  Lie  diese 
Aufgabe  ihrer  Lösung  nSher  zu  bringen  strebt;  wir  wollen  statt  dessen,  um 
die  Bedeutung  des  Gegenstandes  sichtbar  zu  machen,  den  Entwickelungen  des 
noch  nicht  erschienenen  Abschnittes  vorgreifend,  nur  das  merkwürdige  Ergeb- 
niss  aufnehmen,  zu  welchem  er  im  einfiEushsten  Falle  n=  1  gelangt  ist. 

In  der  einfach  ausgedehnten  Mannichfaltigkeit  giebt  es 
nur  drei  Typen  von  endlichen  continuirlichen  Transformations* 
gruppen.     Zu  diesen  Typen  gehören  die  Zahlen  f^=s  1,  2.  3.    Sie 
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lassen   sich   durch   geeignete   Wahl   der  Veränderlichen   über- 
führen in  die  drei  bekannten  projectiven  Oruppen: 

x=x  +  ay    x  =  ax  +  hj    »  = j— r« 

cx  +  d 

Fflr  die  niedrigsten  Fälle  n^l  liegt  die  Sache  freilich  schon  viel 
weniger  einfach:  es  lassen  sich  nicht  mehr  alle  vorhandenen  Typen  in  pro- 
jective  Gruppen  überführen,  auch  ist  die  Zahl  r  an  keine  obere  Grenze 
gebunden,  nnd  die  Typen  selbst  hängen  zum  Theil  noch  von  willkürlichen 
Parametern,  ja  sogar  yon  willkürlichen  Functionen  ab.  Wir  wollen  hier 
nur  noch  ein  allgemeines  Besultat  aufnehmen^  welches  in  dem  vorliegenden 
ersten  Bande  ansgesprochen  wird: 

Die  Bestimmung  aller  Typen  von  r-gliedrigen  Gruppen  im 
Banme  von  n  Dimensionen  erfordert  ausser  sogenannten  aus- 
führbaren Operationen*  höchstens  noch  die  Integration  von 
gewöhnlichen  Differentialgleichungen. 

Die  Ausdrücke  Xfj  die  Symbole  der  infinitesimalen  Transformationen, 
treten  mit  der  Li  e 'sehen  Theorie  nicht  zum  ersten  Male  in  der  Wissenschaft 
.  auf.  In  der  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  spielen  sie  schon 
seit  längerer  Zeit  eine  wichtige  Bolle;  allein  dort  wurden  sie  bisher  immer 
in  einem  andern  Sinne  gebraucht.  Während  in  der  Theorie  der  Transfor- 
mationsgruppen der  endliche  Ausdruck  Äf  den  G^egenstand  der  Betrach- 
tung bildet,  kam  es  in  jenen  älteren  Untersuchungen  immer  nur  auf  die 
Gleichung  Xfs=0  an.  In  der  von  Jacobi  und  Clebsch  begründeten 
Theorie  der  vollständigen  Systeme,  welche  auch  in  dem  Lie 'sehen  Werke 
vorgetragen  wird,  zeigt  msm  bekanntlich,  dass  die  nothwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  dafür,  dass  q  voneinander  unabhängige  Gleichungen 

16)  XJ^O,    ....    Z^f=0 

in  n  Veränderlichen  n  —  q  unabhängige  gemeinsame  Lösungen  haben,  die 
ist:  Es  muss  jede  durch  Anwendung  der  Klammeroperation  {XiXk)  aus  den 
Gleichungen  X^f=0,  ...,  Xgf^O  hergeleitete  neue  GleichtEing  Xi{Xkf) 
—  Xk  (Xif)  =  0  eine  Folge  der  ersteren  sein,  d.  h.  es  muss  für  jedes  i  und  Ar 
eine  Relation  der  Form  beetehen: 

17)  (3iXt)=2'*9^«*-(^i---*«)^'^  (♦,Ar,5=1...3). 
Die  Analogie  der  Gleichungen  12)  mit  diesen  Gleichungen  17)  fällt  in  die 
Augen«  Es  besteht  aber  ein  wesentlicher  unterschied:  in  den  Gleichungen 
12)  sind  die  Coefficienten  dk»  reine  Constanten,  in  den  Gleichungen  17) 
aber  die  entsprechenden  Coefficienten  ipiks  Functionen  der  Veränderlichen 
a?i...a?«.  Gleichwohl  ist  es  vortheilhaft,  die  linke  Seite  jeder  der  Gleich- 
ungen 16)  oder  vielmehr  den  allgemeinen  Ausdruck 

18)  Xt{x)XJ+^^+Xg(x)X,f, 


*  ..Ausführbar^'  im  Siime  der  Functionenibeorie,  nicht  in  dem  der  ^ebra.  t 
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worin  Xi*'»x^  irgendwelche  Functionen  yon  x^.^.Xn  bezeichnen,  als  infini- 
tesimale Transformationen  zu  deuten.  Anf  diese  Weise  ergiebt  sich  nSmliek 
eine  neue  Auffassung  der  gemeinsamen  Lösungen  des  TollstSndigen  Systems. 
Sind  W94.1...  Wh  (n—q)  unabhängige  Lösungen,  so  bestimmt  jedes 
Oleichungssjstem  _„  _ ^ 

eine  9-fach  ausgedehnte,  sogenannte  charakteristische  Mannichfal- 
tigkeit  des  yollständigen  Systems.  Jene  neue  Auffassung  lieigt  nun 
in  der  Bemerkung,  dass  jede  infinitesimale  Transformation  18)  alle  charak- 
teristischen Mannichfalügkeiten  in  sich  selbst  überführt. 

Der  Inbegriff  aller  dieser  00"  ^v  charakteristischen  Mannichfaltigkeiien 
bildet  eine  „Zerlegung^  des  Baumes  {Xi.,,Xn);  umgekehrt  iSsst  sich  jede 
solche  Zerlegung  in  00"  ~  9  Mannichfaltigkeiten  q^^  Dimension  durch  ein 
yollständiges  System  definiren. 

Solche  Zerlegungen  und  die  zugehörigen  vollst&ndigen  Systeme  spielen 
in  der  Theorie  der  Transformationsgruppen  eine  wichtige  Bolle:  gehört  ja 
doch  zu  jeder  Transformationsgfuppe,  welche  nicht  transitiv  ist»  ein  yoU- 
st&ndiges  System,  das  man  durch  Nullsetzen  ihrer  infinitesimalen  Transfor- 
mationen erhSlt.  Die  Lösungen  dieses  yoUstftndigen  Systems  geben,  gleich 
Constanten  gesetzt,  die  Mannichfaltigkeiten,  Iftngs  deren  ein  Punkt  all- 
gemeiner Lage  durch  die  Transformationen  der  Grappe  hingeftlhrt  wird. 
Jede  einzelne  Lösung  wird  durch  die  Transformationen  der  Gruppe  in  sich 
selbst  übergeführt;  sie  heisst  daher  eine  „Inyariante"  der  Gruppe.  Es 
liegt  auf  der  Hand,  dass  man  alle  Inyarianten  einer  continuirlichen  Gmppe 
durch  Elimination  der  Parameter  finden  kann,  sobald  die  Gleichungen  der 
Grappe  in  der  Form  1)  yorliegen. 

Neben  die  Frage  nach  den  Inyarianten  einer  Gruppe  stellt  sich  die 
nach  inyarianten  Gleichungen  und  Gleichungssystemen. 

Unter  einem  „inyarianten  Gleichungssystem^  wird  ein  solches  System 
yon  (untereinander  yerträglichen)  Gleichungen  q>i{»i...Xn)^=^0  yerstanden, 
dessen  Bestehen  fELr  ein  Verftnderlichensystem  Xi.,.Xu  und  das  Bestehen 
der  Gleichungen  9j (a;\  ...««)  s=  0  nach  sich  zieht,  in  welchen  «\...«a 
Yerfinderliche  bedeuten,  die  aus  a;|...d^  durch  eine  Transformation  der 
Gruppe  heryorgegangen  sind.  Die  inyarianten  Gleichungssysteme  sind  angen- 
scheinlich  die  analytische  Darstellungsform  ftir  die  ^bei  der  Gruppe  inyarian- 
ten" Punktmannichfaltigkeiten,  d.h.  Mannichfaltigkeiten,  deren  Punkte  durch 
die  Transformationen  der  Gruppe  nur  untereinander  yertauscht  werden  oder 
welche  „die  Gruppe  gestatten".  Von  ihnen  wird  gezeigt,  dass  sie  in  zwei 
Classen  zerfallen:  in  der  ersten  Classe  stehen  solche  Mannichfaltigkeiten,  deren 
Punkte  allgemeiner  Lage  durch  die  Transformationen  der  Gruppe  nach  soyiel 
nnabhSngigen  Bichtungen  fortgeführt  werden,  ab  unter  den  Gleichungen  X^f 
=  0,  ...,  Xrf^O  unabhSngige  yorhanden  sind  —  sie  werden  dargestellt  durch 
beliebige  Belationen  zwischen  den  gemeinsamen  Lösungen  des  yoUstftndigen 
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Systems,  den  InYarianten  der  Grappe;  in  der  zweiten  Classe  stehen  die- 
jenigen Mannichfaltigkeiten ,  deren  Pnnkten  allgemeiner  Lage  eine  kleinere 
Zahl  yon  unabhängigen  Fortschreitnngsrichtnngen  zngehört  —  sie  werden 
durch  Nnllsetaen  gewisser  Matrices  gefunden,  welche  man  aus  den  Coefficien- 
ten  ^ik  der  infinitesimalen  Transformationen  Xkf  der  Grappe  bilden  kann. 
Transiüre  Gruppen  haben  keine  Invarianten;  bei  ihnen  können  natürlich  nur 
inyiuriante  Mannichfaltigkeiten  der  zweiten  Art  auftreten. 

Aber  auch  für  die  Theorie  der  transitiven  Gruppen  gewinnen  die  voll- 
ständigen  Systeme  eine  hohe  Bedeutung:  die  transitiven  Gruppen  zerfallen 
naturgemSss  in  zwei  Classen,  je  nachdem  eine  Zerlegung  des  Baumes  vor- 
handen ist,  deren  einzelne  Mannichfaltigkeiten  durch  die  Transformationen 
der  Gruppe  untereinander  vertauscht  werden,  oder  nicht  Zu  den  Gruppen 
der  ersten,  bei  Weitem  umfassenderen  Classe,  den  ^imprimitiven  Grup- 
pen^, gehört  jedes  Mal  (mindestens)  ein  vollständiges  Systein,  welches  eine 
Zerlegung  von  der  eben  definirten  Beschaffenheit  bestimmt;  von  ihm,  wie 
von  der  Zerlegung  selbst  wird  gesagt,  es  „gestattet  die  Gruppe^.  Durch 
Bechnen  mit  den  Symbolen  der  infinitesimalen  Transformationen  ergiebt  sich 
wieder  ein  sehr  einfaches  Kennzeichen  dafOr^  dass  ein  vollständiges  System 
eine  vorgelegte  Gruppe  gestattet 

Damit  die  charakteristischen  Mannichfaltigkeiten  des  vollständigen  Systems 
X^/'=0,  ...,  Xqf^=^0  durch  eine  infinitesimale  Transformation  7*/*  unter- 
einander vertauscht  werden,  ist  nothwendig  und  hinreichend  das  Bestehen 
von  q  Belationen  der  Form: 

19)  {Z*r)  =  V^  y,i{x,  ...  Xn)  Xjf  (*=  1  ...  3). 

Unter  den  Hilfsmitteln,  durch  welche  Herr  Lie  aus  bekannten  Gruppen 
neue  herleitet,  dürfen  wir  hier  dasjenige  nicht  unbesprochen  lassen,  welches 
vielleicht  das  bedeutsamste  von  allen  ist,  die  Erweiterung. 

Betrachtet  man  unter  n  Veränderlichen  x^...Xn  irgend  n--g  als  un- 
abhängig, die  fibrigen  als  (unbestimmt  gelassene)  Functionen  derselben,  so 
werden  diese  gewisse  Differentialquotienten  p^^  jp,»  •••  besitzen.  Unterwirft 
man  nun  das  ganze  System  einer  Transformation,  so  werden  sich  vermöge 
derselben  auch  die  entsprechenden  Differentialquotienten  p\y  p\y  ...  der 
tiansformirten  Functionen  ausdrücken  durch  p^,  p,)  •-•  ^^^  ^^®  ursprüng- 
lichen Veränderlichen  «| ...  o^n-  Fügt  man  diese  Transformationsformeln,  in 
welchen  Pi^  p^^  •••  als  unabhängige  Grössen  zu  behandeln  sind,  den  ur- 
sprünglichen Transformationsformeln  hinzu,  so  erhält  man  eine  neue,  ;, er- 
weiterte'' Transformation,    geschrieben    in  den  Veränderlichen  Xi.»>Xn 

Fii  P»>  ••• 

Es  besteht  nun  der  fundamentale  Satz,  dass  die  derartig 
erweitertenTransformationen  einer  Gruppe  wieder  eine  Gruppe 
bilden,   und  zwar  eine  solche,  welche  mit  der  Ursprung 
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gleich  zusammengesetzt  ist.  Von  so  entstandenen  Gruppen  wird 
gesagt,  sie  seien  durch  „Erweiterung*  ans  der  nrsprOnglichen  Gmppe 
hervorgegangen. 

Die  Reihe  der  erweiterten  Gruppen,  welche  zu  einer  gegebenen  Gmppe 
gehören,  ist  unbegrenzt,  wie  die  Reihe  der  höheren  Differentialqnotieniea, 
welche  bei  ihrem  Bildungsprocess  zur  Verwendung  gelangen;  auch  kann 
man  ihre  Entstehungsart  noch  mannichfach  abftndem.  Wir  gehen  hierauf 
nicht  näher  ein,  auch  nicht  auf  die  einfache  Beziehung ,  welche  die  infini- 
tesimalen Transformationen  der  erweiterten  Gruppen  zu  denen  der  ursprOng- 
lichen  zeigen,  und  wenden  uns  sogleich  zu  dem  wichtigen  Be^ffe,  dessen 
Bildung  durch  den  Begriff  der  erweiterten  Gruppe  yermittelt  wird,  zu  dem 
Begriffe  der  Differentialinvariante. 

Die  „Differentialinvarianten*'  einer  Gruppe  sind  nichts  Anderes,  als  die 
Invarianten  der  intransitiven  unter  den  zugehörigen  erweiterten  Gruppen. 

Differentialausdrücke  y  deren  Form  durch  die  Transformationen  einer 
gewissen  Gruppe  nicht  zerstört  wird,  haben  sich  der  Betrachtung  schon  zu 
wiederholten  Malen  aufgedrängt.  Wir  erinnern  nur  an  den  aus  den  ünto'- 
suchungen  von  Herrn  Schwarz  wohlbekannten,  schon  bei  Lagrange  auf- 
tretenden Differentialausdruck  dritter  Ordnung 

y'      ' 

welcher  die  Invarianteneigenschaft  hat  bei  allen  Transformationen  der  drei- 
gliedrigen Gruppe  .  , 

e  +  dy 

Man  hatte  aber  bisher  kein  allgemein  anwendbares  Mittel ,  um  alle  von 
einander  unabhängigen  Ausdrücke  dieser  Art  zu  bestinunen;  auch  war  es, 
wie  Herr  Lie  hervorhebt,  den  Mathematikern  entgangen,  dass  za  einer 
jeden  endlichen  continuirlichen  Gruppe  Differentialinvarianten  in  unbegrenz- 
ter Zahl  gehören. 

Die  Lie'sche  Theorie  liefert  ein  Mittel,  alle  diese  Diffe- 
rentialinvarianten systematisch  zn  bestimmen:  sie  erscheinen 
als  die  gemeinsamen  Lösungen  gewisser  vollständiger  Systeme, 
deijenigen  vollständigen  Systeme,  welche  man  (unter  Fortlassung  der  ttber- 
flüssigen  Gleichungen)  durch  Nullsetzen  der  infinitesimalen  Transformationen 
der  intransitiven  erweiterten  Gruppen  erhält. 

Daraus  ergeben  sich  dann  aber,  nach  dem  oben  über  invariante  Gleich- 
ungen Gesagten,  ohne  Weiteres  auch  alle  Systeme  von  Differential- 
gleichungen, welche  eine  gegebene  Gruppe  gestatten  (d.  h.  welche 
durch  die  Transformationen  der  Gruppe  in  sich  selbst  übergeführt  werden). 

Man  sieht,  diese  Untersuchungen  lassen  die  Methoden  weit  hinter  sich 
zurück,  durch  welche  in  neuerer  Zeit  ein  hochverdienter  englischer  Mathe- 
matiker einzelne  Differentialinvarianten  einzelner  speciellei;  Grnpnen  zu  be- 
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stimineii  begonnen  hat,  Methoden,  welche  weder  überall  anwendbar  sind, 
nocb  aocb  im  Falle  ihrer  Anwendbarkeit  eine  Bürgschaft  für  die  Vollstän- 
digkeit ihrer  Ergebnisse  in  sich  tragen. 

Die  vorstehenden  Anseinandersetznngen  werden  genügen,  wenn  auch 
nicht  eine  üebersicht  über  den  reichen  Inhalt  des  Werkes,  so  doch  wenig- 
stens eine  allgemeine  Yorstellnng  von  der  Art  der  in  ihm  behandelten  Anf- 
£^ben  und  deren  eigenthümlicher  Auffassungsweise  zu  geben.    Viele  wichtige 
Begriffe  freilich  haben  wir  unerOrtert  lassen  müssen,  weil  ihre  Einführung 
zn    viele  Vorbereitungen  erfordert  hätte,   und  der  Inhalt  mehrerer  grosser 
Capitel  wurde  nicht  einmal  erwähnt     Möge  das  Gesagte  dazu  dienen,  auch 
in   weiteren  Kreisen  den  Wunsch  nach  einer  näheren  Bekanntschaft  mit  dem 
so  '«richtigen  Inhalt  des  Werkes  zu  erwecken.     Wir  glauben  nicht  zuviel  zu 
sagen   mit  der  Behauptung,   dass  es  wenige  Grebiete  der  mathematischen 
Wissenschaft  geben  wird,   die  nicht  durch  Aneignung  der  Grundgedanken 
der    neuen  Diseiplin   eine   wesentliche  Fördenmg   erfahren  könnten.     Vor 
Allem  aber  werden  den  nächstverwandten  Gebieten  der  Differentialgleich. 
ungen  und  der  Geometrie  eine  Fülle  neuer  Ansichten'  und  Aufgaben  zu- 
geftlhrt.     Sind  doch,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  die  überaus  wichtigen 
Probleme  der  Theorie  der  Zusammensetzung  im  Grunde  Aufgaben  der  pro- 
jectiven    Geometrie;    und   dieser    merkwürdige,   von   vornherein   nicht 
einmal   zu   Vermuthende  Zusammenhang   der  allgemeinen  Transformations- 
theorie mit  Problemen  von  scheinbar  so  specieller  Natur  ist  keineswegs  der 
einzige  dieser  Art    Wollte  die  projective  Geometrie  sich  der  neu  zugeführ- 
ten Aufgaben  bemächtigen  und  statt  der  immerwährenden  Untersuchung  com- 
plicirter  specieller  Gebilde  einmal  den  Gruppenbegriff  mit  seiner  Einfachheit 
und  seiner  weittragenden  Bedeutung  mehr  in  den  Vordergrund  stellen,  so 
würden  wir  einen  neuen  Aufschwung  dieser  allgemach  etwas  ins  Stocken  ge- 
rathenen  Forschungen  erwarten  dürfen. 

Die  Stellung  des  analytischen  Gegenbildes  der  projectiven  Geometrie, 
der  9 Algebra  der  linearen  Transformationen"  oäer  der  im  engeren  Sinne 
sogenannten  Invariantentheorie  zur  allgemeinen  Theorie  der  Transformations- 
gruppen lässt  sich  etwa  so  kennzeichnen:  In  der  Li e 'sehen  Theorie  stehen 
nach  unseren  obigen  Ausführungen  auch  bei  speciellen  Gruppen  in  der  Haupt- 
sache nur  solche  Eigenschaften  im  Vordergrunde  des  Interesses ;  deren  Dar-  • 
stellangsform  von  der  Wahl  dee  Coordinatensystems  nicht  abhängt  und 
welche  daher  bereits  innerhalb  eines  begrenzten  Baumstückes  zum  vollen 
Ausdrucke  gelangen.  In  der  Algebra  der  linearen  Transformationen  aber 
werden  solche  Eigenschaften  algebraischer  Gebilde,  der  algebraischen  Formen 
behandelt,  welche  durch  beliebige  lineare  Transformationen,  die  Transfor- 
mationen der  „allgemeinen  projectiven  Gruppe*'  nicht  zerstört  werden.  Auch 
hier  bleibt  die  Wahl  der  Coordinaten  in  gewissem  Grade  der  Willkür  über- 
lassen; sie  ist  aber  nicht  mehr  völlig  willkürlich.  Es  wird  vielmehr  von 
vornherein  eine  Schaar  von  Coordinatensystemen  ausgezeichnet,   die^ro-      ^ 
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jectiven"  Coordinaten,  welche  durch  die  Transformationen  der  Oruppe  unter* 
einander  vertauscht  werden  und  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  die  einfiftdi- 
sten  bei  der  Gruppe  invarianten  Schaaren  von  Mannichfaltigkeiten  sich  mit 
ihrer  Hilfe  durch  möglichst  einfache,  nämlich  lineare  Gleichungen  darsteUen 
lassen.  Da  die  Transformationen  der  Gruppe,  in  diesen  Coordinaten  ge- 
schrieben, Ausnahmselemente  nicht  besitseui  so  kann  sofort  der  ganze  Baum 
in  Betracht  gezogen  werden. 

Damit  aber  ergiebt  sich  eine  Fülle  von  Aufgaben  algebraischer  Natur, 
die  man  in  so  ein&cher  Form  nicht  hätte  stellen  können,  wenn  man  die 
Wahl  des  Coordinatensystems  ganz  unbestimmt  gelassen  htttte. 

Der  Inhalt  der  algebraischen  Disciplin  der  Invariantentfaeorie  der 
linearen  Transformationen  wird  also  keineswegs  erschöpft,  wenn  man  die 
mehr  dem  Gebiete  der  allgemeinen  Theorie  der  analytischen  Functio- 
nen angehörigen  Methoden  der  Theorie  der  Transformationsgrappen  anf 
den  besondem  Fall  der  allgemeinen  projectiyen  Gruppe  anwendet.  Die  ge- 
gewöhnliche Theorie  der  Invarianten  algebraischer  Formen  behandelt  ein 
vergleichsweise  spedielles  Problem ,  aber  dafür  auch  ein  besonders  wichtiges 
Problem,  und  dieses  durch  Methoden,  welche  seiner  Eigenart  unvergleich- 
lich viel  besser  angepasst  sind,  als  es  überall  brauchbare  Hilfsmittel  Ober- 
haupt sein  können.  Es  wird  eine  dankbare  Aufgabe  künftiger  Forschung 
sein,  auch  für  andere  Gruppen  von  projectiven  oder  überhaupt  algebra- 
ischen Transformationen  ähnliche  algebraische  Theorien  zu  schaffen;  es  giebt 
solche  Methoden. 

Der  vorliegende  erste  Abschnitt  der  ,,  Theorie  der  Transformations- 
gruppen'' bildet  für  sich  ein  abgeschlossenes  Ganzes  und  konnte  von  uns 
als  solches  gewürdigt  werden.  Historisch  aber  war  der  Aufbau  einer  so 
ausgedehnten  Theorie  doch  nur  in  organischer  Verbindung  mit  der  Lösung 
zahlreicher  specieller  Aufgaben  möglich,  an  welchen  sich  die  neuen  Ideen 
entwickeln  konnten.  DiesA  Specielles  und  Allgemeines  abwechselnd  durch 
laufende  Entwickelungsprocess  muss  sich,  nach  einem  auch  das  Geistesleben 
beherrschenden  Grundgesetz  der  organischen  Wissenschaften,  in  abgekürzter 
und  den  Umständen  angepasster  Form  im  Individuum  wiederholen,  wenn 
dasselbe  thätig  in  den  weiteren  Fortschritt  eingreifen  will.  Insofern  Ui  die 
Anordnung  des  Lie'schen  Werkes  nicht  pädagogisch  und  der  Yerbrmtung 
der  darin  niedergelegten  Methoden  nicht  günstig,  als  eine  der  geschicht- 
lichen Entwickelung  nicht  entsprechende  Trennung  zwischen  den  allgemei- 
nen und  den  speciellen  Theorien  vorgenommen  ist,  von  welchen  die  enteren 
in  dem  vorliegenden  Abschnitte  behandelt  werden,  die  letzteren  aber  auf 
die  beiden  noch  zu  erwartenden  Abschnitte  verschoben  sind.  Man  moss  aber 
bedenken,  dass  eine  pädagogisch  zweckmässige  Darstellungsform  nur  selten 
auch  die  systematisch  richtige  sein  kann,  am  seltensten  bei  einer  noch  so 
neuen  Disciplin;   und   es  wäre  in  der  That  jener  Vortheil   zur  Zeit  wohl 

Digitized  by  VjOOQIC 


Beoensionen.  191 


nidit  ZQ  erreichen  gewesen,  ohne  dass  auf  hOhere  Vorzüge,  die  das  Werk 
thateSehlich  besitzt,  Verzicht  geleistet  worden  wäre. 

Auch  haben  die  Verfasser  Alles  gethan,  um  den  genannten  Mangel, 
i^enn  ee  einer  ist»  abzuschwächen.     Alles  für  das  Verständniss  der  leitenden 
Grundgedanken  Wesentliche  ist  durch  cursiven  Druck  hervorgehoben.    Die 
einzelnen  Sätze  sind  wieder  untereinander  nach  ihrer  Bedeutung  abgestuft 
Iliire  Formulirung  ist  so  gehalten,  dass  man  sich  an  jeder  Stelle  mit  Leich- 
tigkeit über  den  weiteren  Verlauf  der  Entwickelung  orientiren  kann.  Wieder- 
liolte  Rückblicke  rufen  dem  Leser  das  Bild  des  Weges,  welchen  er  gegangen 
ist,  immer  wieder  ins  Gedächtniss  zurück.    Die  Bede  weise  ist  durchaus  un- 
gezwungen; besonders  einfach  und  natürlich  sind  auch  die  Kunstausdrücke. 
Sprachwidrige  Wortbildungen  und  unnütze  Fremdwörter,  mit  welchen  unsere 
Literatur   auf  dem  Nachbargebiete  der  Inyariantentheorie  neuerdings  leider 
förmlich  überschwemmt  worden  ist,  wird  man  hier  vergeblich  suchen.*  Möchte 
Herr  Engel,  dem  gewiss  ein  grosser  Theil  dieser  Vorzüge,  wie  auch  das 
Znstandekommen  des  Werkes  selbst  zu  verdanken  ist,  das  bewiesene  redac- 
Uonelle  Geschick  und  seine  Beherrschung  des  Gegenstandes  dazu  verwenden, 
nxis  einmal  mit  einer  eigentlich  pädagogischen,   vielleicht  auf  die  äusserste 
Strenge  verzichtenden  Darstellung  der  Grundgedanken  der  Li  ersehen  Theorie 
zu  beschenken. 

und  möchte  es  Herrn  Lie  vergönnt  sein,  bei  uns  Das  zu  finden,  um 
dessentwillen  er  seine  Heimath  verliess.  Möchte  es  ihm  gelingen ,  einen  Kreis 
Yon  Schülern  um  sich  zu  sammeln,  die  ihm  auf  den  neu  betretenen  aus- 
sichtsreichen Pfaden  folgen  und  in  froher  Mitarbeit  mit  ihm  die  Wissen- 
schaft weiterbilden  zu  einer  immer  höheren  und  schöneren  Gestaltung. 
Marburg,  im  October  1888.  E.  Study. 


Lehrbncli  der  analytischen  Mechanik  von  S.  D.  Poisson.    Deutsch  heraus- 
gegeben und  mit  einem  Anhang  verseben  von  Dr.  Aüoüst  Pfann- 
stiel.    1,  Lieferung.    Verlag  von  Hermann  Meyer,  Dortmund  1888. 
Wenn  auf  die  deutsche  üebersetzung  des  Poisson 'sehen  Werkes  durch 
M.  A.  Stern  hin  noch  eine  weitere  üebersetzung  desselben  Werkes  der 
Oeffentlichkeit  übergeben  wird,  so  kann  dies  wenigstens  im  Interesse  der 
Verbreitung  des   vortrefflichen,    an   Klarheit   unübertroffenen   Originals   in 
deutscher  Sprache  nur  freudig  begrüsst  werden. 

Eine  eingehendere  Beurtheilung  der  vorliegenden  üebersetzung  muss 
auf  die  Zeit  verschoben  werden,  wann  sämmüiche  11 — 12  Lieferungen  und 
besonders  der  von  dem  üebersetzer  versprochene  Anhang  vorliegen,  welch* 
letzterer  einzelne  seit  dem  Erscheinen  des  Originals  veraltete  Methoden  und 
Beobachtungen  besprechen  soll. 


*  abgesehen  von  einer  Ausnahme  auf  S.  7.  r^  i 
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Was  bis  jetzt  erschienen  ist,  scheint  auf  eine  im  Ganzen  ziemlich  an- 
sprechende üebersetzung  des  ganzen  Werkes  hinzndenten;  der  dentsdie  Text 
liest  sich  im  Ganzen  fliessend  and  nicht  allzuoft  stören  Gallicismen. 

Auf  einige  Einzelheiten  nnd  Aeasserlichkeiten  soll  schon  jetzt,  nach 
Ausgabe  der  ersten  Lieferung,  aufmerksam  gemacht  werden,  da  diese  Be- 
merkungen vielleicht  auf  die  folgenden  Lieferungen  Einfluss  haben  kSnnten. 

Mit  mehreren  Verdeutschungen  specifisch  mathematischer  Ausdrücke 
können  wir  uns  durchaus  nicht  einverstanden  erklären,  um  nur  Eines  su 
nennen,  so  wird  d6vdoppie  mit  „Abwickelungscurve'*  übersetzt.  Die  fran- 
zösischen Ausdrücke  d^vdoppante  und  d^vdoppSe  entsprechen  —  ganz  wie 
die  im  Deutschen  allgemein  üblichen  Fremdwörter  i^Evolvente**  und  »Evo- 
lute" —  trefflich  der  Vorstellung,  dass  ein  Faden  das  erste  Mal  auf  der 
Ofundcurye,  das  andere  Mal  auf  der  Curve  ihrer  Erümmungsmittelpankie 
liegt  und  abgewickelt  wird.  Aber  der  Ausdruck  ^Abwickelungscurve"  f&r 
Evolute  liegt  unbestimmt  in  der  Mitte,  oder  vielmehr  nicht  einmal  in  d^ 
Mitte,  sondern  er  lässt  ohne  nähere  Andeutung  eher  auf  Evolvente  als  Ero- 
lute  schliessen  und  ist  daher  unbedingt  zu  verwerfen,  wenn  er  auch  viel- 
leicht sonst  noch  einmal  in  der  Literatur  der  Mathematik  sich  finden  sollte, 
was  uns  unbekannt  ist  In  Nr.  72  des  Originals  findet  sich  der  Satz:  f,La 
construäion  de  Ja  tangente  en  un  pomt  qudcanque  de  ceäe  caurhe  est  oMSst 
trdS'Simple;  sa  d6vdopp6e  est  une  autre  cydötde;  d,  de  plusj  par  une  sdrie 
de  dSvdoppements  suceessifs  tme  courhe  quelconque  ajpproche  de  plus  en  phts 
de  se  confondre  avec  la  cydo^ide^  et  s'y  confondrait  rigoureusement  ä  Tk^mL' 
Der  Versuch  mit  einem  Mathematiker  von  Fach,  welchem  nicht  das  fran- 
zösische Original ,  sondern  nur  von  der  in  Bede  stehenden  üebersetzung  die 
Worte  vorgelegt  wurden:  „Ferner  ist  die  Abwickelungscurve  der  Cykloide 
eine  andere  Cykloide  und  überdies  nähert  sich  jede  beliebige  Curve  durch 
eine  Reihe  von  aufeinander  folgenden  Abwickelungen  mehr  und  mehr  der 
Cykloide **  zeigte  in  der  That,  dass  der  Ausdruck  „Abwickelungscurve" 
durchaus  nicht  unzweideutig  auf  die  Evolute  gegenüber  der  Evolvente,  son* 
dem  eher  auf  die  letztere  hindeutet.  Gerade  in  den  exacten  Wissenschaften 
sollte  doch  bei  der  Neueinftlhrung  von  Bezeichnungen  mehr  Vorsicht  und 
Zurückhaltung  beobachtet  werden. 

Ferner  ist  zu  tadeln,  dass  die  wenigen  Figuren  nicht  in  den  Text  auf- 
genommen, sondern  am  Schluss  in  eine  Tafel  vereinigt  sind,  welche  nicht 
einmal  derartig  geheftet  ist,  dass  beim  Herausschlagen  des  Figurenblattes 
sämmtliche  Figuren  vor  den  Leser  zu  liegen  kommen.  Glücklicherweise 
bürgert  sich  immer  mehr  <lie  Sitte  ein,  die  Figuren  dem  Text  einzuver- 
leiben. Wenn  dies  bei  Werken  wie  Peschka,  Darstellende  Geometrie, 
oder  Weierstrass'  Ausgabe  der  gesammelten  Werke  Steiner's  n.  a.  nicht 
geschehen  ist,  so  hat  es  seine  guten  Gründe,  aber  im  vorliegenden  Falle, 
wo  es  sich  nur  um  wenige,  nicht  sehr  umfangreiche  Zeichnungen  handelt, 
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ist  es  ein  MangeL  So  weit  braucht  sich  die  Treue  gegenüber  dem  Original 
Icaum  zu  erstreeken. 

Diese  Dinge  sind  Nebensachen ,  aber  bei  der  6earthei]nng  einer  üeber- 
setznng  treten  sie  natni^emftss  mehr  in  den  Vordergrund,  als  bei  einem 
selbständigen  Werke ^  and  sind  geeignet,  dem  Werth  des  Ganzen  erheblich 
Sintrag  zn  tfann. 

Stuttgart,  Juli  1888.        Cranz. 

IB.  Weinstein,  Handbuch  der  physikalischen  Maassbestimmnngen.  2.  Bd. 
Berlin  1888.     Verlag  von  Julius  Springer.     Preis  14  Mk. 

Bei  der  Beichhaltigkeit  des  vorliegenden  Stoffes  sah  sich  der  Verfasser 
Teranlaast,  das  vorliegende  Material  auf  zwei  Bände  zu  vertheilen,  so  dass 
entgegen  dem  ursprünglichen  Plane  noch  ein  weiterer,  dritter  Band  in  Aus- 
sicht steht.  Der  Inhalt  des  vorliegenden  Bandes  theilt  sich  in  zwei  Ab- 
schnitte) wovon  der  erste  die  Theorie  der  Einheiten  und  Dimensionen  zu- 
sammen mit  einer  Auseinandersetzung  über  die  gebräuchlichen  praktischen 
Einheiten  für  Länge  und  Masse  bebandelt,  während  der  zweite  die  Längen- 
meesungen,  Wägungen,  Volumen-  und  Dichtigkeitsbestimmungen  umfasst.  Dem 
3.  Bande  sind  die  übrigen  physikalischen  Maassbestimmungen  vorbehalten. 

Es  ist  sehr  anzuerkennen,  dass  der  Verfasser  seinem  Werke  dadurch 
den  wissenschaftlichen  Charakter  gewahrt  hat,  dass  er  die  Entwickelungen 
bis  zum  Endresultat  streng  wissenschaftlich  durchgeführt  hat  und  erst  dann 
die  nöthigen  Einschränkungen  eintreten  liess.  Geschieht  Derartiges  während 
der  Ableitung  der  betreffenden  Formeln,  so  ist  dem  Praktiker  durch  das 
ihm  entsprechende  Nähernngsverfahren  vielleicht  momentan  ein  kleiner  Dienst 
geleistet,  doch  muss  auch  er  zugeben,  dass  dadurch  jede  üebersicht  und 
jede  kritische  Betrachtung  des  Endresultats  wegfällt.  Gerade  das  Letztere 
ist  aber  für  den  praktischen  Physiker  von  grosser  Bedeutung;  denn  er  ver- 
schafft sich  bei  der  Discussion  der  einzelnen  in  der  Schlussformel  vorkom- 
menden Grössen  ein  sicheres  ürtheil  über  den  Einfluss  von  jeder  derselben. 
Ein  solcher  Entwickelungsgang  gewährt  erst  den  richtigen  Einblick  in  die 
einzelnen  Methoden.  Zur  Erleichterung  der  theoretischen  Entwickelung  für 
die  praktische  Verwendung  hat  der  Verfasser  öfters  Beispiele  eingestreut 
und  noch  Bechenschemata  und  Tabellen  angegeben,  vermöge  deren  die 
numerische  Auswerthung  der  Formeln  besonders  bequem  ausgeführt  werden 
kann.  —  Gleich  dem  ersten  Bande  wird  auch  der  vorliegende  zweite  dem 
praktisch  arbeitenden  Physiker'  ein  Handbuch  im  wahrsten  Sinne  des 
Wortes  sein.  B  jj^^g^^ 

Beispiele  und  Aufgaben  zur  Berechnung  der  statisch  bestimmten  Träger 
f&r.  Brücken  und  Dächer.  Von  Dr.  Jakob  J.  Wetbauch,  Professor 
an  der  technischen  Hochschule  zu  Stuttgart.    Leipsig,  Tenbner.  J  888.   , 
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begegnet.  Die  AusfÜllnng  ist  aber  eine  ganz  andere.  Die  Corven  s.  B. 
sind  die  empirischen  Yersinnlicbungen  yon  Naturerscheinungen  oder  doek 
solchen  nachgebildet  So  die  Curve  der  Fehlerwahrscheinlichkeit,  der  Sterb- 
lichkeit, so  die  Spiralen  der  Konchjlien  u.  s.  w.  üeberall  sind  Verweisungen 
auf  Werke  beigegeben,  welche  die  betreffenden  Dinge  ausführlich  behan- 
delnd dem  Verfasser  als  Quelle  dienten,  und  deren  Studium  dem  Schfiler  znr 
anregenden  Selbstarbeit  empfohlen  wird.  Dieselbe  zu  bethStigen  dienen 
dann  mannichfache  Aufgaben  ohne  beigegebene  Discussion.  Wir  sind  fiber- 
zeugt, dass  die  neue  Sammlung,  wenn  sie  mit  gleicher  Geschicklichkeit  fort- 
gesetzt wird,  viele  Wünsche  zu  befriedigen  sich  eignet.  Cantob 


Xaxima  und  Minima  symmetrischer  Fa&ctionen  und  Betraehtnngen  Aber 
die  Determination.  Von  Oberlehrer  Dr.  Theodor  Hablbr.  Abhand- 
lung zum  Jahresbericht  der  Fürsten-  und  Landessehule  zu  Grimma 
über  das  Schuljahr  1887—1888.  53  S.  4<>. 
Der  Verfasser  beweist  zunächst  den  Lehrsatz,  dass,  sofern  n  Variable 
der  Bedingung  fpix^jX^^  ,..yXn)  =  0  genügen,  worin  g>  eine  sjmmetrigche 
Function  ist,  welche  in  der  Umgebung  der  Stelle,  an  welcher  alle  Variable 
einander  gleich  werden,  nur  wächst  oder  nur  abnimmt,  jede  symmetrische 
Function  F{x^^x^^  •••i^n)  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  wird,  wenn 
alle  Variabein  einander  gleich  sind.  Er  geht  dann  weiter  zu  Beispielen 
über,  bei  welchen  der  Versuch,  ohne  jenen  allgemeinen  Lehrsatz  zur  Be- 
stimmung grassier  oder  kleinster  Werthe  zu  gelangen,  mit  Schwierigkeiten 
und  mindestens  mit  sehr  umständlichen  Rechnungen  verbunden  ist.  Der 
sogenannte  Diorismos  der  griechischen  Geometer,  in  latinisirter  Form  Deter» 
mination  genannt,  fuhrt  naturgemäss  zu  Maxima-  und  Minima- Aufgaben. 
Müssen  doch  gewisse  Grössen  mindestens,  beziehungsweise  höchstens,  so 
und  so  gross  sein,  damit  eine  Zeichnung  möglich  sei.  Eine  Erörterung  der 
geometrischen  Determination  steht  somit  in  enger  Beziehung  zu  den  im 
ersten  Abschnitte  besprochenen  Gegenständen.  Der  Verfasser  hat  sich  dieser 
Erörterung  unterzogen,  und  zwar  hauptsächlich  in  der  Richtung,  dass  er 
schnlgerechte  Determinationen  untersucht,  d.  h.  solche,  die  im  Schulanter- 
richt  zweckmässige  Verwerthung  finden.  Fast  drei  Viertel  des  ganzen  Pro- 
gramms sind  diesen  höchst  interessanten  Einzeluntersuchungen  gewidmet 
Wir  begnügen  uns  nur  mit  wenigen  Worten  der  Empfehlung  darauf  hinzu- 
weisen, dass  Determinationen  bei  Gleichungen  bezüglich  des  Auftretens  posi- 
tiyer  oder  wenigstens  reeller  Wurzeln,  Determinationen  bei  geometrischeB 
Constructionsaufgaben  und  solche  bei  trigonometrischen  Aufgaben  znr  Rede 
kommen.  Da  bei  Gelegenheit  der  positiven  und  negatiyen  Strecken  anch 
einige  wenige  geschichtliche  Bemerkungen  beigefügt  sind,  so  ergänzen  wir 
dieselben  dahin,  dass  schon  Kästner  die  Strecke  iiJ9  von  der  Strecke  J^i 
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recht  gut  zu  unterscheiden  wusste,  mühin  hier  als  einer  der  Urheber  jener 
Liefare  betrachtet  und  genannt  werden  sollte.  p 


J.  Iiieblein*s  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  algebraischen  Analysis 
zum  Selbstunterricht.   IL  verbesserte  und  yermehrte  Auflage,  heraus- 
gegeben von  Dr.  W.  Laska.     Prag  1889,  bei  G.  Neugebauer.    180  S. 
Die  erste  Auflage  yon  Lieblein's  Aufgaben  ist  1867  erschienen  und 
Bd.  XIII  der  Zeitschr.  Math.  Phys. ,  Literaturzeitung  S.  3  angekündigt    Der 
heutige  Berichterstatter  über  die  zweite  Auflage  ist  mit  der  ersten  nicht 
bekannt,   mithin  auch  nicht  in   der  Lage,    eine  Vergleichung  anzustellen, 
iw^ieviel  etwa  geändert  worden  ist.     Nach  Herrn  Laska*s  Vorrede  scheinen 
die  Aenderungen  theils  in  der  Aufnahme  neuer  Beispiele  und  in  der  Hinzu- 
fti^ung  yon  Quellenangaben,   theils  in   der  Weglassung  solcher  Beispiele, 
welche  Wiederholungen  enthielten,  zu  bestehen.     Die  Auflösungen  sind  in 
den  meisten  Fällen  nur  angedeutet,  so  daes  der  SelbstthStigkeit  des  Lesers 
ein   weiter  Spielraum  bleibt;  ob  im  Falle  des  im  Titel  vorgesehenen  Selbst- 
nnterrichts  nicht  ein  fast  zu  weiter,  muss  die  Erfahrung  des  einzelnen  Be- 
nutzers entscheiden.     Erfahrung  muss  auch  darüber  entscheiden ,  ob  —  was 
bei    einem  derartigen  Buche  nicht  ohne  Wichtigkeit  ist  —  die  Richtigkeit 
des  Druckes  nur  ausnahmsweise  im  Stiebe  lässt.     Dass  uns  bei  ganz  zufäl- 
ligem Aufschlagen  sofort  zwei  Irrthümer  in  die  Augen  fielen  (S.  22  in  Auf- 
gabe 12  lies  ^  statt  x^  und  S.  23  in  Aufgabe  15  Anl.  lies  o^  statt  af)^  hat 
uns,  wie  wir  gestehen  müssen,   etwas  erschreckt;  aber  es  kann  ja  ein  be- 
sonders unglücklicher  Zufall  gewesen  sein,  der  uns  gerade  diese  Seiten  auf- 
schlagen Hess,   und  zu  genauen  weiteren  Yergleichungen  fehlt  es  uns  an 
Zeit.     Der  Inhalt  der  Aufgaben  ist  dem  Titel  entsprechend  der  algebraischen 
Analysis,   in  dem   Sinne^  wie  Schlömilch,   Stern  u.  A.  das  Wort  ge- 
brauchen, entnommen.    Einiges  aus  der  Lehre  yon  den  Gleichungen,  Einiges 
über  Producte,   über  Eettenbrüche  (auch   über  aufsteigende  Eettenbrüche) 
ist  aufgenommen;  das  Hauptgewicht  fällt  aber  auf  die  Lehre  yon  den  un- 
endlichen Beihen  und  den  Bedingungen  ihrer  Convergenz ,  sei  es ,  dass  schon 
gegebene  Beihen  auf  ihren  Giltigkeitsbereich  untersucht  werden,  sei  es,  dass 
deren  Entwickelung  selbst  einen  Theil  der  Aufgabe  bildet.     Die  Reichhal- 
tigkeit ist  eine  so  grosse ,  dass  insbesondere  Lehrer,  welche  nach  geeigneten 
Beispielen  sich  umschauen,  gewiss  für  alle  Fälle  passende  Auswahl  treffen 

^ö°^®°-  Cantor. 

lieber  die  gegenseitige  mechanische  Verwandlung  gleicher  Dreiecke  und 
Parallelogramme  mittels  unmittelbarer  Constructionen.  Yon  Dr.  Paul 
Schönem  ANN.  Aus  dem  Jahresbericht  über  das  Archigjmnasium  zu 
Soest  von  Ostern  1888.     27  S.  n  A 
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Der  Verfasser  bezeichnet  mit  dem  Aasdmck  „mechanische  Verwand- 
lang''  das  Verfahren,  inhaltsgleiche  Figuren  in  congruente  Stücke  sa  zer- 
schneiden, die  je  nach  ihrer  Anordnung  bald  zu  dieser,  bald  zu  jener  neuen 
Gestalt  sich  zusammensetzen.  Dem  Gedanken  nach  ist  das  Gleiche  schon 
in  jenem  alten  Einderspielzeug  verwirklicht,  dem  die  Bömer  den  Namen 
Loculus  Archimedius  beilegten.  Zu  theoretisch  -  geometrischen  Zwecken 
glaubte  Herr  SchOnemann  die  mechanische  Verwandlung  zuerst  verwer- 
tbet  zu  haben,  bis  er  nachträglich  erfahren  musste,  dass  er  bereits  Vorg&uger 
besass,  welche  er  in  der  Einleitung  nennt.  Nach  dem  August'schen  Lehr- 
buche von  1 852  hätten  auch  Henrici&Treutlein,  Lehrbuch  der  Elementar- 
geometrie I.  Theil  (Leipzig  1881)  angeführt  werden  können,  welches  Referent 
gerade  unter  Betonung  dieser  Untersuchungen  im  XXVIL  Bande  dieser  Zeit- 
schrift, hist-lit.  Abth.  S.  139—140  besprochen  hat.  Die  Selbständigkeit 
der  ganz  scharfsinnigen  Verwandlungen  in  der  Soester  Programmabbandlung 
bleibt  dabei  natürlich  durchaus  bestehen.  Cantor 


Die  Form,  Ansiehnng  und  materielle  Beschaffenheit  der  Erde  (Fortsetz-      ! 
ung  und  Schluss).     Von  Theodor  Schmid.     Jahresbericht  der  k.  k. 
Staatsoberrealschule  zu  Linz  für  das  37.  Studienjahr  1887/88.     Linz 
1888,  Verlag  der  k.  k.  Staatsoberrealschule.     42  S. 
Der  Anfang  dieser  Abhandlung,  als  Programm  für  1886/87  gedruckt,  ist 
im  XXXIlI.  Bande  dieser  Zeitschrift;  hist-lit.  Abth.  S.  27  angezeigt   Dort  ist 
hervorgehoben,  dass  von  den  vier  Entwickelungsstufen ,  welche  Herr  Schmid 
in   der   Lehre   von  der  Gestalt  der  Erde  als  geschichtlich  vorhanden  be- 
zeichnet, nur  die  erste  betrachtet  wurde.     In  dem  Programm  für  1887/88 
folgt  nun   die  Darstellung  der  drei  späteren  Stufen,  und  zwar  der  IL  auf 
S.  5  —  23,  der  III.  auf  S.  23  —  29,  der  IV.  auf  S.  30—42.     Die  Behand- 
lung ist  wiederum  ganz  und  gar  modern,  und  nur  wenige  Anmerkungen 
lassen  erkennen,  welche  von  den  Ergebnissen  bereits  Clairaut  oder  La- 
place  oder  S tokos  u.  s.  w.  gefunden  haben.     Warum  überhaupt  Stokes 
als  Vertreter  der  IV.  Stufe  gewählt  wurde  und  nicht  Gauss  oder  der  Er- 
finder des  Namens  Geol'd,  Listing,  dürfte   nicht  leicht  einem  Leser  voll- 
ständig klar  werden.     Den  heutigen  Stand  der  betreffenden  erdphjsikalischen 
Fragen  lernt  man  übrigens  aus  den  beiden  Programmen  ziemlich  gut  kennen. 

Cantor. 
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XTeber  Oleiohtingen  vierten  Grades  im  zehnten  Buch 
der  Elemente  Euclid's. 

Von 

Cand.  mag.  S.  A.  Christensen  , 

in  KopenhAgan. 


Cap.  L    Earze  XTebersicht  des  zehnten  Buches  der  Elemente  Enclid's 
in  algebraische  Sprache  übergeftlhrt 

1.  Wie  bekannt,  behandelt  das  zehnte  Bnch  der  Elemente  die  irratio- 
nalen Grössen,  aber  Euclid  nennt  in  diesem  Buche  Grössen  nie  anders 
als  geometrisch,  also  durch  Linien  und  Areale  dargestellt,  und  wir  werden 
daher,  um  seine  Sätze  und  Beweise  direct  auf  die  Zahlenlehre  ttberfUhren 
zu  können,  alle  Linien  durch  eine  Linieneinheit,  m  —  die  rationale  Linie  1 
—  ausdrücken,  so  dass  alle  Areale  durch  die  Flficheneinheit  m^  ausgedrückt 
werden.  Alle  seine  Grössen  kann  man  dann  darauf  zurückführen,  die  hin- 
zakommenden  Factoren  werden  dann  —  rationale  oder  irrationale  —  Zahlen, 
welche  wir  durch  kleine  griechische  Buchstaben  ausdrücken  werden.  Die 
Yorkommenden  Ausdrücke  haben  dann  ftLr  uns  denselben  Werth,  ob  sie 
sich  mit  dem  Factor  m  oder  mit  m'  vorfinden ,  während  bei  Euclid  theoretisch 
ein  unterschied  ist;  daher  werden  wir,  um  seiner  Darstellung  möglichst 
nahe  zu  kommen,  diesen  Unterschied  beibehalten,  indem  wir  von  Grössen 
zweiten  Grades  (weil  m  in  der  zweiten  Potenz  sich  findet),  welche  dann 
dasselbe  wie  Euclid's  Areale  bedeuten,  reden.  Um  die  Zahlenlehre  zu  erhalten, 
brauchen  wir  nur  die  Einheiten  m  und  m'  auszulassen ,  aber  indem  wir  sie 
in  den  Berechnungen  mitnehnmu,  erreichen  wir,  dass  man  aus  unsem  Formeln 
die  Ausdrücke  des  Euclid  in  seiner  Form  direct  ersehen  kann.  Wenn  wir 
deshalb  überall  den  Ausdruck  „Grösse"  beibehalten  und  nicht  durch  „ZahP 
ersetzen,  ist  dies  der  Grund.  Wo  wir  also  von  „ Zahlen **  sprechen,  sind 
dadurch  ganze  oder  Bruchzahlen  zu  verstehen. 

2.  Das  X.  Buch  giebt  eine  vollständige  Behandlung  der  irrationalen 
Grössen,  welche  durch  Quadratwurzeln  oder  durch  die  vierte  Wurzel  ausgedrückt 
werden  können,   indem  nämlich  die  einfachen  Quadratwurzeln   ihmr^mcb^^T^ 
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irrational   erscheinen.     Man   hat  daher  die   von  ihm   behandelten   Grössen 
Irrationalitäten  erster  Art  genannt. 

Dieses  Buch  ist  dasjenige,  von  welchem  man  am  zuversichtlichsten 
behaupten  kann,  dass  es  ihm  selbst  gehört.*  Der  Inhalt  war  neu  und  zu 
seiner  Zeit  noch  wenig  entwickelt 

Die  Bezeichnungen  selbst  sind  schwerfällig,  und  nur,  was  von  der  Be- 
handlung der  Gleichungen  zweiten  Grades ,  wovon  man  genaue  Eenntniss  Int 
haben  mttssen,  herstammt,  war  bekannt.  Namentlich  stellt  die  Sache  uns 
sich  so,  dass  auch  numerische  Gleichungen  bekannt  gewesen  sein  mflBsen. 
sonst  würde  man  schwerlich  zur  Discussion  von  deren  Wurzeln  kommen, 
dem  nächsten  Weg ,  auf  welchem  man  zu  Ausdrücken  der  Form  a  +  yj 
gelangt,  welche  auch  im  X.  Buch  stets  als  Wurzeln  von  Gleichungen 
zweiten  Grades  zurückkehren.  Hätte  man  nicht  die  numerischen  Lösungen 
anzugeben  gehabt,  würde  in  der  geometrischen  Lösung  die  eine  Linie  eine 
ebenso  gute  Lösung  als  die  andere  geben,  wenn  sich  das  Ganze  auf  eine 
Darstellung  durch  Linien  beschränkt  hätte ^  und  die  Untersuchungen,  welche 
sich  im  X.  Buch  finden,  würden  dann  keinen  Anlass  haben.  Ich  kann 
deshalb  mit  Herrn  Professor  Zeuthen  einig  sein,  welcher  in  seinem 
Buche  „Die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  im  Alterthum*'  bestimmt  darauf 
hält,  dass  die  geometrische  Darstellung  von  Gleichungen  zweiten  Grades, 
verbunden  mit  dem  algebraischen  zweiten  Buch,  die  Regeln  für  die  nume- 
rische Lösung  giebt.  Das  Fehlen  einer  Zeichensprache  machte  die  geome- 
trische Darstellung  noth wendig,  wenn  es  allgemeine  theoretische  Besultate 
galt,**  und  so  ist  auch  die  geometrische  Darstellung  im  X.  Buche  auf- 
zufassen. 

3.  In  den  vier  das  Buch  einleitenden  Definitionen***  sind  die  Grössen 
getheilt  in 

1.  Grössen,  commensurabel  mit  der  Einheit.     Deren  Form  ist  ma, 

2.  Grössen,    incommensurabel    mit    der   Einheit,    wovon    wieder   zwei 
Formen  vorkommen  können: 

a)  Grössen,    deren   Quadrat  mit   dem   der   Einheit   commensurabel. 
Deren  Form  ist  m}^. 

b)  Grössen,  deren  Quadrat  nicht  mit  dem  der  Einheit  commensurabel. 
Grössen  des  ersten  Classe   (1)  werden   rational  commensurabel 

in  der  ersten  Potenz,  die  der  zweiten  Classe  (2a)  rational,  nur  in 
der  zweiten  Potenz  commensurabel,  und  die  der  letzten  Classe  (2 6^ 
irrational  genannt. 


*  Tannery,  Revue  philoiophique  XI,  1881,  in  der  Abhandlung  L*ädncation 
platonicienne,  und  derselbe  Verfasser,  Mdmoires  de  la  sodät^  des  sciences  phys.  et 
natur.  de  Bordeaux,  2.  8er.  T.  lY,  1882. 

*•  Vergl.  NeBselmann,  Die  Algebra  der  Griechen. 
♦^  Heiberg*8  Ausgabe  III,  S.  2.  r^  T 
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Natürlich  können  zwei  rationale,  nur  in  der  zweiten  Potenz  commen- 
sarable  Grössen  oder  zwei  irrationale  sehr  wohl  nnter  sich  sowohl  in  der 
ersten  als  auch  in  der  zweiten  Potenz  commensurabel  sein. 

Dieser  unterschied  von  unserem  Begriffe  der  Bationalitftt  hfingt  von  der 
geometrischen  Darstellung  ab,  indem  das  Quadrat  einer  durch  eine  einfache 
Quadratwurzel  dargestellten  Grösse  rational  ist,  weshalb  es  dann  nahe  liegt, 
die  Grösse  selbst  rational  zu  nennen;  aber  zum  unterschiede  von  der  all- 
gemeinen rationalen  Grösse  wird  dann  „nur  in  der  zweiten  Potenz  com- 
mensurabel'*  hinzugefügt. 

4.  Der  erste  Abschnitt  des  Buches  lehrt  uns  zu  untersuchen ,  wie  weit 
eine  Grösse  rational  in  der  ersten  oder  nur  in  der  zweiten  Potenz  com- 
mensurabel oder  nicht  rational  ist.     Diese  Sätze  gehen  bis  zam  Satz  21. 

Der  zweite  Abschnitt  (Satz  21  —  36)  behandelt  die  einfachste  Classe 
der  irrationalen  Grössen ,  nämlich  die  Mediale,  welche  durch  eine  einzelne 
vierte  Wurzel  ausgedrückt  ist.  Sie  wird  durch  rationale,  nur  in  der  zweiten 
Potenz  commensurable  Grössen  gebildet,  indem  man  die  Grösse  sucht, 
deren  Quadrat  dem  Prodncte  zweier  solchen  gleich  ist:    a^  =  fn^cr  .m^j?. 

Der  dritte  und  vierte  Abschnitt  geben  die  Behandlung  der  zusammen- 
gesetzten irrationalen  Grössen,  indem  der  dritte  die  durch  Addition,  und  der 
vierte  die  durch  Subtraction  gebildeten  behandelt.  Die  Sätze  gehen  von 
36  —  72  und  von  73  -  111.  Wir  wollen  sie  zusammen  betrachten,  da  der 
Unterschied  im  Ganzen  nur  der  ist,  dass  man,  wenn  an  der  einen  Stelle 
addiren  zu  lesen  ist,  in  dem  andern  Abschnitt  subtrahiren  lesen  muss. 

Der  Best  des  Buches  sind  einzelne  Sätze. 

5.  Abschnitt  1.  Den  Anfang  macht  der  bekannte  Satz,  worauf  das 
Altertham  die  Exhanstionsmethode  gebaut  hat,  wonach  er  in  allgemeinerer 
Form  die  Sätze  aus  dem  VII.  Buch  über  das  grösste  gemeinsame  Maass 
zweier  Grössen  wiederholt.  Nachdem  er  gelehrt  hat,  wie  dies  gefunden 
wird,  kommen  die  wichtigen  Sätze:  5,  welcher  aussagt,  dass  commensu- 
rable Grössen  sich  wie  Zahlen  verhalten,  und  die  umgekehrten  und  entgegen- 
gesetzten in  6,  7,  8,  nebst  9  mit  dem  interessanten  CoroUarium*  über 
noth wendige  und  genügende  Bedingungen  für  die  Commensurabilität ,  und 
ferner  11  —  der  Satz  desTheätet— ,  dass,  falls  die  beiden  ersten  Glieder 
einer  Proportion  commensurabel  sind,  die  beiden  letzten  es  auch  sein 
werden. 


^  Satz  9  spricht  von  den  Quadraten  von  Grössen,  welche  sich  entweder  als 
quadratische  Zahlen  —  wenn  die  Grössen  in  der  ersten  Potenz  commensurabel 
sind  —  oder  nicht  als  quadratische  Zahlen  verhalten  —  wenn  die  Grössen  nicht 
in  der  ersten  Potenz  commensurabel  sind  —  und  umgekehrt  Das  CoroUar  giebt 
dann  an,  dass  Grössen,  in  der  ersten  Potenz  commensurabel,  immer  in  der  iweiten 
Potenz  commensurabel  sind,  dass  aber  in  der  zweiten  Potenz  commensurable 
Grössen  nicht  noth  wendig  in  der  ersten  Potenz  commensurabel  sind.    (^  r\r\Q]c> 
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Diese  Sätze  geben  uns  durch  die  Anwendung  von  Proportionen  die 
Verbindung  zwischen  den  Linien,  woran  Euclid  sich  in  diesem  Buche  hiit, 
und  den  Zahlen,  dem  eigentlichen  Gegenstande  der  Behandlung,  so  dass 
wir  hieraus  im  Allgemeinen  sehen  können,  ob  die  Grösse  eine  in  der 
ersten  oder  nur  in  der  zweiten  Potenz  commensurable  rationale  ist 

Einfache  Sätze  hierttber  finden  wir  in  12 — 16. 

Satz  14  ist  von  grösserem  Interesse,  indem  er  Grössen  aufstellt,  welche 
gewissen  Bedingungen  von  wesentlicher  Bedeutung  für  das  im  Nachfolgenden 
Behandelte  genügen. 

Er  sagt  nämlich:  „Wenn  vier  Grössen  proportional  sind,  und  die  erste 
ein  Quadrat  auf  einer  mit  ihr  commensurabeln  Grösse  mehr  als  die  andere 
potenzirt ,  wird  die  dritte  ein  Quadrat  auf  einer  mit  ihr  commensurabeln  Orösse 
mehr  als  die  vierte  potenziren,  und  wenn  die  erste  ein  Quadrat  auf  einer 
nicht  mit  ihr  commensurabeln  Grösse  mehr  als  die  andere  potenzirt,  wird 
die  dritte  wieder  ein  Quadrat  auf  einer  mit  ihr  incommensurabeln  GrGsse 
mehr  als  die  vierte  potenziren." 

Das  Quadrat  einer  Grösse  ist  dasjenige,  welches  sie  potenzirt.  Wenn 
hier  von  dem  Quadrat  gesprochen  wird,  welches  eine  Grösse  a  mehr  als 
eine  andere  Grösse  h  potenzirt,  bedeutet  es,  dass  die  Differenz  zwischen 
den  Quadraten  der  Grössen  a' — 5'  einem  Quadrate  e*  gleich  gesetzt  wird. 

Wenn  hier  gegeben  ist  a:h  =  cid  und  a'  —  6'  =  e*  und  c*  —  cP  =  /*, 
wird  aie^cif  nach  den  Sätzen  VI,  22,  V,  17,  V,  7  corr.  und  V,  22;  dann 
wird,  wenn  a  mit  e  commensurabel  oder  incommensurabel  ist,  nach  dem  Satze 
des  Theätet  auch  c  commensurabel  oder  incommensurabel  mit  f  sein. 

6.   In  den  Sätzen  17  und  18  erhalten  wir  eine  Discussion  der  Gleichung 

zweiten  Grades  aa;  —  o^  =  -j ,    indem    dort  die  Frage  über  rationale  oder 

irrationale  Wurzeln  untersucht  wird,  welches  deutlich  die  Richtigkeit  der 
früher  erwähnten  Anschauung  zeigt,  dass  Euclid  mit  der  Lösung  von 
Gleichungen  zweiten  Grades  in  Zahlen  vertraut  war,  und  dass  Dasjenige, 
welches  Euclid  hierüber  in  den  geometrischen  Büchern  gegeben  hat,  eine 
theoretische  Darstellung  ist 

Satz  17  sagt: 

„Sind  zwei  ungleiche  Grössen  gegeben,  und  wird  das  Viertel  des  Qua- 
drats auf  der  kleineren  an  der  grösseren  angelegt,  so  dass  der  Best  ein 
Quadrat  wird,  und  wird  dieses  dadurch  in  zwei  commensurable  Theile  ge- 
theilt,  wird  die  grössere  von  den  gegebenen  Grössen  ein  Quadrat  einer  mit 
ihr  in  der  ersten  Potenz  commensurabeln  Grösse  mehr  als  die  kleinere 
potenziren.  Umgekehrt  werden,  wenn  der  grössere  ein  Quadrat  auf  einer 
mit  ihr  in  der  ersten  Potenz  commensurabeln  Grösse  mehr  als  der  kleinere 
potenzirt,  die  Theile  commensurabel  sein.**  ^ 

Die  gegebenen  Grössen  sind  a  und  &  (a  >  h).     Soll  dann  -j  an  a  an- 

V 
gelegt  werden,    so  dass  der  Best  ein  Quadrat  wird,   ist  (a—fc)  x»-r,* 
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ferner  *=='3»  dann  wird «=£»  und  umgekehrt,  wenn 


und 
oder 


€M  V  X  p 

Nach  11,5  wird    (a-aj)ic  + (| -«y=  (-V 

4(a-a.).  +  4(f-^)=4(|y 

ft«+(a-2ic)«  =  a«,  also    (a-2a?)««a«-5«. 

Nun  18t  =  -?i  also    o-  = f» 

a?  ß  a  — 2a;       o  — /5 

&»_a-2a;_a-/3_  f* 

Umgekehrt ,  wenn =  — ,   wird  man  haben  jr-  =  —  t 

a          V          ,   a        2v                   a  — 05       v  +  f* 
— —  sc und  —  = •  woraus  = • 

^X  V  —  II  X  V  —  fA  X  V— f* 

Dieses  ist  die  Behandlang  Euclid's,  nur  fühii  er  keine  ZahlengrOssen 
an,  aber  aus  seiner  ganzen  Eenntniss  der  Proportionen  weiss  man,  dass 
der  Grund  nicht  ist,  weil  er  nicht  damit  mauövriren  könne,  sondern  weil 
es  nicht  noth wendig  ist;  denn  in  den  vorhergehenden  Sätzen  hat  er  die 
Verbindung  zwischen  der  Lehre  Yon  Proportionen  und  der  über  Commen- 
surabilitSt  gezeigt. 

Satz  18  hat  denselben  Inhalt  wie  Satz  17,  nur  ist  hier  überall  com- 
mensurabel  durch  incommensurabel  ersetzt. 

7.  Zam  Schlüsse  werden  in  diesem  Abschnitte  noch  rationale  Grössen 
zweiten  Grades  eingeführt.  Satz  19:  „Das  Product  zweier  rationalen  in 
der  ersten  Potenz  commensurabeln  Grössen  ist  rational.^  Wenn  a  und  h 
rational  in  der  ersten  Potenz  comipensurabel  sind,  wird  a.b  auch  rational 

sein ,  denn  —-^  =  —  9  aber  bei  diesen  Grössen   zweiten  Grades  kann  nach 

der  geometrischen  Bedeutung  keine  Rede  von  rational  in  der  zweiten  Potenz 
commensurabel  sein. 

Satz  20:  «Wenn  eine  rationale  Grösse  zweiten  Grades  in  zwei  Factoren 
getheilt  wird,  von  denen  der  eine  rational  ist,  wird  der  andere  auch  rational 
und  mit  diesem  in  der  ersten  Potenz  commensurabel  sein.''    Setzt  man  A 

aa.&,  wird,  wenn  a  rational  ist,  —5  =  —  »  aber  -7=  -s-»  also  —  =  -^- 
ar      a  ar      ß  «      p 

*  Wir  sehen  hier  zugleich,  dass  Eaclid  beide  Wurzeln  betrachtet,  doch 
nicht  in  dem  Sinne  wie  wir,  da  er  die  Gleichung  als  zwei  Gleichungen  mit 

zwei  unbekannten,  x  +  y=:a  and  xy^j-  betrachtet,   wo   also  jede   der  Unbe- 
kannten ihren  Werth  bat.  ^  j 

Digitized  by  VjOOQIC 


206  Historisch -liierarische  Abtheihmg. 


8.  Diese  Sätze  führen  unmittelbar  zum 

zweiten  Abschnitt  über,  wo  er  die  einfachste  irrationale  Grösse  — 
die  Mediale  —  durch  das  Product  von  zwei  rationalen  in  der  zweiten  Poteoz 
commensurabeln  Grössen  gebildet,  einführt  im  Satze  21,  welcher  aussagt: 
,9  Das  Product  zweier  rationalen ,  nur  in  der  zweiten  Potenz  commensurabeln 
Grössen  ist  irrational,  und  die  Grösse,  dessen  Quadrat  dem  Producte  gleich 
ist,  ist  irrational  und  wird  eine  Mediale  genannt/' 

.Die  Form  einer  Mediale  erhält  man  so:  Zwei  rationale  nur  in  der 
zweiten  Potenz  commensurable  Grössen  haben  die  Form  ma  j/ß  und  my  y^\ 

ihr  Product  ist  dann  m*ay^/^,  so  wird  die  Mediale  mVayyß^  oder 
einfacher  m  ^a.  Das  Product  selbst,  m^ayl^ß^,  ist  irrational  und  wird 
ein  Medialproduct  genannt. 

Satz  22  enthält  die  Theilung  eines  Medialproducts  ebenso  wie  Satz  20 
die  eines  rationalen  Products. 

In  derselben  Bedeutung,  in  welcher  wir  davon  reden  konnten,  dass  ratio- 
nale Grössen  in  der  ersten  oder  nur  in  der  zweiten  Potenz  commensurabel  waren, 
kann  man  die  Medialen  ähnlich  eintheilen.  Zwei  in  der  ersten  Potenz  com- 
mensurable Medialen  haben  die  Form  ma\/ß  und  myYßy  während  zwei 
nur  in  der  zweiten  Potenz  commensurable  Medialen  die  Form  maYß  (oder 
mj/af/ß)  und  mj/yj/ß  haben. 

Während  das  Product  zweier  rationalen  in  der  ersten  Potenz  commen- 
surabeln Grössen  rational  ist  und  das  zweier  rationalen  nur  in  der  zweiten 
Potenz  commensurabeln  medial  ist,  wird  das  Product  von  zWei  in  der  ersten 
Potenz  commensurabeln  Medialen  irrational  (P=  m  a  p^ .  m  y  f/ß  =:m^ay  ]/ß) 
und  von  zwei  nur  in  der  zweiten  Potenz  commensurabeln  Medialen  entweder 
medial  oder  rational  {Psszmj/a  }/ß  .  m  ^y  f/ß  ==■  m^j/aßy,  welches  rational 
wird,  wenn  a,ß.y  eine  Qnadratzahl  ist).  In  Satz  27  und  28  finden  wir 
die  Form  für  solche  Medialen. 

9.  Wir  sind  nun  bis  zum  Satz  26  angelangt,  welcher  zeigt,  dass  die 
Differenz  zwischen  zwei  medialen  Productie  picht  rational  sein  kann. 

Die  beiden  medialen  Producte  können  als  cp  und  eq  geschrieben  werden, 
wenn  e  und  jp  nebst  e  und  q  nur  rational  in  der  zweiten  Potenz  commen- 
surabel sind.  Die  Differenz  ist  dann  c{p--q);  wenn  diese  rational  sein 
soll ,  muss  p  —  q  rational  in  der  ersten  Potenz  mit  c  coounensurabel  sein, 
während  p  und  q  selbst  nur  in  der  zweiten  Potenz  mit  e  commensurabel  sind. 

Die  Aufgabe  hier  ist  zu  beweisen,  dass  die  Differenz  zwischen  zwei 
Quadratwurzeln  in  unserem  Sinne  irrational  ist.  Setzen  wir  p  =  e  ^a  und 
q^zcYß,  so  soll  gezeigt  werden,  dass  c}/a^cj/ß  nicht  cy  gleich  sein 
kann.  Ohne  vom  Geiste  des  Beweises  Euclid's  abzuweichen,  kann  man  es 
in  der  folgenden  Form  aufstellen. 

Wenn  ^--j/^  =  y,  hat  man 

y^^y  +  Vß,     «=y«  +  /?  +  2y/^, 
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wo    y^+ß  rational  und  2yl/ß  irrational  ist.    Also  -^rT-^  =  ^  v"*!^  /       » 

7*+  P  r+p 

aber  das  letzte  Verhältniss  kann  nicht  durch  Zahlen  ausgedrückt  werden^ 
deshalb  kann  das  erste  es  auch  nicht ,  welches  gegen  das  Gegebene  streitet, 
also    kann  man  nicht  j/a  —  j/ß  =  y  haben. 

10.  Nachdem  er,  wie  gesagt,  in  Satz  27  und  28  die  Form  fdr  zwei 
nur  in  der  zweiten  Potenz  commensurable  Medialen  gefunden  hat,  wird 
die  Frage,  im  Folgenden  die  Formen  fQr  Qaadratzahlen  zu  finden,  deren 
Summe  quadratisch  oder  nicht  quadratisch  ist,  welches  in  den  Lemmen 
1  . 2   nach  dem  Satze  28  geschieht.     Er  benutzt  den  Satz  6  des  II.  Buches, 

welcher  aussagt  a6  +  ( — ^ — )  =  ( — s—  )  '    ©s  gilt  dann  a  und  h  so  zu 

wäblen,  dass  ab  eine  Quadratzahl  und      -^     eine  ganze  Zahl  ist. 

Er  erhält  dann  die  Bedingung,  dass  a  und  h  ähnliche  Flächenzahlen 
sein  (sich  wie  Quadratzahlen  verhalten)  sollen  und  femer,  dass  a  und  h 
gleichzeitig  gleiche  oder  ungleiche  Zahlen  sein  sollen. 

Drückt  man  a  und  h  durch  willkürliche  Zahlen  aus,  erhält  man 
I.  gleiche:  a  =  2am*,  6  =  2an*, 
wonach  die    gesuchten  Zahlen  (aj,  y  und  0)    x^2amn^   y=a(«»^  — n*), 
0  =  a  (m^  +  n*)  sind. 

U.  ungleiche:  a=ö(2m+l)«,  h  =  a(2n  +  lf, 
wonach  a?  =  «(2m+ l)(2n  +  l),  y  =  2«  (m~n)(m  +  n  +  l),  jer  =  2o(m« 

Diese  letzte  Reihe  von  Werthen  ist  in  der  ersten  mit  inbegriffen ,  wenn 
man  für  m—n  n  und  für  m  +  n  +  1  m  setzt. 

Obgleich  diese  Formeln  so  zu  einer  vereinigt  werden  können,  ist  es 
natürlich,  dass  sie  von  einander  getrennt  sind.  Wir  haben  nämlich  von 
Pythagoras  und  von  P 1  a 1 0 n  zwei  solche  überliefert ,  von  P jthagoras  die 

Zahlen  2«+  1,  (^^+^)^'^^  und  (l^L+^l+1^  eine  Reihe  von  Werthen, 

welche  er  leicht  durch  ein  einzelnes  Gnomon  erhielt,  und  von  Piaton  2n, 
n^  —  1  und  n'+  1,  welches  er  auch  durch  ein  Gnomon,  aber  ein  doppeltes, 
erreichen  konnte. 

Beide  Reihen  sind  in  der  des  Euclid  mit  inbegriffen,  nämlich  die  des 
Pythagoras  in  der  letzten  für  a  =  l,  a  =  l  (d.  h.  m^O)  und  die  des  Piaton 
in  der  ersten  für  acsl  und  m=l.  Durch  Benutzung  der  Zahlen  Xy  y 
und  z  in  anderer  Folge  erhält  er  zwei  Quadratzahlen,  deren  Differenz  eine 
Quadratzahl  ist. 

Wenn  er  demnächst  im  Lemma  2  die  Aufgabe  aufstellt,  zwei  Quadrat- 
zahlen zu  finden,  deren  Differenz  keine  Quadratzahl  ist,  ist  es  nur  seine  Ab- 
sicht eine  Formel  für  solche  zu  zeigen,  welche  er  im  Folgenden  benutzen  kann. 
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11.  Wir  kommen  nun  za  einer  Reihe  von  Sätzen,  welche  die  l^snng 
von  Gleichungen  vierten  Orades  vorbereiten,  welchen  Zweck  er  in  diesem 
Buche  erreichen  will. 

Satz  29:  „Zwei  rationale;  nur  in  der  zweiten  Potenz  commensorable 
Grössen  so  zu  finden,  dass  die  Differenz  zwischen  deren  Quadraten  dem 
Quadrate  auf  einer  mit  der  grösseren  in  der  ersten  Potenz  commensurabeln 
Grösse  gleich  ist." 

In  diesem  und  den  folgenden  Sätzen  derselben  Art  will  Euclid  einen 
Ausdruck  für  die  eine  Grösse  durch  die  andere  finden,  so  dass  die  auf- 
gestellte Bedingung  befriedigt  wird. 

Er   sucht  Grössen  von  der  Form  «  =  fnl/a  und  y  — mj^^,   so   dass 

«*  —  !/' 

=-=^  =  fi*.      Nehmen  wir   an,    dass   die  eine  Grösse  a  ist  und    dass 

"-T=*-5 S5'    WO  «*  und  ß*  Quadratzahlen   sind,    deren  Differenz   kerne 

x^       ar  —  p" 

Quadratzahl  ist,  werden  a  und  x  nur  in  der  zweiten  Potenz  commensurabel 
sein  und     ^^    o  =  ~^'  so  dass  also  a  und  x  die  Bedingung  erflülen;  man 

kann  alsdann  x  so  durch  a  ausdrücken:  x  =  aj/ ^ —  =  a  7/  1  —  (-) 

oder  kürzer  a5  =  a^l  —  o*,  wo  1  —  a*  nicht  Quadratzahl  ist. 

Man  kann  natürlich  auch  ohne  unterschied  den  Ausdruck,  wie  Nessel- 
mann (Die  Algebra  der  Griechen)  ihn  hat,  durch  Linien  h  und  e  statt 
durch  Zahlen  a  und  ß  erhalten,  aber  Euclid  selbst  benutzt  Zahlen  (vom 
obengenannten  Lemma  2  hergenommen). 

Wird  in  der  aufgestellten    bedingten  Gleichung  fi'  durch  f*  ersetzt, 

/      ?~ 
erhält  man  den  Satz  30,  welcher  die  Form  x=^aj/     ^      ^^  giebi 

Fragen  wir  nun,  wie  Euclid  zu  seiner  Lösung  kam,  brauchen  wir  nur 
die  Darstellung  umzukehren.     Er  muss  dann  damit  anfangen,  die  Gleichung 

-— -— c=—  aufzustellen,  wovon  --j  =    ^^  ^^l  sollen  hier  a  und  x  nur 

in  der  zweiten  Potenz  commensurabel  sein,  darf  a'  — /3*  nicht  quadratiseh 
sein.  Er  fängt  daher  seine  Darstellung  damit  an,  zwei  solche  Quadrat- 
zahlen zu  wählen,  und  fährt  dann  wie  oben  fort. 

In  den  Sätzen  31a  und  31b  findet  er  Medialen  mit  rationalem  Pio- 
ducte  denselben  Bedingungen  unterworfen,    nämlich  in  31a  die  Formen 

y=»aj/l  — «*^1  — «•  und  ««=    /, — =^   und  in  31b  die  Formen 

Kl  — a* 


,^^  ^d  y^aj/\^f^,^ 


Femer  wird  dasselbe  in  32  a  und  b  für  Medialen  mit  medialem  Products 
wiederholt,  welches  in  32a  zu  x^^a^ß   und  y  =  a ^ß  y\  —  a*  und  in 

32b  zu  x^aYß   und   ys=af/^  l/j-^  (oder  aj/ß^l-a)  führt. 
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12.  In  den  folgenden  drei  Sfttzen  kommen  wir  nnn  zn  den  Gleichungen 
^    ,  wo  ^  und  B  gewissen  Bedingungen  unterworfen  sind: 

1.  Im  Satze  33  sind  -4  =  a*  und  B=  ^     l^^' 


2.  in  34  A=za^y\^cL  und  JJ  =  a>f^l--o 


/T^ 


3.  in  35  A^a^Yß  und  B  =  a*yß  ?^^^- 

Zur  Hülfe  bei  der  Lösung  dieser  Gleichungen  hat  Euclid  die  bekannten 
Sftize  Aber  die  Linien  im  rechtwinkligen  Dreieck  in  einem  Lemma  vor  dem 
Satze  83  aufgestellt. 

Wir  kOnnen  dann  den  Gleichungen  die  geometrische  Form  geben:  Zu 
finden  die  Katheten  in  einem  rechtwinkligen  Dreieck ,  wo  man  die  Hypo- 
thenuse  und  das  Areal  kennt 

Nennen   wir   die   Hjpothenuse  c,    die   Höhe   h   und  die   Stücke   der 

fl^  + v'  =  c* 
Hypothenuse  a  und  ßy  haben  wir  \      _:  hieraus  erhält  man  A,  Wo- 

ojy  =  cÄ  =  x> 

nach  a  und  ß  gesucht  werden,  indem  aßssih*  und.a  + j^s^c,  welches  a 

und  ß  nach  den  Gleichungen  zweiten  Grades  im  Satze  21  des  VI.  Buches 

giebt. 

Wir  können  nun  leicht  sehen ,  von  welcher  Beschaffenheit  x  und  y  \?er- 
den  müssen,  da  in  den  Sätzen  17  und  18  die  Discussion  von  Gleichungen 
zweiten  Grades  gegeben  wurde. 

Euclid  erhält  dann,  dass,  damit  x  und  y  in  der  zweiten  Potenz  incom- 
mensurabel  werden,  a  und  ß  auch  incommensurabel  sein  müssen;  aber  da- 
durch erhält  man  wieder  durch  Satz  18  die  Bedingungen,  welchen  die  ge- 
gebenen Grössen  J.,  B  genügen  müssen,  so  dass  man  zu  den  oben- 
genannten Formen  gelangt.  Diese  führen  zu  den  folgenden  Formen  für 
X  und  y. 


1. 

In  Satz  33 

zu 

und 

2. 

in  34  zu: 

und 

8. 

in  35  zu: 

und 

,  =  aj/: 

4/i 7/I+2 
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13.  Wir  sind  durch  diesen  Abschnitt  zu  einer  Anzahl  Formen  ftr 
irrationale  Grössen  gelangt,  welche  im  Folgenden  einer  näheren  Untersncb- 
nng  unterworfen  werden,  was  im  3.  und  4.  Abschnitt  geschieht,  die  f&r 
nns  zusammenfallen^  indem  der  unterschied  nur  darin  besteht,  dass  man 
im  4.  Abschnitt  subtrahirt,  wo  man  im  3.  Abschnitt  addirt.  Wir  betrach- 
ten sie  daher  gleichzeitig. 

Durch  die  Untersuchung  selbst  zer&llt  der  Abschnitt  in  eine  Reihe  von 
ünterabtheilungen  —  Hexaden. 

14.  Die  erste  Hexade  (Sätze  36  —  42,  73  —  79)  definirt  die  6  Haopt- 
arten  der  zusammengesetzten  irrationalen  Grössen,  nämlich: 

1.  die  Binomiale  (Apotome  durch  Subtraction)  von  der  Form 
m  ;  j/a  +  yß) ,  aus  zwei  rationalen ,  nur  in  der  zweiten  Potenz  com- 
mensurablen  Grössen  gebildet;  4/^ 

2.  erste  Bimediale  (erste  Medialapotome)  Ton  der  Form  m,l/  - 

X  (]/ß  +_  p/a)  aus  zwei  nur  in  der  zweiten  Potenz  commensurabeln 
Medialen  mit  rationalem  Producte  gebildet;  ist  das  Product  aber 
medial,  erhält  man 

3.  zweite   Bimediale   (zweite    Medialapotome)   yon    der  Form 

4.  die  grösste  irrationale  (die  kleinste  irrationale)  von  der 

Form  a  ij/         ^^  +  1^    ~!       )'  fif^^iW®*    *^    *^öi    ^   ^^^ 

zweiten  Potenz  inconmiensurabeln  Grössen,  deren  Quadratensamme 
rational  ist,  aber  deren  Product  irrational  ist.  Es  sind  Grössen  der 
im  Satze  33  dargestellten  Form;  die  beiden  letzten  Arten  sind  auf 
dieselbe  Weise  nach  34  und  35  gebildet,  nämlich 
6.  die  ^rationales  und  mediales  potenzirende''  (die  , mit  ra- 
tionalem mediales  gebende**)  von  der  Form  aj/l-ayy   — ^ 

±1/  — (f^ )'     ^^^  Name  erklärt  sich  daraus,  dass  das  Quadrat  aof 

der  Grösse  eine  Summe  (Differenz)  von  einem  medialen  und  einem 
rationalen  Quadrat  ist; 
6.  die  zwei  mediale  potenzirende(die  mit  medialem  mediales 

gebende)  von  der  Form  a  Yß  (j/^  +  V''  ±j/^-y''y 

15.  In  der  zweiten  Hexade  (Satz  42—48,  79  —  85)  wird  gezeigt,  dass 
keine  dieser  irrationalen  Grössen  auf  mehr  als  eine  Weise  als  aus  zwei  Gliedern 
bestehend  betrachtet  werden  kann ,  dass  also  w  (^  +  "/ß)  =  m  (j/y  +  /i) 
unmöglich  ist  Hiermit  steht  die  sechste  Hexade  in  Verbindung  (Sätze  66 
bis  71,  103 — 108),  wo  gezeigt  wird,  dass  eine  mit  einer  dieser  Arten 
commensurable  Grösse  selbst  derselben  Art  ist 

Digitized  by  VjOOQIC 


lieber  Gleichungen  vierten  Grades  etc.  211 


16.  Die  Glieder  der  Binomialen  und  Apotomen  kennen  nun  gewissen 
Bedingungen  unterworfen  sein,  wodurch  sechs  verschiedene  Binomiale  und 
Apotomen  zum  Vorschein  kommen. 

Diese  Bedingungen  rühren  von  der  Discussion  der  Gleichungen  zweiten 
Grades  her,  indem  die  Binomialen  und  Apotomen  als  Wurzeln  von  Gleich- 
ungen zweiten  Grades  erscheinen,  während  die  Wurzeln  der  genannten 
Gleichungen  vierten  Grades  als  Quadratwurzeln  aus  diesen  hervorkommen. 
Betrachten  wir  eine  Binomiale  (Apotome)  von  der  Form  a+_  ^c?  —  6*, 
entsteht  die  Frage  über  die  Beschaffenheit  von  a  und  h. 

Gemeinsam  für  die  drei  ersten  Binomialen  (Apotome)  ist  es,  dass  h 
mit  a  commensurabel  ist,  während  in  den  drei  letzten  h  mit  a  incommen- 
surabel  ist.  Ferner  ist  im  ersten  und  vierten  Biuomial  a  mit  der  rationalen 
Einheit  commensurabel,  in  der  zweiten  und  fünften  ist  l/a^-r  5^  aber  nicht 
a  mit  der  Einheit  commensurabel,  und  in  der  dritten  und  sechsten  ist 
keines  der  Glieder  mit  der  Einheit  commensurabel. 
Man  hat  folgende  Formen: 

erstes  Binomial  (Apotome)  m  («  +;  j/a^  —  ß^) , 

zweites        „  „         ^^[j^'i^^^^  —  ^r 

drittes         „  „         in/"y(a+/tt^-/8»), 

viertes         „  „         m{a  +^ya*  —  /3), 

fünftes        ,  „         *^y[//a8^— M' 

sechstes      „  „         m]/y  {^0 +  i/a  —  ß) 

oder  wj/y(a  +  j/o«-|3). 

Diese  Formen  findet  Euclid  in  der  dritten  Hexade  (Sätze  48  —  54, 
86—91). 

17.  In  der  vierten  Hexade  (Sätze  54-60,  91—97)  wird  die  Aus- 
ziehung von  Quadratwurzeln  der  Binomialen  (Apotomen)  gelehrt.  Natürlich 
drückt  Euclid  nicht  die  Sätze  so  aus,  aber  man  ist  dazu  berechtigt,  es  Aus- 
ziehung von  Quadratwurzeln  zu  nennen,  weil  die  Sätze,  in  unsere  algebra- 
ische Sprache  übertragen,  wirklieb  eine  solche  geben,  und  aus  dem  ganzen 
Zusammenhang  mit  Gleichungen  vierten  Grades  ergiebt  es  sich,  dass  sie 
eine  solche  auch  für  Euclid  gegeben  haben. 

Sie  geben  an,  von  welcher  Beschaffenheit  die  Seite  in  einem  Quadrat 
ist,  welches  einem  Rechteck,  aus  einer  Binomiale  (Apotome)  und  einer 
rationalen  Grösse  gebildet,  gleich  ist. 

Im  Satze  54  wird  x  gesucht,  wenn  a?*=:my.m  (a  +  ^a*—  ß^)- 

Bei  der  Lösung  denkt  Euclid  sich  x  in  zwei  Theile  getheilt,  y  und  0, 
80  dass  x^y  +  Z]   dann  ist  y*  +  «*  +  2yz  =  w'ay  +  m*y ^a*  —  ß\ 
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Da  nan  y  und  0  rational ,  aber  incommensorabel  sein  intLssen ,  können 
wir  die  Samme  der  Quadrate  rational  und  das  Product  irrational  ansetzen, 
da  die  Summe  grösser  als  das  doppelte  Product  sein  muss. 

Um  die  Gleichungen  

y*  +  5*  =  m^ayy    yz  =  ^wfy  j/«*— /?* 
zu  lösen,  geht  er,  wie  es  beim  Satze  33  gezeigt  ist,  vor;  hieraus  erhält  man 

Bei  der  Lösung  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass  das  Resultat  eine 
Binomiale  wird;  denn  setzt  man  y*  =  m*yu  und  5*s=m'y  («  — u),  wird 
tt (a  —  w)  =  (|- Ya^  +  /?)',  welches  ergiebt,  dass  u  und  a— u  rational  und 
commensurabel  sind  (nach  Satz  17);  deshalb  müssen  y  und  e  rational,  aber 
incommensurabel  sein. 

Auf  dieselbe  Weise  wird  die  Rechnung  für  die  übrigen  Binomialen  und 
Apotomen  darchgeführt,  wo  die  Resultate  bei  den  Rechnungen  sich  ergeben. 
Wir  werden  nur  diese  Resultate  anführen. 

Die  Quadratwurzel  der  ersten,  zweiten,  dritten,  vierten,  fünften  nnd 
sechsten  Binomiale  ist  beziehungsweise  eine  Binomiale ,  die  erste  und  zweite 
Bimediale,  die  grösste  irrationale,  die  rationales  und  mediales  potenzirende  und 
die   zwei  mediale  potenzirende,   und  für  die  Apotomen  die  entsprechenden. 

Die  Resultate  werden  in  folgenden  Gleichungen  dargestellt: 


«y .  m  («  +  l/d^)  =  (m  j/r^'+yß)  ±  «n7/y("- Z^))* 


Der  nächste  Abschnitt  (5.  Hezade,  S&tze  60  —  66,  97  —  103)  enthSit 
die  ümkehmng  dieser  Besnltate  nnd  lehrt,  dass  ein  Quadrat  aaf  einer  der 
sechs  zusammengesetzten  irrationalen  Grössen  eine  der  sechs  Binomialen  wird- 

Auf  die  Beweisftthmng  selbst  bei  diesen  umgekehrten  Sstzen  einzu- 
gehen   ist  nnnOthig.      Nur  soll  hier  noch  von    diesen  (zwei  Abschnitten  . 
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bemerkt  werden,  dass  der  rationale  Factor  m^y{m^d)  aasgelassen  werden 
kannte;  man  erhielte  dann  die  Ansziehung  von  Quadratwurzeln  von  Zahlen. 
Ich  habe  ihn  aber  beibehalten,  damit  man  die  Ausdrucksweise  des  Euclid 
aus  den  Formeln,  wie  sie  aufgestellt  sind,  herauslesen  könne. 

19.  Im  letzten  (dem  siebenten)  Abschnitt  wird  eine  Gesammtübersicht 
über  die  Bildung  dieser  verschiedenen  irrationalen  Grössen  gegeben. 

Satz  71.  „Wenn  ein  rationales  und  ein  mediales  Product  zweiten 
Grades  addirt  werden,  wird  die  Grösse,  deren  Quadrat  der  Summe  gleich  ist, 
eine  der  vier  irrationalen  Grössen  sein,  Binomiale,  erste  Bimediale,  die 
grösste  irrationale  oder  die  rationales  und  mediales  potenzirende",  welches  sich 
aus  der  vierten  Hezade  folgern  lässt. 

Dieses  setzt  Satz  72  so  fort:  „Werden  zwei  incommensurable  mediale 
Producte  zweiten  Grades  addirt,  wird  die  Grösse ,  deren  Quadrat  der 
Summe  gleich  ist,  entweder  die  zweite  Bimediale  oder  die  zwei  mediale 
potenzirende  sein.** 

In  den  Sätzen  108,  109  und  110  wird  dasselbe  von  den  durch  Sub- 
traction  gebildeten  gesagt. 

20.  um  die  Untersuchungen  der  zweiten  und  sechsten  Hexade  von 
der  Berechtigung  dieser  irrationalen  Grössen  nebeneinander  abzuschliessen, 
fehlt  nur  noch  zu  zeigen,  dass  die  durch  Addition  gebildeten  nicht  mit 
den  durch  Subtraction  gebildeten  zusammenfallen  können;  dieses  geschieht 
im  Satze  111. 

21.  Der  Best  des  Buches,  welchen  Heiberg  zwar  den  übrigen  Sfttzen 
hat  folgen  lassen,  aber  dessen  Echtheit  er  bezweifelt  (Vol.  V  S.  LXXXV), 
enthält  einzelne  Sätze,  welche  zeigen  sollen,  dass  das  Product  von  zwei 
zusammengesetzten  irrationalen  Grössen  rational  sein  kann,  nämlich  das 
Product  von  einer  Binomiale  und  einer  Apotome,  welches  von  proportio- 
nalen, commensurabeln  Gliedern  gebildet  ist. 

Hiermit  endigt  das  Buch,  nachdem  nunmehr  die  Behandlung  dieser 
irrationalen  Grössen,  welche  Euclid  sich  vorgesetzt  hat,  abgeschlossen  ist, 
aber  es  unterliegt  keinem  Zweifel,  dass  er  noch  mit  Grössen  der  nächsten 
Art,  von  mehreren  und  neuen  Gliedern  gebildet,  hätte  fortsetzen  können, 
welches  wahrscheinlich  der  Gegenstand  der  algebraischen  Arbeiten  deä  Apol- 
lonius  war  (S.  Woepcke:  Restitution  de  travauz  perdus  d^Apollonius, 
M6moire8  pr6s.  &  TAcad.  XIV,  1856,  Paris). 

Cap.  IL    Die  Verbindung  zwischen  den  enclidischen  Irrationalitäten 
und  der  Theorie  der  Oleichnngen. 

22.  Zur  Zeit  des  Euclid  und  noch  früher  beschäftigten  sich  die  Mathe- 
matiker mit  der  Lösung  von  Gleichungen,  doch  wohl  einfacherer,  haupt- 
sächlich Gleichungen  zweiten  Grades;  aber  die  schon  erwähnten  Gleichungen 
von  höheren  Graden,  welche  Euclid  hier  im  X.  Buche  betrachtet,  führen 
zu  mehr  zusammengesetzten  irrationalen  Ausdrücken,  so  dass  es  wünscbeus-    j 
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werüi  war,  eine  Oesammtübersioht  Ober  die  Formen,  welche  entstehen 
konnten,  und  zugleich  eine  üntersnchung  von  deren  EigenschafLen  ta  er- 
halten, und  diese  hat  Eaclid  in  diesem  Buche  bezweckt.  Er  ist  in  der 
Theorie  der  Gleichungen  gut  zu  Hause,  wovon  wir  uns  leicht  überzeugen 
können.  So  hat  er  im  IL  und  VI.  Buche  Gleichungen  zweiten  Grades  und 
in  den  Daten  ausserdem  die  Gleichungen  xif  =  Äy  «*  =  fiiy'+  B^  wie  auch 
hier  im  X.  Buche  «y  =  -4,  a?*  +  y*  =  ^- 

23.  Stellen  wir  die  Gleichung  zweiten  Grades  in  der  Form  x  (a  —  ic)  =  6 

dar,  erhalten  die  Wurzeln  die  Form^+T/^^j^  deren  Beschaffen- 
heit in  den  Sätzen  17,  18  untersucht  wird.  Werden  sie  irrational,  erbalten 
wir  die  Binomiale  und  die  Apotome,  welche  also  aus  zwei  rationalen 
nur  in  der  zweiten  Potenz  commensnrabeln  Grössen  gebildet  werden.  Wir 
können  zugleich  hinzufügen,  dass  die  Mediale  deren  geometrisches  Mittel 
ist.  Die  Eintheilung  der  Binomialen  und  der  Apotomen  in  sechs  Arten 
stammt  von  den  Gleichungen  zweiten  Grades  und  gerade  von  der  Frage  über  die 
Beschaffenheit  von  a  und  h  her,  und  ist  nicht«  wie  Nesselmann  meint,  ganz 
willkürlich,  nur  durch  den  Zusammenhang  mit  den  andern  Arten  von  irratio- 
nalen Grössen  gerechtfertigt.  

Betrachten  wir  nftmlich  die  Grösse  "9  ^  Z^  "T""  ^>  ^^  haben  die  Qua- 
drate ihrer  zwei  Glieder  die  Differenz  h.  Es  ist  daher  natürlich,  dass 
Eudid  zuerst  Grössen  untersucht,  deren  Qaadratdifferenz  gewissen  Be- 
dingungen unterworfen  sind,  und  deren  Formen  findet,  denn  die  Bedingungen 
sind  die  Beschaffenheit  von  a  und  &,  und  wir  erhalten  dann  die  verschie- 
denen Formen  der  Wurzeln  -^:t.J/-i —  h.    Nehmen  wir  die  Bedingung 

-^  =^    an  u^d  fragen  wir  nach  den  Formen  von  x  und  y,  wenn  sie 

x" 

nur  in  der  zweiten  Potenz  commeusurable  rationale  Grössen  sein  sollen 
(Satz  29),  führt  dieses  auf 

1.  a;  =  mo(,  y  =  inj/a*—ß^^   wenn  die  grösste  rational  in  der  ersten 
Potenz  mit  der  Einheit  commensurabel  sein  soll, 

2.  agc=  "T^F     t;,  tf  =  in,  wenn  die  kleinste  es  sein  soll,* 

y  a*  —  p" 

3.  a;  =  wa^y,  y=  mj/y  ^a' —  (3*  wenn  keines  von  den  Grössen  es 
sein  soll.** 

Femer  erhalten  wir  im  Satze  30  dieselbe  Frage  über  zwei  nur  in  der 
zweiten  Potenz  commeusurable  rationale  Grössen,  deren  Qaadratdifferenz  dem 

*  Dass  dieser  Fall  veranlasst  werden  kann,  liegt  darin,  dass  die  Gleichung 
zweiten  Grades  auch  unter  der  Form  x(a-h  x)=:b  oder  x{x  —  ä)  =^b  auftritt, 

welche  die  positiven  Wurzeln  7/—  -f  &  +  —  hat  (die  negativen  kennt  Euclid  nicht), 

wo  das  grössere  Glied  nur  in  der  zweiten  Potenz  mit  der  Einheit  commensm-abel  ist. 
*•  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  a  die  Form  mVa  hat, 
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Quadrate  aaf  einer  mit  der  grössten  nur  in  der  zweiten  Potenz  commensara- 

beln  Grösse  gleich  ist. 

ic*  — y* 

~-  =  fi.    Dieses  ftthrt  auf  dieselbe  Weise  wie  oben  auf  die  folgenden 


drei  Formen:   1.  x=^ma^  y  =  fnj/a*  --  ßj 

2.  x^mj/-^--^,  y  =  m; 

3.  a5=«laj^y,   y=sma]/yya^—  ß. 

Dadurch   erhalten  wir  die  sechs  Binomialen  und  Apotomen  durch  die 

Bildung  von  x +^y  oder   die   sechs   verschiedenen   irrationalen  Formen  für 

die  Wurzeln  in   Gleichungen  zweiten   Grades  nach   der  Beschaffenheit  von 

a  und  h.     Hier  soll  Mos  bemerkt  werden,   dass  es  dasselbe  Raisonnement 

ist,   welches    Tannerjr    (M6m.    Bordeaux.    2.  8.   T.  IV)   und  Woepcke 

(M^m.   pr^s.  k  l'Acad«  Paris.    T.  XIV.  1856)   benutzt  haben;    doch    muss 

gesagt  werden,  dass  Letzterer  die  Verbindung  zwischen  Gleich angen  zwei- 

a;«  —  «« 
ten   Grades   und   der   Relation   -^=i^    nicht   hervortreten  iSsst;    bei 

ihm  wie  bei  Nesselmann  ist  es  eine  zufällige  Eintheilung. 

24.  Wir  gehen  nun  zu  den  anderen  Irrationalitäten  über  und  erhalten 
dann   hier  wieder  die  Binomiale  (Apotome).     Wir  werden  damit  anfangen^ 

die  bei  Euclid  aufgestellten  Gleichungen  J«  ==  5  (Satz  33,  34,  35)  zu 

benutzen,    um   daraus   die  Formen  für  A  und  B  und   dadurch  wieder  die 
Formen  der  Wurzeln  zu  erlangen. 

Hier  zeigen  sich  unter  diesen  Bedingungen  zwei  Gruppen  von  Grössen, 
nftmlich 

I.  X  und  y  in  der  zweiten  Potenz  conunensurabel ,  und 
IL  X  und  y  incommensurabel ,  und  in  jeder  Gruppe  drei  Fälle: 

1.  A  rational,  B  medial, 

2.  A  medial,    B  rational» 

3.  A  und  B  medial,  aber  incommensurabel. 

35*        u 
L  Wir  haben  -=  =  — ,  woraus 
y*        V 

a?^  +  y^__  fi  +  v  x^  r=^  =      ^        a;'  +  y*__  |ii  +  v 

Hieraus  folgt: 

a)  indem   «*  +  ^   rational  =  A   und   xy  medial   =  JS,   die  Form  A 

b)  A  medial,  B  rational,  die  Form  J.  ~ (f*  +  v)  j/jitv ,  5  =  fiv, 

c)  ^  und  ^medial,  aber  incommensurabel,  ils=^fi+v,  B=J/  , 
IL  Sollen  a?  und  y^  incommensurabel  sein,  erhält  man 

a)  indem  A  rational,  B  medial»  die  Formen  A=aj  B^^bj   _  , 
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b)  A  medial,  B  rational,  die  Formen  ^s=^,  B=&, 
^  A^  B  medial 9  incommensorabel,       ^«^a,  JS  =  f/&. 
Hieraus  entstehen  nun  durch  Bildung  von  o;  Hhy  unter   den  verschie- 
denen Bedingungen,   welchen  A  und  B  unterworfen  sind,  die  sechs  Arten 
Yon  Irrationalitäten,  n&mlich: 

L  a)  1.  ym  +  Yn  mit  dem  Namen  Binomiale,  Apotome; 

b)  2.  Vm^mn  +  V nymn^  die  erste  Bimediale,  Medialapotome; 

c)  8.  7/  +.//    ,  >  die  zweite  Bimediale,  Medialapotome; 
TL  a)  4.  j/a  +  Va*-Ab  +  j/a-V^^^Ü^  ^^  ^^  ^^^^^ 

irrationale; 
b)  6.  yVa  +  Va-^i*  +  j/ya^Va-U*^  ^^  ^^^^  ^ 
mediales  potenzirende,  die  mit  rationalem  mediales  gebende; 


c)  6.  ^  ^ ^—^ :T.y   ^ ^ »  die  zwei  mediales  po- 
tenzirende, die  mit  medialem  mediales  gebende. 

25.  Nachdem  wir  somit  die  Bildung  der  verschiedenen  Formen  der 
irrationalen  Orössen  gesehen  haben,  werden  wir  nur  noch  zeigen,  wie 
Eudid  durch  ein  einfaches  Baisonnement  zu  den  Resultaten  der  Ausziehung 
YOn  Quadratwurzeln  kommt. 

Aus  den  Gleichungen  a^  +  y^s=  A  und  xy  =  B  werden  durch  x +  y 
die  sechs  Arten  von  irrationalen  Grössen  gebildet,  aber  x+^y  oder  richtiger 
(x  +  yY  —  das  von  x +y  potenzirte  Areal  —  können  wir  auch  auf  anderem 
Wege  finden,  indem  {x +_y)*  =  A +  2  B ,  d.h.  x+_y  potenzirt  ein  gleiches 
Areal  mit  einer  Binomiale  oder  Apotome.  Sucht  man  nun  die  Seite  des 
Quadrates,  dessen  Areal  eine  Binomiale  oder  Apotome  ist,  erhält  man  x+_j/i 
wovon  erwiesen  ist,  dass  es  die  oben  gefundenen  Grössen  sind;  welche  von 
ihnen  es  ist,  beruht  auf  den  Bedingungen,  denen  A  und  B  unterworfen 
sind.  Aach  die  Namen  für  x +_y  deuten  an,  dass  Euclid  eine  solcbe 
Betrachtung  zu  Grunde  gelegt  hat.  IIb  heisst  die  rationales  und  mediales 
potenzirende,  denn  A  +  2B  ist  medial  +  rational,  und  A  —  2B  ist  die  mit 
rationalem  {2B)  mediales  (A)  gebende  u.  s.  w.;  für  IIa  ist  der  Name 
weniger  deutlich.     Für  la),  b),  c)  sind  die  Namen  ganz  naheliegend. 

26.  Es  bleibt  nur  noch  übrig  zu  zeigen,  wie  Euclid  die  Gleichungen 
x^  +  y^^A  und  xy  =  B  löst.  Wir  haben  schon  Anlass  gehabt,  seine 
Methode  zu  erwähnen,  werden  sie  aber  jetzt  in  algebraischer  Form  aaf- 
stellen. 

Wir  ändern  die  bekannten  Glieder  A  und  B  so,  dass  die  Gleichungen 
die  Form  x^  +  y^^ah  und  xy  =  ad  erhalten.  ^  j 
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Da  x^  +  y'  einem  Rechteck  ab  gleich  sein  soll,  legt  man  «*  an  a  an 
und  erhält  die  Breite  u;  y'  an  a  angelegt  mass  die  Breite  h^u  erhalten, 
d,  li.  05*  =  Ott  nnd  y*  =  a(5  — m);  dann  wird  tt(&  — w)  =  d*,  die  gewöhn- 
lichste Form  einer  Gleichung  zweiten  Orades,  wo  u  eine  Binomiale  und 
h — u  eine  Apotome  wird,  deren  Orden  durch  b  und  d  bestimmt  wird; 
X  und  tf  kommen  dann  durch  die  Ausziehung  einer  Quadratwurzel  heraus, 
gerade  in  der  Form,  worin  Euclid  sie  Satz  54—60,  91  —  97  hat. 

27.  Wir  haben  so  einen  Zusammenhang  zwischen  den  verschiedenen 
Arten  von  Irrationalitäten  und  den  Oleichungen,  welche  Euclid  behandelt, 
nachgewiesen  und  gesehen,  dass  die  in  diesem  Buche  von  ihm  behandelten 
irrationalen  Grössen  nicht  willkürlich ,  sondern  durch  den  Gebrauch  bestimmt 
sind,  welchen  er  fttr  sie  hat,  indem  sie  Alles  geben,  was  ihm  zu  einer 
genauen  Untersuchung  über  die  Lösungen  der  Oleichungen,  welche  er  in 
diesem  Buche  zu  behandeln  sich  vorgesetzt  hat,  nothwendig  und  genügend 
ist.  Ist  man  dann  erst  mit  der  Behandlung  der  irrationalen  Grössen  so 
weit  als  Euclid ,  liegt  es  nahe ,  mit  einer  speciellen  Behandlung  von  anderen 
irrationalen  Grössen  fortzufahren,  deren  Existenz  ihm  nicht  unbekannt  ist 
(Satz  115),  wie  Apollonius  es  in  einer  verschollenen  Arbeit  gethan  hat 
(Woepcke). 

28.  Wir  haben  gesehen,  welche  bewunderungswürdige  Arbeit  Euclid 
hier  in  diesem  Buche  ausgeftlhrt  hat,  ausschliesslich  auf  die  Frage  nach 
der  Commensurabilität  gestützt,  und  indem  er  nur  die  geraden  Linien 
vor  sich  hat,  wo  die  eine  ebenso  gut  als  jede  andere  scheint,  während 
wir  unsere  Formeln  besitzen,  allerdings  aber  nicht  seine  ezacten  geome- 
trischen Baisonnements ,  welche  durch  die  Leichtigkeit,  womit  er  die  Arbeit 
ausführt,  uns  die  üeberlegenheit  der  geometrischen  Darstellung  über  die 
algebraische  zeigt,  während  diese  uns  doch  die  Eigenschaften  auf  den  ersten 
Blick  durch  die  Formeln  zeigt. 

Durch  diese  meisterhafte  Darstellung  steht  das  zehnte  Buch  des  Euclid 
als  eines  der  besten  Beispiele  da,  wie  weit  es  die  griechischen  Mathema- 
tiker ohne  unsre  Zeichensprache  bringen  konnten. 

Februar  1889. 
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Recensionen« 


üeber  Clebsch'  Principien  der  mathematischen  Optik. 

Replik  zn  S.  163. 

Im  Laufe  der  Besprechung  der  von  mir  herausgegebenen  nachgelassenen 
Schrift  des  Professors  Dr.  A.  Clebsch:  j, Principien  der  mathematischen 
Optik*',  rügt  Professor  Zech  die  Schreibweise  ,1  Molekül^,  welche  aber  yod 
Clebsch  und  nicht  von  mir  herrtthrt.  Dieselbe  war  bis  vor  Kurzem  meines 
Wissens  auch  allgemein  üblich.  Im  Jahre  1877  gab  Professor  O.E. Meyer 
„Die  kinetische  Theorie  der  Gase"  in  Buchform  heraus  tmd  schreibt  darin 
0 Molekel **  tmd  im  Plural  ,1  Molekeln^.  Um  diese  Zeit  fing  auch  letztere 
Schreibweise  an  in  anderen  Schriften  zu  erscheinen:  Henrici  iSsst  in  der 
9.  Auflage  des  Leitfadens  der  Physik  von  v.  Beetz  (1888)  beim  Plural 
das  Schluss-n  unrichtiger  Weise  weg;  es  ist  das  letztere  auch  etwas  hart 
für  die  Aussprache  und  man  wird  ohne  übertriebenen  Purismus  bald  lieber 
das  deutsche  „Massentheilchen"  dafür  brauchen. 

Dass  obige  „Principien^  die  Dispersion  und  Absorption  nicht  enthalten, 
ist  auch  in  meinem  Vorworte,  am  Schlüsse  desselben,  angedeutet.  Diesen 
Titel  habe  allerdings  ich  selber  gewählt,  da  das  von  Clebsch  geschriebene 
Original  gar  keinen  Titel  hat.  Ich  glaubte  jener  Lücke  auch  mit  dem 
Titel  „Principien^  gerecht  zu  werden,  indem  ich  ausdrücklich  nicht  «die 
Principien"  sagte,  sondern  den  bestimmten  Artikel  wegliess. 

Dr.  A.  KüKz. 

Carl  Friedrich  Oanss'  Untersuchnngen  über  höhere  Arithmetik  (Disqni- 
sitiones  arithmeticae.  Theorematis  arithmetici  demonstratio  nova* 
Summatio  quarumdam  serierum  singularium.  Theorematis  funda- 
mentalis  in  doctrina  de  residuis  quadraticis  demonstrationes  et  am- 
pliationes  novae.  Theoria  residuorum  biquadraticorum  commentatlo 
prima  et  secunda.  Etc.)  Deutsch  herausgegeben  von  H«  Masbb* 
Berlin  1889.  Verlag  von  Juüus  Springer.  XIII,  695  S. 
Im  XXXII.  Bande  dieser  Zeitschrift,  hist.-lit.  Abth.  S.  117,  haben  wir 

über   die  üebersetzung   von   Legendre*s   Zahlentheorie,   welche  Herr  H. 

Maser  angefertigt  hatte,  berichtet.     Aus  der  gleichen  unermüdlichen  Feder 

stammt  das  üebersetzungswerk,  dessen  Erscheinen  wir  heute  ankündigen. 
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^Wir  haben  zwar  in  dem  eben  angerufenen  Berichte  die  Ansicht  ausgesprochen, 
die  Dir i oh let'schen  Vorlesungen  über  Zahlentheorie  b0ten  gewissermassen 
einen  Ersatz  für  die  ungleich  schwerer  geschriebenen  Disquisitiones  arith- 
meticae  von  Gauss,  und  von  dieser  Meinung  gehen  wir  auch  heute  nicht 
ab.  Allein  in  dem  dabei  benutzten  Worte  „gewissermassen^  liegt  zugleich 
die  Einschränkung,  welche  uns  gestattet,  ohne  in  Widerspruch  zu  uns  selbst 
zu  treten,  die  neue  üebersetzung  freudig  zu  begrüssen.  Freilich  im  Sinne 
des  berühmten  Verfassers  der  Arithmetischen  Untersuchungen  war  es  nicht, 
dass  man  dieses  Werk  übersetzte.  Vor  mehr  als  35  Jahren  verweigerte 
Gauss  geradezu  die  Erlaubniss  zur  Veröffentlichung  einer  damals  schon 
dmckfertig  abgeschlossenen  Üebersetzung.  Er  wolle  selbst,  schrieb  er,  eine 
neue  Ausgabe  veranstalten,  mit  Einschluss  des  noch  ausstehenden  achten 
Abschnittes,  wisse  indessen  noch  nicht,  wann  er  die  Zeit  dazu  finden  werde. 
£&  war  das  die  gleiche  Antwort,  welche  er  immer  ertheilte,  so  oft  Bitten 
an  ihn  herantraten,  seine  verborgenen  Schätze  doch  endlich  der  mathema- 
tischen Welt  zu  Gesicht  zu  bringen,  damit  sie  unter  seinen  Augen  noch 
daroh  fremde  Arbeit  sich  mehren  könnten.  Er  wisse  nicht,  wann  er  die 
Zeit  dazu  finden  werde,  hiess  es  dann  jedesmal,  so  zwar,  dass  da  und  dort 
Zweifel  entstanden,  ob  die  Dinge  auch  wirklich  vorhanden  seien,  von  denen 
er  oft  andeutungsweise  redete.  Der  Nachlass  von  Gauss  hat  gezeigt,  dass 
die  Zweifel  unberechtigt  waren,  was  die  von  ihm  erreichten  Endgrenzen 
betrifft,  vollberechtigt  aber,  sofern  man  hoffte,  Vieles  in  druckreifem  Zu- 
stande vorzufinden.  Herr  Maser  hat  mit  Recht  ausser  den  Arithmetischen 
Untersuchungen  auch  die  zahleniheoretischen  Abhandlungen  und  den  zahlen- 
theoretischen Theil  des  Nachlasses  übersetzt.  Ein  Ganzes  ist  es  leider  nicht, 
was  der  üebersetzer  bieten  konnte,  bieten  durfte.  6 au ss'sche  Bruchstücke 
zu  einem  Ganzen  umzubilden,  wäre  nur  einem  Gauss  möglich  und  gestattet. 
Aber  Herr  Maser  hat  doch  in  deutscher  Sprache  zugängig  gemacht,  was 
in  dieser  Sprache  heute  mehr  Freunde  findet,  als  im  lateinischen  Urtexte. 
Das  ist  leider  eine  Thatsache,  'mit  welcher  zu  rechnen  isl  Ist  sie  Grund 
oder  schon  Folge  des  von  Manchem  beliebten  Ansturms  gegen  die  frühere 
Oymnasialbildung?  Wir  wissen  es  nicht,  können  aber  unter  beiden  Vor- 
aussetzungen mit  unserem  Bedauern  nicht  zurückhalten.  Cantor 


Allgemeine  Lehrsätze  in  Beziehung  anf  die  im  verkehrten  Verhältnisse 
des   Quadrats   der  Entfernung  wirkenden  Anziehnngs-  und  Ab- 
stossnngskräfte.    Von  Carl  Friedrich  Gauss  (1840).   Leipzig  1889, 
Verlag  von  Wilhelm  Engelmann.     60  S. 
Wir  waren  wiederholt  in  der  Lage,  Uebersetzungen  von  klassischen 
mathematischen  Werken  anzuzeigen,  welche  in  der  Springer*schen  Verlags- 
handlung erschienen.     Einmal  handelte  es  sich  auch  um  eine  Abhandlung, 
um  die  Gauss 'sehen  Untersuchungen   über  die  hypergeometrische^eihe 
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Heute  liegt  uns  ein  Heft  eines  ähnlichen  bucbhSndlerischen  Unternehmens 
vor.     Die  Verlagshandlung  von  Wilhelm  Engelmann  in  Leipzig  hat  mit  der 
Herausgabe  von  Abhandlungen  begonnen,   welche,   unter  der  Leitung  toq 
Prof.  Ostwald  in  Leipzig  gesammelt,   den  G^sammttitel  „Ostwald's  £[las- 
siker   der   ezaoten   Wissenschaften '^   führen   sollen.     Unter   der  genannten 
Oberleitung  sind  noch  besonders  geeignete  Kräfte  zur  Ueberwachung   der 
Herausgabe  der  Schriften  aus  einzelnen  Wissenschaften  gewonnen,  so  Prof. 
Wanger  in  für  Mathematik,  und  den  Beginn  seiner  Thätigkeit  begrtisaen 
wir  insbesondere  in   10  Seiten   Anmerkungen,   welche  dem  Abdrucke   der 
6 aus 8 'sehen  Abhandlung  beigegeben  sind.     Erläuterungen  sind  es   nichts 
wenn  auch  die  enggebundene  Schreibweise  von  Gauss  solche  sehr   wohl 
ertragen  könnte;   aber  Herr  Wangerin   dachte   yermuthlich,   und  gewiss 
mit  Becht,  dass  jeder  Leser  'der  Abhandlung  mit  den  Sätzen  über  das  Po- 
tential anderwärts,   sei  es  aus  Büchern,   sei  es  aus  Vorlesungen,  bekannt 
sein  werde,  und  dass  diese  Eenntniss  des  Inhalts  über  die  Schwierigkeit 
der  Form  hinaushelfen  werde.     Dagegen  hat  Herr  Wangerin,   und  darin 
handelte  er  mit  nicht  geringerem  Bechte ,  Geschichtliches  über  die  einzelnen 
Sätze  ziemlich  vollständig  mitgetheilt.     Er  hat  auch  der  Kritik  erwähnt, 
welche  einzelne  Sätze  gefunden  haben,   und  hat  durch  Angabe  der  Quellen 
den  Leser  in  den  Stand  gesetzt,  sich  selbst  von  dem  Gewichte  der  Bemänge- 
lungen und  von  den  infolge  derselben  entstandenen  neuen  Methoden  in  Eennt- 
niss zu  setzen.  Cautob. 

TTeber  die  Construction  der  Halbschattengrenzen  der  Flächen  zweiten 
Orades    unter   Voraussetzung   von    Eugelbeleuchtung.      Von    Karl 
SoHOBEB.     Separatabdruck    aus    dem  XL  Jahresberichte    der   k.  k. 
Oberrealschule  im  Bezirke  Sechshaus  bei  Wien  1885.     SelbstTerlag 
des  Verfassers. 
Der  geometrische  Inhalt  der  Aufgabe  ist  eine  Untersuchung  der  Deve- 
loppabeln ,  welche  einer  Kugel  und  einer  allgemeinen  Fläche  zweiten  Grades 
umschrieben  werden   kann,    und   der   CurTen,   längs  welcher   diese  Deve- 
loppable  die  Flächen  berührt.     Wird  die  Kugel  als  leuchtend  gedadit,  so 
ist  die   erwähnte  Curve  auf  der   andern,   beleuchteten,   Fläche   die  Halb- 
schattengrenze. 

Als  Einleitung  wird  eine  Zusammenstellung  der  Eigenschaften  einer 
Developpabeln,  welche  zwei  allgemeinen  Flächen  zweiten  Grades  umschrieben 
sind,  vorausgeschickt. 

Das  Fundament  für  die  constructive  Lösung  der  eigentlichen  Aufgabe 
ist  die  Bestinmiung  der  Halbschattengrenze  einer  Kugel  und  eines  Eegels 
bei  Bestrahlung  durch  eine  Kugel.*    Namentlich  die   letztere  Aufgabe,  fOr 

*  Vergl.  hierzu  Meisel:  „üeber  die  Bestrahlung  einer  Kugel  durch  eine  Kugelt 
diese  Zeitschr.  Bd.  XXVH  S.  66. 
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iMrelche  drei  elegante  Lösungen  angegeben  werden,  erweist  sieb  fttr  das 
"Weitere,  z.  B.  bei  den  Botationsflftcben  als  "von  besonderer  Wichtigkeit. 
Zur-  genauen  Bestimmung  des  Verlaufs  der  Curyen  werden  auob  die  Tau- 
gten ten  in  den  einzelnen  Punkten,  inbesondere  die  Asymptoten  ermittelt. 
SclilieBslich  gelangen  Besonderheiten ,  welche  in  symmetrischen  Lagen  beider 
Fl&cben  zu  einander  ihren  Grund  haben ,  zur  Darlegung. 

Hannover.  C.  Bodbnbbbg. 

Heber  eine  bemerkenswerthe  Sanmcurve  ftnfter  Ordnung.  Programm 
der  E.  bayr.  Studienanstalt  Neuburg  a.  D.  fQr  das  Schuljahr  1886/87. 
Von  Dr.  Alfons  Schmitt,  K.  Studienlehrer. 

Alle  Geraden,  welche  auf  ihren  Polaren  bezüglich  einer  Fläche  zweiten 
Grades  senkrecht  stehen,  bilden  einen  speciellen  Tetraedralcomplez,  den 
s^K  eye 'sehen  Azencomplez^.  Derselbe  wird  auch  erzeugt  durch  die  Lothe, 
welche  man  von  allen  Punkten  des  Baumes  auf  die  ihnen  zugeordneten 
Polarebenen  fllllen  kann.  Die  fragliche  Curve  ist  nun  der  Ort  der  Fuss< 
punkte  aller  Complezstrahlen,  welche  durch  einen  und  denselben  Punkt  P 
des  Baumes  gehen.  Schon  Beye  giebt  ohne  Beweis  in  seiner  ,, Geometrie 
der  Lage'*  als  Ordnungszahl  dieser  Curve  5  an.  Der  Verfasser  führt  diesen 
Beweis  zunächst  analytisch,  später  synthetisch  und  bestimmt  auch  die 
übrigen  Charaktere,  zeigt  insbesondere,  dass  die  Curve  rational  sei. 

27  Flächen  bieten  sich  dar,  auf  welchen  die  Curve  liegt;  9  von  ihnen 
sind  dritter,  die  übrigen  18  vierter  Ordnung.  Für  erstere  ist  F  oonischer 
Doppelpunkt,  für  letztere  dreifacher  Punkt.  Auf  dreien  der  Flächen  dritter 
Ordnung  tritt  noch  stets  ein  weiterer  conischer  Knoten  auf,  der  insbesondere 
biplanar  wird,  wenn  F  einer  Symmetrieebene  der  Fläche  zweiter  Ordnung 
angehört.  Beschreibt  P  einen  Durchmesser  dieser  Fläche,  so  erfüllen  die 
zugehörigen  Baumcurven  eine  Fläche  fünfter  Ordnung,  und  diese  zerfallt 
in  eine  Fläche  dritter  Ordnung  und  in  eine  doppelt  zählende  Synmietrie- 
ebene  der  F\  wenn  der  gewählte  Durchmesser  in  dieser  Ebene  angenom- 
men wird. 

Als  Anhang  werden  einige  neue  Ableitungen  der  Charaktere  von  üni- 
cursalcurven  mitgetheilt,  welche  jedoch  mit  dem  Thema  der  Schrift  in 
keinem  Zusammenhange  stehen. 

Hannover.  C.  Bodbnbebo. 

üeber  den  Bündel  dexjenigen  cubisohen  Bamncorven,  welche  ein  ge- 
gebenes Tetraeder  in  derselben  Art  zum  gemeinBchaftUohen 
Schmiegungstetraeder  haben.*  Inauguraldissertation  von  Ernst 
Heinrichs  aus  Wermelskirchen. 


*  Yergl.   die  Arbeiten   von   A.  Voss,    Mathem.  Annalen,  Bd.  13  S.  286; 

Schröter  ibid.  Bd.  26  S.  293;  Sturm  ibid.  Bd.  26  S.  487.  r^^^^T^ 
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Der  ontersachte  Bfindel  besteht  ans  sSmmtlichen  Banmcarven  dritter 
Ordnung,  welche  zwei  gegebene  Ebenen  ABB  und  CBD  in.  den  Punkten 
A  und  C  osculiren  und  in  ihnen  bez.  die  Tangenten  A  B  oder  a  und  CD 
oder  c  haben. 

Der  Bttndel  ist  hiemach  als  das  räumliche  Analogon  eines  EegelschnitU 
büschels  (oder  einer  JS!-Schaar)  anzusehen,  dessen  Gurren  sich  in  swd 
festen  Punkten  berühren,  und  ist  wie  dieser  sich  selbst  dual. 

Die  gegebenen  Elemente  bestimmen  ein  Tetraeder,  das  „Schmiegangs- 
tetraeder**  ACBD^  wo  die  Reihenfolge  der  Buchstaben  zugleich  die  Zu- 
ordnung der  Elemente  zum  Bündel  kennzeichnen  soll.  Alle  einem  Tetraeder 
angehörigen  Curven  constituiren  hiemach  12  Bündel.  Die  Betrachtung  des 
obigen  einzigen  genügt.  Die  Projectionskegel  zweiten  Grades  einer  seiner 
Curven  aus  A  und  C  haben  die  Gerade  AC  gemein  und  schneiden  sich 
daher  ausser  dieser  Linie  nur  in  der  Gurve  selbst.  Jeder  solche  Kegel 
berührt  das  Tetraeder  noch  längs  einer  zweiten  seiner  Kanten,  ist  also 
durch  einen  weitern  Punkt  des  Baumes  bestimmt,  und  das  gilt  demnach 
auch  fttr  jede  Gurve.  Folglich  —  wegen  der  Beciprocität  des  Bündels  mit 
sich  selbst  —  ist  auch  eine  Ebene  als  Schmiegungsebene  und,  wie  gezeigt 
wird,  eine  Gerade  als  Doppelsecante ,  ein  ausreichendes  BestimmungsstücL 
Herr  Sturm  hat  a.  a.  0.  bewiesen ,  dass  die  sämmtlichen  Tangenten  der 
Bündelcurven  einen  tetraedralen  Complez  vom  Doppelverhältniss  \  bilden. 
Dieser  Complez  bildet  daher  das  Grenzgebilde  zwischen  reell  und  imaginfir 
schneidenden  Doppelsecanten. 

Unter  gleichzeitiger  Betrachtung  aller  zw6lf  Bündel  zerlegt  der  Ver- 
fasser die  Geraden  des  Baumes  noch  in  weitere  Gebiete  nach  den  Anzahlen 
der  Bündel,  für  welche  die  Geraden  das  eine  oder  andere  Verhalten  zeigen. 
Parallel  mit  den  gekennzeichneten  Untersuchungen  gehen  die  dualen  der 
zu  den  Curven  gehörigen  Developpabeln ,  der  Construction  der  Schmiegunga- 
ebene  in  einem  gegebenen  Punkte ,  sowie  die  der  Tangente.  Hieran  schliesst 
sich  eine  Beihe  interessanter  Sätze  über  die  Bewegungserzeugnisse  dieser 
drei  Elemente ,  wenn  eins  derselben  ein  lineares  Gebilde  durchläuft.  Z.  6. : 
„Wandert  der  Punkt  auf  einer  Ebene,  welche  eine  Kante  des  Schmiegangs- 
tetraeders  enthält,  so  beschreibt  seine  Tangente  eine  lineare  Congmenz'. 
„Beschreibt  die  Schmiegungsebene  den  Bündel  um  einen  Punkt,  der  auf 
einer  Teträederkante  liegt,  so  durchläuft  ebenfalls  die  Tangente  eine  lineare 
Congraenz." 

Jedem  Punkte  des  Baumes  ist  durch  den  Btlndel  seine  Schmiegungs- 
ebene, jeder  Ebene  ihr  Osculationspunkt  eindeutig  zugeordnet  Eine  ge- 
gebene Gerade  ist  jedoch  für  zwei  Curven  des  Bündels  Schmiegungsstrahl. 
Die  Charakteristiken  des  hierdurch  nachgewiesenen  NuUsjstems  sind  also 
1,  1,  2. 

„Dem  Ebenenbündel,  dessen  Scheitel  ein  beliebiger  Punkt  ist,  ent- 
spricht im  Nullsjstem  eine  Fläche  dritter  Ordnung,  welche  die  Ecken  des 
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Tetraeders  zu  Knoten  hat  und  daher  dnrch  die  Tetraederkante  geht;  nnd 
3jisil  etc". 

Unterscheidet  man  die  hierdurch  gesetzte  Beciprocitftt  in  der  Bezeich- 
nniig  der  BSnme  durch  2  und  £\  so  hat  man  vollständiger:  Jedem  Punkt 
^on  S  entspricht  die  genannte  F^  in  Z\  jeder  Geraden  von  S  eine  Gurve 
dritter  Ordnung  in  2'  und  jeder  Ebene  Ton  2  ein  Punkt  von  2'. 

Die  Schnittpunkte  einer  beliebigen  Ebene  mit  einer  Bündelcurve  werden 
associirte  Punkte  genannt.  Nimmt  man  insbesondere  die  Ebene  dnrch  die 
Mitten  von  a^c,  AO,  so  ergeben  sich  aus  der  Lage  der  associirten  Punkte 
Kriterien  für  das  Verhalten  der  Gurve  zur  unendlich  fernen  Ebene. 

Hannover.  G.  Rodbnbbro. 


W.  Kbimphoff,    Vorgcbnle  der  Oeometrie.     Essen,  bei  Bädeker,    1888. 
(Beilage  zum  Programm  des  Egl.  Gymnasiums  zu  Goesfeld  1887/88.) 

Der  Plan  des  Werkchens  ist  wohl  durchdacht;  die  Ausführung  ist,  von 
einzelnen  Punkten  abgesehen,  als  gelungen  zu  bezeichnen,  so  dass  wir  das 
kleine,  19  Seiten  starke  Buch  für  den  ersten  Unterricht  nur  empfehlen 
können. 

Die  Anordnung  des  Stoffes  weicht  in  manchen  Punkten  von  der  sonst 
gebräuchlichen  ab,  indem  der  Verfasser  die  einzelnen  Sfttze  so  aneinander 
reiht,  wie  er  sie  unmittelbar  darauf  zum  weiteren  Ausbau  braucht;  der 
Schüler  erkennt  auf  diese  Weise  stets  den  Nutzen  und  die  Nothwendigkeit 
der  einzelnen  vorhergehenden  Lehren.  Dabei  kommt  es  natürlich,  dass 
sonst  Zusammengehöriges  nicht  unmittelbar  aufeinander  folgt,  so  die  vier 
Congruenzsätze  (Kriterien  genannt),  die  in  der  Anordnung  3,  1,  2,  4  folgen 
xmd  durch  Zwischensätze  (Aufgaben)  von  einander  getrennt  sind.  Es  ist 
dies  kein  Fehler ,  der  Schüler  wird  sich  leicht  unter  Anleitung  des  Lehrers 
die  einzelnen  Sfttze  passend  zusammenstellen  können.  Die  Tl^orie  der 
Parallelen,  zu  deren  Definition  die  Gleichheit  der  mit  einer  Transversalen 
gebildeten  Winkel  benützt  werden,  sind  am  Schlüsse  behandelt. 

Der  Verfasser  hat  sich  stets  bemüht,  die  Sätze  in  einer  klaren  und 
fdr  den  Schüler  leicht  fasslichen  Weise  darzustellen.  Die  Schreibart  ist 
der  Altersstufe  des  Schülers  angemessen;  nur  an  einzelnen  Stellen  ist  der 
Verfasser  zu  weit  gegangen:  man  vergL  §  VI,  erste ,  zweite,  dritte  Grund- 
aufgabe, wo  es  fast  zur  Monotonie  wird;  dabei  ist  die  Anfügung  des 
letzten  Satzes  »und  ABC  ist  das  verlangte  Dreieck^  nicht  einmal  nach- 
ahmungswürdig. 

Am  wenigsten  ist  §  III  gelungen. 

„Die  Grösse  der  Drehung,  welche  die  eine  von  zwei  Geraden  um 
ihren  gemeinsamen  Punkt  machen  muss,  um  mit  der  anderen  zusammen- 
zufallen, nennt  man  einen  Winkel."     Wir  meinen:  die  Grösse  der  Drehung 
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bestiinmt  oder  ist  ein  Maass  für  die  QrOsse  des  Winkels,   ist   aber  nieht 
selbst  der  Winkel. 

In  demselben  Paragraphen  heisst  es:  »Die  Grösse  eines  Winkels  kann 
man  nämlich  nicht  anders  bestimmen,  als  durch  die  Grösse  dieser  Bogen«' 
Kürzer  und  richtiger  ist:  |,Die  Grösse  eines  Winkels  misst  man  dnrch  die 
Grösse  des  Bogens.'^ 

Der  flache  und  rechte  Winkel,  ebenso  der  Complement-  und  Supple- 
mentwinkel wird  durch  die  Gradzahl  definirt;  vielleicht  wttre  es  besser, 
diese  Winkel  unabhängig  von  der  Gradzahl  zu  definiren. 

Seite  12  heisst  es:  „Ein  Dreieck,  in  welchem  zwei  Seiten  gleich  sind, 
ist  ein  gleichschenkliges.  Die  gleichen  Seiten  heissen  Scheitelseiten«"  Warum 
weicht  der  Verfasser  von  der  gebräuchlichen  Bezeichnung  „Schenkel"  ab? 

Max  Müllek. 
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301.  Ueber  eine  Transformationsformel  för  Doppellutegrale.  W.  Scheibner.  Grelle 

Cni,  77. 
Vergl.  Gammafanctionen.  # 

C. 

CapUlarität. 

302.  On  the  error  invoWed  in  a  method  oi  calculating  Burface-tensionB  from  the 

dimenBions  of  flat  drops  and  bubbles.    A.  M.  Worthington.    Phil.  Mag. 
Ser.  6,  XX,  61. 

Cartographie. 

303.  A  map  of  the  world  on  Flamsteed^s  projection.   W.  Baily.   PhiLMag.  Ber.  5, 

Combinatorik. 

304.  Sur  des  polynomes  contenaut  des  produits  de  deox  variables  combinäes  de 

toates  leB  mani^res  possibles.  M.  d'Ocagne.  N.  ann.  math.  Ser.  3,  Yll,  449. 
306.  Snr  un  th^oräme  de  Mr.  Weill.    Worontzoff.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  YII,  97. 

Cnbatur. 
306.  Sur  les  volumes  engendr^s  par  un  contour  ferm^.    G.  Königs.  Compi  rend. 
CVI,  927,  1612;  CVII,  474. 


Determinaateiu 

307.  Sur  une  forme  du  d^terminant  de  Vandermonde.  Weill.   N.  ann.  math.  Ser.3, 

Vn,  427. 

308.  Sur  les  «acines  doubles  d*une  ^quation  dont  le  polynome  poss^de  la  forme 

d*un  däterminant.    Marchand.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  Vn,  431. 

309.  An  extension  of  a  theorem  of  Prof.  Sylvester^s  relating  to  matrices.  A.  Buch« 

heim.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXII,  173. 

310.  Sur  les  racines  des  matrices  z^roidales.    G.  Brunei.    Compt.  rend.  CVI,  467. 

Vergl.  Differentialgleichungen  330.    Mittelwerth. 

Differentialgleiobongen. 

Sil.  Bemerkung  zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.  L.  W.  Thomä. 
Crelle  Cfll,  846.    [Vergl.  Bd.  XXXHI,  ^r.  32.] 

312.  Üeber  algebraische  Beziehungen  zwischen  den  Fundamentalintegralen  and 
deren  Ableitung  für  eine  irreductible  lineare  homogene  Differentialgleich- 
ung zweiter  Ordnung.    L.  Königsberger.    Mathem.  AnnaL  XX aI,  75. 

813.  üeber  algebraische  Beziehungen  zwischen  Integralen  linearer  Differentialgleich- 
ungen.   L.  Königsberger.    Mathem.  AnnaL  XXXHI,  220. 

314.  üeber  die  fSr  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 
zwischen  den  Fundamentalintegnien  und  deren  Ableitungen  stattfinden- 
den algebraischen  Beziehungen.    L.  Königsberger.    Crelle  CIII,  274. 

316.  üeber  'eine  spedelle  Classe  linearer  Differentialgleichungen.     Hamburger. 

Crelle  CHI,  238. 
816.  üeber  Euler's  homogenen  linearen  Multiplicator  zur  Integration  der  reeol&ren 
linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung.    K.  Heun.    Mathem. 
Annal.  XXXI,  363. 

317.  Integration  par   säries   des   ^quations   diff^rentielles  lin^aires.     G.   Peano. 

Mathem.  Annal.  XXXII,  450. 

318.  Sur  la  nature  arithmetique  des  coefficients  des  säries  integrales  des  dquatioiu 

differentielles  linäaires.    S.  Pincherle.    Crelle  CHI,  84^ 
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819.  Sar  les  ^quations  diffärentiellea  Unfaires  k  coefficients  algäbriques.   P.  Fain- 

levö.    Compt.  rend.  CVl,  536. 

820.  Sor  les   systöines  d'^quaÜons  linäaires   qai   sont  identiques  ä  leor  ad  Joint. 

E.  Goursat.    Compt.  rend.  CVl,  187. 

321.  üeber  eine  Eigenschaft  gewisser  liDearer  irreductibler  Differentialgleichungen. 

E.  Ratner.    Mathem.  Annal.  XXXII,  666.  —  A.  Hurwitz  ibid.  583. 

322.  Rädactibilitd  des  äquations  diffärentielles  Unfaires.    E.  Fabry.    Compt.  rend. 

CVl,  732. 

323.  Sor  une  classe  d'^quations  diff^rentielles  räductibles  anx  ^quations  unfaires. 

Appell.    Compt.  rend.  CVII,  776. 
S24.  Ueber  die  Erniedrigung  der  Ordnung  algebraischer  Differentialgleichungen  mit 

Hilfe  bekannter  Integrale.  L.  Eönigsberger.  Mathem.  Annai.  XX aI,  302. 
326.  Sur   rint^gration   de  Täquation   diffärentielle  des  coniques  homofocales.    E. 

Pomey.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  Vll,  194. 

326.  Classification  und  Integration  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  zwi- 

schen xffi  die  eine  Oruppe  von  Transformationen  ges'tatten.  S.  Lie. 
Mathem.  Annal.  XXXU,  213. 

327.  Sur  les   groupes  de  transformations  relatifs  ä  certaines  äquations  diffären> 

tielles.    E.  Picard.    Compt.  rend.  CVl,  118. 
828.  Sur  les  äquations  diffärentielles  du  premier  ordre.    P.  Painlev^.    Compt. 
rend.  CVII,  221,  320,  724. 

329.  Sur  certaines   ^quations  diff^rentielles  du  premier  ordre,     ß.   Li iouville. 

Compt.  rend.  CVl,  1648. 

330.  Sur  r^quation  d'Euler.    T.  J.  Stieltjes.    Compt.  rend.  CVH,  617. 

831.  Sur  la  transformation  de  Laplace  et  les  ^quations  Unfaires  aux  d^nv^es  par- 
tielles.   E.  Picard.    Compt.  rend.  CVII,  594. 

382.  Sur  une  proposition  g^närale  concemant  les  äouations  linäaires  aux  däriväes 
nartielles  du  second  ordre.    E.  Picard.    Compt.  rend.  CVH,  939. 

833«  On  tue  integration  of  partial  differential  equations  of  the  third  and  higher 
Orders,    ß.  Moon.    Phil.  Ma^.  Ser.  6,  XXI,  63. 

334.  Sur  une   classe   d^^quations   linäaires   aux   däriy^es  partielles.     E.  Picard. 

Compt.  rend.  CVII,  476. 

335.  Sur  des  systdmes  d'ä^uations  aux  d^riv^es  partielles,  qui  sont  d^pourvus  d*in- 

t^ales,   contrairement  ä  toute  pr^vision.     Ch.  M^ray.    Compt.  rend. 
CVl,  648.  —  Darboux  ibid.  651. 
Vergl.  Invariantentheorie  447.    Kegelschnitte  452.    Reihen  544.    Substitu- 
tionen 560. 

Differentialqaotlent 

336.  Ueber  die  Nichtdifferentiirbarkeit  gewisser  Functionen.    M.  Lerch.    Crelle 

cm,  126. 

B. 
Elastieität 

337.  Notions  sur  la  th^orie  de  T^lasticite.    Sarrau.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VH,  503. 

338.  Sur  une  proprio tä  gän^rale  des  corps  solides  ^lastiques.    M.  Levy.    Compt. 

rend.  CVH,  414,  463.  —  E.  Cesaro  ibid.  520. 

339.  äquilibre  d'älasticit^  d'un  solide  sans  pesanteur,  homogene  et  isotrope,  dont 

les  parties  profondes  sont  maintenues  fixes,  pendant  que  sa  surface 
^prouve  des  pressions  ou  des  däplacements  counus,  s^annulant  hors  d^une 
r^ion  restreinte  oü  iis  sont  arbitraires.  J.  Boussinesq.  Compt.  rend. 
CVl,  1043,  1119. 

340.  Barsand  wires  of  varying  elasticity.    C.  Chree.    PhiL  Mag.  Ser.  6,  XXI,  81; 

XXn,  259. 

341.  Sur  les   däformations  ^lastiques  dans  les  pi^ces  ä  fibres  moyennes.     B.  de 

Fontviolant.    Compt.  rend.  CVH,  383. 

Elektridtät. 

342.  Ueber  die  scheinbare  Wechselwirkung  yon  Ringen,  welche  in  einer  incom- 

pressibeln  Flfissigkeit  In  Ruhe  sich  befinden.     Ed.  Riecke.     Mathem. 

Annal  XXXU,  203. 
843.  On  the  molecular  theory  of  galvanio  polarizations.    J.  Lärm  er.    Phil.  Mag. 

Ser.  5,  XX,  422. 
344.  On  the  formulae  of  the  electromaguet  and  the  equations  of  the  dynamo. 

Silv.  P.  Thompson.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXH,  288.  ^  j 

Digitized  by  LjOOQIC 


230  Historisch -literarische  Abtheilang. 


846.  Propagatdon  dn  conrant  sur  une  ligne  t^lägraphiqne.    Vaschy.    Compt  rend. 

CVn,  1146. 
346.  The  winding  of  ▼oltmeters.    W.  E.  Ayrton  &  J.  Perry.    Phil.  Mag.  Ser.  5, 
XXI,  100. 

847.  Diatribation  de  T^ectricitä  indaite  par  des  charges  fixes  sar  nne  surface  fenn^e 

convexe.  G.  Robin.   Compt.  rend.  CVI,  418.   [Verrf.  Bd.  XXXIII, Nr.342.] 

848.  Od  the  distribution  of  electric  currents  in  networks  of  condncton  treated  by 

the  method  of  Maxwell.    J.  A.  Fleming.    Phil.  Mag.  8er.  5,  XX,  2S1. 

849.  On  the  seat  of  the  electromotive  forces  in  a  voltaic  cell.    Hopkinson.  PhiL 

Mag.  Ser.6,  XX,  336   —  Ayrton  &  Perry  ibid.  XXI,  61.    -  0.  Lodge 
ibid.  XXI,  263.  —  W.  Ostwald  ibid.  XXIJ,  70. 

850.  On  the  indoction  of  electric  currents  in  an  infinite  plane  carrent  sheet,  which 

is  rotating  in  a  field  of  magnetic  force.   A.  B.  Basse  t.    Phil.  Mag.  Ser.  6, 
XXU,  140. 

861.  On  the  self-indnction  and  resistance  of  atraight  condnctors.  Bayleigh  PhiL 

Mag.  Ser.  6.  XXI,  381. 

362.  On  the  self-incfaction  of  wires.     0.  Heaviside.     Phil.  Mag.  Ser.6,  XXU, 

118,  «78,  382,  419. 

363.  On   some  experiments  relating  to  HalPs  phenomenon.    Boltsmaun.    PhiL 

Mag.  Ser.  6,  XXII,  226. 
Vergl.  Wärmelehre  686. 

SUniiiatiiin. 
864.  Sar  la  thäorie  de  T^limination.     H.  Laurent     N.  ann.  math.  Ser.  3,  TU, 
60,  116. 

Ellipte. 
366.  Quelques  propri^täs  de  Tellipse;   d^viation;   ^cart  normal.     M.  d*Ocagne. 

N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  268.    [Vergl.  Bd.  XXXU,  Nr.  61.] 
866.  Propri^täs  de  la  courbe  lieu  des  sommets  des  angles  de  grandeur  constante 
circonscrits  ä  une  ellipse.    Ch.  B risse.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  VII,  231. 
357.  Sur   nn  quadrilatäre  circonscrit  k  ime  ellipse  donn^.    F.  Farjon.    N.  ann. 
math.  Ser.  8,  VII,  848. 

ElUpsoid. 
368.  Sur  les  normales  men^  d'uu  point  &  un  ellipsoTde.    Moret-Blanc.    N.ann. 
math.  Ser.  3,  VII,  336. 

Elliptische  Transoendenten. 

869.  (Jeher  die  Transformation  der  elliptischen  Functionen  bei  zusammengesetstem 

Transformationsgrade     L.Kiepert.    Mathem.  AnnaL  XSXII,  1. 

360.  Elementarer  Beweis   für  die  Darstellbarkeit  der  elliptischen  Functionen  als 

Quotienten  beständig  convergenter  Potenzreihen.  Ad.  Eneser.   Mathem. 
Annal.  XXXÜ,  309. 

361.  Sur  la  r^duction   de  la  diffärentielle  elliptique  k  la  forme  normale.    T.  J. 

Stieltjes.    Compt.  rend.  CVU,  661. 

862.  Bemerkung  über  elliptische  Integrale.    W.  Hey  mann.    Grelle  GIII,  87. 

VergL  Substitutionen  662. 

F. 
Formen. 

863.  üeber   binäre   Formen   mit  Yorgeschriebener   Discriminante.     D.   Hilbert. 

Mathem.  Annal.  XXXI,  482. 

364.  Ueber  die  Darstellung  definiter  Formen  als  Summe  von  Formenquadraten. 

D.  Hilbeit    Mathem.  Annal.  XXXII,  342. 

866.  Ueber  einen  Satz  der  Formentheorie.    £.  Stroh.    Mathem.  Annal.  XXXL  ^L 

366.  Ueber   die  asyzygetischen  CoYarianten   dritten  Grades   einer   binären  Form. 

E.  Stroh.    Mathem.  Annal.  XXXI,  444. 

367.  Die  Goncomitanten  der  temären  cubischen  Formen,  insbesondere  der  Form 

ajiOJg'  — 4a:2'  +  ^8a5,«a;, +  ^,a:,".    Fr.  Dingeldey.   Math. Annal.  XXXI,  1S7. 

868.  Die  irreducibeln  Syzyganten  zweier  simultanen  cubischen  Formen.    ▼.  Call- 

Mathem.  Anual.  XXXI,  424. 

869.  Die  Steiner*sche  Govariante  der  binären  Form  sechster  Ordnung.    6.  Mai- 

sano.    Mathem.  AnnaL  XXXI,  493. 

870.  Die  Discriminante  der  Form  siebenten  Grades  f^a'm     P.  Gordan.    Maibem. 

Annal.  XXXI,  666. 

871.  Das  vollständige  Formensystem  der  binären  Form  siebenter  Ordnung.   ▼.  0  aI^- 

Mathem.  Annal.  XXXI,  318. 
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Fnnotlonen. 
872.  Bemerkungen  über  ziiP  =  g^  +  |-2  =  0.     P.  Du   Boia-Reymond.     Grelle 

cm,  204. 

373.  Snr  nne  g^n^ralisaiion  da  principe  de  Dirichlet.    Eiemann.    Oompt.  rend. 

CVI,  128. 

374.  Znr  Theorie  der  Dedekind'schen  Ideale.  L.  Baar.  Mathem.  Annal.  XXXn,  151. 

375.  8ur  les  fonctione  discontinaes  logarithmiques.     Bougaleff.     Gompt.  rend. 

CVI,  1067.  : 

376.  Proprio täs  des  poljnOmes  Am  qui  suivent  la  loi  -4.ii  =  a;*.-äii-.2  — (2n-  l)-4«-i. 

Ralphen.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  204. 

377.  Snr  le  pluB  grand  divieenr  commnn  de  deoz  polynomes  entiers.    E.  Pomey. 

N.  ann.  math.  Ser.  8,  VII,  66,  407. 

378.  Snr  la  relation  qni  eziste  entre  p  fonctions  enti^res  de  p  ~  1  variables.    B. 

Perrin.    Compt.  rend.  CVI,  1789. 

379.  Snr  les  criteria  des  divers  genres  de  Solutions  multiples  communes  ^  deux 

^quations.    R.  Perrin.    Compt.  rend.  CVII,  22. 

380.  Sur  les  criteria  des  divers  genres  de  Solutions  multiples  communes  ä  trois 

^quations  ä  deux  variables.    B.  Perrin.    Compt.  rend.  CVII,  219. 

381.  Ueber  die  Entwickelang  der  doppeltperiodischen  Functionen  zweiter  und  dritter 

Art  in   trigonometrische   Reihen.     Krause   &  Mohrmann.     Mathem. 
Annal.  XXXII,  SSI.    [Vergl.  Bd.  XXXIII,  Nr.  403.1 

382.  üeber  hyperelliptische  Sigmafunctionen.    F.  Klein.    Mathem.  Annal.  XXXII, 

361.     [Vergl.  Bd.  XXXII,  Nr.  428.] 

383.  Beiträge  zur  Tneorie  der  hyperelliptischen  Sigmafunctionen.    H.  Barkhardt. 

Mathem.  Annal.  XXXII,  881. 
Vergl.  Abbildung.  Abersche  Functionen.  Bestimmte  Integrale.  Determi- 
nanten. Differentialgleichungen.  Differential  quo  tient.  Elliptische  Trans- 
scendenten.  Formen.  Gammafunctionen.  Geometrie  (höhere)  393,  394. 
Integration  (unbestimmte).  Invariantentbeorie.  Kettenbrüche.  Operations- 
calcul.  Reihen.  Substitutionen.  Thetafunctionen.  Ultraelliptische  Trans- 
scendenten.    Unendlich. 

Gammafttnetionen. 
3S4.  Zur  Theorie  der  Gammafunctionen.  A.  Prin^sheim.  Math.  Annal.  XXXI,  465. 

385.  Sur  nne  gän^ralisation  des  fonctions  eul^nenues.     S.  Pincherle.     Compt. 

rend.  CVI,  266. 

Geodäsie. 

386.  Sur  Tävaluation  des  erreurs  inhärentes  au  Systeme  des  coordonn^es  rectangu- 

laires.    Hatt.    Compt.  rend.  CVI,  921. 

387.  Sur  la  thäorie  de  la  figure  de  la  Terre.    Maur.  L^vy.    Compt.  rend.  CVI, 

1270,  1314,  1876. 
888.  Sur  la  figure  de  la  Terre.    H.  Poincar^.    Compt.  rend.  CVII,  67. 

389.  On  the  physical  structore  of  the  earth     H.  Hennessy.    Phil.  Mag.  Ser.  5, 

XXn,  233. 

Oeomatrie  (abiAblende). 

390.  Beiträge  zur  Analysis  Situs.    W.  Dyck.    Mathem.  Annal.  XXXII,  467. 

891.  Die  Abzahlung  als  Fehlerquelle  in  der  modernen  Geometrie.    C.  Küpper. 
Mathem.  Annal.  XXXU,  282. 

Geometrie  (höhere). 

392.  Sur  les  propriät^s  infinitesimales  de  Tespace  cercld.    E.  Cosserat.    Compt. 

rend.  Cvl,  614. 

393.  Ueber  diejenigen  algebraischen  Gebilde,  welche  eindeutige  Transformationen 

in  sich  zulassen.    A.  Hurwitz.    Mathen.  Annal.  X£XII,  290. 

394.  Ueber  algebraische  Correspondenzen.    A.  Brill.    Mathem.  Annal.  XXXf,  374. 

[Vergl.  Bd.  XXXllI,  Nr.  443.] 
396.  Sur  les  propriät^s  graphiques  des  figures  centriques.    V.  Reyes  y  Prosper. 
Mathem.  Annal.  XXXlI,  167. 

396.  Ueber  die  uneigentlichen  Geraden  und  Ebenen.    M.  Pasch.    Mathem.  Annal. 

XXXn,  169. 

397.  Sur  Temploi  du  complexe  Unfaire  de  droites  dans  IMtude  des  syst^mes  Unfaires 

de  cercles.    E.  Cosserat.    Compt  rend.  CVI,  1467.  ^  t 
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898.  Ueber  die  Combinanten  binärer  FormensyBteme ,  welche  ebenen  rtttionalen 
Curren  zugeordnet  sind.    W.  Gross.    Mathem.  Annal.  XXXn,  136. 

399.  Sur  Ja  d^tennination  d'ane  courbe  alK^briqae  par  des  points  donnäs.    EL  6. 

Zeuthen.    Mathem.  Annal.  XXaI,  235. 

400.  Becherche  des  points  doubles  dans  les  conrbes  anicnrsales.    X.  AntomarL 

N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  366. 

401.  Sur  les  conrbes  de  gcnre  un.    0.  Schlesinger.    Oompt.  rend.  CVII,  224. 

402.  Ueber  die  auf  einer  Curve  m««'  Ordnung  O*  vom  Geschlecht  p  von  den  •* 

*    Geraden  G  der  Ebene  ausgeschnittene  lineare  Schaar  g^^,    L.  Efipper. 
Mathem.  AnnaL  XXXI,  291. 

403.  Ueber  die  regelmässigen  Configurationen  tit.    A.  SchGnflies.    Math.  AnnaL 

XXXI,  43. 

404.  Ueber  die  Transformation  der  Gleichung  [der  ebenen  Curve  dritter  Ordnung 

mit  Doppelpunkt   auf  die   NormaTform.     Fr.   Dingeide y.     Mathem. 
Annal.  XXXI.  177. 

405.  Ueber  die  Jfacobi^schen  Covarianten  der  Systeme  von  Berührungskegelschnitfcen 

einer  Curve  vierter  Ordnung.    G.  Frobenius.    Crelle  CUI,  139. 

406.  Zur  algebraischen  Erzeugung  sämmtlicher,  auch  der  zerfallenden  ebenen  ratio- 

nalen Curven  vierter  Ordnung.    Fr.  Meyer.    Mathem.  AnnaL  XXXI,  96. 
[VergL  Bd.  XXXllI,  Nr.  448.] 
Vergl.  Kinematik.    Singularitäten. 

Gesehichta  der  Kafhematik. 

407.  Inscription  cunäiforme  dounant  les  dätails  d*une  äclipse  de  Lune.   J.  Oppert 

Compt.  rend.  CVU,  467. 

408.  Sur  Tunification  du  calendrier.    Tondini.    Compt  rend.  CVI,  818. 

409.  Galiläe  et  le  microscope  composä.    Govi.    Compt.  rend.  CVU,  561. 

410.  Sur  le  bätonnage,  ancienne  maniäre  de  mesurer  les  tapisseries  des  Gobelins. 

Gerspach.    Compt  rend.  CVl,  1266. 

411.  Hypothese  de  Lagrange  sur  Torigine  des  com^tes  et  des  a^rolithes.  H.  Faye. 

Compt.  rend.  CVI,  1703. 

412.  Une  lettre  ayant  rapport  ä  la  mort  de  Lagrange.  L.  Laianne.   Compt.  rend. 

CVI,  998. 

413.  Notes,  chiefly  historical,  on  some  ftmdameutal  propositions  in  optics.    Ray- 

leigh.    Phü.  Mag.  Ser.  6,  XXI,  466. 

414.  Sur  un  point  de  Thistoire  du  pendula    Defforges.    Compt.  rend.  CVI,  1657. 

—  C.Wolf  ibid.  1660. 

415.  Sur  les  travauz  du  ^ändral  Meusnier.    Janssen.    Compt.  rend.  CVII,  366. 

416.  On  calculating  machines.    J.  Edmondson.    Phil  Mag.  Ser.  6,  XX,  15. 

417.  Zur  Erinnerung  an  Axel  Hamack.    A.  Voss.    Mathem.  Annal.  XXXII,  161. 

CFleiohimgon. 

418.  Sur  le  crit^re  de  Galois  concemant  la  räsolubilit^  des  ^qnations  alg^biiqaes 

par  radicaux.    J.  Dolbnia.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  VU,  467. 

419.  Ueber  die  Anwendung  iterirter  Functionen  zur  Darstellung  der  Wurzeln  al- 

gebraischer und  transcendenter  Gleichungen.    C.  Isenkrahe.    Mathem. 
Annal.  XXXI,  309. 

420.  Dämonstration  d'une  formnle  de  Waring.   F.  Gom.  Teizeira.   N.  ann.  math. 

Ser.  3,  Vn,  382. 

421.  Sur  les  racines  de  Täquation  /(a:)=0,   f{x)  dtant  un  polynöme  de  degr^  ft 

vörifiant  ridentitö  n /■(«)  =  (« -a). Ha;)  +  6. A«).     Ch.  Brisse.    N.ann. 
math.  Ser.  3,  VII,  314. 

422.  Thäorämes   sur  les  äquations  alg^riques  et  les  fonctions  quadratiques  de 

Campbell.    Aug.  Poulain.    Compt.  rend.  CVI,  470,  1479. 

423.  Sur  les  äquations  algäbriques  ä  racines  ton tes  reelles.  M.  d'Ocagne.  Compt. 

rend.  CVI,  731. 

424.  Sur  une  source  d^äquations  algäbriques  ayant  toutes  leurs  racines  rMeB. 

G.  Fouret.    Compt.  rend.  CVI,  1135,  1220. 

425.  Sur  le  thäor^me  de  Bolle.   Anonyme.   N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  302.    [Veigl 

Bd.  XXXIlI,  Nr.  103.] 

426.  Gdnäralisation  du  th^oräme  de  Bolle.    F.  Lucas.    Compt.  rend.  CVI,  121. 

427.  Determination  älectrique  des  racines  räelles  et  imaginaires  de  la  däiivde  d'an 

polynöme  quelconque.    F.  Lucas.    Compt.  rend.  CVI,  196. 

428.  Resolution  eiectrique  des  ^quations  alg^briques.     F.  Lucas.     Compirend. 

CVI,  268. 
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4S9.  Determination  älectriqne  des  lignes  isodynamiqnes  d*nn  polynftme  queleonqne. 

F.  Lneas.    Compt.  rend.  CVI,  687. 
430.  B^solntion  imm^diate  des  äqnations  an  moyen  de  T^lectricit^.     F.  Lnoae. 

Compt.  rend.  CVI,  646. 
481.  R^solation  dea  ^quationa  par  Nlectridtä.   F.  Lncas.  Compt.  rend.  CVI,  1072. 

432.  On  a  machine  for  Bolving  eqoations.  C.  V.  Boys.   Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXI,  241. 

433.  On  a  mechanical  method  of  solving  quadratic  and  cubic  eonations,  whether 

the  roots  be  real  or  impossible.    H.  Cunynghame.    rhil.  Mag.  Ser.  6, 
XXr,  260. 
Vergl.  Determinanten  308.   Elimination.  Functionen  879,  380.   Kegelschnitte 
463.    Oberflächen  zweiter  Ordnung  620. 


Hydredynamik. 

434.  Tnrbines.    J.  L.  Woodbridge.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXQ,  813. 

436.  Compl^ment  ä  la  th^orie  des  d^versoirs  en  mince  paroi  qui  8*^tendent  k  toute 
la  iargeur  du  lit  d'un  cours  d'eau:  influence,  sar  le  däbit,  (des  vitesses 
d'arriv^  des  filets  fluides.  J.  Boussinesq.  Compt.  rend.  CVU,  618,  638. 
fVergl.  Bd.  XXXni.  Nr.  491,  492,  494.] 

436.  On   stationary  waves  in  flowing  water.    W.  Thomson.    Phil.  Mag.  Ser.  6, 

XXII,  863,  446,  617. 

437.  Snr  les  mouvements  giratoires  des  fluides.  L.  L  e  co  r  n  u.  Compt.  rend.  CVI,  1664. 

Hyperbel. 

438.  On  a  new  hyperbolagraph.    H.  Cunynghame.   Phil.  Mag.  Ser.  8.  XXII,  188. 

439.  Hyperbole  engendräe  au  moyen  de  denx  paraboles.  M.  Boux.   N.  ann.  math. 

Ser.  8,  VII,  884. 

Hyperboloid. 

440.  ]ßtudier  le  complexe  des  cordes  d'un  hyperbolotde  ä  une  nappe  qui  sont  vues 

du  centre  sons  un  angle  droit.  E.  Marchand.  N.  atm.  matn.  Ser.  3,  VU,  8. 

441.  Thäoräme  sur  Thyperbololde.    Genty.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  436. 

I. 

IntegratloB  (unbestimmte). 

442.  Sur  rint^gration  par  partie.    Ph.  Gilbert.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  366. 
44S.  Sur  queliiues integrales remar^uables.  E.  Pomey.  N.  ann.  math. Ser. 3,  VII,  191. 

444.  Snr  les  intägrales  pseudo-elliptiquee.    Haiphen.    Compt  rend.  CVI,  1263. 

Interpolation. 

445.  Formales  dMnterpolation.    Carvallo.    Compt  rend.  CVI,  846. 

IiiTariaatentheorie. 

446.  Calcul  de  sous-invariants.    E.  Cesaro.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  VII,  464. 

447.  Sor  les  inyarianta  des  äquations  diff^rentielles.    £.  Gonrsat    Compt  rend. 

VUl,  898. 
VergL  Formen. 

Kegelsehnitte. 

448.  Synthetische  Untersuchungen  fiber  die  Schmiegungsebenen  beliebiger  Baum- 

cunren  und  die  Bealit&tsTerhältnisse  spedeller  Eegelschnitteysteme.    Ad. 
Eneser.    Mathem.  Annal.  XXXI,  607. 

449.  Applications  des  propriätäs  projectives  des  coniques.    Weill.    N.  ann.  math. 

Ser.  8,  Vn,  429. 
46a  Sur  la  courbure  des  coniques.    E.  Cesaro.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  152. 
451.  Sur  les  conrbnres  dans  les  coniques.     CL  Servais.     N.  ann.  math.  Ser.  8, 

vn,  869. 
46S.  The  differential  equation  of  a  conic.    Th.  Muir.  Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXI,  148. 
453.  La  solation  g^ometriqne  de  T^qnation  du  quatri^me  degre.    Fr.  Hof  mann. 

N.  ann.  math.  Ser.  8,  VII,  120. 
464.  Sur  un  th^oräme  de  Chasles.    H.  Faure.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  31. 
455.  Coniques  polaires  d'un  point  et  d*une  droite.    £.  Fontaneau.   N.  ann.  math. 


Ser.  8,  VII,  292. 
Hlrt..Ut.  Abtuig.  d.  Z«ltMhr. f.  M*tli. «.  Phjn,  XXXIV,  S.  Djjgzed  by 
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456.  Sar  les  qnadrilatöres  oircooscrits  k  dexa,  coniqaes.    Alex.  Renon.     N. 

math.  Ser.  3,  VII,  104.  . 

457.  Propri^täs  de  iaroia  coniqües.    H.  FervaL    N.  ann.  math.  Ser.  8«  VII,  tt6. 

458.  Sar  deux  säries  de  coniqües.    P.  Payet.    N.  ann.  math.  Ser.  S,  VII,  926. 

VergL  Differentialgleichungen  825.    Ellipse.    Hyperbel.    Kreis.   OberfiädiCD 
608.    Parabel.  KattenbrtAe. 

459.  Snr  la  conTergence  d'une  Araction  continne  alg^briqne.   Halphea.     Compt 

rend.  CVI,  1326. 

460.  Repräsentation   de  nombres  irrationnels  an  moyen  des  firactious  continnes. 

H.  Gyldön.    Compt  rend.  CVI,  1584,  1777. 

Kinematik. 

461.  Sor  certains  conoldes  et  en  particulier  sar  le  conolde  dePlficker.    A.  Mann- 

heim.   Compt.  rend.  CVI,  820. 

Kreis. 
46*2.  Snr  ane  propriätä  dn  cercle  des  neafpoints.  F.  Farjon;  N.  ann.  math.  Ser.  8, 

Vn,  289.  ^ 

468.  Snr  les  cerdes  inscrits  &  nn  triangle.  E  Cesaro.  N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  99. 
464.  Notiveaa  thdoräme  relatif  aox  circonfärences  tangentes.    loffroy.    N.  ann. 

math.  Ser.  3,  VII,  461. 


Xagnetismns. 
4C5.  Sar  Taimentation  des  corps  diamagnätiques.    P.  Dahem.    Compt.  rend.  CVI, 
736.     [V'ergl.  Bd.  XXXHI,  Nr.  525.] 

466.  Sar  rapplication  da  pbänom^ne  de  Taimentatioin  transversale  &  Tätade  da 

coemcient  d*aimentatiou  da  fer.    P.  Jan  et.    Compt  rend.  CVI,  200. 

K «xima  und  IfinhBa. 

467.  Sar  les  minima  de  sommes  de  termes  positifs  dont  le  prodait  est  constant. 

Ch.  Bloche.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  VII.  287. 

468.  Der  Modal  des  Maximum  Maximorum  einer  Function  ^(r«^0  in  Bezug  auf  9 

und  die  Anwendung:  seiner  Eigenschaften  auf  die  Reihe  YOn  Lagraoge. 
Nekrassoff.    Mathem.  Annal.  XXXI,  387. 

469.  Üeber  eine  specielle  geometrische  Aufgabe  des  Minimums.     Ed.  Neovius. 

Mathem  Annal.  XXXI,  359. 

470.  Sur  les  snrfaces  minima  et  le  th^or^me  de  Joachimsthal.  A.  Cayley.  Compt 

rend.  CVI,  995. 

471.  Sur  une  surface  minima  reelle.    B.  Niewenglowski.    N.  ann.  math.  Ser.  5, 

^".»»1-  lfeh«ük. 

472.  Anwendung  der  Aberschen  Functionen  auf  ein  Problem  der  Statik  biegsamer, 

unausdehnbarer  Fl&chen.    F.  KGtter.    Crelle  CHI,  44. 
478.  Thäor^me  de  Minding.    A.  Astor.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  VII,  88. 

474.  Sar  Texteneion  k  certains  points  de  Tune  des  propriät^  m^caniques  da  oentre 

de  ^ravit^.    A.  de  Saint- Germain-    Compt.  rend.  CVU,  945. 

475.  Ueber  eine  neue  Interpretation  der  Fundamentalgleidiangen  .der  Mechanik. 

J.  König.    Mathem.  Annal.  XXXI,  1. 

476.  G^n^ralisation  d*un  th^or^me  de  Gkiuss.  J.  Bertrand.  Compt  rend.  CVU,  5S7. 

477.  Groupement  et   constmction   gäom^trique   des   aco^Iärations  dans  un  solide 

toumant  autour  d'un  point  fixe.    Ph.  Gilbert    Compt  rend.  CVU,  YM, 
880,  946,  1028.    [Vergl.  Bd  XXXIII,  Nr.  582,  583.] 

478.  Sur  räquilibre  d*une  masse  h^tärog^ne  en  rotation.    H.  Poincar^.    Compt 

rend.  CVI,  1571. 

479.  Sur  une   Solution  ^Idmentaire  dn  probl^me  du  gyroscope  de  Foacault    El 

Guyon.    Compt  rend.  CVI,  1148. 

480.  Mouvement  dans  un  milieu,  dont  la  räsistance  est  proportionelle  au  carr^  de 

la  vitesse ,  d^un  point  mat^riel  attir^  par  un  centre  fixe  en  raison  de  U 

distance.    H.  Resal.    Compt  rend.  CVl,  1829. 
48  t.  Geometrical  repreeentation   of  momenta  and  products  of  inertia  in  a  plane 

section;  and  also  of  the  relations  between  sh'esses  and  strains  in  two 

dimensions.    A.  Lodge.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXII,  458. 
482.  Sur  la  mesure  de  Tintensitä  absolue  de  la  pesanteur.   G.  Defforges.  Coiapt 

rend.  CVI,  126. 
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8ar  un  ih^ordme  selatif  ä  Tfittraotion.    E.  Pioard.    Gompt.  rend.  CVn,  984. 
—  J.  Bertrand  ibid.  d86j 

484.  The  reaction  upon  the  drivin^-poiQt  of  a  System  executing  forced  harmonic 

OBoillations  of  varioas  penods  with  applications  to  electricity.   Hayleigh. 
PhiL  Mag.  Ser.  5,  XXi,  a69. 

485.  Sur  la  v^rificatioD  expärimentale  des  formales  de  Lama  et  la  valeor  du  coeffi- 

cient  de  Poisson.    £.  H.  Amagat    Compt.  rend.  GVI,  479. 

486.  Snr  la  th^orie  du'ressort  Belleville.    H.  Besal.    Compt  rend.  CVII,  713. 

487.  8ar  la  d^terminaüon.exacte  des  positions  r^ciproques  de  la  bielle  et  de  la 

manivelle  et  sur  une  äpure  de'distribution  tenant  compte  de  Fobliquitä 
des  bielles.    F.  DnboBt.    Oompt.  rend.  CVII,  904. 

488.  Sur  les  calculs  de  r^sistance  des  syst^mes  r^ticulaires  ä  lignes  ou  conditions 

surabondantes.    Fraenell  &  bachy.    Compt  rend.  CVlI,  729, 

489.  Bepr^seutation  des  attitudes  de  la  locomption  hamaine  au  moyen  des  figures 

en  relief.    Marev.    Compt  rend.  CVI,  1684. 

490.  ModificatioDs  de  la  pooto- Chronographie  pour  Tanalyse  des  mouvements  exä- 

cutäs  sur  place  par  un  animal.    Marey.    Compt.  rend.  CVll,  607. 

491.  Däeomposition  des  phasee  d^un  mouvement  au  mpyen  d'images  photogra- 

phiques.    Marej.    Compt.  rend.  CVII,  677. 

492.  Etüde  de  la  locomotion  hamaine  dans.  lee  cas  patbalogiques.    Qu^nu  &  De- 

meny.    Compt.  rend.  CVI,  1559. 

493.  De  la  claudication  par  doulear.    Marey.    Compt  rend.  CVU,  641. 

494.  Valeurs  relaÜTOs  des  deuz  composantes  de  la  force  d^ployäe  dans  le  coup  d*aile 

de  Toiseau,  d^duites  de  la  direction  et  de  Insertion  des  fibres  du  muscle 
grand  pectoral.    Marey.    Compt.  rend.  CVU,  549. 

495.  Sur  le  mode  de  locomotion  des  CheniUes.   0.  Carlet.  Compt  rend.  C VII,  131. 

496.  Sur  la  locomotion  terrestre  des  Beptiles  et  des  Batraciens  t^trapodes,  compar^ 

ä  celle  des  Mammif^res  quadrup^des.  G.  Carlet  Compt  rend.  CVIl,  562. 

497.  De  la  marche  d*an  insecte  rendu  tetrapode  par  la  suppression  d*one  paire  de 

pattes.    G.  Carlet.    Compt  rend.  CVJ],  565. 

498.  Des  mouvements  de  la  natation  de  Tanguille.  Marey.  Cempt- rend.  CVÜ,  643. 

Vergl.  Astronomie.  Capillarität  Elasticit&t  Elektricitftt.  Hydrodjnnamik. 
Magnetismus.  Molekularphysik.  Optik.  Variationsreohnong  573.  Wärme- 
lehre. 

Xelurdimensionale  Geometrie. 

499.  Die  Zusammensetzung  der  stetigen  -endlichen  *  Transformationsgrnppen.    W. 

Killing.    Mathem.  Annal.  XXXI,  232.-   [Vergl.  BdXXXlI,  Nr.  354.] 

Mittelwerthe. 

500.  Sur  une  g^n^ralisation  de  la  formule  des  aecroissements  finis.   T.  J.  Stieltjes. 

N.  ann.  math.  8er.  3,  VII,  26. 

Xoleonlarphysik. 

501.  Sur  les  lois  de  T^quilibre  chimique.    H.  Le  Chatelier.    Compt.  rend.  CVI, 

355,  598,  687,  1008.  —  P.  Duhem  ibid.  485,  846.  -^  J.  Montier  ibid.  687. 

O. 

'  ObeHllehen. '  ' 

502.  Ueber  FundamentalgrOssen  in  der  Flächentheorie.     J.  Knoblauch.  ,  Crelle 

Cni,  25.  ^ 

503.  Sur  les  Rurfaces  de  r^volution.  G.  Pirondini.  N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  486. 

504.  Determination  sous  forme  ezplicite  de  toote  surface  r^gl^e  rapport^  ä  ses 

lignes  asymptotiques,  et  en  ^articulier  de  toutes  les  surfaces  r^gl^es  ä 
lignes  asymptotiques  alg^briqoes.    G.  Koenigs.    Compt.  rend.  CVJ,  51. 

505.  Sur  leb  snrfaGes  r^gMee  apiilicabies  snr  une  surface  de  rävolutien.   A.  Pellet. 

Compt  rend.  CVI,  654.  —  Ch.  Bioche  ibid.  829. 
606.  Ueber  eiqei  besondere  Art  von  Strahlensystemen    R.  t.  Lilienthal.  Mathem. 
Annal.  XXXI»  85. 

507.  Sur  la  section  d'une  surface  par  un  plan  bitangent.  Juhel-Bdnoy.   N.  ann. 

math.  Ser.  3,  VE,  282. 

508.  Sur  la  surface  engendräe  par  une  conique  doublement  s^cante  &  une  conique 

fixe.    Demartres.    Compt  rend.  CVI,  340. 

509.  Ueber  eine  Eigenschaft  der  Flächen,  bei  denen  der  eine  Hauptkrfimmungs- 

radius  eine  Function  des  anderen  ist.   J.  Weingarten.    Crelle  CTIL  184. 
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510.  Snr  les  courbes  de  Mr.  Bertrand,  conaid^r^es  comme  liffnes  geod^siqiiec  de 

burfaces  cercl^es.    G.  Demartres.    Compt.  rend.  CVI,  1065. 

511.  Sar  les  surfaces   qui  ont  pour  lignes  de  courbare  d'an  Systeme  des  h^liees 

tracäes  sur  des  cylindres  quelconqnes     A.  Petot.    Compt.  rend.  CVI,  1517. 

512.  Ueber  die  Bedingung  für  die  Isometrie  der  Erfimmnngscurven.  J.  Eno  blanch. 

Grelle  CHI,  40. 

513.  Sur   les  lignes  de  coorbure  et  les  lignes  asymptotiques  des  sorfoces.    Le- 

lieuvre.    Compt.  rend.  CVI,  188. 

514.  Sur   les   lignes  de  courbure   des  cyolides.     G.   Hnmbert.     Compiu   reod. 

CVI,  257. 

515.  Sur  la  th^orie  des  cyclides.    Mlle.  Bortniker.    Compt.  rend.  CVI,  824* 

516.  Sur  les  poles  principanx  d'inversion  de  la  oyclide  de  Dupin.     G.  Poarel 

N.  ann.  matfa.  Ser.  3,  VII,  113. 

517.  Construction  gäom^trique  de  la  sorface  du  troiriäme  ordre.    R^flezioiis  aar  la 

g^n^ration  des  sorfaces  alg^briques  &  Taide  de  deox  faisceaox  projectiis. 
le  Jonqui^res.    Compt.  rend.  CVI,  526,  907;  CVII,  209. 

518.  Construction  g^om^inriqae  d*une  surface,  ä  points  donbles,  da  quatriäme  ordre. 

De  Jonquiäres.    Compt.  rend. CVII,  430. 

519.  Sur  les  surfaces  de  singnlant^s  des  systämes  de  courbes  construits  avee  an 

^Itoeot  donnd.    £.  Cosserat.    Compt.  rend.  CVli,  653. 
Vergl.  Cartographie.    Geodäsie.    Geschichte  der  Mathematik  415.    Hazima 
und  Minima  470,  471.    Mechanik  472. 

Oberflftohen  sweiter  Ordaimg. 

520.  Sur  Tezistenoe  de  trois  racines  reelles  de  T^quation  qoi  d^termine  les  azes 

principaux  d*an  cone.    Fr.  Hof  mann.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  VII,  90. 

521.  Sur  une  question  de  g^om^trie  li^  ä  la  th^orie  des  normales  ä  une  qnadriqoe. 

A.  del  Re.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  Vn,  359. 

522.  Propriät^  des  surfaces  centriques  du  second  ordre.     Em.  Male.     N.  aaii. 

math.  Ser.  3,  Vn,  317. 

523.  Surfaces  da  second  degr^  engeudr^  au  moyen  d*ane  ellipse  et  d*ane  hyper- 

hole  situöes  respectiyement  dans  deox  plans  rectangalaires.    £.  JaggL 
N.  ann.  math.  Ser.  3,  VII,  341. 

524.  Lieu  compos^  de  deuz  surfaces  du  second  ordre.  £.  Marchand.  N.  ann. math. 

Ser.  3,  vn,  14. 
Vergl.  EUipsoid.    Hyperboloid.    Paraboloid. 

OperationsoaleiiL 

525.  Sur  quelques  familles  d*opäratean  diffärentiels.     B.  Perrin.     Compi  rend. 

CVI,  1131. 

Optik. 

526.  The  luminiferous  aether.     De  Volson  Wood.    PhiL  Mag.  Ser.  5,  XX,  889. 

527.  Sur  la  mesure  des  indices  de  r^fractions  des  cristauz  k  dexa  azes  par  robeei^ 

vation  des  angles  limites  de  r^flezion  totale  sur  deuz  faoes  qu^eonqaes. 
Ch.  Soret.    Compt  rend.  CVH,  176,  479. 

528.  On  the  accuracy  of  focos  neoessaiy  for  sensibly  perfect  definition.  Sayleigh. 

Phü.  Mag.  Ser.  5,  XX,  854. 

529.  On  a  theorem  relating  to  curred  diffraction-gratings.  W.  Baily.  PhiL  Mag. 

Ser.  5,  XXn,  47. 
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In  der  „Deutschen  Litteratürzeitung"  1884  S.  210—213  hat  Val.  Rose 
kurz  über  einen  ftlr  die  Textkritik  des  Archimedes  hochwichtigen  Fond  be- 
richtet, den  er  in  der  Bibliotheca  Vaticana  gemacht  hat.  Er  hat  nSmlich  in 
cod.  Ottobon.  lat.  1850  eine  lateinische  üebersetznng  von  Archimedes  und 
Eutocius  aus  dem  XIII.  Jahrhundert  entdeckt,  die  er  als  Quelle  der  Ausgaben 
von  Gauricus  und  Tartaglia  nachweist.  Da  der  gelehrte  Entdecker  auf  meine 
Anfrage  erklärt  hat,  dass  er  auf  die  Yerwerthung  seines  Fundes  im  einzelnen 
verzichte,  habe  ich  theils  selbst  die  Handschrift  untersucht  und  stellenweise 
abgeschrieben  theils  durch  die  Freundlichkeit  des  Hm.  Dr.  A.  Mau  Abschrift, 
beziehungsweise  Collationen^  von  grösseren  Abschnitten  erhalten,  so  dass  ich 
jetzt  über  die  Bedeutung  der  Uebersetzung  als  Textesquelle  ein  Urtheil  ab- 
geben kann.  Diese  Frage  zu  erläutern  und  das  Material  in  genügendem  Um- 
fang vorzulegen  ist  der  Zweck  dieser  Abhandlung. 


Zuerst  die  Beschreibung  der  merkwürdigen  Handschrift  (vgl.  Rose). 

Der  kleine  Octavband,  früher  wie  ein  grosser  Theil  der  Ottoboniana 
dem  Grafen  Giovanni  Angelo  Altaemps  gehörig  (auf  dem  Titelblatt:  ex  codd. 
loannis  Angeli  ducis  ab  Altaemps),  jetzt  in  der  Vaticana  als  Ottobon.  1850 
bewahrt,  besteht  aus  drei  verschiedenen  Theilen,  die  erst  von  einer  ganz 
jungen  Hand  fortlaufend  paginirt  sind:  1)  fol.  1 — 7  die  auf  Pergament  ge- 
druckte Vorrede  des  Lascaris  zu  seiner  Ausgabe  der  griechischen  Anthologie 
(Florenz  1494),  2)  fol.  8—64  mit  einem  nicht  gezählten  Titelblatt,  worauf 
„1508  Venetiis  Andreae  Coneri",  derjenige  Theil,  der  uns  hier  beschäftigen 
soll,  von  gleichzeitiger  Hand  fol.  1 — 57  paginirt,  3)  fol.  65 — 75  perspectiva 
lohannis  de  picea,  von  alter  Hand  fol.  70—80  paginirt,  also  ursprünglich 
einer  anderen  Handschrift  angehörig,  wie  auch  die  Hand  eine  jüngere  ist  (es 
ist  das  bekannte  Werk  des  Joh.  Peckham;  am  Schluss  steht:  non  plus  de  hoc 
opere  inventum  est  apud  me;  est  vero  finitum  secundum  huius  Hbri  scripto- 
rem).  Theil  11  enthält:  fol.  1 — 2  eine  anonyme  Abhandlung  de  speculis  com- 
burentibus;  sie  steht  auch  in  cod.  Amplon.  387  fol.  57 — 59  (vgl.  Böse  Anecd. 
II  S.  291),  cod.  Basil.  F.  H.  33  fol.  105-106  (vgl.  Curtze  Liber  trium  fra- 
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tram  S.  111),  cod.  Dresd.  Db  85  fol.  11^—16,  cod.  Dresdens.  Db  86  foL  275 
—277  (vgl.  Curtze  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.,  hist-litterar.  Abth.  1883),  cod. 
Paris,  lat.  8680  A  fol.  61  —  64,  und  ist  nach  Mittheilung  E.  Wiedemanns 
üebersetzung  einer  auch  arabisch  erhaltenen  Abhandlung  von  Ibn  Al-Haitam 
(Alhazen).*)  fol.  3 — 4*':  ein  anonymes  Stück  de  ponderibus  (defect).  fd.  4* 
—  9:  liber  Archimedis  de  quam  pluribus  theorematis  (übergeschrieben  von 
zweiter  Hand:  yolutis;  es  ist  die  Schrift  %Bql  II/xqv);  am  Schluss:  completa 

i 

fuit  translatio  huius  anno  X  1269  mense  febr.  fol,  10—13^:  de  planis  aeqne 
repentibus,    fol.  13^ — 15^:  quadratura  parabolae;  am  Schluss:  completa  fdit 

translatio  eins  octavo  die  maii  anni  X  1269.    fol,  15^ — 16^:  dimensio  circnli, 

ohne  üebersehrift.    fol.  16^ — ^6^:  de  sphaera  et  cylindro  I — II;  am  Schluss 

das  Datum  29.  Sept.  1269.    fol,  27—37:  Eutocius  in  libros  11  de  sphaera 

et  cylindro;  10  Kai.  Nov.  1269.    fol.  38—45:  de  conoidibus;  Idib.  Nov.  1269. 

fol,  46 — 48^:  Eutocius  in  libros  II  de  planis  aequerepentibus;  21.  Nov.  1269. 

fol.  48^ — 53^:  de  insidentibus  aquae  I — II;  completa  fuit  translatio  eius  de- 

i 
cima   die   decembris   anno  X  1269.    fol.  53^ — 54:    Ptolemaeus   de   specalis; 

ultima  die  decembris  1269;  es  ist  die  von  Rose  Anecd.  II  S.  315  ff.  heraus- 
gegebene Katoptrik  Herons.  fol.  55 — 57:  Ptolemaeus  de  analemmate;  ohne 
Zweifel  die  von  F.  Commandino  herausgegebene  üebersetzung  des  griechiseh 
nicht  erhaltenen  Werkes.**)  Am  Schluss  steht  ein  Index  (mit  zweiter  Haad) 
und  am  Fuss  der  Seite,  wie  es  scheint,  mit  erster  Hand:  ultra  hec  grece 
reperitur  ^afi^lxrig  et  Eutocii  commentarius  in  circuli  mensurationem.  Die 
ganze  Handschrift  ist  mehrmals  durchcorrigirt,  theils  mit  erster  Hand  (zum 


*)  Eine  Ausgabe  bereite  ich  im  Verein  mit  Hrn.  Prof.  Wiedemann  schon  seit 
längerer  Zeit  vor. 

**)  Die  Vorrede  des  CommandiQus  (Eomae  1662)  beginnt:  Marcellns  Cerainiu 
adhuc  Cardinalis  paucis  ante  annis,  quam  altissimum  reipublicae  Christianae  gra- 
dum  obtineret,  duos  libellos,  unum  Archimedis  de  iis,  quae  in  aqua  uehantar, 
alterum  Ptolomaei  de  analemmate,  latine  redditos  e  diutnma  obscuritate,  in  qna 
latnerant,  euolaendas  curauit.  Es  ist  offenbar  eben  von  unserer  Hda.  die  Rede; 
denn  die  Bibliothek  des  Herzogs  Altaemps  hatte  einst  dem  Cardinal  Marcello 
Cervini  (als  Papst  Marcellns  II)  gehört  (s.  Blume  Iter  Italicum  III  8.  68  ff.),  durch 
dessen  Hände  auch  ein  Theil  der  Bibliothek  Georg  Vallas,  jedoch  nicht  seine 
griechische  Hds.  des  Archimedes  (wovon  wir  jetzt  die  Beschreibung  eines  Augen- 
zeugen haben,  des  Janos  Lascaris,  s.  Centralblatt  f.  Bibliothekswesen  I  S.  383  ff.), 
den  Weg  nach  der  Vaticana  nahm.  Weiter  unten  sagt  Commandin:  graecum  enim 
codicem  non  habemus,  et  is,  qni  de  graeco  conuertit,  ob  materiae,  in  qua  aeraa- 
batur,  obscnritatem  cymerias,  ut  ita  dicam,  tenebras  lectoribus  offndit  etc.,  was 
ganz  auf  unseren  Uebersetzer  passt.  Spärliche  Spuren  von  dem  griechischen  Text 
des  Ptolemaeus  habe  ich  in  dem  berühmten  Palimpsest  Ambros.  L  99  sup.  auf- 
gefunden; namentlich  ist  die  Figur  Ottobon.  fol.  63  erkennbar  Ambros.  fol.  143. 
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T'beil  mit  yerschiedener  Dinte),  theils  mit  zwei  jüngeren  Händen,  wovon  die 
eine  ganz  spät  ist. 

Andere  handschriftliche  Quellen  zu  den  hier  erwähnten  Schriften  sind 
nur  sehr  spärlich  nachgewiesen.  Die  Hdss.  der  Abhandlung  de  speculis  com- 
burentibus  wurden  oben  aufgezählt;  eine  derselben  (Amplon.  387)  enthält 
Ckuch  den  sogenannten  Ptolemaeus  (die  Katoptrik  Herons),  s.  Rose  Anecd.  11 
S.  291.  Derselbe  erwähnt  Anecd.  II  S.  294  ff.,  dass  dieselbe  üebersetzung 
von  Archimedes  JtsQl  iXinoDv  noch  in  cod.  Yatic.  Regln.  1253  enthalten  ist. 
Hierzu  kann  ich  noch  eine  Hds.  der  Nationalbibliotbek  zu  Madrid  fügen,  die 
ich  im  Sommer  1888  untersuchte.  Es  enthält  nämlich  der  cod.  Matrit.  Aa  30 
^membran.,  aber  ziemlich  jung)  ausser  Witelo  libb.  I — X  (fol.  1 — 306),  der 
lateinischen  Üebersetzung  von  Euklids  Katoptrik  (fol.  307 — 310^),  einer 
(arabisch?-)  lateinischen  Bearbeitung  der  Optik  desselben,  worüber  ich  bald 
näheres  mittheilen  werde  (fol.  310y  —  314^)  und  anderen  mathematischen 
Sachen*)  noch  unsere  üebersetzung  von  Archimedes  de  planis  aeque  repen- 
tibus  I— 11  (fol.  331'— 339'),  quadratura  parabolae  (fol.  339'-~343^),  di- 
mensio  circuli  (fol.  343''— 344^),  de  insidentibufi  aquae  I— II  (fol.  344"^— 352') 
und  Eutocius  in  libros  I — II  de  planis  aeque  repentibus  (fol.  371 — 376). 

Endlich  gab  es  noch  am  Ende  des  XVI.  Jahrb.  in  Köln  ein  jetzt  ver> 
Schollenes  Exemplar  wenigstens  der  Bücher  de  insidentibus  aquae  (Curtze 
Ueber  eine  Hds.  der  kgl.  Bibl.  zu  Dresden  S.  14),  ohne  Zweifel  in  unserer 
Üebersetzung. 

Herausgegeben  sind  ausser  dem  Ptolemaeus  de  analemmate  und  Ptole- 
maeus-Heron,  wovon  oben  die  Rede  war,  noch  folgende  Stücke: 

Archimedes  quadratura  parabolae  und  dimensio  circuli  von  Lucas  Gau- 
ricus,  Venet.  1503  (Archimedis  opp.  III  S.  XXXIY)  und  de  planis  aeque 


*)  Fol.  814^—317'  eine  anonyme  arithmetische  Abhandlang,  ine,  quantitatem 
aliqoam  mensurare,  des,  quemadmodam  6  ad  quattuor.  Fol.  317^ — 825':  inetru- 
mentam  gnomonicam  construere;  ine.  accipe  lamellam  aeneam,  des.  est  dyameter 
ad  profnnditatem,  34  propp.  Fol.  326'—  329'  29  propp.  von  Flächenberechnungen ; 
ffic.  superficies  famosa  est  quadrata,  des.  non  maltom  relinqnitur  erroris  sensibus. 
Fol.  329' — 331'  17  propp.  von  Volamenberechnungen;  ine.  corpus  cubicum  est, 
des.  scire  qnantnm  de  vino  est  in  dolio.  et  hie  est  finis  istias  tractatus.  —  Fol. 
362^—369'  Über  Maomet  filii  Moysi  Algorismi  de  algebra  et  almicbabala  translatas 
a  magro  Gerardo  Cremonensi  in  toleto  de  arabico  in  latinnm.  Fol.  369'— 362', 
ine.  quod  si  qois  dizerit,  des.  minus  radix  talis  mimeri.  Fol.  362  einige  Defini- 
tionen.  Fol.  362^^ — 363^  de  radice  numeri  invenienda  und  noch  ein  Paar  Kleinig- 
keiten. Fol.  363^^ — 369'  über  lordani  de  ratione  ponderis;  ine,  omnis  ponderosi 
motimi  esse ,  des.  in  plurium  habebit  trabere  b.  ea  fiuitur  liber  loradani  de  ratione 
ponderis.  et  sie  finit.  Fol.  369'  — 371',  ine.  quoniam  propter  regulärem  quorun- 
d^m  corporum,  des.  et  sicut  ponderis  s  ad  pondns  o  partiale.    et  ita  finit. 
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repentibus  I  —  II,  quadraturae  parabolae,  dimensio  circuli,  de  insidentibos 
aquae  I  von  Niccolo  Tartaglia,  Venet.  1543;  dann  de  insidentibos  aqnae  11 
nacb  Tartaglias  Papieren  von  Troianus  Curtius,  Venet.  1565  (Archimedis 
opp.  III  S.  XXIX  ff.);  die  beiden  Bücher  de  insidentibus  aqnae  gab  dann  ia 
verbesserter  Gestalt  Fr.  Commandino  heraus  (Bonon.  1565);  endlich  habe 
ich  nach  cod.  Ottobon.  die  Vorrede  zum  ersten  Buch  de  sphaera  et  cjrlindro 
herausgegeben  und  zur  Wiederherstellung  des  defecten  griechischen  Textes 
benutzt  (Mindre  Afhandlinger  udg.  af  det  philologisk-histor.  Samfiind,  Kopen- 
hagen 1887  S.  1— 8). 

Dass  Commandino  unsere  Handschrift  benutzen  konnte,  ist  oben  nach- 
gewiesen, und  daraus  entnahm  er  auch  die  Bücher  de  insidentibus  aqnae 
(Schluss  der  Vorrede  zu  Ptolemäus  1562:  vale  et  a  Commandino  tuo  libellum 
etiam  Archimedis  de  iis,  quae  in  aqua  uehuntur,  et  emendatiorem  et  fortasse 
illustriorem  propediem  expecta);  doch  hat  er  auch  die  Ausgabe  Tartaglias 
(vom  ersten  Buche  1543)  berücksichtigt ;  denn  die  Archimedis  opp.  III S.  XXXH 
aus  seiner  Vorrede  zu  Archimedes  angeführten  Worte  „codex  ipse,  ut  etiam 
interpres  fatetur,  vetustate  corruptus  et  mancus  est''  können  sich  doch  nur 
auf  das  Vorwort  TartagUas  beziehen;  im  Ottobon.  finden  sich  solche  Aeusse- 
rungen  nicht.  Freilich  muss  also  auch  Commandino  sich  über  das  wahre 
Sachverhältniss  durch  die  absichtliche  Unklarheit  Tartaglias  haben  täuschen 
lassen,  wenigstens  in  so  weit,  dass  er  seine  Vorrede  mit  der  üebersetznng 
selbst  in  Verbindung  setzte. 

Dass  Tartaglia,  wenigstens  in  den  von  Gauricus  nicht  edirten  Stücken 
den  Matritensis  (oder  sein  Original)  benutzt  hat,  geht  aus  vielen  Ueberein- 
stimmungen  hervor  (der  Ottobon.  war  1543  wohl  nicht  mehr  in  Venedig); 
so  hat  Matrit.  (aber  nicht  Ottobon.)  vor  de  planis  aeque  repentibus  I  dasselbe 
Stück  aus  Pappus  (dixerunt  enim  theorema  esse  —  ad  acquisitionem  ipsins 
quod  premittitur)  als  Tartaglia  fol.  5  (Archim.  opp.  III  S.  LII);  auch  die 
lächerlich  verstümmelte  Ueber-  imd  Unterschrift  der  Bücher  de  planis  aeque 
rep.  ist  im  Matrit.  und  bei  Tartaglia  gleichlautend  (nur  hat  Tartaglia  wie 
auch  sonst  Archimedis  statt  Archimenidis) :  incipit  liber  Archimenidis  de  cen- 
tris  grauium  uaMe  (d.  h.  uel  de)  planis  aeque  repentibus,  explicit  liber  Archi- 
menidis de  centrum  (d.  h.  centns)  grauitatis  uel  duplationis  (d.  h.  de  planis) 
aeque  repentibus.*)  Es  liegt  also  sehr  nahe  anzunehmen,  dass  er  auch  in 
den  ihm  und  Gauricus  gemeinsamen  Stücken  (quadrat.  parab.  und  dimensio 
circuli)  dieselbe  Hds.  benutzte.    Das  scheint  doch  aber  nicht  der  Fall  zu  sein; 


*)  Dass  umgekehrt  Matrit.  aus  Tartaglia  stammen  sollte,  ist  dadorch  aus- 
geschlossen, dass  Matrit.  noch  den  Commeutar  des  Eutocius  enthält  und  also 
jedenfalls  handschriftliche  Quellen  hatte. 
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er  hat  vielmehr  den  bequemeren  Weg  eingeschlagen  den  Gauricns  wörtlich 
abzuschreiben.    Denn  die  Ueberschrift  über  quadr.  parab.  lautet  bei  beiden: 
Archimedis  Syracusaui  tetragonismus.   incipit  Archimenidis  (Archimedis  Tar- 
ta^L)  quadratara  parabolae,  im  Matrit.  aber:  Ejusdem  Archimenidis  qui  dici- 
tnr  quadratara  parabole  liber  incipit,  und  der  Titel  tetragonismus  hat  eigent- 
lich nur  bei  Oauricus,  wo  er  auch  für  die  dimensio  circuli  gilt,  einen  Sinn 
(Archimedis  opp.  m  S.  XXXIY);  auch  die  falsche  Lesart  bei  Tartaglia  im 
Anfang  der  Vorrede:  mortuum  esse,  quod  erat  nobis  amicus,  q  (d.  h.  quod) 
bei  Ganricus  (qui  Matrit.),  scheint  so  entstanden  zu  sein,  dass  der  Setzer  des 
Gauricus  das  ähnliche  Compendium  für  qui  mit  q  vertauschte,  das  Tartaglia 
dann  getreu  mit  quod  auflöste.    Ob  Tartaglia  neben  Gauricus  auch  in  diesen 
Schriften  seine  Hds.  herbeizog,  vermag  ich  nicht  zu  entscheiden,  ebenso 
wenig  ob  Gauricus  den  Ottobon.  selbst  oder  den  Matrit.  benutzte;  für  das 
letztere  spricht  die  Lesart  epytrica  trigoni  abg  am  Schluss  der  quadrai  parab. 
(Gauricus,  Tartaglia);   denn  diese  Corruption  für  epitrita  steht  an  dieser 
Stelle  so  im  Matrit.,  während  Ottob.  epitrita  hat  und  überhaupt  die  griechi- 
schen Wörter  besser  wiedergiebt.    Wenn  das  der  Fall  ist,  entstammen  also 
die  groben  Fehler  bei  Gauricus,  die  Tartaglia  beibehält,  wohl  meist  seiner 
Hds.;  im  anderen  Falle  aber  sind  sie  als  reine  Druckfehler  zu  betrachten, 
und  dann  würde  ihr  Vorkommen  bei  Tartaglia  seine  sklavische  Abhängigkeit 
von  Gauricus  beweisen.    Eine  CoUation  weniger  Stellen  des  Matrit.  würde 
die  kleine  Frage  entscheiden  können. 

Der  Uebersetzer,  wenigstens  der  datirten  Stücke  des  Ottobon.,  ist,  wie 
Kose  a.  0.  ohne  Zweifel  richtig  vermnthet,  der  bekannte  Aristotelesübersetzer 
Wilhelm  von  Moerbek,  der  um  diese  Zeit  in  Viterbo  mehrere  Schriften  aus 
dem  Griechischen  tibersetzte  (Böse  Anecd.  II  S.  292  ff.).  Die  ganze  Art  der 
wörtlichen  Wiedergabe  des  Griechischen  ist  seiner  üebersetzung  von  Aristo- 
teles de  caelo  mit  dem  Commentar  des  Simplicius  (Venedig  1540)  sehr  ähn- 
lich; auch  üebereinstimmung  in  Einzelheiten  sind  nachweisbar  (quidem  igitur 
fi£v  (k2v,  inuicem  AXXriXovg^  quae  i^;  dagegen  ist  die  Simpliciusübersetzung  in 
der  Wiedergabe  von  ovv  igitur,  dr^  itaque,  &qa  ergo,  ffitfrs  quare  nicht  so 
consequent  als  diejenige  des  Archimedes).  Natürlich  entstammen  dann  auch 
die  nicht- datirten  Stücke  von  Archimedes  (de  planis  aequerep.,  dimensio  cir- 
culi), welche  die  Zeit  Februar- Mai  und  Mai- September  ausfüllen,  seiner 
Feder,  so  wie  auch  Ptolemaeus  de  analemmate.  Ueber  das  Fragment  de 
ponderibus  ist  mir  nichts  bekannt.  Zurück  steht  also  die  Abhandlung  de 
speculis  comburentibus,  die  abweichend  von  den  übrigen  nach  dem  Arabischen 
übersetzt  ist.  Da  sonst  keine  üebersetzung  eines  arabischen  Werkes  durch 
Wilhelm  bekannt  ist,  könnte  man  zweifeln,  ob  er  selbst  diese  Abhandlung 
übersetzt  habe;  es  müsste  jedenfalls  bedeutend  vor  1269,  dem  Datum  der 
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übrigen  üebersetungen  im  Ottoti^.f  geschehen  sein;  denn  Roger  Bacon  citirt 
schon  im  Opus  maius  (1267)  unsere  Uebersetzung.*)  Die  Möglichkeit  ist 
jedoch  nicht  zu  läugnen,  da  Wilhelm  wahrscheinlich  Arabisch  verstand  (ygi 
Witelo  in  der  an  ihn  gerichteten  Vorrede  seiner  Optik**):  libros  itaqae  uete- 
rum  tibi  super  hoc  negotio  perquirenti  occurrit  taedium  uerbositatis  Arabicae, 
implicationis  Graecae);  dafür  spricht  der  umstand,  dass  die  übrigen  Hand- 
schriften des  Werkchens  augenscheinlich  voin  Ottobonianas  abstammen,  und 
überhaupt  der  Charakter  dieser  Handschrift.  Es  ist  nämlich  kaum  zu  be- 
zweifeln, dass  wir  im  Ottobon.  das  eigene  Originalexemplar  des  Uebersetzers 
besitzen.  Das  beweisen  schon  die  am  Bande  beigeschriebenen  griechischea 
Wörter,  die  der  Vorlage  treu  nachgemalt  sind  und  sehr  oft***)  einer  Lacune 
im  Text  entsprechen;  der  üebersetzer  hat  offenbar  nicht  sofort  ein  lateini- 
sches Wort  finden  können  oder  das  griechische  Wort  nicht  gekannt  und  es 
dann  am  Bande  copirt,  um  später  nach  genauerer  Untersuchung  und  ein- 
geholter Auskunft  die  Lücke  fdllen  zu  können.  Das  alles  würde  ein  Ab- 
schreiber doch  kaum  so  genau  beibehalten  haben.  Dazu  kommt  noch  eine 
Reihe  von  Correcturen  der  ersten  Hand,  die  erst  von  diesem  Gresichtsponkte 
verständlich  werden.  Aus  dem  unten  abgedruckten  Buche  tuqI  iXix&v  führe 
ich  von  solchen  Correcturen  folgende  an  (ich  citire  den  griechischen  Text 
nach  meiner  Ausgabe): 

II  S.  34,  14  ToS  öh  [leyi^Bt  ixdaxa  xa  fieylaxa]  magnitudine  autem  sin- 
.  gula  (del.  m.  l)  quaelibet  maxime.    Er  hat  zuerst  hidata  mit  singula  geben 
wollen,  dann  aber  quaelibet  vorgezogen. 

n  S.  44,  10  iXd6(Sova  l6yov  iiei]  minorem  rationem  (del.  m.  1)  habet 
proportionem.  Auch  hier  ist  ihm  zuerst  rationem  in  die  Feder  geflossen, 
dann  hat  er  das  regelmässige  proportionem  an  die  Stelle  gesetzt,  aber  nach 
dem  schon  geschriebenen  habet. 

II  S.  56,  23   dixa  renvovaag]   in  duo   incidentis  (del.  m.  l)  scindentis; 


*)  In  der  Optik,  Opos  mains  ed.  lebb,  Venedig  1760  S.  308  ff. :  et  hoc  pro- 
batur  per  anctorem  libri  de  speculis  combiirentibus ,  qui  dicit:  qualiter  antem 
habeamns  epecnlam  concauDm  comburens,  caius  combnstio  eit  seeundom  loDgita- 
dinem  notam,  qaamcnnqne  voluerimns.     ponemus  laminam  de  chalybe  etc. 

**)  Auch  Witelo  benutzt  die  Abhandlang  de  specalis  comburentibus  in  unserer 
Uebersetzung  (umfangreicher  Auszug  IX,  41  —  44). 

***)  Hier  einige  Beispiele.  Eutocias  III  S.  78, 19  (in  meiner  Ausgabe):  ut  dio- 
cles  in  libro  de,  dann  Lacune  und  in  mg.  nv^Catv.  III  S.  104,  1:  regalis  sepolcn 
locum,  das  letzte  Wort  nachträglich  auf  einem  grösseren  Raum,  mg.  0]%^  (d.  L 
cFTjxdv).  In  dem  Fragment  bei  Eutocius  III  S.  154  ff.  ist  das  Wort  asymptota  immer 
in  Rasur  geschrieben  mit  erster  Hand,  am  Rande  stand  überall  das  griechische 
Wort,  das  aber  jetzt  wegradirt  ist.  IH  S.  188,  1—2  zweimal  pyriis  nachgetragen, 
am  Rande  nvf^itov  wegradirt. 
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hier  ist  incldo  verworfen  worden,  weil^^Qwtf tf Q^L^^^gch seit  werden 
konnte,  das  dem  gr.  nQoöTtlTnün  entspricht. 

n  S.  72,  10  tag  (asv  ZA  si^slag  iXciööova]  ea  quidexn  qnae  est  za  mi- 
norem (del.  m.  1)  recta  minorem.  Hier  hat  er  zuerst  vergessen  das  üher- 
flüssige  recta  dem  gr.  Texte  zu  Liehe  heiznfügen,  dann  aher  rechtzeitig  den 
Fehler  hemerkt 

II  S.  74,  17  iötm  dii  naXtv,  sl  dwcnov]  sit  itaque  si  (del.  ml)  rursum, 
si  possihile  est;  hier  ebenso  rursum  (Ttdhv). 

n  S.  76,  1  Ttotl  xav  &7t6  tov  A  Tuü^etov  ht  aitccv  ay^Aivccv]  ad  cathetum 

ad  (del.  m.  l)  ab  a  ad  ipsam  ductam.    Das  &7th  toü  A  anfangs  wegen  der  im 

Lateinischen  veränderten  Wortstellung  übersehen,  dann  sofort  nachgetragen. 

II  S.  84,  16  iv  xm  xiixAco  y^ccfifiä  ikda^ov]  in  circulo  minor  (del.  m.  l") 

linea  minor. 

n  S.  96,  16  Ttal  xav  ev&siav  xav  &jt6  xmv  jteQaxoDV  xag  skLHog  &yoiiivav^ 
et  a  rectis  (corr.  aus  recta  m-.  1),  quae  ab  ultimis  reuolntionis  ducuntur  (aus 
ducitur  m.  l).  Der  üebersetzer  nahm  zuerst  xav  ev^eiav  xav  .  .  ayofievav  — 
Accente  waren  in  seiner  Hds.  nicht  da  —  als  Accusativ  Singul.,  wurde  aber 
nachher  auf  den  grammatischen  Zusammenhang  aufmerksam. 

II  S.  106,  17  ri  xqIxov  (ligog  (Nominativ)]  tertiam  pai'tem  (corr.  in  ter- 
tia  pars  m.  l).  Weil  der  Zusammenhang  ihm  anfangs  nicht  durchsichtig 
war,  nahm  er  xb  —  (ligog  als  Accusativ.    Ganz  ebenso  11  S.  116,  4— 5. 

II  S.  110,  6  fjua  iXdöaovsg]  minore  (del.  m.  1)  pauciores  una.  Ehe  er 
minores  ganz  ausgeschrieben,  wurde  er  inne,  dass  diese  gewöhnb'che  üeber- 
Setzung  von  iXdööovsg  hier  nicht  passe. 

11  S.  114,  21  rotf  ne^iexofiivov]  circum  (del.  m.  1)  contento.  Er  wollte 
anfangs  circumscripto  (nsQiex.)  geben. 

n  S.  120,  2  &6XS  to  neQi/yQaq)6fisvov  (S%rj(jia  (isi^ov  elfiev]  ut  circumscripta 
figuram  (m  del.  m.  1).  Der  falsche  Accusativ  ist  ihm  offenbar  desshalb  in 
die  Feder  geflossen,  weil  die  griechische  Construction  ihm  vor  dem  Gedanken 
schwebte. 

Diese  Eigenthümlichkeit  der  Hds.  erhöht  natürlich  ihre  Brauchbarkeit 
für  die  Kritik  ganz  bedeutend;  wir  haben  es  nur  äusserst  selten  mit  Schreib- 
fehlem zu  thun  und  dann  immer  mit  völlig  irrelevanten.  Ehe  wir  aber  dazu 
hintlbergehen  die  Stellung  der.  üebersetzung  unter  den  Textesquellen  zu  be- 
stimmen, theile  ich  zunächst  einige  Proben  mit,  nämlich 

1)  Das  Buch  ns^l  iklKwv  vollständig,  doch  ohne  die  Figuren,  die  mit 
denen  meiner  Ausgabe  stimmen;  die  Buchstaben  entsprechen  sich,  wie  folgt 
Griech.       ABr^EZHSIKAMNSOnPZTOX 
Uebersetz.  abgdezh   tiklmnxoprsy   fq 
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^,  Sl  nnd  %  q  sind  in  der  üebersetzung  beibehalten,  T  wird  gew5luilicli  mit  c 
wiedergegeben  (in  prop.  XI  mit  z). 

Einige  Bemerkungen  über  die  zierlichen,  aber  öfters  nachgebesserten 
Figuren  fanden  in  den  Anmerkungen  Platz,  unwesentliche  Abweichungen  Ton 
den  meinigen  aber  blieben  unbertLcksichtigt. 

2)  Als  Probe  der  yon  Gauricus-TartagUa  herausgegebenen  Stücke  die 
xwdov  \iikqriaig  mit  den  Varianten  der  Ausgaben  von  Oauricos  (6)  and  Tar- 
taglia  (T).  Die  weggelassenen  Figuren  ohne  bemerkenswerthe  Abweichiuigeii 
von  den  meinigen. 

3)  Die  Vorrede  zu  %b^I  öipatgag  xal  xvXlvÖQov  IL 

4)  Eutocius  ad  lib.  I  de  sphaera  et  cyl.  III  p.  4,  2—  6,  7. 

5)  Collation  der  beiden  Bücher  tcsqI  oxoviiivmv  mit  meiner  AusgaJbe  11 
S.  359 — 426.  Hier  besitzt  ja  nftmlich  der  Ottobon.  den  Werth  der  einzigen 
Quelle. 
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Ineipit  liber  Arehimedis  de  quam  pluribus  theorematiß. 

Arohimedes  Dositheo  gaudere. 

Theorematum  ad  Cononem  missomm,  pro  quomm  demonstrationibas  sem- 
per  mittis  michi  ut  scribam,  plarimomm  quidem  in  delatis  ab  Eraclide  habes  5 
scriptas,  quasdam  antem  ipsorum  etiam  hoc  libro  scriptas  mitto  tibi,    non 
mireris  autem,  si  pluri  tempore  post  quam  fecimus,  tradimus  demonstrationes 
ipsomm.    accidit  enim  Hoc  iieri,  quia  prins  volui  dari  circa  mathemata  nego- 
ciantibus  et  haec  addiscere  desiderantibus.   qye  enim  eoram  que  in  geometria 
theorematum  non  facilis  metodi  in  primo  apparentia  tempore  elaborationem  10 
accipiuntur.  Konon  quidem  non  sufiicienti  tempore  ad  declarationem  ipsorum 
accepto  transegit  uitam  et  obscura  fecit  et  haec  omnia  inuenit  et  alia  multa 
inaenit  et  ad  plurimum  produxit  geometriam.    scimus  enim  infuisse  ei  con- 
suetndinem  non  quamcunque  circa  mathema  et  laboris  amorem  ezcedentem. 
post  mortem  autem  Cononis  multis  annis  superuenientibus  a  nuUo  nullum  15 
problema  propius  motum.    volo  autem  singula  ipsa  proferre.    etenim  accidit 
duo  quedam  inter  ipsa  non  separata,  finem  autem  attingemus,  ut  dicentes 
quidem  omnia  adinuenire,  demonstrationem  autem  eorum  proferentes  arguan- 
tur  tamquam  confitentes  inuenire  impossibilia.  hec  itaque  que  problemata  sint, 
et  quorum  demonstrationes  habes  missas,  et  quorum  hoc  libro  ferentes  pro-  20 
bantes  ins  ... .  tibi. 

Primum  itaque  problema  erat:  spera  data  planum  spatium  inuenire  equale 
super ficiei  spere;  quod  utique  et  primo  fnit  manifestum  tradito  eo  qui  circa 
speram  libro.    ostenso  enim,  quod  omnis  spere  superficies  quadrupla  est  maximi 


2  quam  plurihtui]  snpra  scr.  m.  2:  völutia,  6  mittis]  manchs  mg.  m.  2. 

michi]  c  del.  quidem]  renoa.  m.  2.  Eraclide]  H  add.  m.  2.  8  -ca  ma-] 
renon.  m.  2.  9  qve  enim]  e  corr.  m.  2.  10  metodf]  h  add.  m.  2.  11  quidem 
non]  renon.  m.  2.  12  uitam]  renou.  m.  2.  -uenit]  renon.  m.  2.  13  et] 

renon.  m.  2.  consuetudinem]  intelligentiam  snpra  scr.  m.  2.  14  quamcunque]  tmZ- 
garem  mg.  m.  2.  mathema]  mathemä,  15  -ueni-]  renon.  m.  2.  16  autem] 
eac  renon.  m.  2.  17  separata]  renon.  m.  2.  21  ins .. .]  incertae  litterae,  seq. 
qnaedam  euan.        22  spera]  h  insemit  m.  2,  nt  in  seq.  semper. 
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circuli  eorum  qui  in  spera,  palam,  quod  possibile  est  spatinm  planum  inaeniie 
equale  superficiei  spere. 

Secundam  autem:  cono  dato  aat  cjlindro  speram  inaenire  equaJein  cobc 
aut  cylindro. 
6  Tertium  autem:  speram  datam  piano  decindere,  ut  decisiones  ipsius  sd 

inuicem  ordinatam  proportionem  habeant. 

Quartum  autem:  datam  speram  piano  decindere,  ut  decisiones  snperficiei 
ordinatam  proportionem  habeant  ad  inuicem. 

Quintum  autem:  datam  decisionem  spere  date  decisioni  spere  assimilare. 

10  Sextum  autem:  duabus  datis  decisionibus  spere  siue  eiusdem  siue  alte- 

rius  inuenire  aliquam  decisionem  spere,  que  erit  ipsa  quidem  similis  alteii 

decisionum,  superficiem  autem  equalem  habebit  superficiei  alterius  decieioniä. 

Septimum:  a  data  spera  decisionem  decidere  piano,  ut  decisio  ad  conum 

habentem  basim  eandem  decisioni  et  altitudinem  equalem  ordinatam  propor- 

15  tionem  habeat  non  maiorem  ea,  quam  habent  tria  ad  duo. 

Horum  quidem  igitur  dictorum  omnium  demonstrationes  Eraclides  de- 
tulit;  quod  autem  praeter  haec  separatum  falsum  erat;  est  autem:  si  spen 
piano  decindatur  in  inequalia,  maior  decisio  ad  minorem  daplam  proportionem 
habebit,  quam  maior  superficies  ad  minorem,  quod  autem  hoc  falsum  sit^  per 
20  prius  missa  manifestum  est.  separatum  enim  est  in  ipsis  hoc:  si  spera  piano 
decindatur  in  inequalia  ad  rectos  diametro  alicui  earum  que  in  spera,  maior 
decisio  ad  minorem  eandem  habebit  proportionem,  quam  decisio  maior  dia- 
metri  ad  minorem;  maior  enim  decisio  spere  ad  minorem  minorem  quidem 
quam  duplam  proportionem  habet  eius,  quam  habet  maior  superficies  ad  mino- 
26  rem,  maiorem  autem  quam  emioliam. 

Erat  autem  et  extremum  separatum  problematum  falsum,  quod  si  spere 
alicuius  diametrus  decindatur  ita,  ut  tetragonum  quod  a  maiori  decisione  tri- 
plum  sit  tetragoni  quod  a  minori  decisione,  et  per  Signum  planum  ductum 
ad  rectos  diametro  decindat  speram,  talis  specie  figura,  qualis  est  maior  spere 
SO  decisio,  maxima  est  aliarum  decisionum  habentium  equalem  superficiem.  quod 
autem  hoc  falsum  sit,  palam  per  prius  missa  theoremata.  ostensum  enim  est, 
quod  emisperium  maximum  est  contentarum  ab  equali  superficie  spere  de- 
cisionum. 

Post  haec  autem  de  cono  problematizata  sunt  haec:  si  orthogonii  coni 


1  spera]  seq.  ras.  2  litt.  3  secumdwn  auUni]  in  ras.  m.  2.  6  deeindertl 
(sie)  'dere  comp,  e  corr.  m.  2.  ut]  e  corr.  m.  2.  decisiones]  -es  e  corr.  m.  2. 
7  super ficiei]  seq.  ras.  2—3  litt.  9  datam]  -am  in  ras.  m.  2,  seq.  ras.  2  litt 

16  Eraclides]  H  add.  m.  2.        19  hoc]  e  corr.  m.  2.        20  ipsis]  -sis  e  corr.  m.  2. 
21  alicui]  -icui  e  corr.  m.  2.  25  emioliam]  h  add.  m.  2.  28  ductum]  -um 

renou.  m.  2.        32  emisperium]  hemi^herium  m.  2. 
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deeisio  manente  diameixo  circumferatnr,  nt  sit  axis  diametrus,  circumscripta 

fignra  a  decisione  orthogonii  coni  conoidalis  uocetur.   et  si  conoidalem  figuram 

plannm  contingat,  eqnidistanter  antem  penes  contingens  planum  aliud  planum 

dvictom  decindat  aliquam  decisionem  conoidalis,  decise  decisionis  basis  quidem 

uocetur  decindens  planum,  uertex  autem  Signum,  secundum  quod  contingit  5 

alteram  planum  ipsum  conoidale.    si  itaque  et  dieta  figura  piano  decindatur 

ad  rectos  axi,  quod  quidem  decisio  circulus  erit,  palam,  quod  autem  detrun- 

cata  decisio  emiolia  erit  coni  habentis  basim  eandem  decisioni  et  altitudinem 

eandem,  ostendere  oportet,   et  si  conoidalis  due  decisiones  decindantur  planis 

qualitercunque  ductis,  quod  quidem  igitnr  decisiones  erunt  acutorum  angnlo-  10 

nxm  conorum  decisiones,  palam,  si  descindentia  plana  non  recta  sint  ad  axem, 

quod  autem  decisiones  ad  inuicem  haue  habeant  proportionem ,  quam  babent 

potentia  ad  inuicem^  que  a  uertice  ipsorum  eqnidistanter  penes  axem  usque 

ad  plana  descindentia,  ostendere  oportet,    horum  autem  demonstrationes  non 

nntic  tibi  mittuntur.  15 

Post  hec  autem  circa  elicas,  quas  latini  uolutiones  uel  reuolutiones  uocant, 
erant  problematizata  haec;  sunt  autem  uelut  aliud  quoddam  genus  problema- 
tmn  nibil  communicantia  predictis;  de  quibus  demonstrationes  in  hoc  libro 
scripsimus  tibi,  sunt  autem  haec:  si  recta  linea  in  piano  manente  altero  ter- 
mino  equeuelociter  circumdelata  restituatur  iterum,  unde  incepit,  simul  autem  so 
linee  circumdelate  feratur  aliquod  Signum  equeuelociter  ipsum  sibi  ipsi  per 
rectam  incipiens  a  manente  termino,  Signum  helicem  describet  in  piano. 

Dico  itaque,  spatium  comprehensum  ab  elice  et  a  recta  restituta,  unde 
incepit,  tertiam  partem  esse  circuli  descripti  centro  quidem  manente  puncto, 
distantia  antem  ipsa  recta  pertransita  a  signo  in  una  circumlatione  recte.       26 

Et  si  elicem  contingat  aliqua  recta  secundum  terminum  elicis,  qui  ulti- 
mns  sit,  alia  autem  aliqua  recta  circumducte  et  restitute  linee  ad  rectos  an- 
gnlos  ducatur  a  manente  circa  idem,  ut  incidat  contingenti,  dico,  adductam 
rectam  equalem  esse  circuli  periferie. 

Et  si  circumducta  linea  et  Signum  delatum  per  ipsam  pluribus  circum-  30 


2  conoidalis]  prius  i  in  ras.  m.  2,  nt  saepias.  4  decise]  -e  e  corr.  m.  2. 

7  palam]  in  ras.  plurium  litt.  m.  2.  detruncaia]  post  c  ra«.  1  litt.  8  emiolia] 
h  add.  m.  2.         9  conoidalis]  corr.  ex  conoydalis  m.  2.  11  descindentia]  corr. 

ex  decindentia  m.  1.  18  uertice]  uerticibus  m.  2.  Post  ipsorum  add.  ducte{?) 
m.  2.  16  nunc]  dum  m.  2;  mg.  m.  1:  otnra>  forte  owa,  16  elicas]  Juilices 

m.  2.  quas — uocant]  del.  m.  2.  uolutiones]  uolutas  m.  2.  uolutiones  uel 
reuolutiones]  in  ras.  m.  1.  17  sunt  atäem  velut]  renon.  m.  2.  aliud]  supra 

Bcr.  m.  1.  18  nihil]  renou.  m.  2.  predictis]  -dictis  renoa.  m.  2.  22  helicem] 
e  corr.  m.  2.  23  „infra  24''  mg.  m.  1.  elice]  h  add.  m.  2  ut  semper  fere. 
26  „infra  18"  mg.  m.  1.  27  sit]  fit  m.  2.  30  „demonstrantur  infra  in  37" 
mg.  m.  1.        -cumlationibus]  renou.  m.  2. 
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lationibus  circumferantnr  et  restitiiantnr  iterom,  onde  incepit,  dico,  spacii  etus, 
qnod  in  secunda  circumlatione  comprehensom  est  ab  elice,  quod  qoidem  n 
tertia  comprehensuin  daplum  erit,  quod  autem  in  quarta  triplam,  quod  aut^ 
in  quinta  qnadmplam,  et  semper  que  in  posterioribus  circnmlationibns  oob- 
5  prehenduntnr  spatia,  secondum  consequentes  nameros  mnltiplicia  fore  einif 
quod  in  secunda  circumlatione  comprehensum  est,  quod  autem  in  prima  cir- 
cumlatione comprehensum  est  spatium,  seztam  partem  esse  eins  spatü,  quod 
in  secunda  circumlatione  comprehensum  est. 

Et  si  in  elice  in  una  circumlatione  descripta  duo  signa  accipiantur  et  tJa 

10  ipsis  copulentur  recte  ad  manentem  eztremitatem  circumducte  linee,  et  circoü 
duo  describantur  centro  quidem  manente  signo  distantiis  autem  copulatis  id 
manentem  extremitatem  recte,  et  minor  copulatarum  educta  fuerit,  dico,  com- 
prehensum spatium  a  maioris  circuli  periferia  ea  que  ad  eadem  elici  inier- 
medifie  rectarum  ente  et  elice  et  recta  educta  ad  comprehensam  spatium  a 

15  minoris  circuli  periferia  et  eadem  elice  et  recta  coniongente  ultima  ipsarum 
hanc  habebit  proportionem,  quam  habet  que  ex  centro  minoris  circuli  com 
duabus  tertiis  partibus  ezcessus,  quo  ezcedit  que  ex  centro  maioris  circuli 
eam  que  ex  centro  minoris,  ad  eam  que  ex  centro  maioris  circuli  una  tertia 
parte  dicti  excessus.    herum  itaque  et  aliorum  de  elice  in  hoc  libro  demon- 

20  strationes  a  me  scribuntur.  preiacent  autem  sicut  et  aliis,  que  geometrizantar, 
oportunitatem  habentia  ad  demonstrationem  ipsorum.  sumo  autem  et  in  biis 
eorum  que  in  prius  traditis  sumptiones  has:  inequalium  linearnm  et  inequa- 
lium  spatiorum  excessum,  quo  excedit  maius  minus,  ipsum  compositum  possi- 
bile  esse  excedere  omne  propositum  eorum,  que  ad  inuicem  dicuntur. 
1  Si  per  aliquam  lineam  feratur  aliquod  Signum  equeuelociter  ipsum  sibi 

26  ipsi  motum,  et  accipiantur  in  ipsa  due  linee,  accepte  eandem  habebunt  pro- 
portionem ad  inuicem  quam  quidem  tempora,  in  quibus  signum  lineas  per- 
ambulauit. 

Feratur  enim  aliquod  signum  penes  lineam  ah  equeuelociter,  et  accipiaa- 

30  tur  in  ipsa  due  linee  cdy  de,  sit  autem  tempus,  in  quo  lineam  cd  signum 
perambulauit,  zh^  in  quo  autem  lineam  de,  ht    ostendendum,  quod  eandem 


1  incepit]  inceperunt  ixi.  2.  3  erit]  fore  m.  2.  6  fore]  antecedit  ras.  € 
litt.  9  in]  4  litt.  euan.  „infra  28*'  mg.  m.  1.  10  copuiUwtur]  e  corr.  dclI 
11  copulatia]  in  ras.  m.  1.  12  copuiaiarum]  e  corr.  m.  1.  educta]  in  ras.  m.  1. 
13  periferia]  antecedit  dreumlaiione ,  sed  del.  m.  1.  ea  que  ad]  e  corr.  m.  1. 
elici]  'Ci  e  corr.  m.  2.  intermedia'^  -ec  e  corr.  m.  2.  14  ente]  enti  m.  1 

educta]  e  corr.  m.  1.  15  periferia]  ante  hoc  uoc.  del.  circumIcUione  m.  1- 
16  minoris]  maioris  m.  2.  17  que— eam]  seq.  ras.  mg.  m.  1.  18  ad —maioris] 
mg.  poBtea  add.  m.  1.  19  demonsirationes  in  hoc  libro  m.  2.  20  ^iie]  renoo- 
m.  2.  22  Post  traditis  add.  A  et  nocab.  euan.  Qibris?).  sumptiones]  mat  io 
suppositicnes  m.  1.        23  Ante  ipsum  del.  ipsorum  m.  1.        25  1  mg.  m.  2. 
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habent  proportionem  cd  linea  ad  lineam  de  quam  tempns  0h  ad  tempus  ht 
componantnr  enim  ex  lineis  cd,  de  linee  ad^  db  secundum  quamcunque  com- 
positionem,  ut  ezcedat  lisea  ad  lineam  dh,  et  qnoties  quidem  componitar  linea 
cd  in  linea  ad,  toties  componatur  tempns  jsh  in  tempore  Ih,  quoties  autem 
componitar  de  linea  in  d&,  toties  componatur  ht  tempns  in  tempore  kh,   quc^  5 
niana  igitnr  snpponitor  Signum  equeuelociter  delatnm  esse  per  lineam  ah, 
palam,  quod  in  quanto  tempore  per  lineam  cd  delatnm  est,  in  tanto  unam- 
qnamqne  equalem  ei,  que  est  cd,    manifestum  igitur  quod  et  per  compositam 
lineam  ad  in  tanto  tempore  delatum  est,  quantxun  est  Ih  tempns,  quoniam 
toties  componitnr  cd  linea  in  ad  linea  et  eh  tempus  in  tempore  Ih.    propter  10 
liaec  itaqae  et  per  lineam  hd  ia  tanto  tempore  signum  motum  est,  quantum 
est  kh  tempus.    quoniam  igitnr  maior  est  ad  linea  quam  bd,  palam,  quod  in 
pluri  tempore  signum  per  lineam  da  motum  est  quam  per  bd.  quare  tempus 
Ih  maius  est  tempore  kh,  similiter  autem  ostenditur,  et  si  ex  temporibus  zh, 
ht  componantnr  tempora  secundum  quamcunque  compositionem,  ut  excedat  15 
alterum  alterum,  quia  et  compositam  ex  lineis  cd,  de  secundum  eandem  com- 
positionem excedet  proportionalis  excedenti  tempori.    manifestum  igitur,  quod 
eandem  habebit  rationem  cd  ad  lineam  de  quam  tempus  jsh  eid  tempns  ht, 

8i  duobus  signis  utroque  per  aliquam  lineam  moto  non  eandem  equeuelo-  2 
citer  ipsum  sibi  delato  accipiantur  in  utraque  linearum  due  linee,  primeque  20 
in  equalibus  temporibus  a  signis  permeentur  et  secunde,  eandem  habebunt 
proportionem  ad  inuicem  accepte  linee. 

Sit  per  lineam  ab  motum  aliquod  signum  equeuelociter  ipsum  sibi  ipsi 
et  aliud  per  lineam  kl,  accipiantur  autem  in  linea  ab  due  linee  od,  de  et  in 
linea  kl  eh,  ht,  in  equali  autem  tempore  id  quod  per  ab  lineam  delatum  25 
Signum  per  lineam  cd  moueatur,  in  quauto  alterum  per  kl  delatum  per  eam 
que  sh.  similiter  autem  et  per  lineam  de  in  equali  moueatur  Signum,  in 
quanto  alterum  per  ht.  ostendendum,  quod  eandem  habet  proportionem  cd 
zd  de,  quam  eh  ad  ht.  sit  itaque  tempus,  in  quo  per  lineam  cd  mouetur 
Signum  mn;  in  hoc  itaque  tempore  et  alterum  signum  mouetur  per  eh,  rar-  30 
sum  itaque  et  in  quo  per  lineam  de  mouetur  signum,  sit  tempus  nx;  in  hoc 
itaqne  et  alterum  signum  mouetur  per  ht.  eandem  itaque  proportionem  habe- 
bunt  cd  ad  de  lineam  quam  tempus  mn  ad  nx,  et  eh  ad  ht  quam  tempus  mn 
ad  nx,  palam  igitur,  quod  eandem  habent  proportionem  cd  ad  de  quam  eh  ad  ht. 


8  cd]  renou.  m.  2.        Fig.  m.  2,  fuit  similis  a  m.  1.  compositionefn]  -m 

in  ras.  plorium  litt.  m.  2.        7  tanto]  post  hoc  nocabulnm  add.  per  m,  2.       Post 
fMcmquamque  add.  delatum  est  mg.  m.  2.  8  per]  insert.  m.  1.  11  haec] 

eadem  m.  2.  16  cd]  in  ras.  m.  1.  17  propartionaiis]  mg.  omoloffus  m.  2. 

19  2  mg.  m.  2  (numeri  propositionum  ab  initio  etiam  m.  1  additi  faermit,  sed 
enan.).        25  id]  in  ras.  m.  2.      Fig.  in  ras.  m.  2. 
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3  Circulis  datis  quotcunque  multitadine  possibile  est  rectam  accipere  maio- 
rem  entern  periferiis  circulorum. 

Circamscripto  enim  circa  Tmumquemqne  circulorum  polygonio  palam,  quod 
que  ex  omnibus  componitur  perimetris  recta  maior  erit  omnibus  perifeiiis 
6  «ircttloram. 

4  Duabns  lineis  datis  inequalibns  recta  scilicet  et  cb'culi  periferia  possibile 
est  accipere  rectam  maiore  quidem  datarum  lineanim  minorem,  minore  autero 
maiorem. 

Quoties  enim  excessus,  quo  excedit  maior  linea  minorem;  ipsi  compositus 

10  excedet  rectam,  et  in  tot  equalia  diuisa  recta  una  decisio  minor  erit  excessu. 

si  quidem  igitur  et  periferia  maior  recta  una  decisione  apposita  ad  rectam 

minore  quidem  datarum  palam  quod  maior  erit,  maiore  autem  minor;  etenim 

que  apponitur,  minor  erit  excessu. 

5  Circulo  dato  et  recta  contingente  circulum  possibile  est  a  centro  circnli 
16  ducere  ad  contingentem  ita,  ut  intermedia  contingentis  et  periferie  circnli 

recta  ad  eam  que  ex  centro  minorem  proportionem  habeat  quam  periferia  cir- 

culi  intermedia  contactus  et  protracte  ad  datam  quamcunque  circuli  periferiam. 

Detur  circulus  ahgy  centrum  autem  ipsius  ky  et  contingat  circulum  de  penes 

&,  data  sit  autem  et  circuli  periferia  qualiscunque.   possibile  autem  est  accipere 

20  data  perifena  aliquam  rectam  maiorem,  et  sit  e  recta  maior  data  periferia.  duca- 
tur  autem  a  k  centro  equidistanter  penes  dz  que  ah^  et  ponatur  que  ht  eqoalise 
extensa  ad  &.  a  X;  centro  itaque  ad  t  copulata  educatur.  eandem  itaque  proportio- 
nem babet  te  ad  tk  quam  6^  ad  th.  ergo  £r^  ad  ^A;  minorem  proportionem  habet 
ea  quam  bt  periferia  ad  datam  periferiam,  quia  que  quidem  bt  recta  minor  est 

25  periferia  bt^  que  autem  ih  maior  data  periferia.  minorem  igitur  proportionem 
habet  et  que  £r^  ad  eam  que  ex  centro  quam  que  bt  periferia  ad  datam  periferiam. 

6  Circulo  dato  et  in  circulo  linea  minore  diametro  possibile  est  a  centro 
circuli  ad  periferiam  ipsius  adnectere  rectam  secantem  eam  que  in  circulo 
datam  lineam  ita,  ut  accepta  recta  intermedia  periferie  et  recte  in  circulo  daie 

30  ad  eam  que  a  concurrentis  termino  eo  quod  super  periferiam  copulata  ad 
alteram  partem  dato  in  circulo  recte  statutam  proportionem  habeat,  etsi  data 
proportio  minor  sit  ea,  quam  habet  medietas  in  circulo  dato  ad  eam  que  a 
centro  cathetum  ad  ipsam  ductam. 


1  8]  euan.  m.  1,  add.  rordus  m.  2.  6  4]  euan.  m.  1,  repet.  m.  2.  9  Ante 
ipsi  add.  sibi  m.  2.  compositus]  -tM  in  ras.  m.  2.  18  erit]  est  m.  2.  14  6]  euan. 
m.  1,  repet.  m.  2.  15  Ante  diAcere  add.  rectam  m.  2.  17  contactus]  con-  supra 
8cr.  m.  1,  renou.  m.  2.  18  dz]  renon.  m.  2.         Fig.  m.  2,  fait  similis  m.  1. 

23  proportionem]  -tionem  e  corr.  m.  2.  27  6]  m.  1.  28  secantem]  in  ras.  m.  %. 
30  eam  que]  supra  scr.  m.  1.  concurrentis]  dubio  comp,  in  ras.  m.  1  termiw> 
—coptdata]  in  ras.  m.  1  seq.  rae.  8  litt.        33  ad]  ad. 
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Detur  circulus  abg^  centmm  autem  ipsius  k^  et  in  ipso  detnr  recta  minor 
liametro  scilicet  ga^  et  proportio,  quam  habet  0  ad  ^,  minor  illa,  quam  habet 
ft  ad  M  katheto  ente  kt  ducatur  antem  a  centro  equidietanter  ad  ag  que 
bn  et  ipsi  kg  ad  rectos  que  gl,  similes  itaque  sunt  trianguli  gtk^  gkl.  est 
Lg^itur,  ut  que  gt  ad  tk^  ita  qne  hg  ad  gl,  minorem  ergo  proportionem  habet  5 
z  ad  h  quam  que  kg  ad  gl.  quam  itaque  proportionem  habet  z  2A  h^  hanc 
habeat  que  kg  ad  maiorem  ea  que  gl.  habeat  ad  hn.  iaceat  autem  que  hn 
Intermedia  periferie  et  recte  per  g,  possibile  autem  est  sie  incidere.  et  cadet 
Bxtra  gl^  quoniam  maior  est  ea  que  gl,  qnoniam  igitur  que  kg  vAhn  eandem 
habet  proportionem  quam  z  ad  ^,  et  que  eh  ad  hg  eandem  habebit  propor-  10 
tionem  quam  qne  z  ad  h, 

Eisdem  datis  et  ea  que  in  circulo  recta  educta  possibile  est  a  centro  7 
adnectere  ad  eductam,  ut  intermedia  periferie  et  educte  ad  coniunctam  ab 
ultimo  intercepte  ad  ultimum  educte  statutam  proportionem  habeat,  et  si 
data  proportio   maior  sit  ea,  quam  habet  medietas  in  circulo  datae  ad  eam  15 
qae  a  centro  cathetum  ad  ipsam  ductam. 

Data  sint  eadem,  et  sit  que  in  circulo  linea  educta,  data  autem  proportio 
sit,  quam  habet  z  ad  h  maior  ea,  quam  habet  gt  ad  ik.  maior  igitur  erit  et 
ea,  quam  habet  kg  ad  gl,  quam  itaque  proportionem  habet  ;?  ad  A,  hanc 
habebit  kg  ad  minorem  gl,  habeat  ad  tn  nuentem  ad  g,  possibile  autem  est  20 
sie  secare.  et  cadet  intra  gl^  quoniam  minor  ea  que  gl,  quoniam  igitur  ean- 
dem habet  proportionem  que  kg  ad  in  quam  que  z  ad  h,  et  que  6t  ad  ig 
eandem  habebit  proportionem  quam  z  ad  h, 

Circulo  dato  et  in  circulo  linea  minore  diametro  et  alia  contingente  cir-  8 
culum  apud  terminum  in  circulo  date  possibile  est  a  centro  circuli  adnectere  25 
quandam  rectam  ad  contingentem,  ut  accepta  ab  ipsa  media  inter  periferiam 
circuli  et  datam  in  circulo  lineam  ad  acceptam  a  contingente  statutam  pro- 
portionem habeat,  et  si  data  proportio  minor  sit  ea,  quam  habet  medietas  in 
circulo  date  ad  eam  que  a  centro  circuli  cathetum  ad  ipsam  ductam. 

Sit  circulus  datus  ahgd^  et  in  circulo  recta  sit  data  minor  diametro  que  30 


Fig.  m.  1,  renou.  m.  2.  7  häbeaf]  (pr.)  habebit  m.  2.  8  sie  tnc-]  in 

ras.  m.  2.  incidere']  snpra  scr.  m.  2  secare.  ^  gl]  (pr*)  ^  ras.  m.  2.    In 

seq.  qnaedam  in  ras.  m.  1.  12  7]  mg.  m.  2.  et  ea\  in  ras.  m.  2.  13  Ante 
ad  add.  rectam  mg.  m.  2.  14  Supra  ultimo  scr.  termino  m.  2.  -ter-]  in  ras. 
ad]  in  ras.  Supra  ultimum  scr.  terminum  m.  2.  16  ad]  ad.  ductam]  dtuctam. 
17  data]  date,  e  in  ras.  m.  2.  18  igitur]  e  corr.  19  z]  add.''  eaan.  m.  1. 

h]  add.'  enan.  m.  1.  20  ad  in  nuen-]  in  ras.  m.  2.  -teim  —  22  h]  mg.  m.  2. 
et  que  et]  renou.  m.  2.  Fig.  m.  1  (pars  in  ras.}.  24  8]  m.  2.  24  sq.  quaedam 
renoQ.  m.  2.  26  contingentem]  in  loco  panciornm  litt,  e  corr.  m.  2.  27  ad] 
in  ras.  m,  1.  siatutam]  in  ras.  m.  1.  29  ad  ipsam  ductam]  ad  ipsam  "ductam 
(m.  1). 

Abh.  cur  Qesoh.  der  Mathem.    V.  2 
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ga^  et  que  xl  contingat  circulnm  apud  g^  et  proportio,  quam  habet  j?  ad  i, 
sit  minor  ea,  quam  habet  ^f  ad  tk.  erit  itaqne  minor  et  ea,  quam  habet  ^9i^ 
ad  gl^  si  eqnidistanter  ducta  sit  ^2  ad  ig,  habeat  itaqne  kg  ad  gx  eandes 
proportionem  quam  z  ad  h,  maior  autem  est  xg  ea  que  est  gh  describator 
5  circuli  periferia  circa  puncta  klx,  quoniam  igitur  est  maior  xg  ea  que  gk  et 
ad  rectos  sunt  inuicem  kg^  xl^  possibile  est  ei  quae  est  mg  equalem  aHam 
ponere  eam  quae  est  in  tendentem  ad  k,  quod  itaqne  continetur  snb  xil  id 
id  quod  snb  ke^  il  eandem  habet  proportionem  quam  xi  ad  ke^  et  qnod  snib 
bis  qnae  kin  ad  hoc  quod  sub  bis  quae  ki^  gl,    quare  et  quae  in  ad  ^2  est 

10  ut  quae  xi  ad  ke.  quare  et  quae  gm  ad  gl  et  quae  o;^  ad  Ä;^  et  ad  A:5  est, 
ut  quae  xi  ad  A;e,  et  reliqua  scilicet  ig  ad  he  eandem  habet  proportioneiD 
quam  quae  xg  &d.  gk  et  quam  h  ad  e.  cecidit  igitur  quae  kn  ad  contin^entein, 
et  habet  quae  intermedia  periferie  et  recte  quae  2»e  ad  aoceptam  a  conüngenle 
eandem  proportionem  quam  z  ad  h. 
9  Eisdem  datis  et  ea  quae  in  circulo  data  linea  educta  possibile  est  a  cen* 

16  tro  circuli  connectere  ad  eductam  rectam,  ut  intermedia  periferie  et  educte 
ad  acceptam  a  contingente  ad  tactum  statutam  proportionem  habeat,  et  si 
data  proportio  sit  maior  ea,  quam  habet  medietas  in  circulo  date  ad  eam  quae 
a  centro  cathetum  ad  ipsam  ductam. 

20  Datus  sit  circulus  ahgd  et  in  circulo  recta  minor  diametro  ga  pertraha- 

tur,  et  contingat  circulum  quae  xl  apud  g^  et  proportio  quam  habet  jp  ad  A 
sit  maior  ea  quam  habet  ^/  ad  tk.  erit  itaque  maior  et  ea,  quam  habet  kg 
ad  gl.  habeat  igitur  quae  kg  ad  gx  eandem  proportionem  quam  z  sd  h.  minor 
ergo  est  ipsa  ea  quae  est  gl.     rursum  itaque  describatur  circulus  per  xkl 

26  puncta.  quoniam  igitur  minor  est  xg  ea  quae  est  ^^  et  ad  rectos  inuicem  sunt 
km^  xl^  possibile  est  ipsi  gm  equalem  ponere  eam  quae  in  uergentem  ad  k 
quoniam  igitur  quod  sub  bis  quae  xil  ad  hoc  quod  sub  bis  quae  tZ,  he  est 
ut  xi  ad  kCy  sed  ei  quidem  quod  sub  bis  quae  xil  equale  est  id  quod  sab 
bis  quae  kix,  ei  autem  quod  sub  bis  que  nke  equale  est  quod  sub  his  qnae 

30  kij  gl,  propterea  quod  est  ut  ke  ad  ik  ita  lg  ad  II,  ergo  et  ut  xi  ad  ke^  ita 
quod  sub  his  quae  kin  ad  id  quod  sub  his  quae  ki,  gl,  hoc  est  ut  ni  Sid  gl, 
hoc  est  quae  gm  a.di  gl.  est  autem  et  ut  que  gm  ad  gl,  quae  xg  ad  kg,  hoc 
est  ad  kh.  est  ergo  ut  quae  xi  ad  ke,  quae  xg  ad  kh,  et  reliqua  que  ig  ad 
reliquam  quae  he  est  ut  quae  xg  2id  gk/  quam  autem  proportionem  habet 

35  quae  xg  ad  gk,  haue  habet  h  ad  z.    connexa  est  itaque  quae  ke  ad  eductam, 


4  aiUem]  supra  scr.  itaque  m.  2.  est  xg"]  in  ras.  m.  1.    Seqq.  partim 

renou.  m.  2.  5  xg]  g  e  corr.  m.  1.  7  sub']  in  ras.  m.  2.  8  sub]  e  corr.  m.  2. 
sub  his]  in  ras.  m.  2.  9  sub  his]  in  ras.  m.  2.  14  eandem]  -m  in  ras.  m.  2. 
27  s%U>  his]  in  ras.  m.  2  ut  saepius.  28  ei^quae]  in  ras.  8  litt  m.  2.  38  est 
—gm]  add.  in.  2, 
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et intermedia  edncte  et  periferie  quae  est  be  B,ä  gi  eam  quae  a  contingente 
accepia  est  eandem  habet  proportionem  quam  0  ad  h. 

Si  linee  conseqnenter  ponantur  quotcnnque  eqnali  inuicem  excedentes,  10 
sit  aiitem  ezcessus  equalis  minimae,  et  alle  linee  ponantur  multitndine  quidem 
equales  liiis,  magnitndine  autem  quaelibet  maximae,  tetragona  quae  ab  equa-  5 
libuB  maximae  assumentia  quod  a  maxima  tetragonum  et  quod  continetur  sub 
minima  et  equali  Omnibus  equali  inuicem  excedentibus  tripla  erunt  tetragonis 
Omnibus  hiis  quae  ab  excedentibus  equali  inuicem. 

Sint  linee  quotcunque  consequenter  posite  equali  inuicem  excedentes  quae 
c^  &,  g^  d,  e,  jer,  h,  t,  que  autem  t  sit  equalis  excessui.  adiaceat  autem  ad  &  10 
equalis  ipsi  i  quae  9,  ad  ^  antem  quae  X;  equalis  ipsi  /t,  ad  d  autem  qnae  l 
equalis  ipsi  z^  bA  e  autem  quae  m  equalis  ipsi  e,  sä  z  autem  que  n  equalis 
ipsi  dy  sd  h  autem  quae  x  equalis  ipsi  ^,  ad  f  autem  que  0  equalis  ipsi  h; 
erant  autem  prouenientes  equales  inuicem  et  maxime.  ostendendum  igitur, 
quod  tetragona  que  ab  Omnibus  et  ab  a  et  a  prouenientibus  assumentia  quod  16 
ab  a  tetragonum  et  quod  continetur  sub  t  et  equali  omnibus  hiis  quae  sunt 
a^  b,  g,  dy  e^  Zy  h,  t  tripla  sunt  tetragonorum  omnium  eorum  quae  ab  hiis 
quae  sunt  a,  &,  g^  d,  ^,  Zy  A,  t 

Est  itaque  quod  quidem  b,  bi  tetragonum  equale  hiis  quae  ab  t,  b  tetra- 
gonis et  duobus  hiis  quae  sub  i  continentur,  quod  autem  a  Jcg  equale  hiis  20 
quae  ^  k^  g  tetragonis  et  duobus  hiis  quae  sub  keg  continentur.  similiter 
itaqne  et  que  ab  aliis  equalibus  ipsi  a  tetragona  equalia  sunt  hiis  quae  a  de- 
cisionibus  tetragonis  et  duobus  hiis  quae  sub  decisionibus  continentur.  que 
quidem  igitur  ab  hiis  quae  sunt  a,  &,  g,  dj  e,  z^  /<,  t  et  quae  ab  hiis  quae  sunt 
t,  Ar,  l,  m,  fi,  X,  0  assumentia  id  quod  ab  a  tetragonum  dnpla  sunt  eorum  quae  26 
ab  hiis  qnae  sunt  o,  b,  g^  d,  r,  z^  h,  t  tetragonorum.  iam  autem  ostendemus, 
quod  dupla  eorum  quae  continentur  sub  decisionibus  in  utraque  linea  equalium 
ipsi  a  assumentia,  quod  continetur  sub  ea  quae  est  t  et  sub  equali  omnibus 
quae  sunt  o,  b,  g^  d^  e^  z^  h,  t  equalia  sunt  hiis  quae  ab  a,  &,  g^  d,  e,  z^  h^  t 
et  quouiam  duo  quidem  quae^  sub  &,  i  continentur  equalia  duobus  quae  sub  80 
6,  i  continentur,  duo  autem  quae  sub  hiis  quae  n,  g  equalia  ei  quod  contine- 
tur sub  ea  quae  est  ^  et  a  quadrupla  ipsius  g^  propterea  quod  k  sit  dupla 
ipsins  /,  duo  autem  quae  sub  d,  l  equalia  ei  quod  sub  t  et  sub  sextupla  ipsius 
d,  propterea  quod  l  sit  tripla  ipsius  t  similiter  autem  et  alia  dupla,  quae 
continentur  sub  decisionibus,  equalia  sunt  contento  sub  t  et  sub  multiplici  86 


2  acceptä]  excepta  m.  2.  6  Ante  quaelibet  del  singtda  m.  1.  6  «u&]  in 
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somper  8equentis  lineae  secundnm  eos  qui  deinceps  nomeros  pares.  onma 
igitur  assumentia,  quod  continetnr  sub  t  et  equali  omnibus  biis  qaae  sunt  o, 
&,  g,  d^  e,  £r,  A,  t  erunt  equalia  ei,  quod  continetur  sub  t  et  equali  ommbns 
ipsi  a  et  triple  ipsiuß  b  et  quincnple  ipsius  g  et  semper  impari  secundom  e« 
6  qui  deinceps  nomeros  impares  multiplices  sequentis  linee.  sunt  autem  et  qpM 
ab  a,  &,  g^  d,  e,  £^,  h^  t  tetragona  equalia  ei  quod  continetur  sub  eisdem  linek; 
est  enim  quod  ab  a  tetragonum  equale  ei  quod  continetur  sub  t  et  equali 
omnibus  ipsi  scilicet  a  et  equali  reliquis,  quarum  unaquaeque  equalis  ipsi  o. 
tocies  enim  mensurat  ipsa  t  ipsam  a  et  a  equales  sibi  omnes  in  a.    quAR 

10  equale  est  quod  ab  a  tetragonum  ei,  quod  continetur  a  /  et  equali  ipsi  ä  et 
duple  eorum,  quae  sunt  a,  &,  g^  d,  e,  £r,  A,  t.  que  euim  equales  ipsi  a  omnes 
excepta  ipsa  a  duple  sunt  earum,  quae  sunt  &,  g^  d^  e,  xr,  ^,  t,  similiter  autem 
et  quod  a  b  tetragonum  equale  est  ei  quod  continetur  sub  t  et  equali  ipsi  h 
et  duple  earum  que  sunt  g^  d^  e^  e,  h^  t  et  rursum  quod  a  g  tetragonam  equafe 

15  est  ei  quod  sub  t  et  equali  ipsi  g  et  duple  earum  quae  sunt  d,  e^  0^  hj  t  simi- 
liter autem  et  quae  ab  aliis  tetragona  equalia  sunt  bis  quae  coniinentor  sub 
t  et  equali  ipsi  et  duple  reliquarum.  palam  igitur,  quod  quae  ab  omnibifi 
tetragona  equalia  sunt  ei  quod  continetur  sub  ^  et  equali  omnibus  ipsi  que  a 
et  triple  ipsius  b  et  quincuple  ipius  g  et  ei  que  secundum  consequentes  nume- 

20  ros  impares  multiplici  sequentis. 

Ex  hoc  igitur  manifestum,  quod  tetragona  omnia,  quae  sunt  ab  equ&libiB 
maxime,  tetragonis  quidem,  quae  sunt  ab  excedentibus  equali  inuicem,  minon 
sunt  quam  tripla,  quoniam  assumentia  quaedam  tripla  sunt,  reliquarum  autem 
excepto  eo  quod  a  maxima  tetragono  maiora  quam  tripla,  quoniam  assumpta 

26  minora  sunt  quam  tripla  eins  quod  a  maxima  tetragoni.  igitur  et  si  similes 
species  describantur  ab  omnibus  ab  excedentibus  equali  inuicem  et  ab  equj^ 
libus  maximae,  specierum  quidem  quae  ab  excedentibus  equali  inuioem  minora 
erunt  quam  tripla,  reliquarum  autem  excepta  specie  que  a  maxima  maiort 
quam  tripla;  eandem  enim  babebunt  proportionem  similes  species  tetragonis. 

11  Si  linee  consequenter  ponantur  quotcunque  equali  inuicem  excedentes,  et 
31  alie   linee   ponantur  multitudine  quidem  una  pauciores  excedentibus  eqoali 

inuicem,  magnitudine  autem  quaelibet  aequalis  maximae,  tetragona  omnia  quae 
ab  equalibus  maxime  ad  tetragona  quidem  quae  ab  excedentibus  equali  in- 
uicem excepta  minima  minorem  proportionem  babent  quam  tetragonum  quod 
35  a  maxima  ad  equale  ambobus  ei  scilicet  quod  contipetur  a  maxima  et  minima 
et  tercie  parti  tetragoni  qui  ab  excessu,  quo  excedit  maxima  minimam,  ad 
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>etragona  autem  quae  ab  excedentibus  equali  rnuicem  excepto  tetragono  quod 
w  maxima  maiorem  eadem  proportione. 

Sint  enim  linee  quotciinque  equali  innicem  excedentes  constanter  positae, 
^riae  quidem  ah  ipsi  gd^  que  autem  gd  ipsi  eg,  que  autem  ez  ipsi  ht^  que 
entern   hi  ipsi  iJc^  que  autem  ik  ipsi  Zm,  que  autem  Im  ipsi  nx,    adiaceat  5 
Skutem  a,ä  gd  quidem  equalis  uno  excessu  quae  go,  ad  eam  autem  quae  ez 
»qualis  duobus  excessibus  quae  ep,  ad  ht  autem  equalis  tribus  excessibus 
[^uae  hr  et  ad  alias  eodem  modo;   erunt  itaque,  quae  proueniuut,   equales 
Innicem  et  qua^libet  maxime.     ostendendum  igitur,  quod  quae  ab  omnibus 
prouenientibus  tetragona  ad  omnia  quidem  tetragona  quae  ab  omnibus  exce-  10 
dentibus  equali  inuicem  excepto  eo  quod  dih  nx  tetragono  minorem  habet  pro< 
portionem,  quam  quod  ah  ab  tetragonum  ad  equale  ambobus,  ei  scilicet  quod 
continetur  ab  a&,  nx  et  tercie  parti  eius  quod  ab  ny  tetragono,  ad  tetragona 
autem  quae  ab  eisdem  sine  eo  quod  ah  ab  tetragono  maiorem  proportionem 
habet  eadem  proportione.    aceipiatur  a  qnalibet  excedentium  equali  inuicem  15 
equalis  excessui.  quam  itaque  proportionem  habet  quod  ab  a&  ad  simul  utrum- 
que  quod  scilicet  ab  hiis  quae  sunt  ab^  fb  continetur  et  ad  terciam  partem 
eins  quod  9h  af  tetragoni,  hanc  habet  proportionem  quod  dh  od  tetragonum 
ad  id  quod  continetur  ab  hiis  quae  sunt  od^  dq  ^i  dA  terciam  partem  eius 
qnod  2k  qo  tetragoni,  et  tetragonum  quod  est  ab  ea  quae  est  pz  ad  id  quod  20 
continetur  ab  hiis  quae  sunt  pz^  cz  et  ad  terciam  partem  eius  quod  ab  cp 
tetragoni,  et  quae  ab  aliis  tetragona  ad  similiter  accepta  spatia;  et  onmia 
itaque  quae  ab  omnibus  hiis  quae  sunt  od^  pz^  rt^  skj  zm^  yx  ad  omnia  quae 
continentur  ab  nx  et  ab  equali  omnibus  dictis  lineis  et  ad  tertias  partes  tetra- 
gonorum  que  sunt  ab  hiis  quae  sunt  oq,  pc^  ru,  s%,zci^  yn  eandem  habebunt  26 
proportionem  quam  quod  ah  ab  tetragonum  ad  simul  utrumque  quod  scilicet 
continetur  ab  hiis  quae  sunt  a&,  fb  et  ad  tertiam  partem  eius  quod  ab  fa 
tetragoni.    si  igitur  ostensum  sit,  quod  continetur  ab  nx  et  ab  equali  omni- 
bus hiis  quae  sunt  od^  pZy  xt^  sh^  im^  yx  et  tertias  partes  tetragonorum,  que 
producuntur  ab  hiis  quae  sunt  oq^  pc,  reo,  s%^  zci^  yn  tetragonis  productis  30 
ab  hiis  quae  sunt  ab,  gd^  ez^  ht^  ik^  Im  minora,  tetragonis  autem  productis  ab 
hiis  quae  sunt  gd^  ez,  hi,  ik,  l^^  nx  maiora,  ostensum  erit  propositum. 

Est  itaque  quod  continetur  ab  nx  et  equali  omnibus  hiis  quae  sunt  odj 
pz,  rt,  sk,  zm,  yn  et  tertie  partes  tetragonorum  qui  ab  hiis  quae  sunt  oq, 
pc^  reo,  8%y  £rq,  yn  equalia  tetragonis  hiis  quae  a  qd,  cz^  mt,  %k,  qm,  nx  35 
et  ei  quod  continetur  ab  ea  quae  est  nx  ei  equali  omnibus  hiis  quae  sunt  oq, 
pc,  ra>,  s%,  zu,  yn  et  tercie  parti  tetragonorum  qui  ab  hiis  quae  sunt  oq, 
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pc,  roo,  5^,  jTQ,  yn.  que  autem  ab  hiis  quae  sunt  a6,  ^i,  CiS,  Äf,  ifc,  ?»i  tetn- 
gona  equalia  sunt  hiis  quae  a  &/*,  qd^  c^,  cot^  ^X;,  qm  tetragonis  et  hiis  qiui 
ab  a/*,  gq^  ec,  /loo,  i%^  2q  et  ei  quod  continetur  a  &/*  et  a  dupla  eamm  quae 
sunt  af,  gq^  ec,  no,  i%^  l{\.  communia  quidem  igitur  sunt  utrocunque  tetrar 
5  gona  quae  ab  equalibus  ei  quae  est  nx.  quod  autem  continetur  ab  ea  quae 
est  nx  et  equali  hiis  quae  sunt  oq^  pc,  (ar^  %Sj  qr,  yn  minus  est  eo  quod 
continetur  ab  ea  quae  est  &/*  et  a  dupla  earum  quae  sunt  a/*,  gq^  ec,  ha^  i%, 
Zq,  propterea  quod  nunc  dicte  linee  hiis  quidem  quae  sunt  go,  ep^  rh^  i&,  U 
yn  sint  equales,  reliquis  autem  maiores.     et  tetragona  autem  quae  ab  hiis 

10  quae  sunt  a/*,  gq^  ec,  ha,  i^,  Iq,  ostensum  est  enim  hoc  in  superionbos. 
minora  ergo  sunt  dicta  spatia  tetragonis  hiis  quae  ab  a&,  gdy  ee^  ht,  ih^  Iwl 
de  cetero  autem  ostendemus,  quod  maiora  sunt  tetragonis  quae  ab  hiis  quae 
sunt  gd,  es,  ht,  ik,  Im,  nx.  rursum  itaque  tetragona  quae  ab  hiis  quae  sost 
gd,  60,  ht,  iJc,  Im,  nx  equalia  sunt  hiis  quae  a  qg,  ec,  hm,  i%,  Zq  et  ei  qno^ 

16  continetur  ab  nx  et  a  dupla  omnium  que  gq,  ec,  hco,  i%,  l(^.  et  sunt  com- 
munia quidem  quae  ab  hiis  quae  sunt  qd,  cz,  mt,  %k,  mq,  nx,  maius  autem 
quod  ab  ea  quae  est  nx  et  a  dnpla  omnium  quae  sunt  gq,  ec,  Ag>,  i%,  Jq- 
sunt  autem  et  tetragona  quae  ab  hiis  quae  sunt  qo,  cp,  lor,  %Sj  qz^  ynläi 
quae  sunt  a  gq,  ec,  ha,  t^,  2Q  maiora  quam  tripla.    ostensum  est  enim  ei 

20  hoc.   maiora  ergo  sunt  dicta  spatia  tetragonis  hiis  quae  2k  gd,  ez,  ht,  ik,  lm,nx. 

Et  si  igitur  similia  describantur  ab  omnibus  ab  ezcedentibus  equali  in- 

uicem   et  ab  equalibus  maxime,  species  omnes  quae  ab  ezcedentibuB  eqnali 

inuicem  praeter  eam  que  a  minima  speciem  minorem  proportionem  habebunt 

quam  tetragonum  quod  a  mazima  ad  equale  ambobus  ei  scilicet,  qaod  con- 

25  tinetur  a  mazima  et  minima,  et  tertie  parti  eins  quod  ab  ezcessu,  quo  ezcedit 
maxima  minimam,  ad  species  autem  quae  ab  eisdem  sine  eo  quod  a  maxuna 
majorem  eadem  proportione;  eandem  enim  habebunt  proportionem  simües 
species  tetragonis. 

Si  recta  affigatur  linea  in  piano   manente  altero  termino  ipsius  eqne* 

30  uelociter  circumducta  quotiescunque  restituitur  iterum,  unde  incepit,  simnl 
autem  cum  linea  circumducta  feratur  aliquod  Signum  equeuelociter  ipsum  siU 
ipsi  per  rectam  incipiens  a  manente  termino,  Signum  elicem  uel  reuolationem 
describet  in  piano,  uocetur  igitur  terminus  quidem  recte  manens  ipsius  eir* 
cumducte  principium  elicis  uel  reuolutionis,  positio  autem  linee,  a  qua  ineepit 

:35  recta  circumferri,  principium  circulationis  rectum,  siquidem  in  prima  eirtn- 
latione  perambulet  signum,  quod  per  rectam  fertur,  prima  uooetur,  si  autem 
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ixi  secunda  circulatione  idem  Signum  perambulet,  sectmda.  et  alle  similiter 
liiis  equiuoce  circolationibus  uocate  sint.  spatinm  autem  comprehensum  ab 
elice  descripta  in  prima  circulatione  et  a  recta,  quae  est  prima,  primum  uoce- 
tmr,  comprehensum  autem  ab  elice  descripta  in  secunda  circulatione  et  a  recta 
secunda  secundum  uocetur,  et  alia  deinceps  sie  uocentur.  et  si  a  signo,  quod  6 
est  principium  olicis,  ducatur  aliqua  recta  linea  recte  eins  ad  eadem  circulatio 
Fuerit,  praecedens  uocetur,  quae  autem  ad  alteram  partem  sequens.  descriptus- 
qua  circulus  centro  quidem  signo,  quod  est  principium  elicis,  distantia  autem 
irecta,  quae  est  prima,  primus  uocetur,  descriptus  autem  centro  quidem  eodem, 
distantia  autem  dupla  recta,  secundus  uocetur,  et  alii  nunc  consequenter  hiis  10 
eodem  modo. 

Si  ad  elicem  una  quidem  circulatione  qualicunque  descripta  a  principio  12 
elicis  recte  incidant  quotcunque  equales  facientes  angulos  ad  inuicem,  equali 
exeedunt  inuicem. 

Sit  elix  in  qua  quae  a&,  ag^  ad,  ae^  az  equales  angulos  facientes  ad  15 
inuicem.    ostendendum,  quod  equali  excedit  qüae  ag  eam  quae  a2>  et  quae 
ad  eam  quae  ag  et  alie  similiter.    in  quo  enim  tempore  linea,  quae  circum* 
dacitur,  ab  ah  ad  ag  pertingit,  in  hoc  tempore  Signum,  quod  per  rectam 
fertur,  excessum  perambulat,  quo  excedit  quae  ag  eam  quae  a&,  in  quo  autem 
tempore  ab  ag  ad  ad,  in  hoc  perambulat  excessum,  quo  excedit  quae  ad  eam  20 
quae  ag,  in  equali  autem  tempore  linea,  quae  circumducitur,  ab  ea  quae  est 
a&  ad  eam  quae  est  ag  pertingit  et  ab  ag  ad  ad,  quoniam  anguli  equales 
sunt,    in  equali  ergo  tempore  signum,  quod  per  rectam  fertur,  perambulat 
excessum,  quo  excedit  quae  gd  eam  quae  ah,  ei  excessum,  quo  excedit  quae 
ad  eam  quae  ag,    equali  ergo  excedit  quae  ag  eam  quae  a&  et  quae  ad  eam  25 
quae  ag  et  relique. 

Si  recta  linea  elicem  contingat,  secundum  unum  solum  signum  contingit.  13 

Sit  elix,  in  qua  quae  a,  h,  g,  d,  sit  autem  principium  quidem  elicis  a 
punctum,  principium  autem  circulationis  quae  ad  recta,  et  contingat  elicem 
recta  aliqua  ze,  dico  itaque  secundum  unum  solum  punctum  contingere  ipsam.  80 
contingat  enim,  si  possibile  est,  secundum  duo  puncta,  quae  sint  (7,  h,  et  con- 
iungantur  quae  ag,  ah,  et  in  duo  diuidatur  angulus,  qui  continetur  ab  ah, 
ag,  punctum  autem,  secundum  quod,  quae  in  duo  diuidit  angulum,  elici  in- 
cidit,  sit  t\  equali  itaque  excedit  quae  ah  eam  quae  at  et  quae  at  eam  quae 
ag,  quoniam  equales  angulos  continent  ad  inuicem.  quare  duple  sunt  quae  35 
ah,  ag  ea  quae  est  at  sed  eins  quae  in  trigono  a^  in  duo  scindentis  angulum 


2  Post  auietn  del.  con.        6  Ante  recte  add.  et  m.  2.        eius]  comp,  incerto. 
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maiores  sunt  quam  duple.  palam  igitur,  quod,  secundum  quod  concidit  punctim 
ad  gh  rectam  quae  af,  est  intermedia  punctorum  t^  a.   secat  ergo  ez  reuolntio- 
nem,  quoniam  aliquod  punctonim,  quae  sunt  in  gth^  est  intra  reuolntioDffiiL  | 
supponebatur  autem  contingens.    secundum  unum  ergo  solum  contingit  quae 
6  ez  reuolutionem  seu  elicem. 

14  Si  ad  elicem  in  prima  circulatione  descriptam  incidant  due  reete  a  puncto, 
quod  est  principium  reuolutionis ,  et  educantur  ad  primi  circuli  perifeiiam, 
eandem  proportionem  habebunt  quae  ad  reuolutionem  incidunt  ad  inuiceo, 
quam  periferie  circuli  intermedie  Ultimi  reuolutionis  et  ultimorum  eductanuD 

10  rectarum  ad  periferiam  prouenientium  ad  praecedentia  acceptis  perifeiiis  ab 
ultimo  reuolutionis. 

Sit  elix  quo  ahgdet  in  prima  circulatione  descripta,  principium  autem 
reuolutionis  quidem  sit  Signum  a,  que  autem  ta  recta  sit  principium  cirea- 
lationis,  et  circulus  thh  sit  primus.    protrahantur  autem  ab  a  signo  ad  reno- 

15  lutionem  quae  ae,  ad  et  educantur  ad  circuli  periferiam  ad  z^  h.  ostenden- 
dum,  quod  eandem  habent  proportionem  que  ae  ad  ad,  quam  quae  ^A-j?perifem 
Eid  tkh  periferiam.  circumducta  enim  at  linea  palam,  quod  t  quidem  signiun 
per  periferiam  circuli  thh  delatum  est  equeuelociter,  a  autem  delatum  pe 
rectam  at  lineam  perambulat,  et  t  signum  per  circuli  periferiam  delatum  per- 

20  ambulat  periferiam  tkZy  a  autem  ae  rectam,  et  rursum  a  Signum  ad  lineam 
et  t  periferiam  tkhy  utrumque  equeuelociter  quoniam  sibi  ipsi  delatum.  palam 
igitui*,  quod  eandem  proportionem  habent  quae  ae  ad  ad  quam  quae  iii 
periferia  ad  tJch  periferiam;  ostensum  enim  est  hoc  in  primis.  similiter  autem 
ostendetur,  et  si  altera  incidentium  ad  terminum  reuolutionis  incidat 

15  Si  ad  descriptam  in  secunda  circulatione  reuolutionem  producantur  recie 

26  a  principio  reuolutionis,  eandem  habebunt  proportionem  recte  ad  inuicem 
quam  dicte  periferie  cum  tota  quae  accipitur  circuli  periferia. 

Sit  reuolutio  in  qua  quae  ahgdt^  quae  quidem  abgdt  in  prima  circa- 
latione  descripta,  quae  autem  tlem  m  secunda,  et  producantur  rectae  qnM 

30  ae,  al.  ostendendum,  quod  eandem  habent  proportionem  quae  al  sd  ae 
quam  quae  thz  periferia  cum  tota  circuli  periferia  ad  tkh  cum  tota  eirenü 
periferia.  in  equali  enim  tempore  a  signum  per  rectam  delatum  lineam  al 
perambulat  et  t  signum  per  circuli  periferiam  delatum  totam  circuli  peri- 
feriam et  adhuc  periferiam  tkz  perambulat,  et  iterum  a  signum  ae  secundum 

35  e  totam  circuli  periferiam  et  adhuc  eam,  quae  est  tkhj  utrumque  eque- 
uelociter ipsum  sibi  delatum.  palam  igitur,  quod  eandem  habent  proportionem 
al  linea  ad  lineam  ae  quam  tkz  periferia  cum  tota  circuli  periferia  ad  peii- 

2  8€CcU]  in  ras.  m.  2.  4  supponebcUur]  -eba-  incerta.  6  14]  m.  1,  nt 

deinceps.        34  Ante  priue  et  del.  2  litt.  m.  1.        36  ipstm]  bis,  corr.  m.  1. 


Digitized  by 


Google 


-     25    — 

£eriain  tkh  cum  tota  circuli  periferia.  eodem  antem  modo  ostenditnr,  et  si 
&d  reuolutionem  in  tercia  circnlatioiie  descriptam  adducitur  recte,  eandem 
proportionem  habebont  ad  inuicem  quam  dicte  periferie  cum  tota  circuli 
periferia  bis  accepta.  similiter  autem  et,  quae  ad  alias  reuolutiones  addu- 
cuntur,  osteuduntur  quod  eandem  habent  proportionem  quam  dicta  periferia  ö 
cum  tota  circuli  periferia  tociens  accepta,  quotus  est  uno  minor  numerus 
periferiarum ,  et  si  quae  adducitur  utraque  ad  terminum  reuolutionis  cadat. 

Si  reuolutionem  in  prima  circulatione  descriptam  recta  linea  contingat,  16 
et  a  contactu  recta  linea  copuletur  ad  signum,  quod  est  principium  reuolu- 
tionis, anguli,  quos  facit  contingens  ad  copulatam,  inequales  erunt,  et  qui  10 
quidem  in  praecedentibus  hebes,  qui  autem  in  sequentibus  acutus. 

Sit  reuolutio,  in  qua  a,  &,  g^  d,  t  in  prima  circulatione  descripta,  et  sit  a 
quidem  Signum  principium  reuolutionis,  que  autem  at  recta  principium  cir- 
culationis,  primusque  circulus  tkh^  contingat  autem  aliqua  recta  linea  reuo- 
lutionem quae  dez  secundum  c?,  et  a  d  ad  a  copuletur  que  da»  ostendendum,  16 
quod  quae  dz  Skd  ad  hebetem  facit  angulum.  describatur  circulus  den  centro 
quidem  a,  distantia  autem  ad,  necesse  itaque  buius  circuli  eam  quidem 
quae  in  praecedentibus  periferiam  cadere  intra  reuolutionem,  eam  autem  quae 
in  sequentibus  extra,  propterea  quod  rectarum  productarum  ab  a  ad  reuolu- 
tionem quae  quidem  in  praecedentibus  maiores  sint  ipsa  ad^  que  autem  in  20 
sequentibus  minores,  quod  quidem  igitur  angulus,  qui  continetur  ab  adz^ 
HOB  sit  acutus,  palam,  quoniam  maior  est  quam  qui  semicirculi;  quod  antem 
non  sit  rectus,  ostendendum  sie.  sit  enim,  si  possibile  est,  rectus.  que  ergo 
edz  contingit  circulum  den.  possibile  itaque  est  ab  a  ducere  rectam  ad  con- 
tingentem,  ut  recta  intermedia  contingentis  et  periferie  circuli  ad  eam  quae  25 
ex  centro  circuli  minorem  proportionem  habeat  ea,  quam  habet  intermedia 
contactus  et  concidentis  periferia  ad  datam  periferiam.  concidat  itaque  quae  au 
scindit  itaque  ipsa  reuolutionem  quidem  apud  ^,  periferiam  autem  dne  circuli 
apud  r,  et  habeat  ri  recta  ad  ar  minorem  proportionem  ea,  quam  habet  dr 
periferia  ad  dnc  periferiam.  et  tota  ergo  ia  ad  ar  minorem  proportionem  30 
habet  quam  quae  rdnc  periferia  ad  dnc  periferiam,  hoc  est  quam  habet 
shJct  periferia  ad  kl  periferiam.  quam  autem  habet  shkt  periferia  ad  hkt 
periferiam,  hanc  habet  quae  al  recta  ad  ad]  ostensum  enim  est  hoc.  mino- 
rem ergo  proportionem  habet  quae  ai  ad  ar,  quam  quae  la  ad  ad;  quod 
quidem  est  impossibile.  non  ergo  est  rectus,  qui  continetur  ab  adz;  osten-  35 
sum  est  autem,  quod  nee  acutus;  obtusus  ergo  est.  quare  reliquus  acutus 
est.  similiter  demonstrabitur,  et  si  contingens  reuolutionem  apud  terminum 
contingat,  idem  accidet. 

1  ostenditur]  -itur  in  ras.  m.  2.       et  si]  in  ras.  m.  2.        27  periferia]  peri- 
feria, a  in  ras.  m.  2.        34  ai]  seq.  ras.,  ai  mg.  m.  1. 
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17  Et  igitur,  si  reuolutionem  in  secunda  circulatione  descriptam  contingat 

recta,  idem  accidat. 

Contingat  enim  qiiae  ez  recta  descriptam  in  secunda  circulatione  reuo- 
lutionem apud  d^  et  alia  eadem  prioribus  disponantur.  similiter  itaque  peri- 
5  ferie  circuli  rnd  quae  quidem  in  praecedentibus  reuolationis  intra  cadent, 
quae  autem  in  sequentibus  extra,  angulus  igitur  qui  sub  adz  non  est  rectns, 
sed  obtusus,  sit  enim,  si  possibile  est,  rectus.  continget  itaque  ee  circulum 
rnd  apud  d,  ducatur  itaque  rursum  ad  contingentem  quae  ai  et  secet 
reuolutionem  quidem  apud  g,  periferiam  autem  circuli  rnd  apud  r,   habeat 

tO  autem  ri  ad  ra  minorem  proportionem  quam  ea,  quam  habet  dr  periferia 
ad  totam  periferiam  circuli  dm  et  ad  eam  quae  dnc]  ostensum  est  enim  hoc 
possibile  ens.  et  tota  ergo  ia  ad  ar  minorem  proportionem  habet  quam  quae 
rdnc  periferia  cum  tota  circuli  periferia  ad  periferiam  dnc  cum  tota  circuli 
periferia.    sed  quam  habet  proportionem  quae  rdnc  periferia  cum  tota  peri- 

15  f^ria  circuli  dncr  ad  periferiam  dnc  cum  tota  periferia  circuli  dncr,  hane 
habet  proportionem  quae  shkt  periferia  cum  tota  circuli  periferia  scilioet 
tshk  ad  periferiam /{^^  cum  tota  periferia  circuli  tshk,  quam  autem  propor- 
tionem habent  posterius  dicte  periferie,  haue  habet  proportionem  quae  qa 
recta  B,d  ad  rectam;  ostensum   enim  est  hoc.    minorem  ergo  proportionem 

20  habet  qnae  ia  ad  ar  quam  aq  ad  ad;  quod  quidem  est  impossibile;   eqnaüs 

quidem  enim  quae  ra  ei  quae  ad>,  maior  autem  quae  ia  ea  quae  aq.    palam 

igitur,  quod  obtusus  est  qui  continetur  ab  adz^  quia  reliquus  acutus  est 

eadem  autem  accident,  et  si  contingens  apud  terminum  reuolutionis  contingat 

Similiter  autem  ostendetur,  et  si  reuolutionem  descriptam  in  qualicnnque 

25  circulatione  contingat  aliqua  recta,  et  si  apud  terminum  ipsius,  quod  ineqna- 
les  facient  angulos  ad  copulatam  a  contacto  ad  principium  reuolutionis,  et 
eum  quidem  qui  in  praecedentibus  obtusum,  eum  autem  qui  in  seqnentibas 
acutum. 

18  Si  reuolutionem  in  prima  circulatione  descriptam  i*ecta  linea  contingat 

30  apud  terminum  reuolutionis,  a  signo  autem,  quod  est  principium  reuolutionis, 
ad  rectos  angulos  principio  circulationis  ducta  concidet  cum  contingente,  et 
recta  intermedia  contingentis  et  principii  reuolutionis  equalis  erit  periferie 
circuli  primi. 

Sit  reuolutio  quae  ahgdt^  sit  autem  a  Signum  principium  reuolutionis, 

35  quae  autem  ta  linea  principium  circulationis,  porro  tkh  circulus  primus,  con> 
tingat  autem  aliqua  reuolutionem  apud  t  que  tz^  et  ab  a  ducatur  ad  reetos 
angulos  ipsi  ta  que  az.    concidet  itaque  ipsa  ad  eam  quae  tz,  quoniam  quae 


S  ez]  e  ia  ras.  m.  2.        31  ducatur  aliqua  mg.  m.  1.        35  tkh]  kh  in  ras. 
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zty  ia  acutum  angulam  continent.  concidant  aatem  apnd  z,  ostendendum, 
quod  za  equalis  est  periferie  circuli  tkh.  si  enim  non,  aut  maior  est  Aut 
minor,  sit  prius,  si  possibile  est,  maior.  accipiam  itaque  aliqnam  rectam  la 
ea  qnidem  qnae  est  za  recta  minorem,  periferia  autem  circuli  tkh  maio- 
rem.  est  itaque  circulus  quidam  qui  thlc^  et  in  circulo  linea  minor  diametro  5 
quae  th^  et  proportio  quam  habet  quae  ta  ad  al  maior  ea,  quam  habet  me- 
dietas  ipsius  /i^  ad  eam  quae  ab  a  cathetum  ad  ipsam  ductam,  propterea 
quod  et  ipsa,  quam  habet  quae  ta  ad  az,  possibile  igitur  est  ab  a  producere 
ad  eductam  eam  quae  an^  ut  intermedia  periferie  et  extraducte^  quae  est  nr, 
ad  tr  eandem  habeat  proportionem ,  quam  habet  quae  ta  ad  al.  habebit  10 
igitur  quae  nr  ad  ra  proportionem,  quam  habet  quae  tr  recta  ad  al.  que 
aatem  tr  2Äal  minorem  proportionem  habet  quam  quae  tr  periferia  ad  peri- 
feriam  circuli  th.  que  quidem  enim  tr  recta  minor  est  tr  periferia,  que 
aatem  al  recta  periferia  circuli  thh  maior.  minorem  ergo  proportionem  habe< 
bit  et  quae  nr  ad  ra  quam  quae  tr  periferia  ad  periferiam  circuli  thh.  et  16 
tota  igitur  na  ad  ar  minorem  proportionem  habet  quam  quae  tr  periferia 
com  tota  periferia  circuli  ad  periferiam  circuli  thh  quam  autem  proportio- 
nem habet  tr  periferia  cum  tota  periferia  circuli  thh  dA  periferiam  circuli 
^^Ä;,  hanc  habet  quae  qa  ad  at\  ostensum  enim  est  hoc.  minorem  ergo  pro- 
portionem habet  quae  na  ad  ar  quam  quae  qa  ad  at\  quod  quidem  est  im-  20 
possibile.  que  quidem  enim  na  maior  est  ea  quae  ag,  que  autem  ar  equalis 
est  ipsi  ta,  non  ergo  maior  est  quam  za  periferia  circuli  thh,  sit  itaque 
rursum,  si  possibile  est,  minor  quae  za  periferia  circuli  thk.  accipiam  itaque 
quandam  rectam  iterum  eam  quae  ai  ea  quidem  quae  az  maiorem,  periferia 
autem  circuli  thlc  minorem,  et  ducam  9k  t  tm  equidistantem  ipsi  az,  rursum  25 
igitur  circulus  est  qui  thh  et  in  ipso  linea  minor  diametro,  quae  est  tk^  et 
alia  contingens  circulum  apud  ^,  et  proportio  quam  habet  quae  at  ad  al 
minor  ea,  quam  habet  medietas  ipsius  ht  ad  cathetum  ab  a  ad  ipsam  ductam, 
quoniam  et  ipsa,  quam  habet  quae  ta  ad  az  minor  est.  possibile  igitur  est 
ab  a  producere  eam  quae  ap  ad  contingentem ,  ut  rn  intermedia  eins  quae  so 
in  circulo  recte  et  periferie  ad  eam  quae  tp  acceptam  a  contingente  hanc 
babeat  proportionem,  quam  habet  quae  ia  ad  al,  secat  itaque  quae  ap  cir- 
culum quidem  apud  r,  reuolutionem  autem  apud  g,  et  habebit  etiam  permu- 
tatim  eandem  proportionem  quae  nr  ad  ra,  quam  habet  quae  tp  ad  al.    que 


4  Post  za  del.  minorem  m.  1.  tkh]  kh  in  ras.  m.  2.  6  thk]  tkh  m.  2. 
8  ipsa]  in  ras.  2  liti  m.  2.  in  figura  litt,  hh,  q  et  rectae  tr^  tq  m.  2.  ubi  al 
circolam  secat,  littera  erasa  est  15  thk]  tkh  m.  2;  item  lin.  17,  18,  19,  22. 
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autem  fp  ad  al  maiorem  propoi-tionem  habet  quam  quae  ir  periferia  ad 
periferiam  circoli  thJc.  que  quidem  enim  tp  recta  maior  est  periferia  ir, 
quo  autem  al  minor  periferia  circuli  thk.  maiorem  ergo  proportionem  babet 
quae  nr  ad  ar  quam  quae  tr  periferia  ad  periferiam  circuli  thk,  quare  et 
5  quae  ra  ad  an  maiorem  proportionem  babet  quam  periferia  circuli  thk  ad 
periferiam  tkr,  quam  autem  proportionem  babet  periferia  circuli  thk  zd 
periferiam  tkr,  hanc  habet  quae  ta  recta  ad  ag;  ostensum  est  enim  hoc 
maiorem  ergo  proportionem  babet  quae  ra  ad  an  quam  quae  taB,d  aq;  quoä 
quidem  impossibile.  non  ergo  maior  est  nee  minor  quam  za  periferia  circuli 
10  thk,    equalis  ergo. 

19  Si  reuolutionem  in  secunda  circulatione  descriptam  apud  terminum  con- 
tingat  recta,  et  a  principio  reuolutionis  ducatur  aliqua  ad  rectos  angulos 
principio  circulationis,  concidet  ipsa  ad  contingeutem,  et  erit  recta  inter- 
media contingentis  et  principii  reuolutionis  dupla  periferie  circuli  secundi. 

15  Sit  enim  quae  quidem  ahgt  reuolutio  in  prima  circulatione  descripta, 

que  autem  tec  in  secunda,  et  circulus  quidem  tkh  primus,  qui  autem  tmn 
secundus.  sit  autem  quaedam  linea  contingens  reuolutionem  apud  c  quae  I«, 
que  autem  za  ducatur  ad  rectos  angulos  ipsi  ca.  concidet  autem  ipsi  ci, 
quia  ostensum  est  angulum,  qui  continetur  ab  acz^  acutum  esse,     ostendan- 

20  dum,  quod  za  recta  dupla  est  periferie  circuli  cmn,  si  enim  non  est  dapla, 
aut  maior  est  quam  dupla  aut  minor  est  quam  dupla.  sit  prius,  si  possilale 
est,  maior  quam  dupla.  et  accipiatur  quaedam  recta  quae  la  minor  quidem 
quam  za^  maior  autem  quam  dupla  periferie  circuli  cmn,  est  itaque  quidam 
circulus  qui  cmn  et  in  circulo  descripta  minor  diametro,   quae  est  cm,  ei 

25  proportio,  quam  babet  quae  ca  ad  al,  est  maior  ea  quam  babet  medietas 
ipsius  cn  ad  catbetum  ab  a  ductam  ad  ipsam.  possibile  igitur  est  ab  a  li- 
neam  as  producere  ad  lineam  cn  eductam,  ut  intermedia  periferie  et  eduete, 
quae  est  rs,  ad  er  eandem  babeat  proportionem  quam  quae  ca  ad  aL  secat 
itaque  quae  as  circulum  quidem  apud  r,   reuolutionem  autem  apud  q.    et 

80  permutatim  eandem  babebit  proportionem  quae  rs  bA  ca  quam  quae  er  ad  al 
que  autem  er  ad  al  minorem  proportionem  babet  quam  quae  er  periferia 
ad  duplam  periferiam  circuli  cmn;  est  enim  quae  quidem  er  recta  minor 
quam  periferia  er,  que  autem  al  recta  maior  quam  dupla  periferie  circuli 
cmn.    minorem  ergo  proportionem  babet  quae  r 5  ad  ar  quam  quae  er  peri- 

35  feria  ad  duplam  periferie  circuli  cmn,  tota  igitur  5a  ad  ar  minorem  propor- 
tionem babet  quam  quae  er  periferia  cum  periferia  circuli  cmn  bis  dicta  ad 
periferiam  circuli  cmn  bis  dictam.    quam  autem  proportionem  babent  dicte 


6  Mg.  m.  1:  scilicet  tota,      thk"]  hk  in  ras.  m.  2.        18  Ante  cz  del.  t  m.  1. 
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peiiferie,  hanc  habet  proportionem  quae  qa  ad  ac;  ostensmu  est  enim  hoc. 
minorem  ergo  proportionem  habet  quae  as  ad  ar  qnam  quae  ga  ad  ca;  quod 
quidem  est  impossibile.  non  ergo  ea  recta  maior  est  quam  dupla  periferie 
circnli  cmn.  similiter  autem  ostendetur,  quod  nee  minor  quam  dupla.  palam 
igitor  quod  dupla  est.  per  eundem  autem  modum  ostendendum,  et  si  reuo-  6 
Intionem  in  qualicunque  circulatione  descriptam  contingat  aliqua  recta  apud 
terminum  reuolutionis ,  et  a  principio  reuolutionis  ducta  ad  rectos  angulos 
principio  circulationis  concidit  ad  contingentem^  multiplex  est  periferie  cir- 
cnli qui  dicitur  secundum  numerum  circulationis  eodem  numero. 

Si  reuolutionem  in  prima  circulatione  descriptam  recta  linea  contingat  20 
non  apud  terminum  reuolutionis,  a  contactn  autem  ad  principium  reuolutionis  11 
recta   copuletur,   et  centro   quidem   principio   reuolutionis,   distantia   autem 
copulata  circulus  describatur,^  a  principio  autem  reuolutionis  ducaiur  aliqua 
ad  rectos  angulos  copulate  a  contactn  ad  principium  reuolutionis,  concidet 
ipsa  ad  contingentem ,  et  erit  recta  quae  intermedia  concidentis  et  principii  15 
renolutionis  equalis  periferie  descripti  circuli  intermedie  contactus  et  sectionis7 
secundum  quam  secat  descriptus  circulus  principium  circulationis,  ad  prae- 
cedentia  accepta  periferia  a  signo  eo,  quod  est  in  principio  circulationis. 

Sit  reuolutio,  in  qua  que  ahgd  in  prima  circulatione  descripta,  et  con- 
tingat ipsam  quaedam  recta  quae  edz  apud  d^  a  d  autem  ad  principium  reuo-  20 
Intionis  copuletur  quae  da^  ei  centro  quidem  a,  distantia  autem  ea  quae  da 
circulus  describatur  qui  dmn.   secet  autem  iste  principium  circulationis  apud  A;, 
ducatur  autem  quae  ;era  ad  da  orthogonaliter.    quod  quidem  igitur  ipsi  con- 
cidit, palam.    quod  autem  et  equalis  sit  quae  ea  recta  ipsi  kmnd  periferie, 
demonstrandum,    si  enim  non,  aut  maior  est  aut  minor,    sit,  si  est  possibile,  26 
prius  maior.    accipiatur  autem  aliqua  quae  la  minor  quidem  quam  za  recta, 
maior  autem  quam  periferia  kmnd.    rursum  itaque  circulus  est  qui  kmn^  et 
in  circulo  linea  minor  diametro  quae  dtiu,  et  proportio,  quam  habet  da  ad  al-, 
maior  est  ea,  quam  habet  medietas  dn  dA  cathetum  ductam  ab  a  ad  ipsam. 
possibile  igitur  est  ab  a  educere  lineam  ae  Kd  lineam  nd  eductam,  ita  ut  30 
linea  er  ad  lineam  dr  eandem  proportionem  habeat  quam  quae  da  ad  aZ; 
ostensum  est  enim  hoc  possibile  esse,   habebit  igitur  et  er  ad  ar  eandem  pro- 
portionem quam  quae  dr  ad  aZ.    que  autem  dr  ad  al  minorem  proportionem 
habet  quam  quae  dr  periferia  ad  periferiam  kmd,  quoniam  quae  quidem  dr 
recta  minor  est  quam  periferia  dr^  que  autem  al  maior  est  periferia  kmd.  36 
minorem  igitur  proportionem  habet  quae  er  recta  ad  ra  quam  quae  dr  peri- 
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feria  ad  periferiam  kmd.  quare  et  quae  ae  ad  ar  minorem  proportionem 
habet  quam  periferia  dr  cum  kmd  periferla  ad  periferiam  kmd,  quam  aatem 
proportionem  habet  que  kmr  ad  periferiam  kmd^  hanc  habet  quae  qa  ad  ad. 
minorem  ergo  proportionem  habet  quae  ea  ad  ar  quam  aq  ad  da;  qnod 
6  qoidem  est  impossibile.  non  ergo  est  ea  maior  quam  periferia  kmd.  simi- 
liter  autem  priori  bus  demonstrabitur,  quod  nee  minor  est  eqnalis  ergo,  per 
enndem  autem  modum  demonstrabitur,  et  si  renolutionem  in  secunda  cir- 
culatione  descriptam  contingat  recta  non  apnd  terminum  reuolutionia,  alia 
autem  eadem  disponautor,  quod  recta  intermedia  concidentis  ad  contingentem 

10  et  principium  reuolutionis  eqaalis  est  toti  periferie  circoli  descripti  et  adhnc 
intermedie  dictorom  signorum  eodem  modo  accepta  periferia.  et  si  reuola- 
tionem  in  qualiconque  circalatione  descriptam  contingat  aliqua  recta  non 
apud  terminum  reuolutionis,  et  alia  eadem  disponautur,  quod  recta  intermedia 
dictorum  signorum  multiplex  quaedäm  est  periferie  descripti  circuli  secundnm 

15  numerum  minorem  eo,  secundum  quem  circulationes  dicuntur,  et  adhnc  equa- 
lis  intermedie  dictorum  signorum  similiter  accepta  periferia. 

21  Accipienti  spatium,  quod  continetur  a  reuolutione  in  prima  circulatiose 

descripta  et  a  recta  prima  in  principio  circulationis,  possibile  est  circa  ipsum 
figui'am  planam   circumscribere   et  aliam  inscribere  ex  similibus  sectoribus 

20  compositam,  ut  circumscripta  sit  maior  quam  inscripta  in  minori  quam  omne 
praepositum  spatium. 

Sit  reuolutio  in  qua  abgd  in  prima  circulatione  descripta,  sit  autem 
principium  quidem  reuolutionis  t  Signum,  principium  autem  circulationis  que 
ta^  primus  autem  circulus  ehia,  que  autem  a/»,  ei  diametri  ipsius  ad  rectos 

25  angulos  inuicem.  semper  itaque  recto  angulo  in  duo  secto  et  sectore  rectum 
angulum  continente  erit  reliquum  sectoris  minus  praeposito.  et  sit  prodnctus 
sector  qui  atk  minor  praeposito  spatio.  diuidantur  itaque  anguli  quatnor 
recti  in  equales  angulos,  qui  continentur  a  lineis  at^  tkj  et  recte  facientes 
angulos  equales  per  renolutionem  ducantur.    Signum  itaque,  secundnm  quod 

30  secat  quae  tk  renolutionem,  sit  Z,  et  centro  quidem  ty  distantia  autem  tl  cir- 
culus  describatur.  cadet  itaque  ipsius  quae  quidem  ad  praecedentia  periferia 
intra  renolutionem,  que  autem  ad  sequentia  extra,  describatur  itaque  peri- 
feria et  concidet  ipsi  ia  apud  o  que  om  et  ei  que  post  rectam  tk  per  reno- 
lutionem perducte.    rursum  itaque  et  Signum,  apud  quod  secat  renolutionem 

35  quae  tm^  sit  n^  et  centro  quidem  ^,  distantia  autem  in  circulus  describatur, 
et  concidet  periferia  circuli  et  ei  quae  post  tm  perducte  per  renolutionem. 
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Bimiliter  autem  et  per  alia  omnia,  ubi  secant  reuolutionem  facientes  equales 
angulos,  circnli  describantnr  centro  t,  donec  concidat  unaquaeque  periferia 
praecedenti  recte  et  sequenti.  erit  itaqne  circa  acceptnm  spatinm  quoddam 
circumscriptnm  ex  similibus  sectoribus  compositnm  et  aliud  inscriptum.  quod 
autem  circumscripta  figura  intrascripte  maior  sit  minori  praepositi  spatii,  5 
demonstrabitnr.  est  enim  qni  qaidem  tlo  sector  eqnalis  sectori  ttnl^  qui 
autem  tnp  ei  qui  tnr,  qui  uero  tqs  ei  qui  tqc.  est  autem  et  aliorum  secto- 
rum  unusquisque  eorum  qui  in  intrascripta  figura  equalis  commune  latus 
habenti  sectori  eorum  qui  in  circumscripta  figura  sectorum.  palam  igitur, 
quod  et  omnes  sectores  omnibus  equales  erunt.  equalis  ergo  est  figura  intra-  lo 
scripta  in  spatio  figure  circumscripte  circa  spatium  excepto  sectore  tak.  solus 
enim  iste  acceptus  est  eorum  qui  in  circumscripta  figura.  palam  igitur,  quod 
circumscripta  figura  intrascripte  maior  est  sectore  aJci,  qui  est  minor  prepositi. 
ex  hoc  autem  manifestum  est,  quod  possibile  est  circa  dictum  spatium  figu- 
ram,  qualis  dicta  est,  describere,  ut  circumscripta  figura  maior  sit  spatio  in  15 
minori  omnis  praepositi  spatii,  et  rursum  inscribere,  ut  spatium  similiter 
luaius  sit  intrascripta  figura  in  minori  pmnis  praepositi  spatii. 

Accipienti  spatium,  quod  continetur  a  reuolutione  in  secunda  circulatione  22 
descripta  et  a  recta,  quae  est  secunda  earum  quae  in  principio  circulationis, 
possibile  est  circa  ipsum  figuram  planam  circumscribere  ex  similibus  sectori-  20 
bus  compositam  et  aliam  inscribere,  ut  circumscripta  maior  sit  quam  intra- 
scripta in  minori  omnis  praepositi  spatii. 

Sit  reuolutio  in  qua  quae  ahgde  in  secunda  circulatione  descripta,  et 
sit  t  quidem  Signum  principium  reuolutionis,  que  autem  at  principium  cir- 
culationis, quae  autem  ea  secunda  recta  eärum  quae  in  principio  circulatio*  25 
nis,  circulus  autem  azhi  sit  secundus,  et  quae  agh^  zi  diametri  ipsius  ad 
rectos  angulos  inuicem.  rursum  igitur  in  duo  secto  angulo  recto  et  sectore 
rectum  angulum  continente  erit  reliquum  minus  praeposito.  et  sit  productus 
sector  qui  tka  minor  praeposito  spatio.  diuisis  itaque  rectis  angulis  in  equa- 
les angulos  eo  quod  sub  A;^a  et  aliis  dispositis  secundum  eadem  prioribus  erit  30 
circumscripta  figura  maior  quam  inscripta  figura  minori  quam  sector  qui  tka^ 
maior  enim  erit  excessu,  quo  excedit  sector  qui  tka  eum  qui  ier.  palam 
igitur,  quod  possibile  est  et  circumscriptam  figuram  accepto  spatio  esse  maio- 
rem  minori  omnis  praepositi  spatii,  et  rursum  acceptum  spatium  intrascripta 
figura  esse  malus  minori  omnis  praepositi  spatii.  per  eundem  autem  modum  85 
manifestum  et,  quod  possibile  est  accipienti  spatium,  quod  continetur  a  reuo- 
lutione in  quacunque  circulatione  descripta  et  a  recta  quae  in  principio  cir- 
culationis secundum  eundem  numerum  dicta  circumscribere  figuram,  qualis 
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dicta  est,  planam,  ut  circumscripta  figura  sit  accepto  spatio  maior  minoii 
omnis  praepositi  spatii,  et  rursom  inscribere,  ut  acceptnm  spatitun  intn- 
scripta  figura  sit  maius  minori  omnis  praepositi  spatii. 

Accipienti  spatium,  quod  continetur  a  reuolutione,  quae  est  minor  quAin 

23descripta  in  una  circulatione,  non  habente  terminum  principium  renoIationiSf 

6  et  a  rectis,  qnae  ab  ultimis  reuolutionis  ducuntur,  possibile  est  circa  spatiom 

figuram  planam  circumscribere  ex  similibus  sectoribus  compositam  et  aliui 

inscribere,  ut  circumscripta  figura  quam  inscript^  sit  maior  minori  omnis 

praepositi  spatii. 

10  Sit  reuolutio  in  qua  ahgde^  ultima  autem  ipsius  a,  6,  sit  antem  prin- 

cipium reuolutionis  t^  et  copulentur  quae  at^te,  describatur  itaque  circnlo» 
centro  quidem  f,  distantia  autem  ta^  et  concidat  cum  ie  apud  e.  semper 
autem  angalo  qui  apud  t  et  sectore  iae  m  duo  diuisis  erit  reliqaum  praepo- 
sito  minus,    sit  sector  tah  minor  praeposito.    similiter  itaque  prioribns  descrl- 

15  bantur  circuli  per  signa,  apud  quae  secant  reuolutionem  equales  angnloä 
facientes  apud  t,  ut  periferiarum  unaquaeque  concidat  pi*aecedenti  et  sequenti* 
erit  itaque  contentum  spatium  a  reuolutione  ahgde^  et  a  rectis  aty  te  cir- 
cumscripta figura  plana  ex  similibus  sectoribus  composita  et  alia  inscripta,  et 
circumscripta  inscriptam  excedit  minori  praepositi  spatii;  minor  enim  est  qni 

20  tak  sector.  ex  boc  autem  manifestum  est,  quod  possibile  est  circa  dictom 
spatium  planum,  quäle  dictum  est,  circumscribere,  ut  circumscripta  figois 
sit  maior  quam  spatium  minori  omnis  praepositi  spatii. 

Spatium  comprebensum  a  reuolutione  in  prima  circulatione  descripta  et 

24  a  recta  prima  earum  quae  in  principio  circulationis  tertia  pars  est  eireoli 

25  primi. 

Sit  reuolutio  in  qa^,  abffdet  in  prima  circulatione  descripta,  sit  autem/ 
quidem  signum  principium  reuolutionis,  que  autem  ta  recta  prima  in  prin- 
cipio circulationis,  qui  autem  akzhi  circulus  phmus,  cuius  tercia  pars  sit 
circulus  in  quo  q.    demonstrandum  est,  quod  praedictum  spatium  sit  equale 

30  circulo  q.  si  enim  non,  aut  maius  est  aut  minus,  sit  prius,  si  possibile  est, 
minus,  possibile  itaque  est  circa  spatium  comprebensum  a  reuolutione  ahgdd 
et  a  recta  at  circumscribere  figuram  planam  ex  similibus  sectoribus,  ut  cir- 
cumscripta figura  sit  maior  quam  spatium  minori  excessus,  quo  excedit  cir- 
culus q  dictum  spatium.    circumscribatur  itaque  et  sit  sectornm,  ex  quibns 

35  componitur  dicta  figura,  maximus  quidem  qui  tak^  miniraus  autem  qui  ieo. 
palam  igitur,  quod  circumscripta  figura  minor  est  circulo  q.    educantur  autem 
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irecte  ad  t  facientes  eqnales  angulos,  donec  ad  circnli  periferiam  cadant.   sunt 
i.'fcaque  quaedam  linee  a  ^  ad  reuolutionem  incidentes  equali  inuicem  exceden- 
'bes,   qnarum  est   maior  qxddem  quae  ta^  minor  autem  quae  ^e  et  minima 
o<iaali8  exces3iii.    sunt  autem  et  alle  quaedam  linee  a  /  ad  periferiam  circuli 
ixieidentes  mnltitadine   quidem  equales  hüs,    magnitudine  autem  quaelibet  6 
oqualis  maxime.    et  descripü  sunt  ab  omnibus  similes  sectores,  scilicet  ab     i 
ezcedentibus   equali  inuicem  et  ab  equalibus  inuioem  et  maxime.     sectores 
ergo  qui   ab  equalibus  maxime  minores  sunt  quam  tripli  sectorum  qui   ab 
ezeedentibus  equali  inuicem;  demonstratum  enim  est  boc.   sunt  autem  sectores 
quidem  qui  ab  equalibus  inuicem  et  maxime  equales  circulo  aehi^  sectores  10 
axitem  qui  ab  excedentibus  equali  inuicem  equales  circumscripte  figure.    cir- 
cnlus  ergo  aJczhi  est  minor  circumscripta  figura  quam  triplus.   circuli  autem  q 
triplus.   minor  ergo  est  circulus  q  quam  circumscripta  figura.    non  est  autem, 
sed  maior.    comprebensum  ergo  spatium  a  reuolutione  ahgdet  et  a  linea  at 
TLon  est  minus  spatio  q.    neque  igitur  malus,    sit  enim,  si  possibile  est,  malus.  15 
est  itaqne  rursum  possibile  intra  spatium  comprebensum  a  reuolutione  ahgdet 
et  a  recta  at  inscribere  fignram,  ut  dictum  spatium  sit  malus  inscripta  figura 
ininori  quam  quo  excedit  dictum  spatium  circulum  q.    inscribatur  itaque,  et 
sit  sectorum,  ex  quibus  componitur  inscripta  figura,  maximus  quidem  qui  trx^ 
minor  autem  qui  ote.   palam  igitur,  quod  inscripta  figura  minor  est  circulo  q.  20 
edncantur  itaque  facientes  equales  angulos  ad  ^,  donec  ad  circuli  periferiam 
cadant.    rursum  igitur  sunt  quaedam  linee  equali  inuicem  excedentes  a  ^  ad 
reuolutionem  incidentes,  quarum  est  maxima  quidem  quae  ta^  minima  autem 
quae  fe,  et  est  minima  equalis  excessui.     sunt  autem  et  alie  Unee  a  ^  ad 
periferiam  circuli  azhi  incidentes  multitudine  quidem  equales  biis,  magnitu-  25 
dine  autem  unaquaeque  equalis  maxime.    et  describuntur  ab  omnibus  sind]es 
sectores  scilicet  ab  equalibus  inuicem  et  maxime  et  ab  excedentibus  equali 
inuicem.    sectores  ergo  qui  ab  equalibus  maxime  maiores  sunt  quam  tripli 
sectorum   qui  ab  excedentibus   equali  inuioem  excepto  eo  quod  a  maxima; 
demonstratum  est  enim  hoc.     sunt  autem  sectores  quidem  qui  ab  equalibus  30 
maxime  equales  circulo  azhi,  qui  autem  ab  excedentibus  equali  inuicem  ex- 
cepto eo  quod  a  maxima  equales  intrascripte  figure.    maior  ergo  est  circulus 
azhi  quam  triplus  inscripte  figure.    circuli  autem  q  triplus.    maior  ergo  est 
circulus  quam  inscripta  figura.     non  est  autem,   sed  minor,     non  ergo  est 
nee  malus  spatium  quod  a  reuolutione  ahgdet  et  a  recta  at  quam  circulus  q.  35 
equale  ergo  est  comprehenso  a  reuolutione  et  a  recta  at 

Spatium  a  reuolutione  in  secunda  circulatione  descripta  et  a  recta  se-  25 
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cunda  eaxam  quae  in  principio  circulationis  ad  secundam  circnlum  hanc  habet 
proportionem,  quam  babent  Septem  ad  duodecim,  quae  est  eadem  ei,  quam 
babent  simnl  ambo,  scilicet  quod  continetur  ab  ea  quae  ex  centi'o  secnndi 
circuli  et  ea  quae  ex  centro  primi  circuli  et  tercia  pars  tetragoni  quod  ab 
5  excessu,  quo  excedit  quae  ex  centro  secondi  circuli  eam  quae  ex  centFo  primi 
circuli,  ad  tetragonum  quod  ab  ea  quae  ex  centro  secundi  circulL 

Sit  reuolutio  in  qua  ahgde  in  secunda  circulatione  descripta,  sit  aatem  / 
quidem  Signum  principium  reuolutionis,  que  autem  te  recta  in  principio  cir- 
culationis prima,  que  autem  a6  in  principio  circulationis  secunda,  circulns 

10  autem  azhi  secundus  sit,  et  que  ah,  iz  diametri  ad  rectos  angulos  inuicem 
demonstrandum,  quod  spatium  contentum  a  reuolutione  ahgde  et  a  recta  at 
ad  oirculum  azhi  habet  proportionem  quam  7  ad  12.  sit  itaque  quidam  6i- 
culus  qui  Q,  que  autem  ex  centro  circuli  q  potentia  equalis  ei,  quod  conti- 
netur a  lineis  at^  te,  et  tertie  parti  eins  quod  ab  ac  tetragoni.    habebit  ita- 

15  que  circulus  q  ad  circulum  ahzi,  ut  7  ad  12,  propterea  quod  et  quae  ex 
centro  ipsius  ad  eam  quae  ex  centro  circuli  azhi  hanc  habet  potentia  pro- 
portionem. demoustrabitur  igitur  circulus  q  equalis  spatio,  quod  continetur 
a  reuolutione  ahgde  et  a  recta  ae,  si  enim  non,  aut  maior  est  aut  minor. 
sit  itaque  prius,  si  possibile  est,  maior.     possibile  itaque  est  circa  spatiam 

20  circumscribere  iiguram  planam  ex  similibus  sectoribus  öompositam,  ut  circnin- 
scripta  ßgura  sit  maior  quam  spatium  minori,  quam  quo  excedit  circulus  q 
spatium.  circumscripta  sit  igitur,  et  sit  eorum,  ex  quibus  componitor  ciicuiD- 
scripta  figura,  maximus  quidem  seotor  qui  tak,  minimus  autem  qui  (od. 
palam  igitur,  quod  circumscripta  figura  minor  est  circulo.    educantor  ei^ 

26  recte  facientes  ad  t  equales  angulos,  donec  ad  periferiam  secundi  circuli 
cadant.  sunt  itaque  quaedam  linee  equali  inuicem  excedentes,  que  a  (  ad 
reuolutionem  concidunt,  quarum  est  maxima  quidem  que  ta,  minima  autem 
que  te,  sunt  autem  et  alie  linee  a  ^  ad  periferiam  circuli  azhi  concidentes 
multitudine  quidem  pauciores  una  ipsis,  magnitudine  autem  equales  inuicem 

30  et  maxime,  et  descripti  sunt  similes  sectores  ab  equalibus  maxime  et  ab 
excedentibus  equali  inuicem,  a  minima  autem  non  est  descriptus.  sectores 
ergo  qui  ab  equalibus  maxime  ad  sectores  illos  qui  ab  excedentibue  equali 
inuicem  excepto  eo  quod  a  minima  minorem  proportionem  habent  quam  tetra- 
gonum quod  a  maxima,  quae  est  fa,  ad  simul  ambo,  scilicet  quod  continetur 

35  a  lineis  at,  te,  et  terciam  partem  eius  quod  a  linea  ea  tetragoni;  demonstra- 
tum  est  enim  hoc.  est  autem  sectoribus  quidem  qui  ab  equalibus  inuicem  et 
maxime  equalis  azhi  circulus,  sectoribus  autem  qui  ab  excedentibus  equali 


4  tercia  pars]  corr.  ex  terciam  partem  m.  1.        29  Ante  pauciores  del.  minon 
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Ln^niceBi  excepto  eo  quod  a  minima  eqaalis  circumscripta  figura.  minorem 
ojrgo  proportionem  habet  circulus  ad  circumscriptam  figuram  quam  tetrago- 
uum  quod  ab  a^  ad  simul  ambo  quodque  a  lineis  at^  te  et  terciam  partem 
eins  quod  ab  ae  tetragoni.  quam  autem  proportionem  habet  tetragonum  quod 
a  ^a  ad  id  quod  a  lineis  ta,  te  et  terciam  partem  eins  quod  a  linea  ae  tetra-  6 
^oni,  hanc  habet  circulus  azhi  ad  circulum  q.  minorem  ergo  proportionem 
Habet  circulus  azhi  ad  circumscriptam  figuram  quam  ad  circulum  q.  quare 
minor  est  circulus  q  circumscripta  figura.  non  est  autem,  sed  maior.  non 
exgo  maior  est  circulus  q  spatio,  quod  continetur  a  reuolutione  ahgde  et  a 
recta  ae,  10 

Neque  etiam  minor,    sit  enim,  si  possibile  est,  minor,    rursum  igitur 
possibile  est  intra  spatium,  quod  continetur  a  reuolutione  et  a  recta  ae,  in- 
scribere   figuram   planam   ex   similibus  sectoribus  compositam,   ut  spatium, 
qTLod  continetur  a  reuolutione  ahgde  et  a  recta  ae^  sit  malus  quam  inscripta 
ßgura  minori,  quam -quo  excedit  idem  spatium  circulum  q.    sit  igitur  inscripta,  15 
et  sit  sectorum,  ex  quibus  componitur  intrascripta  ügura,  maximus  quidem 
sector  tkr^  minimus  autem  teo,    palam  igitur,  quod  intrascripta  figura  maior 
est  circulo  q.     educantur   ergo   facientes  equales  angulos  apud  /,   donec  ad 
circuli  periferiam  cadant.    rursum  igitur  sunt  quaedam  linee  equali  inuicem 
excedentes,  qnae  a  ^  ad  reuolationem  ineidunt.    quarum  maxima  quidem  que  20 
ta^  minima  autem  quae  te.    sunt  autem  et  alle  linee  a  ^  ad  circuli  periferiam 
incidentes  multitudine  quidem  una  pautiores  hiis,  magnitudine  autem  equales 
inuicem  et  maxime,  et  descripti  sunt  ab  excedentibus  equali  inuicem  similes 
sectores  et  ab  equalibus  maxime.    sectores  ergo  qui  ab  equalibus  maxime  ad 
sectores  eos  qui  ab  excedentibus  equali  inuicem  excepto  eo  quod  a  maxima  25 
maiorem  proportionem  habent  quam  tetragonum  quod  a  ^a  ad  simul  ambo, 
scilicet  quod  continetur  a  lineis  at^  te^  et  terciam  partem  eius  quod  ab  fa 
tetragoni.     est  autem  sectoribus  quidem  qui  ab  excedentibus  equali  inuicem 
excepto  eo  quod  a  maxima  equalis  intrascripta  figura  in  spatio,  aliis  autem 
circulus  azhi,    maiorem  igitur  proportionem  habet  circulus  azhi  ad  intra-  30 
scriptam  figuram  quam  tetragonum  quod  a  ^a  ad  id  quod  a  lineis  /a,  te  et 
terciam  partem  eius  quod  a  linea  ae  tetragoni,  hoc  est  circulus  azhi  ad  cir- 
culum q.    maior  ergo  est  circulus  q  quam  intrascripta  figura;  quod  quidem 
impossibile;  erat  enim  minor,     non  ergo  est  nee  minor  circulus  q  contento 
spatio  a  reuolutione  ahgde  et  a  recta  ae,    quare  equalis.  35 

Per    enndem    autem   modum   demonstrabitur,    et   quod   comprehensum 
spatium  a  reuolutione  in  quacunque  circulatione  descripta  et  a  recta,  quae 

h  te]  t  m  ras.  m.  2.         13  ex\  in  ras.  m.  2.         18  facientes]  bis,  corr.  m   1. 
30  azhi]  (pr.)  mg.  m.  2.        34  Ante  contento  del.  circutn  m,  1. 
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dieitur  secundum  numerum  eondem  circulationibns ,  ad  circulum,  qai  diciiiir 
secundum  numemin  eundem  circalationibas,  proportionem  habet  qnam  simnl 
ambo,  scilicet  quod  ab  ea  quae  ex  centro  circuli  qui  secundiim  enndem  nmne- 
rum  et  ab  ea  quae  ex  centro,  quod  dicitnr  secundum  una  pautiorem  circulv 
5  tionum,  et  tertia  pars  tetragoni  quod  ab  ezcessu,  quo  ezcedit  quae  ex  centro 
circuli  maioris  dictorum  eam  quae  ex  centro  circuli  minoris  dictorom  ad 
tetragonum  quod  ab  ea  quae  ex  centro  circuli  maioris  dictorum. 

26  Spatium,  quod  continetur  a  reuolutione,  quae  est  minor  quam  deecripta 

in  una  circulatione  non  babente  terminum  pnncipium  reuolutionis,  et  rectis 

10  ab  ultimis  ipsius  ad  principium  reuolutionis  ductis,  ad  sectorem  hab^stem 
eam  quidem  quae  ex  centro  equalem  maiori  ductarum  a  termino  ad  principium 
reuolutionis,  periferiam  autem  equalem  intermedie  dictarum  rectarom  ad 
eadem  reuolutioni  hanc  habet  proportionem,  quam  habent  simul  ambo,  seüicet 
quod  continetur  a  produetis  ab  ultimis  ad  principium  reuolutionis,  et  tertia 

15  pars  tetragoni  quod  ab  excessu,  quo  excedit  maior  dictarum  rectarom  mino- 
rem, ad  tetragonum  quod  a  maiori  copnlatarum  ab  ultimo  reuolutionis  ad 
principium. 

Sit  reuolutio  in  qua  ahgde  minor  quam  descripta  in  una  circulatione, 
ultima  autem  ipsius  sit  a,  e,  sit  autem  principium  renolutionis  /  Signum,  et 

20  centro  quidem  /,  distantia  autem  quae  ta  circulus  describatur,  et  concidat 
periferie  ipsius  quae  ie  apud  z,  ostendendum,  qaod  spatium  contentom  a 
reuolutione  ahgde  et  rectis  a/,  fe  ad  sectorem  atz  hanc  habet  proportionem. 
quam  habent  simul  ambo,  scilicet  qnod  a  lineis  a/,  te  et  tertia  para  eins 
quod  ab  ez  ad  tetragonum  quod  a  linea  ta,    sit  iiaque  circulus  in  quo  qq 

25  habens  eam  quae  ex  centro  equalem  potentia  ei  quod  a  lineis  atj  ie  et  terde 
parti  eins  quod  a  linea  ez,  apud  centrum  autem  ipsius  sit  anguhis  equaüs  ei 
qui  apud  /.  sector  itaque  qui  q$  ad  sectorem  taz  eandem  habet  prop<»Ü0' 
nem,  quam  habet  quod  a  lineis  af,  te  et  tertia  pars  tetragoni  qnod  ab  es  ad 
tetragonum  quod  a  linea  ta.    que  enim  ex  centris  hanc  habent  proportionem 

30  potentia  ad  inuicem.  demonstrabitur  itaque  sector  gq  eqnalis  ens  spatio, 
quod  continetur  a  reuolutione  ahgde  et  a  rectis  aty  te^  si  enim  ncMi,  aot 
maior  aut  minor,  sit  enim  prins,  si  possibile  est,  maior.  possibile  igitar  est 
circa  dictum  spatium  circumscribere  figuram  planam  ex  simüLbus  secUHibos 
compositam,  ut  circumscripta  figura  sit  maior  quam  dictum  spatium  mincRi, 

:I5  quam  quo  excedit  sector  q<;  dictum  spatium.    sit  itaque  circnrnscripta»  et  sit 

6  Unrtia  par$]  corr.  ex  ttrtiam  pariem  m.  1.  8  2€]  om.  9  et]  deL^?) 
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Bectorura,  ex  qnibus  componitur  circnmscripta  figora,  maior  quidem  qui  taJc^ 
Eoinor  autem  qni  tod,  palam  igitur,  quod  circumscripta  figora  minor  est 
Bectore  ^q.  Protrahantur  itaque  recte  facientes  eqnales  angalos  apud  t^  donec 
ad  periferiam  sectoris  tae  cadant.  sunt  itaque  quaedam  recte  excedentes 
equali  inuicem  a  ^  ad  reuolutionem  concidentes,  quarum  est  maxima  quidem  5 
/a,  minima  autem  te.  sunt  autem  et  aiie  recte  multitudine  quidem  pauciores 
luis  una,  magnitudine  autem  equales  inuicem  et  maxime  incidentes  a  ^  ad 
periferiam  sectoris  ate  sine  ea  quae  tm^  et  descripti  sunt  similes  sectores  ab 
Omnibus,  scilicet  ab  equalibus  inuicem  et  maxime  et  ab  excedentibus  equali 
inuicem,  a  linea  autem  te  non  sunt  descripti.  sectores  igitur  qui  ab  equalibus  10 
inuicem  et  maxime  ad  sectores  eos  qui  ab  excedentibus  equali  inuicem  sine 
sectore  qui  a  minima  minorem  proportionem  babent  quam  quod  a  /a  ad  simul 
ambo,  scilicet  quae  a  lineis  aty  te  et  tertiam  partem  eins  quod  ab  eg  tetra- 
gonL  est  autem  sectoribus  quidem  qui  ab  equalibus  inuicem  et  maxime 
equalis  sector  taz^  biis  autem  qui  ab  excedentibus  equali  inuicem  circum-  15 
scripta,  minorem  ergo  proportionem  habet  sector  tais  ad  circumscriptam 
figuram  quam  tetragonum  quod  a  ^a  ad  simul  ambo,  scilicet  quod  a  lineis 
ta^  te  et  tertia  parte  eins  quod  a  linea  0e.  quam  autem  proportionem  habet 
quod  a  linea  ^a  ad  dictam,  haue  proportionem  habet  sector  ^a^  ad  sectorem  q. 
quare  minor  est  sector  q  quam  circumscripta  figura.  non  est  autem,  sed  20 
maior.  non  ergo  erit  sector  ^q  maior  spatio  contento  a  reuolutione  abgde 
et  a  rectis  at,  te, 

Neque  etiam  minor.    Sit  enim  ndnor,  et  alia  eadem  disponantur.  rursum 
itaque   possibile  est  iutra  spatium  inscribere  figuram  planam  ex  similibus 
sectoribus  compositam,  ut  dictum  spatium  slt  maius  quam  intrascripta  figura  25 
minori,  quam  quo  excedit  idem  spatium  sectorem  gq.    sit  igitur  inscripta,  et 
Sit  sectorum,  ex  quibus  componitur  intrascripta  figura,  maior  quidem  tbffj 
minor  autem  toe,    palam  igitur,  quod  inscripta  figura  maior  est  sectore  q^ 
rursum  igitur  sunt  quaedam  linee  excedentes  equali  inuicem  a  ^  ad  reuolu- 
tionem incidentes,  quarum  est  maxima  quidem  quae  fa,  minima  autem  quae  30 
te.    sunt  autem  et  alie  linee  a  ^  ad  periferiam  sectoris  taz  incidentes  sine  ea 
quae  ta  multitudine  quidem  pauciores  una  excedentibus  equali  inuicem,  magni- 
tudine autem  inuicem  et  maxime  equales,  et  descripti  sunt  ab  unaquaque 
similes  sectores,  a  maxima  autem  excedentium  equali  inuicem  non  est  de- 
scriptus.    sectores  igitur  qui  ab  equalibus  inuicem  et  maxime  ad  sectores  qui  35 
ab  excedentibus  equali  inuicem  sine  eo  qui  a  maxima  maiorem  proportionem 
habent  quam  tetragonum  quod  a  ^a  ad  id  quod  a  lineis  ta^  te  et  tertiam 


34  mcucimd]  -a  in  ras.  m.  2.       excedentium]  -um  in  ras.  m.  2.       est]  in  ras. 
m.  2.       descripPus]  -U8  in  ras.  m.  2.        ^1  te]  t  m  ras.  m.  2. 


Digitized  by 


Google 


~     38     — 

partem  eius  quod  a  linea  ez^  quia  et  sector  taz  sä  intrascriptam  figona 
maiorem  proportionem  habet  quam  quidem  ad  sectorem  q.  quare  maior  eri 
sector  q  quam  inscripta  figura.  non  est  autem,  sed  minor,  non  eigo  eit 
nee  minor  sector  q  spatio  contento  a  reuolatione  ahgde  et  a  rectis  atj  U. 
5  equalia  ergo. 

27  Spatiorum  contentorum  a  reuolutionibns  et  a  rectis  quae  in  circulaüoK 

tertium  quidem  secundi  duplum  est,  quartum  autem  triplum,  quintom  ankm 
quadruplum,  et  semper  sequens  secundum  consequentes  nomeros  multipln 
secundi  spatii,  primum  autem  spatium  sexta  pars  est  secundi. 

10  Sit  proposita  reuolutio  in  prima  circulatione  descripta  et  in  secund»  et 

in  sequentibus  quotcunque,  et  sit  principium  quidem  reuolutionis  t  signon. 
recta  autem  te  principium  circulationis,  spatiorum  autem  sit  Ic  quidem  primom, 
l  autem  secundum,  m  autem  tercium,  n  uero  quartum,  x  autem  quinton. 
demonstrandum,  quod  spatium  quidem  k  sit  sexta  pars  sequentis,  m  auUs 

15  duplum  2,  n  uero  triplum  ipsius  2,  et  consequentium  semper  sequens  multi- 
plex ipsius  l  secundum  consequentes  numeros.  quod  quidem  igitur  k  st 
sexta  pars  ipsius  2,  sie  demonstratur.  quoniam  spatium  Ä;2  ad  secundnm  dr 
culum  demonstratum  est  hanc  habere  proportionem,  quam  habet  7  ad  IS^ 
secundus  autem  circulus  ad  primum  circulum,  ut  12  ad  3;  palam  enim  est; 

20  primus  autem  circulus  ad  spatium  A;  se  habet,  ut  tria  ad  unum,  est  ergo  l 
spatium  sexta  pars  ipsius  l,  rursum  autem  et  spatium  Ä;Zm  ad  tercium  cir- 
culum demonstratum  est,  quod  hanc  habet  proportionem,  quam  habent  simnl 
ambo  scilicet  quod  ^gth  et  tertia  pars  eius  quod  a  linea  gh  tetragoni  ad  t€tn- 
gonum  quod  a  linea  gt    tercius  autem  circulus  habet  ad  secundum  drenhuD 

25  proportionem,  quam  habet  tetragonum  quod  a  linea  ^^  ad  id  quod  a  lines^^ 
secundus  autem  circulus  ad  spatium  kl  habet  proportionem  quam  tetragonum 
quod  a  linea  &^  ad  simul  ambo  scilicet  quod  a  lineis  ht^  td  et  terciam  parteic 
tetragoni  quod  a  linea  ah,  haec  autem  habent  ad  inuicem  proportionem  qnaiB 
19  ad  7.    ipsum  igitur  m  dA  kl  habet  proportionem  quam  12  ad  7.    porro 

30  A;2  ad  {  habet  proportionem,  quam  habent  7  ad  6.  palam  igitur,  quod  dnphiD 
est  m  ipsius  h  quod  autem  sequentia  proportionem  consequentium  numeit)- 
rum  habeant,  demonstrabitur.  quod  enim  klmnx  ad  circulum,  cuius  estei 
centro  quae  ie,  hanc  habet  proportionem,  quam  habent  simul  ambo,  soÜKt 
quod  continetur  a  lineis  et^  td  et  tertia  pars  eius  quod  a  linea  de  tetiagoDi 

35  ad  tetragonum  quod  a  linea  te,  circulus  autem,  cuius  est  ex  centro  quae  it. 
ad  circulum,  cuius  est  ex  centro  que  td^  hanc  habet  proportionem  quam  tetn- 
gonum  quod  a  linea  te  ad  tetragonum  quod  a  linea  td,   circulus  autem,  coiiis 
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est  a  centro  quae  dt,  ad  spatinm  klmn  hanc  habet  proportionem  quam  tetra- 
gonum  quod  a  linea  id  ad  simul  ambo  scilicet  quod  a  lineis  td^  ig  et  tertiam 
partem  eins  qnod  a  linea  dg  tetragoni.  et  spatium  ergo  klmnx  ad  spatium 
klmn  habet  proportionem  quam  quod  a  lineis  te^  id  et  tercia  pars  eins  quod 
a  linea  de  ad  id  quod  a  lineis  di^  ig  et  tertiam  partem  eius  quod  a  linea  dg.  5 
dioidenti  ergo  et  spatium  x  ad  spatium  klmn  proportionem  habet,  quam 
habet  excessus  eius  quod  a  lineis  ei^  id  com  tertia  parte  eius  quod  a  linea 
ed  ad  id  quod  a  lineis  di,  ig  et  terciam  partem  eius  quod  a  linea  dg,  simul 
ambo  autem  excedunt  simul  ambo,  quo  et  quod  ab  hiis  quae  e id  id  quod  ab 
hiis  quae  dig,  excedunt  autem  eo  quod  ab  hiis  quae  diy  ge.  spatium  ergo  10 
X  ad  spatium  klmn  proportionem  habet  quam  quod  ab  hiis  td,  ge  ad  id  quod 
a  lineis  di^  ig  et  tertiam  partem  tetragoni  quod  a  linea  gd.  per  eadem  autem 
demonstrabitur  et  spatium  n  ad  spatium  klm  hanc  habere  proportionem  quam 
quod  a  lineis  ig^  bd  Bkä  simul  ambo  scilicet  quod  Sk  gib  et  terciam  partem 
eius  quod  &  gb  tetragoni.  spatium  ergo  n  ad  spatium  klm  hanc  habet  pro-  15 
portionem  quam  quod  b,  tg^bd  ad  id  quod  ig^  ib  et  tertiam  partem  eius  quod 
a  p&  et  e  contrario;  haec  autem  equalia  sunt  ei  quod  a  lineis  dt,  ig  et  tercie 
parti  eius  quod  a  linea  gd  tetragoni.  quoniam  igitui*  spatium  quidem  x  ad 
spatium  klmn  hanc  habet  proportionem  quam  quod  a  lineis  idy  ge  9kd  simul 
ambo  scilicet  quod  a  lineis  dig  et  tertiam  partem  eius  quod  a  linea  gd  tetra-  20 
goni,  spatia  autem  klmn  ad  spatium  n  quam  simul  ambo  scilicet  quod  a 
lineis  dig  et  tertia  pars  tetragoni  quod  a  linea  gd  ad  ea  quae  a  lineis  ig^  db^ 
habet  ergo  et  spatium  x  ad  spatium  n  eandem  propoiiionem  quam  quod  a 
lineis  id^  ge  ad  id  quod  a  lineis  ig^  db,  quod  autem  a  lineis  idy  ge  ad  id 
quod  a  lineis  ig^  db  eandem  habet  proportionem  quam  quae  id  ad  ig^  quoniam  25 
equales  sunt  quae  ge^  bd.  palam  igitur,  quod  et  spatium  x  ad  spatium  n 
hanc  habet  proportionem  quam  quae  id  &d  lineam  ig»  similiter  autem  demon- 
strabitur et  spatium  n  ad  spatium  m  hanc  habere  proportionem  quam  quae 
tg  ad  lineam  ib  et  spatium  m  ad  spatium  l  quam  quae  bi  ad  a^.  que  autem 
et^  diy  gij  bi^  ai  recte  eam  quae  consequentium  numerorum  proportionem  30 
habent. 

Si  in  reuolutione  in  quacunque  circulatione  descripta  duo  signa  acci-28 
piantur  non  termini,  ab  acceptis  autem  signis  copulentur  recte  ad  principium 
reaolutionis ,  et  centro  quidem  principio  reuolutionis,  distantiis  autem  hiis 
quae  a  signis  super  principium  reuolutionis  circuli  describantur,  comprehen-  35 
STun  spatium  a  maiori  periferiaiiim  intermedia  rectarum  et  reuolutionis  inter- 
medie  earundem  rectarum  et  recte  educte  hanc  habebit  proportionem  ad  spa- 
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terminos  ipsamm  quam  que  ex  centro  circnli  maioris  cum  daabus  tertiis  pur- 

tibus  excessus,  quo  excedit  qnae  ex  centro  maioris  circnli  eam  quae  ex  centro 

minoris  circnli  cum  nna  tertia  parte  eiusdem  excessns. 

5  Sit  reuolntio  in  qua  abgdvcL  nna  circulatione  deseripta,  et  accipiantnr 

in  ipsa  duo  signa  quae  a,  </,  ut  i  eignum  sit  principium  reuolutionis,  et  ab 

a,  g  copulentur  ad  /,  et  centro  ^,  distantiis  autem  hiis  quae  ia^  ig  cireuli  de- 

scribantur.    demonstrandum,  quod  x  spatium  ad  ^  eandem  habet  proportio- 

nem,   qaam  habent  simul  ambo  scilicet  quae  hi  %i  due  tertie  partes  ft  ad 

10  simul  ambo  scilicet  ad  lineam  A^  et  unam  tertiam  partem  ipsius  ha.  spatiain 
enim  n^  ad  sectorem  hgi  demonstratum  est  haue  habere  proportionem,  quam 
habet  quod  a  lineis  hi^  at  et  tertia  pars  eins  quod  a  linea  ah  tetragoni  ad 
tetragonum  quod  a  linea  hL  ipsum  ergo  spatium  x  ad  spatium  np  haue 
habet  proportionem,  quam  habet  quod  a  lineis  tah  cum  duabus  tertiis  parti- 

16  bus  tetragoni  quod  a  linea  ^a  ad  simal  ambo  scilicet  quod  a  lineis  aih  ^ 
tertiam  partem  eius  quod  a  linea  ha,  et  quoniam  np  spatium  ad  sectorem 
nhüc  hanc  habet  proportionem,  quam  habet  simul  utrumque  scilicet  qaod  a 
lineis  ta^  ih  et  tertia  pars  eius  quod  a  /»a  ad  tetragonum  quod  a  linea  /A, 
sector  autem  nhx  ad  sectorem  n  hanc  habet  proportionem  quam  qaod  a  th 

20  ad  id  quod  a  ^a,  habebit  et  np  spatium  ad  sectorem  n  eandem  propor- 
tionem, quam  habet  simul  utrumque  scilicet  quod  a  ta,  th  et  tertia  pan 
eius  quod  a  linea  Aa  ad  id  quod  a  ^o.  spatium  ergo  np  ad  spatium  p 
proportionem  habet  quam  simul  ambo  scilicet  quod  a  lineis  hta  et  tertia 
pars   eius  quod  a  linea  Aa  ad  simul  utrumque  scilicet  quod  a  lineis  ha, 

26  ta  et  tertiam  partem  tetragoni  quod  a  linea  ha,  quoniam  igitur  spatium 
X  ad  spatium  np  hanc  habet  proportionem,  quam  habet  simul  utnunque  sci- 
licet quod  a  tah  et  due  tertie  partes  tetragoni  quod  a  linea  ^a  ad  stmul 
ambo  scilicet  quod  a  hta  et  tertiam  partem  eius  quod  a  linea  ha^  spatium 
autem  np  ad  spatium  p  hanc  habet  proportionem  quam  simul  ambo  scilicet 

30  quod  ab  hiis  quae  hta  et  tertia  pars  tetragoni  quod  a  linea  ^a  ad  simul 
utrumque  scilicet  quod  ab  hiis  quae  hat  et  terciam  partem  tetragoni  quod 
a  linea  ha^  habebit  et  spatium  x  ad  spatium  p  hanc  proportionem,  quam 
habent  simul  ambo  scilicet  quod  a  lineis  th^  ha  et  due  tertie  partes  eius  quod 
a  linea  Aa  ad  simul  utrumque  scilicet  quod  a  lineis  th,  ha  et  tertiam  partem 

86  eius  quod  a  linea  ha.  at  uero  simul  ambo  scilicet  quod  a  lineis  th,  ha  et 
due  tercie  partes  eius  quod  a  linea  Aa  ad  simul  ambo  scilicet  quod  ab  hiia 


2  maioris]  m.  2.  4  Poet  minoris  add.  ad  illam  quae  ex  centro  maioris  mg. 
m.  2.  6  in]  m.  2.  6  a,  g]  ex  ag  m.  2.  7  a,  g]  ex  ag  m.  2.  Ante  ad 
add.  rede  mg.  m.  2.  9  h"]  ha  m.  2.  11  np]  n  in  ras.  m.  2.  26  ta]  a  in 
ras.  m.  2.      30  ab]  in  ras.  1  litt.  m.  2.      33  Mg.  ad  hec  stiide  usque  in  finem  m.  t. 
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quae  tha  ei  tertiam  partem  tetragoni  quoÜ^^SS^j^SS^^l^  habet  propor- 
tionem,  quam  habent  simul  ambo  scilicet  quae  th  et  due  tertie  partes  linee 
Aa  ad  simul  ambo  scilicet  lineam  th  et  tertiam  partem  linee  ha,  palam  igitnr, 
quod  et  spatium  x  ad  spatitun  n  banc  habet  proportionem  quam  simul  ambo 
scilicet  quae  th  et  dae  tertie  partes  linee  ha  ad  simul  utrumque  scilicet  lineam  5 
th  et  terciam  partem  linee  ha, 

Completa  foit  translatio  hec  anno  X  1269  mense  februarii. 


IL 
Archimedis  circuli  dimensio. 

Omnis  circulus  est  aequalis  trigono  rectangulo,  cuius  quae  quidem  ex  10 
centro  est  aequalis  uni  earum  quae  circa  rectum  angulum  perimeter  autem 
basi.  habitudinetur  circulus  ahgd  trigono  e,  ut  supponitur.  dico,  quod  aequalis 
est.    si  enim  est  poasibile,  sit  maior  circulus,  et  inscribatur  tetragonum  ag^ 
et  secentur  periferie  in  duo  aequa,  et  sint  poi*tiones  iam  minores  excessu,  quo 
excedit  circulus  trigonum  rectilineum.    ergo  adhuc  est  malus  trigono.    acci*  15 
piatur  centrum  n  et  cathetus  quae  nx,    minor  ergo  quae  nx  latere  trigoni. 
est  autem  et  perimeter  rectilinei  minor  reliquo  latere,  quoniam  et  perimeter 
circuli.    est  ergo  rectilineum  minus  trigono  e;  quod  quidem  est  inconueniens. 
sit  autem,  si  possibile  est,  circulus  minor  trigono  e,  et  circumscribatur  tetra- 
gonum, et  secentur  periferie  in  duo  aequa,  et  ducantur  attingentes  per  signa.  20 
rectus  ergo  qui  ab  oar,    linea  ergo  or  est  maior  linea  mr,    quae  enim  rm 
est   aequalis  lineae  ra^  et  trigonum   ergo  rop  est  malus  quam  dimidium 
figurae   ozam.    accipiantur  sectores  similes  ipsi  pea  minores  excessu,  quo 
excedit  trigonum  e  circulum  ahgd,    adhuc  ergo  circumscriptum  rectilineum 
est  minus  trigono  e,    quod  quidem  inconueniens.    est  enim  maius,  quia  quae  25 
quidem  na  est  aequalis  catheto  trigoni,  perimeter  autem  est  maior  base  tri- 
goni.   aequalis  ergo  est  circulus  ahgd  trigono  e. 

6  In  fig.  litt,  jp,  h,  X  renouatae  m.  2. 

II  Orthographische  Kleinigkeiten  nicht  berücksichtigt.  9  Archimedis  circuli 
difnensio]  in  ras.  m.  rec.  0;  Archimedis  Syracusani  liber  6T.  Theorema  primum. 
propasiHo  prima  T.  11  perimetur  GT.  16  kathetus  GT.  nx]  (pr.)  nz  e 
corr.  m.  2  0.  ergo]  seq.  ras.  1  litt.  0.  17  perimetttr  GT.  perimehMr  GT 
(et  0?).  19  circunscribcUur  GT.  21  rectus]  e  corr.  m.  2  0,  recta  GT  23  oeam] 
0,  oram  G,  okam  T  (qui  in  fig.  k  habet  pro  z).  pza]  pra  G,  pka  T.  24  cir- 
eunscriptum  GT.  25  Post  quia  del.  qui  m.  1  0.  26  kaiheto  GT.  trigono  GT. 
perimetur  GT.        basi  GT. 


Digitized  by 


Google 


-     42     - 

CircQlus  ad  id  quod  a  diametro  tetragonum  proporiionem  habet  quam 
undecim  ad  quatnordecim.  sit  enim  circoltis,  cuius  diameter  quae  ab,  ei 
circamscribatur  tetragonmn  gh^  et  lineae  gd  daplam  quae  de,  septima  autem 
pars  ipsins  gd  quae  es^.  quoniam  igitur  quod  age  ad  ipsum  agd  proporiioneiii 
5  habet  quam  21  ad  7,  ad  id  autem  qnod  aez  id  quod  agd  proportionem  habet 
quam  7  ad  unum,  quod  agz  ad  id  quod  agd  est  nt  22  ad  7.  scilioet  ipsins 
agd  quadraplum  est  tetragonum  gh^  trigonum  autem  agdz  est  aequale  cir- 
culo  a&,  quoniam  quae  quidem  ag  cathetus  est  aequalis  ei  quae  ex  centro, 
basis  autem  est  tripla  diametri  et  septima  propinquissime  ezcedens  demon- 

10  strabitur.  circulus  igitur  ad  tetragonum  gh  proportionem  habet  quam  11 
ad  14. 

Omnis  circuli  perimeter  tripla  est  diametri  et  adhuc  ezcedit  minori  quam 
septima  parte  diametri,  maiori  autem  quam  decem  septuagesimis  primis. 

Sit  circulus  et  diameter  quae  ag  et  centrum  e  et  quae  glz  contingens 

15  et  qni  zeg  tertia  recti.  quae  ez  ergo  ad  zg  propoi-tionem  habet  quam  306 
ad  153,  quae  autem  eg  2A  gz  proportionem  habet  quam  265  ad  153.  secetur 
igitur  qui  sub  zeg  m  duo  aequa  per  eh.  est  ergo  ut  quae  ze  nd  eg  quae 
zh  B.d  hg.  et  permutatum  et  componenti;  ut  ergo  simul  utraque  quae  ze  eg 
ad  zg  quae  eg  ad  gh,     quare  quae  ge  ad  gh  maiorem  proportionem  habet 

20  quam  571  ad  153.  quae  eh  ergo  ad  hg  potentia  proportionem  habet  quam 
349460  ad  23409.  longitudine  ergo  quam  591  ad  153.  rursum  seeetnr  in 
duo  qui  sub  heg  per  et    propter  eadem  ergo  quae  eg  sä  gt  maiorem  pro- 


1   Thearema  II  propositto  II  T.  dyame^o  T.  2  XIIII  G,  14  T. 

dyameter  T.  3  circunscribatur  GT.  4  er]  er  GT  (in  fig.  r  pro  z).]  qwmiam] 
unde  GT.  6  aez]  aer  GT.  6  Post  quod  snpra  scr.  e  m.  reo.  O.  agz] 

agr  GT.  scilicet]  comp.  0,  uidelicet  GT.  7  agdz]  d  del.  m.  2  0,  agdr  GT. 
8  Jcathetus  GT.  9  dyametn  T.  excedit  GT.  12  Thearema  III  propasitio 
III  T.  diameter  G,  dyameter  T.  Post  minori  ins.  giuidem  m.  3  0.  13  dyame- 
tri  T.  primis]  in  ras.  m.  2  0.  14  dyameter  T.  quae]  del  rubr.  0.  quae] 
del.  rubr.  O.  glz]  gh  T,  gr  G.  15  qut]  e  corr.  m.  rec.  0;  quia  GT.  Deinde 
add.  8ub  m.  rec.  0.  zeg]  reg  GT.  tertia]  e  corr.  m.  2  0.  quae]  deL  rubr.  0. 
ez]  er  GT.  zg]  rg  GT.  16  quae]  del.  rubr.  0.  eg  autem  rubr.  0.  gz] 
gr  GT.  Deinde  add.  maiorem  mg.  m.  3  0,  T.  17  igitur]  comp,  e  corr.  m.  3  0. 
^t]  e  corr.  m.  2  0,  quae  GT.  sub]  supra  scr.  m.  1  0.  zeg]  reg  GT.  quae] 
del.  rubr.  0.  ze]  re  GT.  quae]  del.  rubr.  0.  18  zh]  rh  G,  ich  T.  com- 
potienti  et  permutatum  rubr.  0.  quae]  del.  rubr.  0.  ze]  re  GT.  eg]  om. 
G,  et  eg  T.  19  zg]  rg  GT.  quae]  del.  rubr.  0.  quae]  del.  rubr.  0.  20  quae] 
del.   rubr.  0.  ad]  om.  GT.  Post  potentia  add.  maiorem  mg.  m.  3  0. 

21  349450]  349  rubr.  in  lacuna  m.  2  0,  om.  G.  23409]  2  in   lac.  m.  2  0, 

13409  T.  quam]  maiorem  quam  T.  Post  591  add.  8  mg.  m.  3  O.  aeedur] 
del.  rubr.  0.  22  duo]  duo  aequa  GT,  m.  2  0.         ^t]  corr.  ez  quae  m.  3  0, 

quae  GT.        per]  propter  GT.        eandem  GT.        quae]  deL  rubr.  O. 
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portionem  habet  quam  1162  ad  153.  qaae  te  ergo  ad  ig  maiorem  propor- 
tionem  quam  illa  quam  1172  ad  153.  adhuc  in  duo  qui  sub  teg  per  ck. 
quae  eg  ergo  ad  ^A;  maiorem  proportionem  habet  quam  illa  quam  2334  ad 
153.  quae  ek  ergo  ad  gk  maiorem  proportionem  habet  quam  illa  quam  2339 
ad  153.  adhuc  in  duo  qui  sub  keg  per  le,  quae  eg  ergo  ad  lg  maiorem  5 
longitudine  proportionem  habet  quam  4673  ad  163.  quoniam  igitur  qui  sub 
zeg  tertia  pars  existens  recti  sectus  est  quadruplum  in  duo,  qui  sub  leg  recti 
est  48.  ponatur  igitur  ipsi  aequalis  qui  apud  e  qui  sub  gem.  qui  ergo  sub 
lern  recti  est  24.  et  quae  Im  ergo  recta  est  lateris  poligonii  circa  circulum 
habentis  96.  quoniam  igitur  quae  eg  ad  lineam  gl  ostensa  est  habere  maio-  lO 
rem  proportionem  quam  4673  ad  153,  sed  ipsius  quidem  eg  dupla  quae  ag, 
ipeius  autem  gl  dupla  quae  Zw,  et  quae  ag  ergo  ad  perimetrum  poligonii  96 
maiorem  propoi-tionem  habet  quam  4673  ad  14688.  et  est  tripla,,  et  exce- 
dont  667.  5,  quae  quidem  ipsorum  4673.  5  minora  sunt  quam  septima.  quare 
poligonium  quod  circa  circulum  est  triplum  diametri  et  minus  quam  septima  15 
pai*te  malus,  circuli  ergo  perimeter  multo  magis  minor  est  quam  tripla  et 
septima  parte  maior. 

Sit  circulus  et  diameter  quae  ag,  qui  autem  sub  hag  tertia  recti.    quae 
ab  ergo  ad  bg  minorem  proportionem  habet  quam  illa  quam  1351  ad  ago. 
secetur  in  duo  qui  sub  bag  per  ah,  quoniam  igitur  aequalis  est  qui  sub  bah  ei  20 
qui  sub  hgb,  sed  et  ei  qui  sub  hag^  et  qui  sub  hgb  ei  qui  sub  ahg  est  aequalis. 
et  communis  qui  sub  ahg  rectus.    et  tertius  erit  qui  sub  hzg  tertio  ei  qui 


1  quam]  quam  illa  quae  GT.  IIOJ^]  1162.  S  GT,  m.  2  0.  quae]  del. 

robr.  O.  maiorem]  minorem  GT.  2  1172]  1172.  8  GT,  m.  2  0.  qui] 

corr.  ex  quae  m.  2  0.  ek]  eb  G.         3  quae]  del.  rubr.  0.         maiorem]  mino- 

rem  GT.  2334]  2334.  4  in  ras.  m.  2  0,  2334  quae  GT.  4  quae]  del  rubr.  0. 
minorem  GT.  2339]  2339.  4  GT,  m.  2  0.  5  qui]  corr.  ex  quae  m.  2  0. 

qtiae]  del.  rubr.  0.  6  longitudinem  GT.  4673]  6  in  ras.  m.  2  0,  deinde  add. 
z  m.  2.  7  zeg]  reg  GT.  pars]  e  corr.  m.  2  0.  Post  recti  in  ras.  add.  ie  0. 
quadruplum]  quater  GT,  m.  2  0.  in]  in  equa  GT,  m.  2  0.  8  48]  48<*  m.  2  0. 
ipst]  e  corr.  m.  2  0.  9  24]  24^  m.  2  O.  quae]  del.  rubr.  0.  IcUeris]  del. 
m.  2  0,  cm.  GT.  10  96]  latera  96  GT,  m.  2  0.  quae]  del.  rubr.  0.  extensa 
GT.  11  4673]  4673.  5  m.  2  0,  4673.  7  GT.  quae]  del.  rubr.  0.  12  quae] 
del.  rubr.  0.  quae]  del  rubr.  0.  13  4673]  4673.  o  G,  m.  2  0;  4673.  7  T. 

14  5.  quae  quidem  ipsorum]  in  ras.  8—9  litt.  m.  2  0.  4673.  5]  supra  scr.  m.  2  0. 
qu^ni]  in  ras.  m.  2  0.  15  dyameiri  T.  16  perimei  0,  perimetrum  GT. 

18  dyameter  T.  tertia]  -a  e  corr.  m.  2  0.  19  1351]  m.  2  0;  351  m.  1  0,  GT. 
ago]  780  GT,  ad  780  que  autem  ag  ad  gb  quam  1560  lug.  m.  reo.  0.  20  secetur] 
del.  m.  2  0.  duo]  duo  aegua  m.  2  0,  GT.  igitur]  comp,  e  corr.  m.  2  0. 

gwi]  om.  GT.  21  aub]  om.  GT.  hgb]  hag  T.  hgb]  hgb  ergo  GT.  ahg] 
hag  m.    rec.  0.  22  gu%\  corr.   ex  que  m.  2  0.  rectus]  corr.  ex  recta 

m.  2  0,  rectis  GT.  tertius]  corr.  ex  tertia  m.  2  0,  terminatis  GT.  qui] 
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snb  agh.  equiangulum  ergo  quod  ahg  trigono  ghz.  est  ergo  nt  quae  aA  ad 
hg  quae  gh  ad  hz  et  quae  ag  ad  gz.  sed  ut  quae  ag  ad  (/^  et  simul  utraque 
quae  gab  ^d  hg.  et  ut  simul  utraque  ergo  quae  hag  ad  hg  quae  a^  ad  kg. 
propter  hoc  igitur  quae  a/t  ad  lineam  hg  minorem  proportionem  habet  quam 

5  quidem  2911  ad  780.  quae  autem  ag  ad  gh  minorem  quam  3013.  3.  4  ad 
780.  item  in  duo  qui  sub  gah  per  at  que  at  ergo  propter  eadem  ad  tg 
minorem  proportionem  habet  quam  illa  quam  5324.  3.  4  ad  780  aut  quam 
1823  ad  250;  utraque  enim  utriusque.  quare  quae  ag  dA  gt  aut  illa  quam 
1838.  9  ad  240.   adhuc  in  duo  qui  sub  tag  per  ha,  et  quae  ak  ad  log  mino- 

10  rem  ergo  proportionem  habet  quam  illa  quam  1007  ad  266;  utraque  enim 
utrique  extimo.  ergo  ad  kg  quam  1009.  6  ad  66.  adhuc  in  duo  qui  sub 
Tcag  per  la»  quae  al  ergo  ad  ag  minorem  proportionem  habet  quam  illa 
quam  2016.  6  ad  66.  quae  autem  ag  ad  gl  minorem  quam  2017.  4  ad  66. 
e  conuerso  ergo  perimeter  poligonii  ad  diametram  maiorem  proportionem  habet 

15  quam  6301.  6  ad  7012,  quae  quidem  ipsorum  2017.  4  maiora  sunt  quam 
tripla  et  10.  71.  et  perimeter  ergo  poligonii  96  eins  quod  in  circolo  est 
tripla  diametri  et  maior  quam  10.  71.  quare  et  circulus  adhuc  magis  triplus 
est  et  maior  quam  10.  71.  perimeter  ergo  circuli  est  triplus  diametri  et 
minor  quidem  quam  septima  parte  maior. 


corr.    ex   q^e  m.   2    0.           hzg^  hrg   GT,   hzg  equalis    m.  reo.  0.  tertio] 

corr.  ex  tertius  m.  2  0.          qui]  GT,  que  0.  1  ghz]  ghr  GT.  2  hz] 

hr  GT  gz]  gr  GT  gz]  gr  GT  utrumque  G,  utrunque  T.  S  et  —  bg] 
cm.  GT.  ah]  a  e  corr.  m.  2  0.  4  quam]  del.  m.  2  0.  6  giuidem  —  minorem] 
add.  m.  2  0.  Ante  quam  add.  quam  iUa  m.  reo.  0.  3.  4]  GT,  ^  4  in  ras. 
m.  2  0.          6  qui]  corr.  ex  que  m.  2  0.  que  at]  om.  GT.  eandem  GT. 

7  53^4.  3,  4]  GT,  5924.  2  4  in  ras.  m.  2  0.  8  250]  m.  1  0,  GT;  240  m.  2  0. 
Post  u^usque  add.  y,8  in.  rec.  poat  ras.  0.  aut]  GT,  quam  in  ras.  m.  rec  0. 
9  9]  GT,  7,1  —  in  ras.  m.  rec.  0.  10  1007]  GT,  7  e  corr.  m.  2  0,  266]  GT, 
2  eras.  0.  11  utrique]  GT;  uiqi  m.  1  0,  utriusquei^)  m.  rec.  extimo]  GT, 
^y^o   in   ras.    m.  rec.  0.          ergo]  snpra  scr.  quae  ag  m,  rec.  0.  kg  quam 

1009,  6]  0,  1076  GT.          qui]  m.  rec.  0,  que  jxl  1  0,  GT.  12  la]  li  GT. 

13  2016.  6]  "6  in  lac.  m.  2  0.  4]  in  lac.  m.  2  0.  14  dyametrum  T.  15  6301.  6] 
GT,  633  6  e  corr.  m.  2  0.  7012]  GT,  2017.  4  in  ras.  m.  20.  ipsorum}  GT, 
in  ras.  m.  2  0.          4]  GT,  4  in  ras.  5—6  litt.  m.  2  0.  U  et  10]  comp.  0, 

7iö  GT;  post  10  del.  pep  m.  1  0.  eius]  0,  ei  GT.  17  triplus  GT.  dyametri  T. 
Post  maior  del.  quam  illa  m.  2  0.          10.  71]  GT,  in  ras.  m.  2  0.  adiwc  6, 

ad  hunc  T.  18  10]  renou.  m.  2  0.  tripla  m.  2  0.  dyametri  T.  19  miuor] 
-r  in  ras.  8—9  litt.  m.  rec.  0;  deinde  add.  aut  quam  decem  septuagesimunis  m. 
rec.  0,  xfXoa  GT.  

Obschon  die  Unterscheidung  der  corrigirenden  Hände,  die   in  diesem 
Schiiftchen  besonders  thätig  gewesen,  sehr  schwierig  ist,  so  dass  nicht  alles 
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passt,  so  kann  doch  im  allgemeinen  folgendes  festgestellt  werden,  m.  2  ist 
clie  erste  Hand  nur  mit  anderer  Dinte;  der  üebersetzer  hat  also  nachträglich 
seine  Arbeit  durchmustert,  und  zwar  unter  Herbeiziehung  seiner  griechischen 
Vorlage,  m.  3,  die  ohne  Zweifel  hie  und  da  für  m.  2  anzusetzen  ist,  ist  noch 
ziemlich  alt;  m.  rec.  dagegen  ganz  jung  (saec.  XVII);  sie  benutzte  irgend  eine  6 
emendirte  Hds.  (oder  die  ed.  princeps?).  Die  rothe  Hand  endlich,  die  übrigens 
in  der  Mitte  abbricht,  hat  nur  stilistische  Aenderungen  auf  freie  Hand  ge- 
macht. Die  Quelle  von  GT  war  von  0  abgeschrieben,  nachdem  die  Cor- 
recturen  m.  2  gemacht  waren,  aber  vor  den  übrigen. 


IIL  10 

Incipit  secundus  tractatus. 

Archimedes  dositheo  gaudere.  prius  quidem  misisti  mihi,  ut  scriberem 
demonstrationes  problematum,  quorum  ego  ipse  propositiones  misi  cononi. 
accidit  autem  ipsorum  plurima  scribi  per  theoremata,  quorum  demonstrationes 
prius  misi  tibi,  quod  omnis  spere  superficies  est  quadrupla  maximi  circuli  15 
eorum  qui  in  spera;  et  etiam  quod  omnis  portionis  spere  superficiei  est  aequa- 
lis  circulus,  cuius  quae  ex  centro  est  aequalis  rectae  productae  a  uertice  por- 
tionis ad  periferiam  basis;  et  etiam  quod  omnis  spere  cylindrus  basem  qaidem 
habens  mazimum  circulum  eorum  qui  in  spera,  altitudinem  autem  aequalem 
diametro  spere,  ipse  est  emiolius  spere  magnitudine.  et  superficies  ipsius  20 
emiolia  superficiei  spere;  et  quia  omnis  sector  solidus  est  aequalis  cono  basem 
quidem  habenti  circulum  aequalem  superficiei  portionis  eius  quae  in  sectore 
spere  altitudinem  autem  aequalem  ei  quae  ex  centro  spere.  quaectmque  qui- 
dem igitur  theorematum  et  problematum  scribuntur  per  haec  theoremata,  in 
hoc  libro  scribens  mitto  tibi,  quaecunque  autem  per  aliam  inueniuntur  theo-  25 
riam,  uidelicet  quae  de  elicis  et  quae  de  conoidalibus,  conabor  cito  mittere. 
primum  autem  problematum  erat  hoc.  spera  data  inuenire  planum  spatium 
aequale  superficiei  spere.  est  autem  hoc  manifestum  demonstratum  ex  prae- 
dictis  theorematibus;  quadruplum  enim  maximi  circuli  eorum  qui  in  spera  et 
spatium  planum  est  et  aequale  superficiei  spere.  30 

III  Ottobon.  fol.  31.  15  Post  quod  add.  gue  m.  2.  17  Post  aequalis 

del.  circulu8.       uertice]  in  ras.        20  ipse]  m.  1,  ipse  gue  m.  2.        emiolius]  m.  1, 
hemiölius  m.  2.       21  et  quia]  compp.  m.  1,  etiam  quod  m.  2. 
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IV, 


Cum  praedixissem  exponenda  ab  ipso  theoremata  consuetum  omnibos 
geometris  in  expositione  seruans,  nominationes,  quibus  ipse  secnnduin  pote- 
statem  usus  est,  et  diffinitiones  ypothesum  et  ipsas  ypotbeses  a  principio 
5  libri  explanare  unlt  et  ait  primnm  esse  quasdam  in  piano  cumas  lineas,  quae 
copulantium  nltima  ipsarum  rectarum  aut  omnes  ad  eadem  sunt,  ant  nicbil 
habent  ad  altera,  planum  utique  erit  quod  dicitur,  si  nouerimos,  qnas  nocat 
eas  qnae  in  piano  cumas  lineas.  sciendum  igitar,  quod  curuas  lineas  iiocat 
non  simpliciter  circulares  uel  conicas  uel  non  fractam  habentes  continaitatem, 

10  sed  omnem  simpliciter  in  piano  lineam  praeter  rectam  camam  nominat.    iinam 

antem  lineam  in  piano  qualiterconque  copulatam,  ut  et  si  ex  rectis  componatnr 

ipsi  ahgd.    sed  quoniam,  ut  et  superius  dictum  est,  coroas  lineas  non 

periferiales   solum  uocat,   sed   et  ex  rectis  compositas.     ex  hiis  antem  erat 

descriptio   coruarum   ad   eadem.     contingens   utique   erit  accipere  in  aliqna 

15  linea  ad  eadem  concaua  duo  quaecunque  signa,  ita  ut  quae  ad  eadem  copa- 
lans  recta  ad  neutras  quidem  partes  cadat  lineae  ad  ipsam  autem  adaptetnr. 
propter  quod  ait  ad  eadem  curuam  uocare  lineam,  in  qua  recte  per  duo  quae- 
cunque signa  producte  aut  omnes  ad  easdem  partes  lineae  cadunt,  aut  quas- 
dam quidem  ad  easdem,  quaedam  autem  in  ipsa,  ad  alteras  autem  partes  nulla. 

20  eadem  autem  licet  intelligere  de  superficiebus. 


Die  Angaben  vor  dem  ]  beziehen  sieb  auf  meine  Ausgabe  IL  Bd.,  daranf 
folgt  die  Lesart  des  cod.  Ottobon. 
S.  359,  1 — 3]  liber  Arcbimedis  de  insidentibus  aque     11]  „1"  mg.     12  plane] 

piano       Signum]  om.       13  facienie 
S.  360,  2  spere        4  super]  semper       facientes]  -s  eras.        6  spere       9  at] 

sint       itaque]  itaque  quae       16  superficiem       spere        18]  ^''  mg. 

20  spere  (so  immer) 

S.  361,  3  linea]  (alt.)  lineam     6  igitur]  itaque     17,  18  quarundam     20  ab]  a 

21  BE]  hk       22  quidem]  quaedam       24  positae]  positae  et      Auf 
der  Fig.  Z  statt  E 

IV  Ottob.  fol.  34.       12  Ante  ipsi  columna  dimidia  uacat;  mg.  m.  1:  hie  de 
ezemplari  greco  perditum  erat  unum  folium.         16  Post  autem  del.  cangru  m.  1- 
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S.  362,  1  POBE]  om.  AB]  zb,  mg.  xoba  3  BE]  sie,  mg.  pobl  ö  quare] 
qaare  ü  (ä  del.),  mg.  ov  (iti  tU  zi  expelletur]  expellentur  6  etiam] 
om.  9  linea]  lineam  est]  esse  10  si]  quo,  dann  lacnna  litt.  8, 
worin  m.  2:  modocanque  aliter,  mg.  tum  ytmg  g  alXtog  13  terrae] 
terrae  e  (e  corr.)         superficies]  seq.  ras.  2  litt  17  Vor  habentis 

add.  mg.  m.  2:  centrum  18]  „3^^  mg.  21  excedant  nihil  et]  nihil 
eras.,  -ant  et  in  ras.  m.  2  referentur]  ferentur  23  demonstratur] 
dimittatur         alicjua]  aliq 

S.  363,  Gj  mg.  oxrifia         12  comprehensa  21  secetur]  corr.  ex  secentur 

hoc]  h         plani]  m.  1,  secundum  xop  mg.  m.  2  25  humide  as- 

sumpta]  ab  humido  absumpta  ßSEY]  rscy  26  BHGT]  bhtg 
27]  sunt]  scilicet         Auf  der  Figur  C  statt  E 

S,  364,  3  et]  in  ras.  3 — 4  litt.  m.  2  similiter  autem  non]  non  (mg.  m.  2) 
similiter  autem  4  etiam]  enim  5  superficie]  superficierum 

7   RSEY]  rscy  11    BSEY]   rscy  14   aequale]  inequale 

15  igitur]  supra  scr.  m.  1  20  fertur]  feretur 

8.  365,  1]  „4"  mg.  3  humidi]  humido  16  per]  secundum  17  RJ 

qua  z       20  B]  z       Auf  der  Figur  z  statt  R       27  secetur]  seceturcjue 

8.  366,  2  R]  z  5  superficie]   secundum   superficiem  7   in]    enim   in 

9  R]  z  11  premitur]  m.  1,  a  solida  magnitudine  quae  secundum 

hb  add.  mg.  m.  2  continente]  continenti  12  exsistente]  et 

existente  14  R]  z         15  magnitudine         16  humidi]  post  lacu- 

nam  7  litt,  mg.  xaa  de-,  mg.  m.  2  add.:  autem  17  R]  z 

S.  367,  1]  „5"  mg.  2  leuior]  leuior  humido  12  quae  premitur]  qua 

premuntur         14  grauitati]  corr.  ex  grauitate  m.  1  15  RSEY] 

rscy  17  RSEY]  rscy  Auf  der  Fig.  C  statt  E;  L,  A,  D,  N 
fehlen  wie  die  Gerade  AD;  „figura  quintae"  m.  2 

S.  368,  1]  „6''  mg.  2  ui  pressa]  impressa  surrexi  feruntur]  siirsum  re- 
feruntur  9  ubi]  ui  10  referetur  14  eadem]  eandem  15  ex] 
que  ex  18  ipsis  — 20  aequalem]   cum  ipsis  est  maior  quam  hg 

quia  humidi  habentis  molem  aequalem  26  est]  est  enim         sitj 

sint  quaedam]  om.  (-s  hu-  in  ras.  m.  2)  Auf  der  Fig.  ist  BG 
durch  eine  Gerade  ersetzt;  „sextae"  m.  2 

S.  369,  3  est]  om.  5  enim]  seq.  ras.  1  lin.,  mg.  A^rr  (undeutlich)  xcnri 

ösSvntA.  xeXsiov  eß^xai  SsSvk^  xov  öeöeiy^iavov  6  tanta]  seq.  que 

d  e(?)  superius,  sed  del.  7  ab  — premitur]  premitur,  mg.  m.  1  add.: 
ab  eo  quod  supra  scilicet  d  12]  „7'*  mg.  14  mg.  iöxäv  Tunaßavxi 
17  quidem]  quidem  ergo  mg.  S0xov  xaxßctvxi  18  ipsius]  ipsis 

S.  370,  14  humidi]  autem  humidi         24  solidae]  supra  scr.  m.  1 
S.  371,  1  grauius  quam  D  ipsa  G  gmuitate]  in  grauitate  g  grauius  magni- 
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tudine  d  3]  om.  7J  „8"  mg.  12  trahator  13  seeaD- 

dum]  si       14  mg.  m.  1:  ^'  et  erat  nacuum  dimidium  folinm.    probalio 

huius  theorematis  deficiebat  in  ezemplari  greco,  et  erat  finis  quateinif 

et  in  principio  sequentis  quaterni  stabant  ügare  istias  theorematis 

nt  puto. 
S.  372,  1]  om.  10   autem]    autem  que  14   statnetnr]   stabtaetor 

15  figora]  figura  primo  18  terrae  centrum  19  KL]  que  kl 

absumpta  20  habet]  m.  1,  mg.  m.  1  habens 

S.  373,  2  absumpta]  seq.  lacuna  6 — 8  litt.       6  perpendicnlaris  dncatar  LG] 

perpendicolari  seq.  lac.  20  litt.,  mg.  ra      Auf  den  Figg.  fehlen  einige 

Buchstaben 
S.  374,  1  super]  semper         In  fine:  Archjmedis  sjracusani  de  insidentibas 

in  humido  liber  primus  explicit       üeber  11. :  de  eisdem  eiusdem  über 

secundus  incipit 
S.  375,  7  dimittatur         8  sit]  om.  9  ipsum]  ipsins  13  quam]  quam 

habet  14  humidi  15  sit]  om.  20  ad]  »eq.  nr,  sed  del. 

S.  376,  4  est  I]  8cilicet(?)  est         6  grauitas  B]  seq.  est  equalis,  deL  m.  1 

13  FA]  seq.  lacuna  6  litt  magnitudini  16  proportionem]  seq. 
lacuna  5—6  litt.  17  R]  seq.  lacuna  3 — 4  litt.,  mg.  rn  Sati- 
nummem  fehlen  19  conoydalis,  wie  immer  20  non]  om.  21  axem] 
ad  axem 

/•  A 

S.  377,  10  IS]  k  12  IS]  is.  /'k,  mg.  hk.if  13  NO]  no,  mg.  /'nt 

14  mg.  m.  1:  hie  in  exemplari  erat  uacuum  dimidium  folium  et  de- 
ficiebat residuum  demonstrationis 

S.  378,  3  non]  om.         4  axem]  seq.  h,  del.  13  mg.  pf 

S.  379,  4  figurae]  seq.  sit  g,  del.  6  ROK]  rcok  8  Ä]  o  autem] 
seq.  a  gb,  del.         mg.  rt 

S.  380,  1  axem]  seq.  ad  tetragonum  quod  ab  axe  (supra  scr.  uacat  m.  2\ 
mg.  non  erat  in  greco,  tamen  ea  deficere  4  rectangula  18  eque- 
distans       21  inter]  intra       22  BR]  que  tr       23  humidi]  humidum 

S.  381,  2  RH]  rm  ei]  sie,  mg.  ea  1  ovv  3  OH]  on  4  HM]  rm 
sit]  fit  5  ipsius]  seq.  h,  del.  6  MN]  nm  est]  seq.  lac.  4—6 
litt.  mg.  a  8RH]rm  10  excessu]  seq.  quod,  del.  14  pro- 
portione]  mg.  m.  1 

S.  382,  1  ab  PF  ad  tetragonum  quod]  lacuna  20  litt.  2  ab  NO]  mg.  m.  1 
iis]  hiis         7  non]  non,  mg.  ovi         10  HO]  no  11  H]  m;  die 

Fig.  wie  die  Tartaglias,  vgl.  not.  crit         intra]  intus  12  eque- 

distanter  13  MT]  n  t,  mg.  nt  perpendicnlaris]  perpendicnlaris, 
mg.  ^         14  RH]  rm         15  facit]  faciet         20  absumitur 
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S.  383,  1  fertur]  feretar     3  absumptnm     feretur     19  dimittatur     24  super- 

ficiei]  superficies 
S-  384,  2  equedistans  10  absumpti  12  RH]  rm  14  OH]   oh, 

mg.  ^on        HM]  ^'hm,  mg.  ^'nm        16  in  grauitate]  supra  scr.  m.  1 

27  portionem]  proportionem 
S.  385,  1  MO]  mr,  mg.  mo  foj.       2  quam]  quae      5  id]  id  quod       8  HO]  no 

9  H]  m  NO]  ro  ad  rectos  angulos]  equedistans  11  equedistanter 
12  NO]  ro_      HT]  mt       perpendicularis]  sie,  mg.  T'        13  RH]  rm 

S.  386,  2  motum]  imotum     7  quam  ut  habet  hanc]  ut  haue  habeat     10  humi- 

dum]  supra  scr.  m.  1        21  quae]  om.        24  NO]  sie,  mg.  f/'o;  mg. 

infra:  de  hoc  pnto 
S.  387, 14  P]  seq.  de,  del.  m.  1         15  autem]  aut         17  aut]  %  in  lacuna, 

mg.  %      18  persumpta]  per  sumpta     AN]  oh      mg.  flc      19  IP]  ih 
S.  388,  9  ER]  rr,  mg.  m.  2  fr        angulos  faciet]  facit  angulos         12  FB] 

sie,  mg.  m.  2:  fr     14  inter]  intra     absumpta     21  reuoluetur]  reuol- 

uebtur,  mg.  avceuXt^astat  27  secunda]  solida  Auf  der  Fig. 

fehlen  mehrere  Oeraden  und  Buchstaben;  dabei:  linea  br  debet  pro- 

trahi  usque  ad  ip  eductam 
S.  389,  7  quam]  om.      8  mg.  quam  relata  mi  m.  1      20  SL]  sa      21  PF]  pf 

24  PF]  p© 
S.  390,  4  SL]  af       7  emiolia  (so  immer)       8  ent]  sit       Ol]  or       IN]  rn  ' 

10  mg.  rcevra         11  RT]  rf,  mg.  rt 

S.  391,  1  RT]  rf  inter]  intra  6  uoluitur]  aduoluetur  7  unum] 

supra  scr.         8  feretur]  fertur         10  ipsam]  om.         14  quam]  om« 
S.  392,  1  habeat]  hanc  habeat         2  grauitate]  grauitas         15  habeat]  om. 

19  quod  OB]   quae  gd  24  ipsa]  ipsam  Für  £  hier  und  im 

folg.  X,  auf  der  Fig.  if; 
S.  393,  1  KR,  BX]  krx         10  mg.  ig  reo  n 
S.  394,  1  OSl]  ICD  e  corr.,  mg.  no  post  ras.       5  PIN]  sie,  mg.  pi'm      PYI] 

lacuna,  mg.  Ueno .  io .  vhmg  7  lY]  ^,  seq.  lacuna;  ebenso  Z.  10 

11  YI]  t  post  lac;  ebenso  Z.  14,  15  16  XB]  cd  lY]  m 
17  sept'imum  theorema  primi,  mg.  äz 

S.  395,  13  MP]  mh       16  ergo]  igitur       17  et]  quae  autem       PH]  ph  est 
S.  396,  1  educatur,  mg.  et'  sit  educta.         5  fertur]  feretur         6  ad]  super 

12  perducit]  perducitur  mg.  gd  13  L]  om.  et]  supra  scr.  m.  1 
14  A]  zg  16  mg.  uel  1  17  mg.  av  luf^rfix  feretur]  ferentur 
22  lY]  to         23  YI]  cot 

S.  397,  2  lY]  «oo  3  maior]  lacuna  2—3  litt,  mg.  jt  4  OÄ]  cot  7  MP] 
seq.  minor  quam,  del.  PAl]  quae  pm  10  igitur  rursum]  rursum 
igitur         Auf  der  Fig.  tf;  für  X 

Abh.  rar  Geich.  der  Mathcm.    Y.  4 
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S.  398,  1  ducatnr]  ducantar         perpendicularis]  perpendiculares         3  NO] 

no,  mg.  liT        6  ad  humidum]  supra  scr.  m.  1        9  i^I]  a>i,  mg.  ro 

10  MF]  qoae  mh        11  ipsi  HM]  ipsins  ho»,  mg.  m         autem]  seq. 

lacuna  3—4  Htt,  mg.  ro  Se  ef  (del.)  H  (^        12  HJ  om.        15  pd- 

luntur         15  ad]  ab  19  quam]  om. 

S.  399,  5  dimissa         7  posita]  seq.  in  humido,  del.        nee]  nee  eonnertetnr 

16  tetragonum]  sic^  supra  scr.  no-ta  17  tetragonum]  (pr.)  sie, 

supra  scr.  ac  c  (seq.  ras.)        Auf  der  Fig.  fehlen  die  Buchst.  OCT, 

für  Z  steht  t,  für  S  auch  hier  i/; 
8.  400,  3  minorem — 6  ezcessps]  om.        8  in]  hie  des.  foL  58^        14  qnod] 

corr.  ex  autem       portio]  corr.  ex  portionem        15  demissa]  dimissa 

corr.  ex  dimissam         16  consistet         18  dimittatur        26  (|aae]  et 

quae         quidem]  supra  scr. 
S.  402,  4  quae]  om.         ergo]  que  ergo  5  PH]  pm  6  FZ]  p'z,  mg. 

p'm.pu(to)       11  TH]  t'h,  mg.  tn  for.       13  quae]  supra  scr.  m.  1; 

seq.  perpendiculares,  sed  del.         th]  tn'  mg.  th'         Figur  fehlt 
S.  403,  3  mg.  ccKlivsa  5  deorsum  —  6  A]  om.  9  consimiliter]  seq. 

b,  del.         16  mg.  tov  Sv         17  dimissa 
S.  404,  2  habeant]  habente      humidum      9BEr]bd      12sit  — 13  axem]  om. 

Auf  der  Fig.  fehlen  ausser  den  punktirten  Geraden  die  Buchst.  G  und 

C  (für  C  Rasur);  X  ist  x,  für  X  steht  q,  für  <l>  ein  sonderbares  f  (oder 

if;?),  R  in  ras. 
S.  405,  1  DS]  lacuna,  mg.  Ac.lf         2  copuletur]  copulata         4  aequalia] 

equa       8  ATD]  ath      ABL]  abl  corr.  ex  abi,  mg.  1.      11  cum]  c 

(tum?)       12  OGN]  om.       PYQ]  pyq^",  mg.  ^ngo      13  ATD]  aod 

14F^]ptf;         OX]o  seq.  lac.         15  sunt]  sunt  autem 
S.  406,  2  basem]  seq.  lac.  3—4  litt.,  mg.  HMI       3  NXGO]  nx.pno       et 

a  Q  quae  QFYP]  om.,  lac.  10  litt.,  mg.  nh,  supra  scr.  y        10  DZ, 

DA]dadz         11  sunt  ipsae]  lacuna 
S.  407,  4  unum]  unum,  duplam  autem  proportionem  habent  duo  ad  unum 

6  DS]  bis,  sed.  corr.        13  dimissa       16  minorem  proporüone]  om. 

20  hemiolium]  emiolius  quae]  quae  usque         21  dimissa 

S.  408,  6  SO]  xr  dimissa  8  nichil  10  X]  m  14  dimissa 

16  unum — 18  aequalem]  ampliorem  locum  humectetur  ab  humido 

21  dimissa         25  O]  W 

S.  409, 1—8]  om.         Iß  O]  W         18  itaque  haec]  autem  hoc 
S.  410,  2  ut]  om.         8  AXD]  azd  MN]  no         10  H]  lacuna,  mg.  Ä 

RG]  rq  V]  b^  mg.  ^cB  11  MH]  lacuna,  mg.  ^o/*  BN] 
lacuna,  mg.  /^iV  Die  Buchstaben  if;  und  x  kaum  zu  unterscheiden. 
Auf  der  Fig.  fehlen  N,  X,  F,  G,  H,,V,  M  und  die  Gerade  «PI 
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B-  411,  1  demonsti-atum]  demonstrata         OGr]  pt.  GX]  Sx  2  M]  o 

MY]oQ  3MC]oc  5  sectionibus]  portionibus  7  sectiones] 
portiones  11  MY]  oS  dimissa  13  tangit]  tangat;  seq,  %  in 
lac.,  mg.  X         14  angnlo  X]  ezcessn 

S.  412,  1  qnae]  seq.  ao,  del.  porüonis]  sectionis  2  sectionis]  om.  6  et 
contingat]  contingens      18  NM]  no      19  AMQJ  apq      20  APO]  apf 

22  AMQL]  ablk       23  OA]  ta       Auf  der  Fig.  fehlt  E 

S.  413,  2  MV]  qt.  VN]  qkn  .  3  minor]  minor  est  MV]  'o  seq.  lac, 
mg.  o/jVS        VN]  S/f^u         7  inter]  intra  13  inclinabitur]  8uj)ra 

scr.  re  m.  1  15  ergo]  igitur         17  X]  y         19  granitate]  gra- 

nitate  hanc 

S.  415,  1  autem]  a'  9  AX]  quae  9l%  10  OX]  oy  11  XO]  xb, 

17  axes]  diametri        18  aequales]  om.        20  portiones]  seq.  al,  del. 

23  axem]  diametmm 

S.  416,  1  X]  y  quam]  om.  N]  h  BC]  quae  bc  3  OG]  oy, 

seq.  3  litt.  PZ]  pn;  seq.  lac.  3—4  litt.  M^xria^H^  mg.  1^  p/^ 
5  OG]  oy  6GX]q3  7  PZ]  p/^  *  8  ZT]  /Jvt  17  KZ] 
kA,  mg.  kz  19  KZ]  k/^,  mg.  kz.  pu(to) 

S.  417,  8  axes]  diametros         9  X]  y       mg.  ^'       ZT]  /^t        10  HKJ  >5^k 

11  quae]  corr.  ex  quod  m.  1  12  mg.  ^  15  kA  mg. 

S.  418,  3  PP]  hp,  mg.  fip       S  0]  f       10  sitj  habeat,  supra  scr.  sit  m.  1 

12  FPJ  zp  16  habeat]  ht  (habet)  18  PP]  zp  XO]  ^r, 
^S'  %^  autem]  autem  in  intermedio  sectionum]  portionum 
AXD]  a  (lac.)  d       20  VI]  fi          21  VY]  f y 

S.  419,  1  OG]  t  seq.  lac.  3-4  litt.  ipsius]  ipsi  2  GX]  xy  mg.  oe~ 
3  V]  f         4  VÄ]  fw  6  VÄ]  f©  7  dimissa         9  inclinabi- 

tur] seq.  ita,  del.  10  dimittatur  12  unum]  seq.  contingat,  del. 
16  portionis]  sectionis         sectionis]  portionis 

S.  420,  1  Signum]  signa  3  HL]  h7  6  mg.  o'  10  ad]  ad  id 

16  et]  o  (est)  VI]  fi  AVQ]  afq  21  axem]  diametrum 

23  HLS]  hie       ß]  seq.  lac.  8  litt.,  mg.  rov  O  tw  V'      25  HX]  hl 

26  VH]  fh         quae  autem]  lacuna  5  litt.        XT]  /^t        mg.  H/^ 

27  VY]  fy 

S.  421, 1  HX]  hy^         XT]  J^i  2  Hm]  hl         MT]  It  9  VI]  fi 

AVQ]  afq  12  axes]  diametros  14  trianguloram]  om.  YCSl] 
ahbz  15  MßL]  afq  19  MX]  m^  VH]  fh  20  XT]  At 
HI]  mi         22  VY]  fy         23  MX]  hA 

S.  422,  1  XT]  >^t        MN]  hA         2  NT]  It         10  PP]  no         12  ad  — 
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13  BD]  om.  13  FP]  on  mg.  tn  15  AXD]  amd  VI]  pi 
19  VY]  py         20  GX]  gh        21  VÄ]  p©       V]  p        22  VC]  pe 

S.  423,  2  V.ß]  pcD  4  dimissa  posita]  et  posita  7  <Z>]  f  nee]  ne- 
que         8  dimittator 

S.  424,  5  mg.  no  7  quam]  quam  habet  a]  qtiod  a  10  mg.  nö  for. 
12  AHZ]  amz         14  AHL]  akhl 

S.  425,  1  axes]  diametros  2  VÄC]  pwe  3  CB]  eb  4  CR]  er  HX]  h/^(?) 
VH]ph  5XT]y5it  6YV]py  7  HX]  h/Ji  XT] /^t  8  HY] 
qnaeny      9  YKC]  ykt     17  <I>]  f     19  <l>]  f     22  TH]  ih     L  non]  hl 

S.  426,  1  a>]  f  BS  quam  BC]  lac.  10-12  litt.,  mg.  HSBIHCCB  ne- 
que  minor]  n)  qoae  ^r  2  quae]  quam  quam  C,  B]  om«  MX] 
quae  Il/^  Ö  HA]  hA  6  AH]  Ah  7  MX]  hA  TX]  tA 
8  MY]  hy  11  <2>]  f  In  fine:  Archimedis  de  insidentibus  m 
humido  liber  secundus  ezplicit.  completa  fuit  translatio  eins  decinu 
die  decembris  anno  X  1269. 


Dass  die  üebersetzung  nach  dem  Griechiechen  gemacht  ist,  kann  nicht 
nur  aus  der  Beschaffenheit  derselben  geschlossen  werden,  sondern  ist  nun- 
mehr durch  die  am  Bande  beigeschriebenen  griechischen  Wörter  und  Angaben 
über  das  exemplar  Graecum  urkundlich  bestätigt.  Ich  will  hier  noch  einiges 
der  Art  anführen,  das  sonst  keinen  Platz  gefunden  hat: 
I  S.  90,  10  TCO  TUQikslfificen]  circum  accepto  (derelicto  m.  2),  mg.  xm  Tts^- 

Xfififiaxt. 
I  S.  298,  5  TU  yrceQaßXrjfuxta]  quoniam  et  secus  iacta(?),  mg.  'Sfa^aultifui, 
I  S.  304,  2  X€Xdq>&cii  Öl  itaQ*  av  dvvavrai]  sufbatur  autem  secus  quam  pos- 

sont,  mg.  Ttagav  dvvavxai  cci  cato. 
I  S.  304,  13  na^a  xccv  lk^av  xa  N  naqanlitxovxa]  penes  equalem  ipsi  m  secus 

cadentia,  mg.  TtaQaittTCxovf' 
1  S.  334,  6  iQ&bg  iöösixai]  erit  rectus,  mg.  oq&oö. 
I  S.  364,  16  iitl  yccQ  xccv  ini'iljcevovaav  7t€0Bixai]   super   contingentes  enim 

cadet,  mg.  sjti  y^  xccv  smiffovovdav. 
I  S.  462,  29  ?|€t  ovv  &vo(iouiiig  x&v  koymv  XExccyftivcnv]  habebit  igitur  utiqne 
similiter  proportionnm,  mg.  ccvoiioiioa  (er  hat  ctv  iiiolmg  übersetzt,  denn 
ntique  ist  av). 
Man  sieht,  dass  der  Uebersetzer  vernünftiger  Weise  das  Griechische  bei- 
schrieb, wo  der  Sinn  ihm  unklar  war.    Direct  von  seiner  griechischen  Hds. 
spricht  er  u.  a.  an  folgenden  Stellen: 
I  S.  80,  26—82,  13  steht  alles  am  Bande  mit  der  Bemerkong:  non  est  de 
libro,  sed  erat  in  exemplari  greco  ante  sequens  theorema  (ab  enclide  sunt 
demonstrata  m.  2). 
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X  S.  296,  5  Tcorl  ftev  ndvva]   hec  ad  omnia  qaidem,   mg.  in  greco  deficit 
^natürlich  das  darch  die  Punkte  getilgte  hec). 

Der  Fignr  I  8.  299,  die  mit  der  meinigen  stimmt,  nur  dass  die  spatia 
O9  ly  K^  A  wie  übrigens  auch  in  cod.  Florent.  in  umgekehrter  Ordnung 
stehen,  ist  beigeschrieben  „spatium  tikl  ia  greco  non  erat  sie  diuisum,  sed 
per  equalia,  quod  mihi  videbatur  esse  falsum/' 

Die  Figur  I  S.  803,  die  dadurch  von  der  meinigen  abweicht,  dass  JZK 
und  KA  nicht  senkrecht  auf  einander,  BH  und  JK  nicht  parallel  sind,  hat 
die  Bemerkung  „in  ezemplari  linea  dk  non  secabat  (per  me  del,)*)  in  duo 
eqna  lineam  ae,  sed  (erat  del,)  secabat  eam  prope  a,  et  linea  ah  brevis  et 
perpendicularis  super  eamque  (?)  equedistans  linee  gt. 

Bei  der  Gnomonfigur  I  S.  442  steht  „ista  figura  in  exemplari  habebat 
oinnes  gnomones  equales.  praeterea  puto,  quod  mensura  latitudinis  gnomo- 
nam  debet  esse  non  super  diametiiim  tetragoni,  sed  super  latera.  tarnen  in 
exemplari  erat  super  diametinim." 

Bei  der  Figur  I  S.  463  steht  „ultimum  sine  gnomone  vacat.  non  debet 
esse^'  und  „in  ezemplari  duo  maiores  gnomones  protrahebantur  usque  ad 
lineam  na  et  in  pede^^  ....  (Schluss  weggeschnitten). 

Auch  in  der  Eatoptrik  des  „Ftolemäus"  kommen  griechische  Wörter  am 
Rande  vor,  ebenso  im  Buche  de  analemmate. 

In  den  hier  angeführten  Stellen  war  nur  von  einem  ezemplar  Graecum 
die  Bede.  Es  sind  aber  auch  solche  vorhanden,  wo  ein  zweites  erwähnt 
wird,  nämlich 

1.  de  plan,  aequil.  I,  7  p.  158,  12  e^  yccQ  fu^  löoQQon^^iSBi  tb  AB  tB^iv  inl 
xm  Z  xm  r  xe^ivxi  i%l  xm  J]  si  enim  non  aequaliter  repant  ab  posiLum 
saper  e^  g  autem  positum  super  d  (d.  h.  ro  de  F  re^iv),  mg.  m.  1:  in 
alio  (a^)  si  enim  non  equaliter  repent  ah  positum  super  z  ipsi  g  posito 
super  d. 

2.  ibid.  p.  158,  17  ff.  stimmt  die  üebersetzung  genau  mit  dem  Text,  mg.  m.  1 
bic  discordant  exemplaria,  was  sich  möglicherweise  auf  Z.  19  bezieht, 
wo  cod.  Florent  xoyri  &  6e  hat,  die  üebersetzung  aber  richtig:  g  quam 
quae  de. 

3.  ibid.  p.  160,  2  bI  xh  F  (isi^ov  itsxiv  1)  &<sxb  löoQQonEiv  xa  AB  (xb  A  cod. 
Florent.)]  n,  g,  sit  maius  quam  ut  aequaliter  repat  ipsi  a,  mg.  m.  1:  in 
alio  maius  est,  pot  equaliter  repere  ipsi  a. 

4.  de  plan,  aequil.  II,  8  p.  214,  11  Hrr©  aiv  xoü  fih  AKB  Xfidfiucvog  iUpxqov 
xov  ßaQBog  xb  M]  sit  igitur  portionis  quidem  akh  centrum  grauitatis  m, 
mg.  m.  1:  in  alio  erat  pj  ^  (unleserlich). 

*)  Wiederum  ein  Beweis,  dass  wir  das  Arbeiteexemplar  Wilhelms  vor  uns 
haben;  er  wollte  anfangs  per  medium  schreiben. 
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5.  ibid.  p.  216,  15  xQtnldaiov  öh  tb  ABF  xQfymvov  r&v  xfiaiAin^u^  iitsid^^ 
xb  okov  xiiä(ia  inlxQtxov  i<ni  roü  ABF  xqtyüvov]  trigonam  antem  ahg  e^ 
triplmn  portionum,  qaoniam  tota  portio  est  epitrita  txigoni  ahg^  mg.  ulI: 
in  alio  sie  utique  falsum. 

6.  de  plan,  aequil.  II,  9,  wo  die  üebersetznng  wie  Tartaglia  (Ajx^hiinadb 
opp.  in  p.  XLV)  die  Paraphrase  des  Entocius  in  etwas  gekürzter  Geetah 
statt  des  schwerfälligen  archimedischen  Beweises  im  Text  hat,  stebt 
darauf  (im  Text)  der  echte  Beweis  mit  dem  Znsatz:  in  alio  exemphri 
graeco  sie  habebatnr  ab  illo  loco  qaoniam  enim  proportio  (was  Tartaglia 
rasch  weg  mit  abdruckt).  Diese  Stelle  beweist,  wenn  es  nöthig  ist,  dass 
auch  bei  den  übrigen  Citaten  in  alio  an  ein  zweites  griechisches  Ex- 
emplar gedacht  werden  mnss. 

7.  plan,  aequil.  II,  10  p.  234,  1  Sc  w  x&g  ömlaclag  tag  ON  Kai  v&g  TN] 
compositam  ex  on  et  cm,  mg.  m.  1  (später  hinzugefügt):  in  alio  ex  dapk 
linee  od, 

8.  ibid.  p.  234, 5  ttal  6  oatbAZ  %vßog]  om.  cod.  Florent,  „et  cubus  qni  ab  ar" 
Tartaglia,  „yacat  secundum  aliud  exemplar*^  bei  dieser  Stelle  OttobozL 
mg.  m.  1,  später  hinzugesetzt. 

9.  quadrat  parab.  praef.  II  p.  296, 11  vüv  6s  ig>*  ^ii6nf  xB^emQfixai]  ab  aliis 
speculatum  est,  mg.  m.  1:  in  alio  a  nobis. 

Hierzu  kommen  noch  in  dem  Buche  tcsqI  fuovoudioiv  mehrere  Stellen, 
wo  eine  abweichende  Lesart  am  Rande  notirt  ist  mit  dem  Znsatz  im;  denn 
das  kann  doch  wohl  nur  secundum  aufgelöst  werden,  d.  h.  „das  zweite  Exem- 
plar". Allerdings  ist  es  so  sehr  auffallend,  dass  in  derselben  Schrift  sonst 
mehrmals  von  dem  exemplar  Graecum  in  den  Bandbemerkungen  gesproch^ 
wird  (s.  oben),  und  dass  die  mit  sm  angeftlhrten  Lesarten  immer  unrichtige 
sind;  besonders  anstössig  ist  die  Stelle  p.  462,  18,  wo  im  Text  eine  Lacnne 
ist  und  am  Rande  bh  im  steht,  was  mit  der  falschen  Lesart  des  cod.  F  stimmt 
Aber  trotz  dieser  Schwierigkeiten  sehe  ich  vorläufig  keine  andere  Möglichkeit 
der  Erklärung,  als  dass  wir  annehmen  müssen,  der  üebersetzer  habe  aach 
hier  ein  zweites  griechisches  Exemplar  benutzt.    Die  Stellen  sind  folgende: 

I  p.  322,  6  AS\  AS  F;  Ix,  mg.  ax  sm. 

I  p.  344,  16  FA]  FA  F]  ga  in  ras.  m.  1,  mg.  gd  S. 

I  p.  348,  1  TMB'\  TAB  F;  cmh,  mg.  clh  sm. 

I  p.  392,  7  AI]  AF  F;  di,  mg.  dg  im. 

I  p.  410,  1  AX]  AF  F;  aq,  mg.  ag  im. 

I  p.  434,  26  ZA,  AB]  ZAB  F;  edb,  mg.  zlb  sm.*) 


*)  UDsicher  ist  I  p.  390,  26  mg.  „deficit  sm*^  (?),  wo  ich  nicht  weiss,  ob  die 
Lacune  des  cod.  F  auch  in  Ottobon.  ist,  und  in  Prop.  20  „d^  sm",  wo  die  üeber- 
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In  den  übrigen  Büchern  (de  sphaera  et  cyl.,  dimensio  circuli,  de  Spira- 
ln ibus,  Eutocius)  finden  sich  sol,che  Bemerkungen  nicht.  Denn  die  Notiz  zu 
mi  p.  354,  28  avva(iip&C6Qog  ixdtstti]  simul  utraque  unicuique,  mg.  „vel  una- 
c^ueque^*  ist  ganz  verschieden;  der  üebersetzer  hat  die  Stelle  nicht  verstanden 
und  konnte  desshalb  nicht  entscheiden,  ob  das  sxaatri  der  Hds.  Nominativ 
oder  Dativ  sei.  Ebenso  wenig  gehören  hierher  die  Stellen,  wo  eine  Band- 
l>enierkung  den  Zusatz  for(te)  hat;  denn  das  sind  offenbar  Yermuthungen 
und  Berichtigungen,  die  auf  Gonjectur  des  üebersetzers  beruhen. 

Wir  müssen  also  schliessen,  dass  die  eine  griechische  Hds.  des  üeber- 
setzers nicht  die  Bücher  de  sphaera,  dim.  circ.  und  de  spiral.  enthielt,  auch 
nicht  die  Commentare  des  Eutocius,  dagegen  de  plan,  aequil.  I— II,  quadr. 
parab.  und,  wenn  die  oben  vorgetragene  Deutung  des  sm  richtig  ist,  de 
conoidib.  Da  wir  aber  unten  sehen  werden,  dass  die  andere  Hds.  des  üeber- 
setzers mit  unserer  Urquelle,  dem  codex  G.  Vallae,  aufs  engste  verwandt  ist, 
bat  sie  gewiss  nicht  die  beiden  Bücher  tcsqI  ixovfUvmv  enthalten;  denn  sie 
fehlten  im  cod.  Vallae.  Also  gelangen  wir  zu  dem  Resultate,  dass  Wilhelm 
zwei  griechische  Handschriften  benutzte,  von  denen  die  eine  nur  die  auf  die 
Mechanik  bezüglichen  Schriften  des  Archimedes  enthielt:  plan,  aequil.  I— II, 
quadr.  parab.  (dessen  eine  Hälfte  der  Mechanik  anhört)  und  7C€qI  6%ov(iiv(ov, 
womit  wahrscheinlich  das  Buch  neql  xcavosiöicav  verbunden  war,  ohne  Zweifel 
weg^i  des  mit  den  Büchern  Jtsql  6%ovfiBV(ov  eng  verwandten  Inhalts  (im  II. 
Buche  Ttegl  6%ot;fi.  werden  Sätze  aus  de  conoid.  fortwährend  angewandt). 
Vielleicht  standen  in  diesem  corpus  mechanicorum  auch  die  inhaltlich  nicht 
allzu  femstehenden  Bücher  Ptolemaeus  de  analemmate  und  Ptolemaeus-Herous 
Katoptrik.    Wir  wollen  sie  im  folgenden  mit  0*  bezeichnen. 

Diese  Hds.  nun  war  nach  Ausweis  der  griechischen  Bandbemerkungen 
der  genannten  Bücher,  in  alter  Minuskel  geschrieben  mit  vielen  Abkürzungen 
(i^  uQa,  g  %alj  dedvxP  dsdvxögy  x^oi  ^^tfrov,  ovü  ovnoüvy  (i  (islS(ov  usw.), 
die  der  üebersetzer  nicht  verstand,  da  er  öfters  ihnen  entsprechend  Raum 
offen  lässt,  und  die  eben  desshalb  dafür  bürgen,  dass  die  griechischea  Rand- 
bemerkungen der  Vorlage  treu  nachgemalt  sind.  Accente  scheinen  wenigstens 
tbeilweise  gefehlt  zu  haben,  ebenso  Spiritus.  Die  Hds.  war  an  mehreren 
Stellen  lückenhaft  (itBQl  ö%ov(i,  I,  8;  II,  2).  Sie  stammte  nach  dem  Schrift- 
Charakter  ohne  Zweifel  aus  der  Zeit,  welcher  wir  überhaupt  unsere  besten 
Hdss.  der  Mathematiker  verdanken,  dem  X — XI.  Jahrh.  Noch  ist  zu  be- 
merken, dass  wir  aus  den  griechischen  Randbemerkungen  lernen,  dass  auch 

Setzung  sich  vom  griechischen  Text  zu  entfernen  scheint;  denn  die  Worte  „dia- 
metrus  autem  ipsius  que  ag*\  worauf  sich  diese  Bemerkung  bezieht,  haben  im 
Griechischen  nichts  Entsprechendes.  Die  Bemerkung  zu  p.  420,  11  to  öm  bezieht 
sich  wohl  auf  die  Lesart  des  F  90  far  GP. 


Digitized  by 


Google 


-     56    — 

die  Bücher  TceQi  6xov(iivG}v  in  dorischem  Dialekt  überliefert  waren  (vgl.  die 
Formen  Tutxaßavrt'  und  sastxat'  oben,  zu  II  p.  369). 

Wir  wollen  jetzt  die  Bücher  de  plan,  aeqoil.  and  qnadr.  parab.  mit 
unserem  griechischen  Text  vergleichen.  Für  die  Uebersetznng  benutze  ich 
die  Aasgaben  von  Tartaglia  nnd  Gaaricas,  da  eine  Gollation  derselben  mit 
der  Hds.  für  plan,  aeqail.  I,  1 — 7  and  die  Vorrede  der  qnadr.  parab.  ergeben 
hat,  dass  sie,  einige  grobe  Schreibfehler  abgerechnet,  welche  für  unsere 
Frage  unerheblich  sind,  die  Hds.  genau  reproduciren.  In  den  genannten 
Theilen  finden  sich  folgende  Abweichungen  (ausser  den  schon  angeführtes 
Bandbemerkungen  in  alio): 

Ueberschrift  incipit  über  Archimedis  (Archimenidis  T)  de  centris  gra- 
uium  uel  de  (ualde  planis  T)  aequerepentibus.  Die  Zusätze  „a  N.  Tarialea 
Brixiano  interprete  addita",  so  wie  die  üeberschrifben  „petitiones  sunt  sex% 
„petitio  prima^^,  „theorema  I  propositio  I^'  usw.  fehlen,  ebenso  wie  gesagt  die 
Interpolation  bei  T  p.  5  „dixerunt  enim  —  premittitur.*' 

II  p.  142,  3  iatb  ümv]  ab  aequalibas  0,  aequalibus  T  13  t&v  Ssav  xoi 

6fioloDv]  aequalium  et  similium  T,  -um  bis  in  ras.  nu  1  0      20  nliv- 
Qdg]  latera  T,  la/////  0. 

U  p.  144,  1  —  3]  om.  T,  si  magnitudines  ab  aliquibus  longitudinibus  eqa&liier 
repant  et  equales  ipsis  ab  eisdem  longitudinibus  equaliter  repent  0 
4  iTcl  xa  avvd]  ad  eadem  0,  ad  eandem  partem  T  6  rovnov] 
hiis  0,  his  T  10  ovk  löoQ^ontiöovvti]  non  equaliter  repent  0, 
aequaliter  repent  T  11  laoQQOJteovxmv]  equaliter  repentinm  0, 

aequaliter  repetentem  T  19  Tcoxsti^]  TtoxtxB^i  F,  appositum 

est  0,  apponitur  T. 

II  p.  146,  15  Sxi,  xal]  quod  et  0,  quod  T  17  xb.&Jtb  xav  ilaaöovog]  que 

a  minori  0,  a  minori  T. 

II  p.  148,  2  x&g  imi€vywov0ag  rc5v  fuye^icDv  xa  KivxQa]  connectentis  öentraO, 
contentis  centrum  T         22  ra  tUvxQu]  centra  0,  centrum  T 
24  i%(ovxi]  habeant  T  et  in  ras.  m.  1  0         ibid.  taai  etovxt]  equa- 
les sint,  del.  erunt  ante  sint  m.  1  0,  aequales  sint  T. 

II  p.  150,  9  i%  TtdvxoDv]  ex  omnibus  0,  et  omnibus  T.  16  &nb  xov  lUtfov] 
a  media  T;  et  0,  del.  mag  post  a. 

II  p.  152,  8  xSg  intSsvywovaag]  connectentis  0,  centris  T  12  xbv  aixbv 

loyov]  eandem  rationem  0,  eadem  ratione  T       21  Ovfuuxgov  xov- 
xiaxt]  commensurata  hoc  est  0,  commensurat  he  T. 

II  p.  154,  1  &ax€]  qua  0,  quia  T  2  neta^m]  ponatur  T;  et  0,  mg.  m.  1 
iaceat  6  xäv  AH^  HK}  honim  Ih  hJc  0,  eorum  Ih  kh  T  12  Z] 
£?  0,  a;  T;  item  1.  13,  15,  17  bis,  18,  20,  p.  156,  1,  2,  10      14  mg. 
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öuöov  m.  1  0  19  ovv]  g  0,  ergo  T  21  xotg  iv  t^  A  xy^oL- 

\iLAtBaaiv\  decisionibus  que  in  a  0,  decisionibus  quam  in  a  T. 
TI  p.  156,  2  TfiixfAchrcov  tcov  iv  xa  AH]  decisionum  eanim  que  in  iÄ  0,  deci- 
sionum  enint  quae  in  Ih  T  6  iöxt]  sunt  T;  bis  0,  sed  corr.  m.  1 
8  6iioliog  dh  öeix^^aexai]  similiter  antem  demonstrabitnr  0,  simi- 
liter  demonstraretnr  T  14  xcrrot  to  £,  t6  dh  B]  penes  e  penes 
(del.  m.  1)  b  autem  0,  penes  e  b  autem  T.  Mg.  iittKeliievov  0 
20  a  (lev  AE]  que  quidem  le  0^  quam  quidem  le  T. 

Tip.  158,  1  xov  fiev  aqu  A  v,n\dvov\  ipsius  quidem  igitnr  a  posito  0,  mg.  m.  1 
ipso;  ipsius  igitur  quidem  a  posito  T  7  a;(Ti;fi|ii£r^a]  incommen- 

surate  0,  incommensurabiles  T  8£Zjc;?0,  ca;T;  item  1.  9, 
19>  20.  9  ftßxoff]  longitudine  0,  longitudine  T  12  Z]  je?  0, 
%  T;   item  p.  160,  1  13  T  J)  ßöif]  T  Susxt  F,   r7  ut  0,  g  aut 

minor  sit  prius  maior  ut  T  14  T  i)  oüj  TU  ov  ¥,  gh  quo  O, 

g  quomodo  T. 
(qnadr.  parab.)  Ueberscbrift:  Liber  Archimedis  qui  dicitur  quadratura 

parabolae  0,  ineipit  Archimenidis  (Archimedis  T)  quadratura  parabolae  GT. 

II  p.  294,  3  og]  qui  0,  quod  GT  5  xov  fiiv  xexsXevxrjKoxog]  mortui  qui- 

dem 0,  grauiter  mg.  m.  1;  mortuum  quidem  GT  7  ^av^uxaxoü] 

mirabili  0,  mirabile  GT  10  xe&aoDQrifiivov]  theorizatum  0,  theo- 
rematum  GT  12  dicc  fAri%aviyi&v]  per  mechanica  0,  per  matbe- 

maticam  G,  per  mecanicam  T  12  ^^a  x&v  y£(o(iexQi%&v]  per  geo- 
metria  0,  per  geometriam  GT  14  in6%slQriaav  xvveg]   conati 

sunt  quidam  0,  conati  quidem  GT         19  otcbq  mg.  0. 
II  p.  296,  1  KaxeyvcDa&sv  mg.  0  6  zi^elag  x«(]   recta  et  0,  recta  GT 

ibid.  inlxqitov\  epitrita  0,  epytrica  GT  15  xav  d^ctfUxqfXiv]  dia- 

metrorum  G  et  post  del.  respectu  0,  dyametrorum  T  ibid.  &no- 
SBÖBijaCiv]  demonstrauerunt  0,  demonstrarunt  GT  16  xag  Cfpai- 
qctg']  speras  0,  in  sphaeras  GT  17  x&v  dM^fter^Goi/]  diametrorum 
OG,  dyametrorum  T  ibid.  m]  adhuc  0,  et  adhuc  GT  20  toiJ 
%vXMqiyv\  cylindri  0,  chilindri  GT  23  iyqifpov]  scripserunt  0, 
sumpserunt  GT  26  Ävayfiivwv]  avay^zvov  P,   inductum  GT, 

red  (del.  m.  1)  inductum  0. 
n  p.  298,  2  6ut  x&v  {vqxoLviii&iv]  per  mechanica  0,  per  mathematicam  G,  per 
mecanicam  T       3  cbg  öia  x&v  yBüDfisx^vfiivfov]  qualiter  per  geome- 
trizata  0,  aequaliter  per  geometricata  GT       4  7tQOYQdq>6xaL\  pseri- 
buntur  0,  perscribuntur  GT. 
Von  dieser  langen  Reihe  ist  weitaus  das  meiste  Schreib-  oder  Lesefehler 
der  Herausgeber  oder  wohl  zum  grössten  Theil  ihrer  Vorlage.    Interpolation, 
und  zwar  eine  sehr  grobe  und  handgreifbare,  finden  wir  nur  11  p.  158,  13. 
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Wir  können  also  der  Hauptsache  nach  den  Ottobon.  nach  den  Ausgaben  toh 

Gauricas -Tartagiia  beortheilen;  namentlich  werden  sie  kaum  etwas  durch 

Conjectur  berichtigt  haben.     Wenn  wir  also  yon  den  znfölligen  Venmatal- 

tungen  absehen,  giehi  eine  Vergleichnng  mit  unserem  griechischen  Text  das 

Resultat,  l)  dass  sehr  viele,  and  zwar  meist  die  schwereren,  Fehler 

unserer  griechischen  Handschriften  schon  in  der  Handschrift  des 

üebersetzers  da  waren.    Beispiele: 

II  p.  144,  14  laoQQOfCtiaovvTi]  ufSoqqonovvxt  F,  aeqaaliter  repunt 

II  p.  146,  5  Icoq^oiuovxmv]  iiSo^Qoneovra  F,  aeqaaliter  repentes       7  d^q]  öe  F, 

autem  14  iiti  xh  iat&\  am  F,  a 

n  p.  148,  12  nqodBdeUxail  diöeiKxcci  Eutoc,  preostensum  est 
II  p.  150,  9  ÖTilov  oiv]  öi^Xov  F,  palam  18  täv  «vt^wv]  xov  %syTQov  F, 

centri 
II  p.  152,  4  Kai  —  5  avx&v]  om.  F,  om.  13  &vtmsTCov^6x&g]  avtacssiov- 

Qoxoiv  F,  contra  passis 
II  p.  156,  6  3ta/  —  7  nlri^ul  om.  F,  om. 
II  p.  158,  5  avxtiwxov^oxioq]  avnitinov^xfov  F,  contra  passis        14  ^  mexe] 

&0XS  F,  ut;  ebenso  Z.  16  tw  T  ^  oi]  xa  yq  ov  F,  ipsi  gh  quo 

II  p.  160,  8  V  a]  e(p'  o  F,  ad  quod 
II  p.  162,  12  nXsvQäv]  ytkevQag  F,  lateris 

II  p.  162,  19  TtoKa  a  KoxaXsiitoiiiva]  %ota  xaxaluTtoiieva  F,  aliqua  relicta 
II  p.  170,  13  Ez/JV]  EJH  F,  edh         14  EdH]  EJN  F,  edn 
II  p.  172,  6  AB]  BB  F,  bt 

II  p.  174,  17  jroxa]  oäox«  F,  aliqua  (cfr.  p.  162,  19) 
II  p.  176,  9  Uxai]  eöxat  F,  erit         21  okag]  om.  Eutoc,  totius 
II  p.  178,  12  ei^slag]  (alt.)  aai  F,  et 
II  p.  182, 18  iaaslxai]  h  F,  si 
n  p.  186,  25  P£n]  PnZ  F,  rps 

II  p.  188,  6  i'xmvxi]  6%ovxa  F,  babentia*)  16  xavxa]  xovxo  F,  hoc 

II  p.  198,  3  dri]  ÖB  F,  autem 
II  p.  200,  12  XoiTto^]  Xotitov  F,  reliqua(?)  17  «ly  xa]  um  %m  F,  erit  et 

19  xag]  xa  F,  ipsa  exiim  quae  per  m  penes  bd  ducta 
II  p.  204,  18  Si&iittqog]  diafiexQ9tiv  F,  diametrorum      19  rectiüneam,  21  recti- 

linei  (vgl.  II  p.  205  not.  7;  auch  oXov^  ibid.  not.  8,  ist  da:  totius) 
II  p.  210,  22  xa  Tjnaficrref]  to  tftt^ftcnrt  F,  portioni 
II  p.  218,  4  fisyiaxag  xav  &vaXQyov]  fiEytaxag  xav  avaXoyiav  F,  maximam  pro- 

portionem 


*)  Aber  yielleicht  ist  Z.  3  zu  lesen  sH  na  y  Svo;  Tartaglia  hat  eint,  (Lb. 
wohl  81  ßint.    a  Z.  4  fehlt  bei  ihm,  wohl  nur  durch  Versehen. 
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II  p.  228,  23  örß  ds  F,  antem 

II  p.  230,  22  ijtC]  ccTto  F,  a         igxxTtrofiivcc]  eqxxTttoiisvai  F,  attingentes 

II  p.  232,  13  IP]  NT  F,  nc  0  (hb  T)  17  %al  ov  &  dmXaala]  Sv  om.  F, 

et  dapla  22  Ix  re  xäg  dmXaötccg  zag  AZ]  b%  xt  rag  AZY^  ex 
linea  az  0  (ex  dupla  ipsius  az  T  ans  Conjectar) 

II  p.  234,  17  t&g  AZ  —  18  iinXt^alag^  om.  F,  om.  27  xav  NT]  NT  F, 

nc  (nicht  ipsam  nc,  c  «=  t). 

II  p.  236,  1  MN,  NT]  MNT  F,  mnc;  ebenso  Z.  3,  5,  16,  p.  234,  25 

2  NS,  NO]  N30  F,  nxo;  ebenso  Z.  4  4  Äg  ZH]  scr.  &g  &  ZH, 
ut  zh  (nicht  ut  quae  zh)  6  SN,  NO]  SNC  F,  xno  10  MN, 
NS,  ON,  NT]  MNS  ONT  F,  mnx  onc  16  SN,  NO]  SNO 
F,  xno  22  &Qa]  om.  F,  om.  23  iit    ii^elag  ry  XP]  £7t 

ev^eucg  xag  XP  F,  in  recta  qr  (q  =  X) 

II  p.  294,  4  xlv]  xiva  F,  qnendam  8  rot]  om.  F,  om.  13  oiv]  om.  F,  om. 
17  oXot;]  totius  19  &Cxe]  Stcsq  F,  quae  qnidem  (mg.  o^sq) 

II  p.  296,  2  &t'  ei^eUtg  xe  Kai]  om.  F,  om.  3  7tQoxiQG}v]  TtQmxcov  F,  pri- 

morum       11  aixav  iocvxS]  avxav  F,  ipsnm       23  Si]  om»F,  om.*) 

II  p.  298,  S  y  dh  &  fifv  BA]  ri  öe  BA  F,  quae  autem  bd 

II  p.  300,  2  &  di]  fi  ÖB  F,  Sit  autem  (d.  h.  y  de)  16  xa  ax^]  nccrax^Biri  F, 
producatur         21  KH]  KI  F,  ki 

II  p.  302,  13  Big]  om.  F,  om. 

II  p.  304,  26  Kcnm  voBla^m]  KccxavoBiö^m  F,  intelligantur 

II  p.  306,  1  SriXovixt—Br]  habet         5  ixovxi]  bovxi  F,  existenti  9  tcccqcc 

xbv  bql^ovxa  at  Si]  avxov  OQt^ovxai  Sb  F,  ipsi  erizonti  ducte  autem 

II  p.  308,  9  et  10  ow]  quod        20  diq]  ob  F,  autem        25  dr^]  ob  F,  autem 

n  p.  310,  6  öi]  om.  F,  om. 

II  p.  312,  28  xdv  BA]  xrig  BA  F,  ipsius  db 

II  p.  314,  15  fiBt^ova  ovv  koyov  !%£*]  fiBi^ova  Xoyov  €%ov  F,  maiorem  propor- 
tionem  habens 

II  p.  316,  28  XQBfiaa^]  7iQB^a&ti<ssxai>  F,  suspenditur**) 

II  p.  320,  4  öi]  dri  F,  itaque  5  ig  iCct  x\i^axct]  Bg  xcc  x^tifiaxa  F,  in  sectiones 
6  ir]  om.  F,  om.  x&v  xofiäv]  xag  xo^iag  F,  sectione  9  iitl] 
xaxa  F,  secundum         19  A]  A  F,  d  (so  immer) 

II  p.  324,  9  xa]  xal  F,  et         14  di]  dri  F,  itaque 


*)  NatQrlich  sind  in  der  schwierigeQ  Vorrede,  für  welche  ich  eine  GoUation 
von  OttoboD.  besitze,  nur  solche  Stellen  berücksichtigt,  wo  der  Fehler  unzweifel- 
haft ist,  also  z.  B.  nicht  p.  294,  9,  wo  ysmftBXQixäiv  ^B<oQr}ndxiov  vielleicht  richtig 
ist  (geometricorum  theorematum  0),  auch  nicht  p.  296,  15,  18,  22,  wo  die  Lesart 
unsicher  ist 

•*)  Dagegen  Xv^fj  solvatur. 
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n  p.  326,  23  ovv]  om.  F,  oni.  7  6iq]  öe  F,  autem 

II  p.  328,  16  0  idsi  öet^ai]  om.  F,  om. 

II  p.  330,  8  ö'q]  de  F,  autem  17  JIOJ  HC  F,  ps 

II  p.  332,  11  &Qa\  om.  F,  om. 

n  p  336,  11  BSr]  B/ir  F,  bdg  26  xcJvov]  om.  P,  om. 

II  p.  338,  4  ow  täv  iato]  oxi  arco  F,  quod  a      6  xa^irav]  Tuc^etog,  F,  eatlie- 

tuB  20  tag  xo(iäg^  om.,  atii  F 

II  p.  346,  13  Te^icovt»]  avvxs^emvtt  F,  componantur 
II  p.  348,  12  J]  ^,  E  F,  de 

II  p.  350,  15  yaQ]  om.  F,  om.  18  aitie  raOra]  ra  avxa  F,  ipsa 

II  p.  352,  7  &og  na  yivijrat]  (oats  xaiayivtirai  F,  ut  fiat       9  dt^]  de  F,  aniem. 

Wenn  man  hinzu  nimmt,  dass  noch  die  zahlreichen  Interpolationen  und 
Abweichungen  yon  den  Lemmen  des  £utocius  in  den  Büchern  de  planor. 
aequil.  in  der  Uebersetzung  sich  wiederfinden,  und  dass  sie  an  Stellen  wie 
plan.  aeq.  I,  7  (II  p.  161  not.),  II  p.  162,  3;  178,  18,  wo  ohne  Zweifel 
grossere  Yerstömmelungen  yorliegen,  keine  Hülfe  gewährt,  so  kann  es  durch 
diese  Reihe  yon  Beispielen  als  festgestellt  gelten,  dass  auch  diejenige  Bds. 
des  Uebersetzers,  welche  inhaltlich  so  bedeutend  vom  codex  Vallae  abwich 
(0^),  in  den  Hauptzügen  auf  dei*selben  Stufe  der  Textesgestaltung  stand  als 
dieser.  Das  war  nun  auch  desshalb  zu  erwarten,  weil  sie  beide  ohne  Zweifel 
ungeföhr  aus  derselben  Zeit  stammten.  Wie  die  gemeinsamen  Interpolationen 
in  den  Büchern  de  plan,  aequil.  beweisen,  gehen  sie  beide  auf  eine  nach- 
eutocische*)  Bearbeitung  der  Ausgabe  des  Isidoros  zurück. 

2)  Andererseits  ist  es  aber  eben  so  begreiflich,  dass  die  beiden  Hdss., 
deren  Schicksale  längere  Zeit  getrennt  waren,  nicht  überall  die  gleichen  Ab- 
schreiberfehler aufweisen.  Namentlich  waren  an  vielen  Stellen  die 
kleineren  Irrthümer  des  cod.  Vallae  nicht  in  0^  eingedrungen. 
Beispiele: 

II  p.  144,  19  fforereO^]  nomt^i  F,  api>ositum  est 
II  p.  148,  1  iecilxat]  ovv  P,  erit 

n  p.  154,  12  xov  Z]  xo  Z  F,  ipsius  z         21  &a]  tcov  F,  aequales 
II  p.  160,  24  aiupoxi^aw]  ofk^Hns^ov  F,  utrisque 
II  p.  164,  5  iipoQfioioiuvmv]  sfpoQuo^ofUvov  F,  adaptatorum 
II  p,  166, 10  JB]  AB  F,  db  16  ABJ\  ABFJ  P,  abd  17  JBJFJ 

Ajr  F,  dbg 
II  p,  168,  1  BJr]  AJFF,  dbg  ,      ' 

II  p.  170,  12  EJy]  EJH  F,  edn 

*)  S.  Neue  Jahrb.  SappL  XI 11  S.  568.  Dass  auch  die  Bücher  sf^  6xi»vpi9m 
in  der  Ausgabe  des  Isidoros  noch  standen,  h;ibe  ich  ans  anderen  Gründen  Ter- 
muthet  a.  a.  O.  S.  577. 
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li p.  172,  6  JJ^]  JH  F,  dn         7  NZ]  HZ  ¥,  nx 
II  p.  174,  3  Tatfra]  ta  avza  ¥,  hoc  15  dia  tovtov]  dia  rov  P,  per  ipsiim 

(ßcr.  dl*  aizoii) 
H  p.  176,  1  Öl]  SIE  P,  it  7  ZO]  Z8  P,  zo  (r  =  z)  14  MK] 

MZ  P,  mk 
II  p.  178,  1  IxBi]  om.  P,  habent        8  KS,  ZO]  KZ,  SO  F;  kx,  zo  (r  =  z) 
II  p.  180,  14  im  KiCfuva]  avtiKBifieva  F,  sin  (sunt?)  iacentia  26  JF] 

BP,  dg 
II  p.  184,  10  hßaX^g]    e^ßakti    P,    educas  11    iaaelxat  oiv]  eaxcct  F, 

et  erit*) 
II  p.  188,  10  ivtt  jcsnov^dtcag]  ayrtitiTtov^oroav  P,  contrapassim 
n  p.  192,  7  xal  slg  . .  ,  üov]  bis  P,  semel  IS  eI  öi  xa]  ei  de  %at  P,  si 

23  A]  A  F,  a 

n  p.  194,  1  AEKT]  EZ  IK  P,  aerg 

II  p.  196,  4  ^v]  om.  P,  in        8  iml]  em  P,  quoniam         9  di]  Sri  P,  autem 

11  xdg  —  p.  198,  1  duKiQiovra]  om.  P,  habet  (nur  mit  anderen 

Buchstaben) 
II  p.  198,  6  tö]  ro  O  F,  centrum         8  tdv]  sm  xav  P,  linea(m) 
n  p.  200,  4  &U'  —  5  X]  om.  P,  habet        8  ZA\  J  P,  zd        10  E]  ß  F,  e 
II  p.  206,  7  iaailxai  8iq]  eaxaL  de  P,  erit  ergo         ^14  hxiv  iitl]  sm  P,  est  in 
II  p.  208,  10  dwcnov  itsxiv]  dvvcetov  P,  possibile  est  18  Z]  AZ  P,  z 

Z]  EZ  P,  z 
II  p.  212,  4.  A]  J¥,l         22  x6]  om.  P,  quod 
II  p.  214,  4  olov]  ofioiov  ag  P,  qualis       7  ABF]  ABA  P,  abg      9  BA^  BT] 

BA,  Ar  F;  ab,  bg  10  HA]  H  P,  hl  12  iV]  H  P,  n 

10  Italic  xicv  BA]  om.  P,  et  ipsi  bd  aequidistanter  ducantur 
II  p.  216,  3  HS]  ES  P,  er  (c  =  s) 
II  p.  218,  5  Mcl  xa  xQiTtXaaCa]  om.  P,  et  triple 
II  p.  228,  9  &]  om.  F,  quae**)  21  iv]  om.  P,  in        xofia]  xofiai  F,  por- 

tione         23  AAEF  xofiov  öuiiuxQog  iaxiv  a  ZH]  om.  P,  sectoris 

adeg  diameter  est  quae  hz 
II  p.  230,  2  HZ]  EZ  F,  hz       5  xb  &jcb  xäg  AZ  xexQaymvov]  xo  oTto  xrjg  AZ 

xBXQaymvmv,  tetragonum  quod  a  linea  az         7  AH]  ZH  ¥y  dh 

10  AAEF]  AAF  F,  agde    •     12  ZB]  ZE  F,  zb         13  NO] 

N»  P,  on       MJV,  NO]  MNS  P,  mn  no        14  NS]  MS  P,  nx 

16  OTTov  av]  onov  eav  P,  ubicunque        hegov]  axe^eov  F,  altemm 

*)  Es  iat  also  za  schreiben:    iqxovxai,  xal  iaasi^xai  xb  xoü  HBF  xqv/Avov 
xipxQOv. 

**)  II  p.  228,  19  &fupox6Qa]  ccyLtpoxsQag  F,  ambobas  (d.  i.  ambabas);  zu  lesen 
&fupoxiqaig  wie  p.  230,  6  (ambabus  TartagHa). 
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II  p.  232,  11  ^BE]  JB  F,  dbe  19  JH]  AN  F,  dh  24  datXaclag^ 

om.  F,  dupla 
II  p.  234,  5  x«l  6  &jth  AZ]  om.  F,  cubus  qui  ab  az  7  rüg  AZ]  xtu  rt^ 

AZF,  dupla  ipsius  az         11  NT]  NF  F,  nc  (die  Fehler  in  F 

Z.  10—11  hat  T  nicht)       12  Smhxölag]  ß^H  F,  dupla  ipsias  no 

25  nsvzanlaala]  om.  F,  quintnpla 
II  p.  236,  9  «q  £iatv  al  Eutoc,  sunt  quae  14  NO]  NS  F,  no 

I[  p.  238,  5  HZ]  NZ  F,  hz         7  PI—  8  jUmgov]  om.  F,  ri  et  est  toüns 

quidem  portionis  centrmn         10  AAEF]  ABEF  F,  adeg 
II  p.  298,  10  AF]  AF  F,  dg       11  ta  AF]  om.  F,  ipsi  dg       12  imiffavovea] 

BTtMffavovöai  F,  contingens 
11  p,  300,  3  ^  avta  SidfietQog]  i}   avza  xa  diafisrQm  F,   aut  ipsa   diameier 

5  Tcaqa  xav  xorra  xb  B]  om.  F,  penes  eam  quae  seeundmn  b       10  di] 

Sri  F,  autem 
II  p.  302,  1  noxl  xav  BI  fiaxei  ottxcng  a  BF  itoxl  xav  BS  dvvdfui]  om.  F,  ad 

bi  longitudine,  ita  quae  bg  ad  bt  potentia         2   isvaloyov  i^a 

ivxl  ai  BF]  om.  F,  proportionales  ergo  sunt  quae  bg         5  z/Z, 

oCrcog  a  BZ  noxl  xav]  om.  F,  ad  lineam  dz  ita  quae  tz  (Ottob., 

Tartaglia,  ti  Gaur.)  ad  lineam  th         16  &vikoyov]  (Glosse  zu  sig 

xhv  «viöv  ilo^^ov  Z.  13)  om.  18  nagd]  tcoxc  F,  penes 

II  p.  304,  16  a  KA]  om.  F,  quae  Ik  (zu  schreiben  also  &  AK) 
II  p.  306,  11  TW^sxoi]  Ttad'Exoig  F,  katheti  23  Mixaava^]  Kcnaaxa^v  F, 

statutum  est         26  yccQ]  ovv  F,  enim 
II  p.  310,  1  ^]  ^  F,  1         ZA]  ZA  F,  zl         24  l^«*]  nov  F,  habet 
II  p.  312,  8  AFK]  AEK  F,  dgk 
II  p.  314,  9  i'xov]  sxovxa  F,  habens         11  laoQQanet]  laoQQOTtanfa  F,  aequa- 

liter  repit 
II  p.  318,  5  ^]  ^  F,  1         13  £,  H]  E  F,  eh 
II  p.  320,  14  ABF]  AFB  F,  abg         22  SIF]  ZIF  F,  xig 
II  p.  322,  9  AZ]  AZ  F,  Iz         10  BI]  BH  F,  bi 
n  p.  324,  20  BFA]  AFA  F,  bdg  (also  zu  lesen:  BAF) 
II  p.  326,  8  ta  aixu]    xa    F,    ea(n)dem  19    MH,   NI]    SH  ill  P, 

mh  ni 
II  p.  328,  7  d'/j]  ÖS  F,  itaque       8  PXWSIA]  OX^SIA  F,  rqxiod       10  P] 

PX¥,T 
II  p.  330,  5  BFS]  BFA  F,  btg  (also  zu  lesen  BÖP)       13  inl  ri  F  Ev^slai] 

im  xa  FE  Bv&Eta^  apud  g  rectae  19  56rj  501  F,  btg 

II  p.  336,  11  B0r  TfiSfta]  B&F  F,  portio  btg 
II  p.  336,  14  &7c6  lag  nafinvlag  yga^ifiag  &yo(iivav]  ano  eici  rag  xaiiTtvXag  )'^fi- 

[lag  aitxofievav  F,  a  curua  linea  ductam 
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II  p.  338,  5  iyofLivav]  ayofuvaö  F,  ductämm  10  iv  tfidfiuxxt  neQU%ofiivfp\ 

eiTux  tfLTnia  7tsQis%oiiBvov  F,  in  poiüone  contenta 
TI  p.  344,  19  x6vov]  om.  F,  coni         26  iml]  sitt  F,  quoniam 
n  p.  346,  9  I]  QCöt  F,  i         11  iXcusöova]  eXaaaov  F,  minora 
II  p.  348,  10  H,  0,  I]  £,  8,  r  F,  hti 

II  p.  350,  ö  AJBEF]  AJEBF  P,  adbeg         6  AdB]  AJ  P,  adb 
II  p.  352,  23  aqa]  om.  F,  ergo 

Wenn  auch  einige  dieser  Fehler  unserer  Hdss.  möglicherweise  dem  cod.  F 
eigenthümlich  sind  und  nicht  in  seiner  Vorlage,  dem  cod.  Yallae,  standen  — 
einige  der  Art  habe  ich  übrigens  weggelassen  so  wie  auch  diejenigen  Stellen, 
welche  auf  die  Lesart  des  Uebersetzers  keinen  sicheren  Schluss  gestatten  — , 
so  bleiben  doch  Stellen  gentig  übrig,  wo  dem  Uebersetzer  offenbar  eine  reinere 
Ueberlieferung  vorlag,  wenn  auch  allerdings  meist  in  ziemlich  geringfügigen 
Dingen;  es  wird  also  durch  die  Uebersetzung  an  diesen  Stellen  fär  manche 
Conjectur  urkundliche  Bestätigung   gewonnen.    Daneben  bietet  die  ueber- 
setzung auch  3)  an  manchen  Stellen,  wo  die  Lesart  unserer  Hdss. 
an  nnd  für  sich  unanstössig  ist  oder  doch  bis  jetzt  keinen  Anstoss 
gegeben  hat,  Varianten.    Wo  diese  unzweifelhafte  Irrthümer  enthalten, 
können  sie  ganz  gut  den  Herausgebern  (Tartaglia  und  Oauricas)  oder  ihrer 
Vorlage  zur  Last  fallen;  und  erst  eine  vollständige  Collation  des  Ottobon. 
kann  hier  entscheiden,  welche  Varianten  zu  berücksichtigen  sind.     So  hat 
II  p.  230,  15  MxfXig  a]  ita  que  0,  aber  T  itaque  tres  quintas,  II  p.  306,  20 
bX  xa  oiv]  si  igitur  0,  aber  si  GT  (dagegen  hat  T  die  bei  G  sich  findende 
Wiederholung  von  p.  304,  23  —  306,  19  gestrichen),  II  p.  308,  14  fehlen 
die  Worte  ri  6h  FJH  Savaa  xQlyavov  bei  GT,  aber  nicht  in  0.    Ich  werde 
daher  die  folgenden  Varianten  nur  solchen  Stellen  entnehmen,  wo  die  Lesart 
des  Ottob.  mir  bekannt  ist  oder  besondere  umstände  für  die  Treue  der  Aus- 
gaben sprechen. 
II  p.  150,  16  ei  Ka  xa  xs  t(Sov  üti%ovxa]  sed  equaliter  distantes,  d.  h.  xcc  öi 

Xtsov  &7cixovxa 
II  p.  152,  15  löxm  XI  xh  EJ]  xi  onu 
II  p.  154,  6  wxC]  om.  7  iaxcv]  om.  15  locc%ig]  quotiens,  d.  h.  iaccTug 

(weniger  gut) 
II  p.  158,  12  Tü5  JT  xs&ivxi,]  g  autem  positum,  d.  h.  xb  di  F  xs9h  (s.  oben) 
II  p.  170,  16  laxtv  aQo]  est  ergo,    et  cetera  (d.  h.  hxiv  aga  Kai  xic  Xontd*?) 
II  p.  180,  3  iml]  et  quoniam  (d.  h.  twI  iiteC) 

II  p.  206,  11  xov  ABF  x^tythvov]  trigoni  quidem  ahg  T  (d.  h.  rotJ  fiiv) 
II  p.  216,  25  ov]  quam  'quidem  T  (d.  h.  ov  (liv) 

II  p.  294,  9  iyv(07i6x€g  rifug]  consueueramus  (d.  h.  elfo^oxsg  fi(isgy  wie  Torelli) 
6  Tuxl]  om.  12  xor/]  om. 
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II  p.  312,  14  Setx^astat]  demonstrabitnr  autem  (d.  h.  ÖHi^rfierat  Ü) 

IT  p.  334,  12  xovTov]  hoc  autem  (d.  h.  xovxov  di) 

II  p.  340,  13  ax^m]  ducatur  autem  {&x^  6i)        22  tovtov  SeSBtyftivov]  de- 

monstrato  autem  hoc  {dedetfiUvov  dh  xovtov) 
Das  sind  alle  Stellen,  wo  die  Lesart  von  0*  von  P  abwich  in    solcher 
Weise,  dass  beide  an  und  für  sich  möglich  sind.    Fehler,  die  dem  cocL  O^ 
cigenthümlich  waren,  sind  sicher  nachweisbar  an  folgenden  Stellen: 
II  p.  154,  17  toü  Z  Twl  xh.A  noXhxnld6iov  iov]  quod  ipsius  z  a  multiplex  sint 
II  p.  160,  2  oi>S*  ü  xh  r  fiBttov  icxtv  ^  ßtfre]  neque  n  g  sit  mains  quam  nt 

(s.  oben) 
II  p.  234,  1  lic  le  x&g  iinXttolag  xäg  ON]  ex  on  (s.  oben) 
n  p.  310,  1  xai  xqIxov  iaxl  xoü  BFA  xh  ZA]  om.  0  9  I%ovxi]  exisienti 

(d.  h.  Bovxi  wie  p.  306,  5,  s.  oben) 
II  p.  314,  10  T«  avxa\  hoc  (d.  h.  towo  oder  Topßra) 

II  p.  326,  14  hitoactovv]  quomodocunque  (d.  h.  hjc^fSovy) 

Hierzu  kommen  mehrere  ganz  unzweifelhafte  Interpolationen.  Am  stärk- 
sten ist  die  oben  erwähnte  in  plan.  aeq.  11,  9,  wo  ein  aus  dem  Commentar 
des  Eutocius  zurechtgemachter  Beweis  den  echten  ganz  verdrftngt  hatte. 
Ebenso  klar  ist  die  Interpolation  plan.  aeq.  II,  5  p.  206,  3 — 7;  Eutocius 

III  p.  334,  11  hatte  die  Worte  nicht,  und  sie  sind  ganz  überflüssig.  Durch 
diese  beiden  Beispiele  werden  auch  die  übrigen  Abweichungen  verdächtig, 
die  hl  plan.  aeq.  11  besonders  bedeutend  sind.  Nicht  nur  sind  die  Buchstaben 
in  II,  1,  3,  4,  ö  auf  der  Figur  und  im  Text  sehr  von  den  in  P  überlieferten 
verschieden,  sondern  mehrere  Partieen  sind  ganz  umgestaltet.  So  lautet  die 
ganze  Stelle  II,  1  p.  190,  3 — 21  in  0  folgendermassen*j:  sit  itaque  ipsi 
quidem  hk  equalis  utraque  linearum  il  tm  ipsi  autem  Ih  equalis  que  hn\ 
erit  ergo  et  que  hh  ipsi  Im  equalis.  quoniam  igitur  est  ut  ahg  ad  dez  ita 
que  tlc  ad  Ich  hoc  est  que  hl  ad  li.  et  est  ipsius  quidem  hl  dnpla  que  nl 
ipsius  autem  tl  que  lm\  erit  ergo  ut  que  In  ad  Im  ita  quod  ahg  ad  dez, 
adiciatur  autem  secundum  lineam  In  medietati  ipsius  ahg  ex  utraque  parte 
ipsius  nl  equale  utrumlibet  ipsorum  xl  no.  quare**)  siquidem  xo  eqoale  est 
ipsi  ahg.  compleatur  itaque  po.  proportionem  autem  habeat  xo  ad  op  [et 
per]'*'**)  quam  In  ad  Im,  ut  autem  agh  ad  eed  ita  xo  ad  op.  et  permutatim. 
equale  autem  quod  ahg  ipsi  xo]  equale  ergo  et  quod  eds  ipsi  op.  et  centrum 
grauitatis  ipsorum  xo  op  est  Signum  k  linee  mn,  et  eins  ergo  que  proponitor 
ex  ambobus  ahg  dez  centrum  grauitatis  est  Signum  k. 

*)  Die  Figur  s.  bei  Tartaglia,   wo   rechts  gelesen  werden  muss  p  und  m 
(btatt  n). 

**)  Bia  hier  nach  0,  das  folgende  aus  Tartaglia. 
***)  Zu  tilgen,  vgl.  die  folgende  Zeile. 
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Statt  II,  5  p.  204,  3 — 14  hat  0:  et  qnoniam  eqnalis  est  portio  ath 
portioni  bkg  qxiia  magnitadinis  composite  ex  ambabns  portionibus  ath  bJcg 
Benimm  graoitatis  est  in  media  Im  qnoniam  [in]*)  equales  sunt  hoc  est 
EdgnTLm  X.  est  antem  et  trigoni  ahg  centmm  granitatis  Signum  e.**)  palam 
i^tor  quod  tocins  ahg  centmm  granitatis  est  in  linea  xh  secta  xh  per  Signum 
o  TLt  Bit  sicat  abg  trigonnm  ad  portiones  atb  bJcg  ita  ad  xo  tn.  erit  o  cen- 
tmm  granitatis  tocius  portionis.  quare  erit  propinquins  vertici  portionis 
centmm  totius  portionis  quam  trigoni  inscripti  note. 

Die  Redaction  dieser  beiden  Stellen,  welche  darauf  ausgeht  die  schwer- 
f&liige  Darstellimg  des  Archimedes  übersichtlicher  zu  gestalten,  erweist  sich 
auch  dadurch  als  Interpolation,  dass  nicht  die  hier  zu  Grunde  liegende  Buch- 
stabenbezeichnung, sondern  diejenige  des  cod.  F,  dem  Eutocius  vorlag.  Denn 
III  p.  324,  5  hat  er  AB  FJ  wie  F  II  p.  188,  12  {abg  de»  0)  und  m 
p.  332,  24  BZHI  wie  F  H  p.  204,  2  (ÖZJf),  wahrend  0  giebt  hzlm***) 
Dasselbe  wird  dann  wahrscheinlich  auch  von  den  übrigen  grösseren  Um- 
gestaltungen und  Zusätzen  in  diesem  Buche  gelten. 
Sie  sind  folgende: 

II,  6  p.  210,  13 — 19  lautet  bei  T:  aliam  aliquam  ad  te^  erit  maior 
quam  linea  bt    Sit  que  ht    qnoniam  autem  portionis  quidem  abg  centmm 
granitatis  est  Signum  t\)  rectilinei  autem  akblg  Signum  e  et  a(b)sumpta 
quadam  recta  habente  proportionem  ad  lineam  ei  quam  habet  recülineum 
akhlg  ad  reliquas  portiones  eins  que  ht  ad  te. 
II  p.  188,  13  nach  E,  Z  (ht):  et  copuletur  ht  T 
II  p.  192,  24  vor  6Bi%tiov:  diameter  autem  portionis  sit  bdll 
II  p.  194,  15  nach  T^c^orrcr:  quales  dictae  sunt  T 
II  p.  198,  18  nach  i%ov\  portionem  T  (d*  h.  portioni)       24  nach  B/i\  osten- 

sum  est  enim  in  superiora  T 
II  p«  200,  9  zhv  To4)  ti^vy(^\i^v  Trorl  xa  rftc^ftara]  quam  habet  notnm  ad 
reliquas  portiones  T         10  ti  ^\v  E  —  12  t6  S]  inscripti  recti- 
linei k  est  centmm,  totius  autem  portionis  centrum  est  e  T     15  nach 
si^elag:  scilicet  me  T 
II  p.  204,  20  nach  iaxiv:  in  linea  kz  T         21  for©  —  206,  2  N]  sit  igitur 

*)  Zu  tilgen. 

**)  Bia  hierher  nach  Tartaglia,  wo  der  Anfang  corrupt  ist,  doch  so,  dass  der 
Gedankengang  klar  bleibt;  das  folgende  nach  0. 

***)  Sehr  bemerkenswerth  ist  es  auch,  dass  das  sachlich  zutrefifende  Supple- 
ment der  Lücke  in  F  II  p.  214,  17  o^ag  —  18  J^Z:  ita  que  tdsA  mZy  quae  antem 
db  quadmpla  ipsius  kz,  d.  i.  &  dh  JB  xBxqotnXacCa  x&q  KZ  —  nicht  mit  Eutocius 
stimmt,  der  III  p.  388,  18  citirt:  XBxqcacXaeCa  ds  u  BJ  x&g  KZ  und  JG  statt  td 
bietet.  Vielleicht  ist  also  die  Lücke  durch  Gonjectur  berichtigt  in  0*. 
t)  Bis  hierher  nach  0. 

Abh.  rar  Oesch.  der  Mathcm.   V.  5 
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portionis  quidem  big  centmm  granitatis  n,  irigoni  autem  m,  por- 
tionis  autem  ahh  cenirnm  graaitatis  t^  trigoni  autem  i  O 
n  p.  212,  4  jifivovtt>  tag  öux^itQovg  xä  X,  A]  secantur  quae  hd  ei  T 
n  p.  214,  9  nach  BF:  penes  jßf,  Ä  T 

In  plan.  aeq.  I  und  qnadr.  parab.  kommen  grössere  ümarbeitan^n  niciit 
vor,  dagegen  einige  Zusätze,  die  wir  wohl  ebenfalls  als  Interpolationen  be- 
zeichnen dürfen: 

II  p.  300,  7  BJ]hd  longitadine  0 
II  p.  302,  2  nach  Swdiui:  eqnales  enim  qne  dz  hh  0 

II  p.  336,  7  ti  BJr  XQlymvov]  equalis  (equaliter  T)  est  que  (e  ipai  tk;  tri- 
gonnm  ergo  bdg  T*) 

An  allen  diesen  Stellen  sind  die  Varianten  des  0^  entbehrlich  imd 
unserer  Lesart  nicht  vorzuziehen.  Zweifelhafter  sind  folgende  Stellen,  wo 
der  Zusatz  wtlnschenswerth  ist: 

II  p.  166,  14  nach  öa^istöv:  et  secetnr  in  duo  quae  db  penes  t  T 
II  p.  176,  1  nach  SI:  et  que  relinquitur  minor  linea  ti  sit  que  du  (d.  L 
JSl)  T 

Auch  n  p.  232,  2  (nach  MN:  ad  no;  ut  autem  quae  mn  ad  no  longi- 
tudine(m)  ita  quae  mn)  hat  0  vielleicht  die  richtige  Lesart,  da  diese  Worte 
wegen  des  Sfioiotilsvrov  (MN)  leicht  ausfallen  konnten.  Da  jedoch  auch  an 
diesen  drei  Stellen  der  Zusatz  in  0  entbehrt  werden  kann,  so  liegt  es  nahe 
auch  hier  eine  Interpolation  anzunehmen. 

Derselbe  Bearbeiter  hat  auch  11  p.  214,  19  die  Worte  0^5  eafutöv  ^  weg- 
gelassen, weil  er  sie  nicht  verstand;  Eutocius  III  p.  338,  19  hat  sie.  Daher 
kann  vielleicht  auch  die  Weglassxmg  der  unechten  Worte  roiniöriv  hd  ^da- 
Qov  fiiQog  n  p.  178,  18  und  gtavsQbv  yccQ  vovto  11  p.  180,  17  ihm  zu- 
geschrieben werden. 

Wir  müssen  also  0*  als  eine  sehr  interpolirte  Handschrift  bezeichnen^); 
aber  es  bleiben  doch  4)  einige  Stellen  zurück,  wo  sie  eine  entschieden 
echte  Lesart  gegen  unsere  Hdss.  erhalten  hat,  die  auf  Conjectur 
nicht  beruhen  kann. 

n  p.  166,  5  nhtxovxi\  concidunt  T  (d.  h.  cvyiTtlittovxij  vgl.  p.  167  not.  1) 
II  p.  208,  2  KAB,  ABF]  akb,  big  T  wie  Eutocius  III  p.  334,  21***) 


*)  Der  ganz  falsche  Zusatz  II  p.  842,  19  nach  Si  in  duo  eqna  fälU  vielleicht 
dem  Tartaglia  zur  Last. 

**)  Also  können  auch  die  angefahrten  Berichtigungen  von  offenbaren  Irr- 
thOmem  des  cod.  Yallae  wenigstens  zum  Theil  auf  Conjectur  beruhen.  Denn  dass 
der  Interpolator  nicht  ohne  Sachkenntniss  war,  zeigen  auch  die  sichem  Inter- 
polationen. 

***)  Aber  sonst  stimmt  0'  nicht  mit  Eutocius;   II  p.  180,  16  {fly  in  ntroqae 
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I  p.  216,  4  xst^anXaölmv]  quadrupla  est  T,  wie  Eutocios  III  p.  340,  16 
I  p.  232,  22  ^et£\  et  0  (cum  T),  i  h.  xa/,  wie  Eutocius  HI  p.  364,  12 
1  p.  296,  25  &QU  öi]  snfficit  autem  0,  d.  k  A^i  di;  im  übrigen  lautet  die 
Stelle  ganz  wie  in  unseren  Hds&:  similiter  praedicto  fundamento 
accipientes  scripserunt  accidit  praedictorum  theorematum  unum- 
quodque  nullo  minus  eorum  quae  sine  hoc  demonstrata  sunt  crede- 
mus.    sufficit  autem  ad  similem  fidem  huius  inductum  expositorum 
a  nobis.*) 
[I  p.  304,  23 — 26  voeta^m  dii  x6  w  [icxiv  r6]  ^v  t«  ^emQla  7cqo%el(ievov  [6q6- 
fi£vov]  i'jchtEdov  bq^hv  %oxl  xhv  igl^ovra  xal  x&g  AB  ygafifiäg  [snsita] 
ra  (UV  inl  xic  cdric  x&  A]  intelligatur  autem  propositum  in  recto 
ad  orizontem  et  lineae  ah  haec  quidem  ad  eadem  ipsi  d  0.    Durch 
diese  Lesart  wird  die  schwer  verdorbene  Stelle  in  Ordnung  ge- 
bracht und  die  yon  mir  vorgeschlagenen  Streichungen  bestätigt; 
nur  muss  das  Messer  noch  stärker  angewandt  werden.   Es  ist  offen- 
bar nach  0  zu  schreiben:  vosla^oa  öii  (der  Uebersetzer  hat  di  ge- 
lesen wie  in  F)  rb  nQoxeCfuvov  6Q^i>v  (oder  ist  sv  —  in  —  ein  Fehler 
für  inlnedov?)  tcoxI  xbv  iqiiovxcc  xal  xäg  AB  yQafifiäg  xä  (lev  inl  etc. 
xeeaxiv  (d.  i.  xovxiüxiv)  xb  iv  xa  ^em^Ca  6q(o(ievov  iniTteöov  ist  ohne 
Zweifel  Glossem  zu  xb  jcQOT^lfisvav ,  insixa  wohl  eine  verschobene 
Dittographie  von  inl  xci. 
Auch  in  der  falschen  Lesart  11  p.  294,  11  i(p*  ^fic&v]  ab  aliis  0  hat 
sich  eine  Spur  des  richtigen  erhalten.    Archimedes  schrieb  TIIAMSIN  d.  i. 
irc^  aftdov,  was  durch  eine  sehr  häufige  Verwechselung  als  TÜAAASIN  ge- 
lesen wurde. 

Nach  der  oben  begründeten  Vermuthung  enthielt  0^  noch  nsgl  Ticovstdicav. 
Von  diesem  Theil  des  Ottobon.  besitze  ich  nur  für  einzelne  Stellen  Colla- 
tionen;  nach  ihnen  zu  urtheilen  findet  auch  hier  dasselbe  Verhältniss  zwischen 
0*  und  F  statt.  Neben  gemeinsamen  Fehlem  wie  I  p.  304,  13  iNT]  M  F,  m  0; 
p.  306,  12  inb  x&g  SiafiixQov]  ano  xag  (uza  F,  ab  ea  que  cum  0;  p.  332,  22 
AA\  AA  xrig  eXXsutffBoog  ¥,  ad  eUipseos  0;  p.  334,  5  TtSQilafißdvmv]  TteQdafju- 
ßaviav  xav  eU»if;»v  F,  qui  comprehendit  ellipsim  0;  p.  338,  14  TcaQakkfiloi 
«f  KO]  taai  a»  X0  F,  equales  que  Jet  0;  p.  364,  6  täv  tttovoudicDv  ^]  om.  F, 
om.  0;  p.  390,  25  ZSl]  ZE  F,  ee  0;  p.  440,  16  xe  &x^ai]  xsxa%9ai  F,  ordi- 


trigonoram);  212,  19  (rectilineo  inscripto  in  ezh)\  214,  16  (componenti  et  per* 
niatatim);  216,  6  (est),  16  (qnoniam  tota  etc.),  21  (de,  hd)\  228,  23  (autem); 
232,  22  {ßncXucUng  om.  0)  hat  sie  unsere  Lesart,  nicht  die  (meist  bessere)  des 
Eutocins. 

*)  S.  296,  24  ist  (ir}d£v6g  nicht  zu  ändern.     S.  298,  1   zu  schreiben  indido- 
{iiva}V.  ävayqdilf» 

6* 
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natum  esse  0;  p.  464,  24  i^ovvxi,    S^dx^to  dl]  b^ovvti  ös  cdSb  F,  halieboBt 
autem  sie  0  (mg.  „protrahätnr  for.")*)  —  neben  diesen  nntraglichen  PamiliBfr 
Zügen  kommen  auch  bessere  Lesarten  yor  wie  I  p.  274,  6  Svöxolov  izet»  v] 
Svanotolov  s^rciv  t&  F,  omnino  difficultatem  habere  0  (oder  steckt  in  dem 
omnino  eine  Andeutung  des  okav?)-^  p.  306,  11  rS  duxfnixQm]  xa  (ifig  F,  diam^ 
tro  0;  p.  372,  18  xb  iitl  xa  aixa  T90  £]  xo  eyei  xag  F,  quae  ad  partem  e  0 
(d.  h.  xb  iytl  xb  E?);  p.  392,  24  ^£^  akUto]  ri  %aUv  im  F,  quam  in  qnanto  0, 
dazu  die  oben  S.  54  angeführten  Stellen,   wo   die  richtige  Lesart  im  Teit 
steht,  natürlich  nach  0^,  während  die  falsche  des  cod.  F  aus  0^  am  Rande 
angefahrt  ist.     Auch  grössere  Abweichungen  kommen  vor,  wie    die   oben 
S.  54  Anm.  angeführte  Stelle  ans  conoid.  20  zeigt.    Solche  Varianten  so  im 
kleinere  Verbesserungen  kann  ich  aber  vorläufig  im  einzelnen  nicht  ^b- 
statiren,   da  ich  in  dem  Buche  xce^l  %oiV0Bi6,  den  Ottobon.  nur  an    solch« 
Stellen  untersucht,  bezw.  untersuchen  lassen,  habe,  wo  schwerere  Schäden  in 
den  griechischen  Hdss.  vorhanden  waren,  und  die  finden  sich  ja,  wie  wir  ge- 
sehen haben,  meist  in  0'  wieder.   Nicht  ganz  ohne  Bedeutung  sind  doch  ancb 
folgende  kleine  Varianten:  I  p.  372,  17  NZ\  F,  zn  O5  p.  422,  13  M\  NF, 
m  0,  mg.  H.    Aber  vollständig  kann  das  Verhältniss  zwischen  0^  und  unseren 
Handschriften  in  dem  Buch  Ttegl  %G)vosidia>v  erst  durch  eine  erneuerte  Unter- 
suchung festgestellt  werden.   Vorläufig  müssen  wir  uns  damit  begnügen,  dass 
nichts  der  vor  der  Hand  wahrscheinlichen  Annahme  entgegensteht,  das  Ver- 
hältniss sei  auch  hier  ungefähr  dasselbe  als  in  de  plan,  aequil.  und  quadr.  parab. 
Aus  dem  bisherigen  ergiebt  sich  die  Berechtigung  der  Annahme,  da^ 
0^  nicht  nur  der  Uebersetzung  der  Bücher  negl  ixov(iivmVf  wo  sie  alleinige 
Quelle  war,  als  Vorlage  gedient  hat,  sondern  auch  in  den  übrigen  darin  ent- 
haltenen Schriften  (de  plan.  aequiL  I — 11,  quadr.  parab.,  de  conoid.).    Die 
daselbst  am  Bande  befindlichen  Lesarten  aus  dem  „aliud  exemplar^  müssen 
sich  also  auf  die  Hds.  beziehoD,  welche  der  Uebersetzung  der  übrigen  SchrifleH 
zu  Orunde  liegt  (0^),  zu  deren  Prüfung  wir  jetzt  übergehen.    Schon  aus  den 


*)  Wenn  I  p.  302,  4;  832,  19  dieselben  Schollen  stehen  als  in  F  (IIE  p.  374 
—75)  —  „in  tertio  conicoram  ApoUonii  20  theorem'*  und  „per  20  theorema  prisi 
conicorüm  Apolionii*'  — ,  so  sind  sie  wohl  dem  0^  entnommen.  Anch  die  bei- 
geschriebenen  griechischen  Wörter  können  derselben  Quelle  entnommen  seia, 
wenn  sie  auch  beweisen,  dass  0^  an  den  betreffenden  Stellen  nichts  Besseres  bot 
Es  sind  folgende:  I  p.  358,  4  ig  a4}x6]  in  ipsam  0,  mg.  bc  orwor,  wie  F;  p.  368, 14 
ccifx&g']  ipsam,  mg.  avxai  0,  wie  F;  p.  414,  16  BJ]  bd,  mg.  %d  0,  wie  F;  p.  420,9 
&Qa  xal  &voiioÜDg]  aftBXQiuvofiouDg  F,  similiter  nach  Lacnne  0,  mg.  afier^; 
p.  430,  15  äqa]  lacun.  0,  mg.  ccXlriy  wie  F;  p.  486,  1  %a^*  h  at]  lac.  O,  mg.  %ti9uf 
wie  F;  vgl.  noch  I  p.  322,  19  äga]  om.  F,  ergo  0,  mg.  ergo  non  in  greco;  p.  336, 
13  ZH]  ZMH  F,  znh  0,  mg.  in  greco  zmh;  p.  402,  17  tb  B]  xav  BE  F,  b  0, 
mg.  be  in  greco;  p.  408,  3  -4]  ^  F,  1  0,  mg.  a-  in  greco. 
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;enanntea  Randbemerkungen  ist  es  ersichtlich,  dass  0^  dem  cod.  Vallae  sehr 
tnge  verwandt  iöt.  Denn  ausser  den  S.  54  angeführten  9  Stellen  aus  ne^l 
mvoeidmv,  wo  sie  mit  F  stimmt,  gilt  dasselbe  von  den  S.  53  ff.  unter 
Ir.  1,  8,  9  angeführten  Varianten;  Nr.  2,  3  sind  mit  F  wohl  vereinbar,  ebenso 
^r.  7,  wo  duplo  die  Hauptsache  ist  (od  vielleicht  nur  Schreibfehler);  Nr.  5 
st  irrelevant,  weil  nur  die  Uebereinstimmung  der  beiden  Exemplare  con- 
tatirt  wird;  Nr.  4  zu  unklar  um  als  Zeuge  zu  dienen.  Nr.  6  endlich  stimmt 
lehr  genau  mit  F,  wie  die  folgende  Collation  zeigt: 
J  p.  218,  26  TOfv  BJ—  27  TtotQ  om.  F,  om.  0 

I  p.  220,  6  r^  BE]  xav  BE  F,  ipsam  be  0       10  t«  EB]  xav  EB  F,  ipsam 

eb  0  .  11  JO]  JS  F,  dt  0  (dk  T)  12  OA]  SA  F,  ta  0 
(ka  T)  14  Kai  xexQccTtXaala  xBg  FB]  om.  F,  om.  0  (hab.  T) 

25  &  OA]a  A  F,  lae.  0  (ka  T) 

[I  p.  222,  8  focrv  xa  övyKS^iiva]  löau  xav  avyneiiuvav  F,  aequalam  composi- 
tam  0  14  xexayfiivoDv]  xsxfir^fievmv  F,  dispositis  0  {xsxay(i,  ist 

sonst  ordinatis)  15  iaxlv]  om.  F,  om.  0  OA]  BA  F,  td  0 
(kd  T  wie  durchgehend)  19  OE]  SE  F,  td  0  20  iaxiv  oßxmg] 
eaxtv  mg  F,  est  ut  0 

[I  p.  224,  3  EO]  Eö  F,  et  0  (ek  T)  4  xqmlacCag  xag]  om.  F,  cum  ipsa 
gd  Ö  (cum  triplam  ipsiüs  gdT)  18  TB,  BA]  TBA  F,  gbd  0 
(gb  db  T)  19  Eß,  BA]  EBA  F,  eba  0  (eb  ab  T)  20  AB, 
BF]  ABF  F,  dbg  0  (db  gb  T)  BA^  BA]  BA,  AA  F;  bd  da  0 
(bd  ba  T) 

n  p.  226,  2  AB,  BE]  ABE  F,  abe  0  (ab,  eb  T)  3  FB,  BA]  FBA  F, 
gbd  0  (gb  db  T)  5  AB,  BA]  ABA  F,  abd  0  (ab  db  T  und 
ähnlich  immer)  22  kl^anXaciag  xag  FB]  €x  tov  xag  FB  F,  ex 

ipsa  gb  T 

II  p.  228, 1  AO]  ^  F,  a  0        2  B^  56  F,  bd  0        4  AB]  AB  F,  db  0 

Zurück  bleiben  von  Dissensen  zwischen  F  und  0  nur  reine  Kleinig- 
keiten —  die  Stellen,  wo  nur  die  Lesart  des  Tartaglia,  nicht  die  des  Ottobon. 
bekannt  ist,  kommen  in  dieser  Frage  nicht  in  Betracht,  da  wir  oben  gesehen 
haben,  dass  er  hier  stark  emendirt  hat  — ,  nSmlich  ausser  den  angeführten 
Varianten  zu  p.  222,  19;  228,  2  nur  II  p.  220,  25  TtBvxanXacla]  JE  F,  quin- 
cupla  0. 

Schon  diese  Zusammenstellung  lehrt,  dass  0^  und  F  eng  verwandt  sind ; 
wir  können  aber  einen  Schritt  weiter  gehen  und  behaupten,  dass  0^  mit 
der  Vorlage  von  F  identisch  ist,  0*  ist  der  codex  Georgii  Vallae 
antiquus. 

III  S.  4,  18  fehlte  nämlich  im  cod.  Vallae  ein  Blatt;  eine  Abschrift 
davon,  cod.  Paris.  B,  hat  an  dieser  Stelle  den  Vermerk  1v  olov  öekCdiov  ^  jial 
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ovo  XelTtei^  und  dass  diese  Worte  sich  wirklich  aaf  die  Vorlage  von  B  besieba 
und  nicht  etwa  aas  derselben  herübergenommen  sind,  geht  daraus  mit  Siche^ 
heit  heryor,  dass  keine  der  anderen  Abschriften  des  cod.  Vallae  ähnliches  häi^ 
sie  gehen  ohne  weiteres  über  die  Lücke  hin.    An  derselben  Stelle  nun  hat 
auch  Ottobon.  dieselbe  Lücke  (eine  halbe  Columne  freigelassen)    und  am 
Bande:  hie  de  ezemplari  greco  perditum  erat  unum  folium.     Da  diese  Be- 
merkung  sich  ebenfalls  augenscheinlich   auf  die  Vorlage  von  Ottobon.  — 
hier  0^  —  bezieht,  bleibt  uns  nichts  übrig  als  die  Annahme  0^  «»  cod.  Yallae. 
Eine  Vergleichung  zwischen  Ottobon.  und  F  an  den  Stellen,  wo  cod 
Vallae  corrumpirt  war,  ergiebt  dasselbe  Resultat;  wir  finden  durchgehend 
in  beiden  dieselben  Fehler. 

I  p.  40,  16  6i]  dfi  F,  itaque  0  | 

1  p.  46,  24  TQiymvmv]  auTcedcc  F,  plana  0,  mg.  m.  2  trigonis 
I  p.  164,  14  T&  yccQ  inb  roü  nolvymvav   it€^iyey^a(iiiivov]   eyyeygafifuvaw  F. 

inscripta  0,  mg.  inscripte         16  toxb]  rovro  F,  hoc  0 
I  p.  200,  1  AB  —  2  T^]  om.  F,  equalem  superficei  0,  mg.  m.  2  et  quae  nb 

est  ergo  equalis 
I  p.  216,  16  jtQog  —  17  KA]  ter  F,  ad  Id  quae  bd  ad  dq  quare  et  nt  quod 

a  kl  ad   Id  quae  bd  ad  dq  quare  et  ut  quod  a  kl,  seq.  spatio 

6  litt.  Ö 

I  p.  228, 17  et  18  öoeelg]  om.  F,  postea  add.  0 

I  p.  230,  23  xoü  KAM  tiiiq^iccrog  rg  htupavtla  rot^  AEZ  tfir^futtog  rijg  ö^- 

Qag"]  tov  KAM  xfifiiicetog  zfig  a<pcciQagFy  ipsius  klm  portionis  spereO, 

portionis  sphere  superficiei  ipsius  dez  mg.  m.  2 
I  p.  244,  4  et  6  Iä/]  n^og  F,  super  e  corr.  0*)        7  ötitlaclov]  dadacmv  F, 

dupla  0  (folgt:  est  quae  eins  quod  ab  at  ad  tg)        9  ildacova  — 

10  6^]  om.  F,  om  0,  mg.  m.  2:  habet  proportionem  maiorem  quam 

quidem  quod  ab  at  in  th  ad  id  quod  a  gt  in  th 
I  p.  248,  1  iTclXomov  i^fiiv  dei^ai  6i6vi]  £7uXoutov  (leivai  Sst^ai  dioii  F,  quo- 

niam**)  reliquum  erat  demonstrare  quia  0,  reliquum  nobis  demoif 

strare  oportet  quia  m.  2 
III  p.  42,  3  xb  a^a  —  4  AA,  AH]  om.  F,  om.  0 
in  p.  56,  12  slg  xb  (li"]  eig  xo  ~^ß  F,  in  42""  0 


*)  Wenn  auch  die  Emendaiion  dieser  schwierigen  Stelle  keineswegs  sicber 
ist,  80  ist  es  doch  jedenfalls  aus  Ottob.  klar,  dass  sie  in  seiner  Vorlage  ebeoec 
verunstaltet  war.  Die  man.  2  hat  noch  Z.  5  statt  quod  ergo  ijkt  &Qa):  oportet 
ergo  demonstrare  quia,  Z.  6 — 7  proportionem  minorem  ^  proporüoni  (s  m.  2)" 
^  „quam  duplam  proportionis  ipsius  at  ad  tg  sed"  m.  2.  Z.  8  nach  ergo  (o^a 
eingeschoben  quae. 

**)  Er  hat  c«i  als  €«€t  gelesen,  (ji)sivai  ist  erat. 
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III  p.  202,  1  tovxiöxi  —  4i  SO]  om.  F,  om.  0,  hoc  est  ad  id  quod  ab  eh 

equalis  enim  xo  mg.  m.  2 
III  p.  250,  5  &g  —  6  SH,  7  FSB  —  8  &jc6,  9  nt^g  ri  &ri  BSF]  om.  F, 

om.  0  (corr.  m.  2) 
m  p.  260,  16  MiXficüp]  (ifilriöim  F,  melesio  0,  corr.  m.  2         ^lötdiiQm]  lati- 

öm^fo  F,  isedoro  0,  corr.  m.  2*) 
III  p.  3Ö8,  16  ABJ]  rJB  F,  gdb       18  ov  —  19  1%«]  om.  F,  om.      22  yd^] 

ie  F,  autem 
m  p.  370,  8  oiteQ  tb  P]  (corrumpirt)  equidem  r 

.  Noch  stärker  tritt  natürlich  die  Uebereinstimmang  hervor  in  den  Schriften, 
wo  Ottobon.  vollständig  collationirt  ist.  Ich  ftthre  hier  sämmtliche  gemein- 
samen Fehler  anf,  die  sich  durch  eine  durchgehende  Vergleichung  von  F  und 
dem  oben  abgedruckten  Text  des  Ottobon.  (liwlov  iiixQfiotg  und  tvbqI  ikUmv) 
ergeben.  Kur  muss  daran  erinnert  werden,  dass  in  der  tivxkov  (litQriaig  der 
Ottobon.  durch  corrigirende  Hände  so  entstellt  ist,  dass  seine  ursprüngliche 
Lesart  entweder  gar  nicht  oder  nur  durch  die  Ausgaben  von  Gauricus-Tartaglia 
ermittelt  werden  konnte;  hier  kann  das  blosse  Basein  der  Correctur  einer 
ihatsächlichen  üebereinstimmung  mit  F  gleich  gesetzt  werden. 
I  p.  266,  2  ßxoyC']  fi^  F,  4673  0,  6  e  corr.  m.  2  7  nUvq£\  om.  F, 

om.  0         14  ^]  om.  F,  quam  e  corr.  m.  2  0        16  il&tzovi\  bIuz- 
zov  F,  minus  0  21  /xxva]  ivä  F,  351  0 

I  p.  268,  4  aQa]  eatcet  F,  erit  0  5  'i!6ri\  ^m.  F,  om.  0  (add.  lin.  4  m.  2) 
9  AH]  AH  F,  ah  0,  sed  a  e  corr.  m.  2  12  £"]  /  F,  i^  e  corr. 
m.  2  0;  3.  GT  14  /%n6']  m^  F,  5924,  9  e  corr.,  0;  5324  GT 
n  «'  P,  %  in  ras.  0  15  6ii]  äi  F,  250  0  (corr.  m.  2)  d'  ly] 
ö'  ly  a  F,  om.  0  (Vis  «i.  rec.)  16  -Ö-'  im']  %'  F,  %i  in  ras.  m. 

rec.jO|9.  GT 
I  270,  1  Iq]  c|ff  F,  266  0  (66  m.  2)  2  exori^ag]  B%axeqn  F,  utriusque  e 
corr.  0;  utrique  GT  ux  y^'  ^  AT  S^a]  oi\Ma.  E,  ^Y^q  in  ras.  m. 
rec.  Ö,  extimo  GT  jol^'  g]  55^  F,  1009  %  e  corr.  0,  1076  GT 
4  AT]  ATF.&g  7  ^qtW]  ,s^  F,  6336  e  corr.  0,  6301.  6  GT 
8  >n  >?  P,  2017  e  corr.  0,  7012  GT  11  ^  /  o«T  i/  ov  o 
ist  F,  quam  illa  quam  10.  71  (in  ras.  m.  2)  0  14  Ikafsnovi] 
sXaaamv  F,  minor  0  fiel^ovi>  dh  ^  t   ou'  fAS^ov]  ^tait^av  de  F, 

maior  0,  r  in  ras.  8 — 9  litt.  m.  rec. 


*)  Dagegen  lautet  die  ünierschrifk  unter  dem  Gommentar  zum  I.  Buch,  wo 
F  keine  Schreibfehler  hat:  Eutokii  ascalouite  submemoratio  (unter  Buch  II  ist 
dies  in  rememoratio  corrigirt)  in  primum  Archimedis  de  epera  et  cylindro  ex  tra- 
ditione  lecta  (in  recognita  corrigirt  m.  2  unter  Buch  11)  a  milesio  mechanico 
isidoro  nostro  doctore  ezplicit. 
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Bessere  Bedingangen  für  eine  Yergleichang  bietet  neq*  iUiMov* 
II  p.  2,  11  noaa]  nout  F,  qve  13  ovv\  om.  F,  om.  14  ^  SfiXa\  adrJU 

F,  et  obscora         15  %a\  xtu  F,  et         16  bU]  vm  »u  F,  et  ad 
II  p.  4,  1  aii&v]  tmv  F,  om.  iih]  fii}  F,  non  7  xoiJtoiiegy  öwu^- 

io\is^  %o^iiovtBg  doxtfuc^owsg  F,  ferentes  probantes 
II  p.  6,  7  (uliova]  (ifi  fftet^ova  F,  non  maiorem  1 6  ta^  [Uv  i7cupavs£'^>g] 

om.  F,  om.  18  Jf]  ya^  F,  enim 

II  p.  8,  1  xovtov]  to  F,  om.         18  6h  %a]  ötj  %ai  V,  itaque  et 
II  p.  10;  4  oiytüa]  ovxm  F;  non  nonc,  mg.  ovtm  forte  ov7ta>         5  t&g  elatog] 

tag  eXauxg  F,  eUcas  6  iTunoiviovBovxiov]  sjunoivmveovxa  F,  com- 

municantia  (aber  vielleicht  ist  hunoivmviovta  richtig)  23  cbn 

xoü  (UvovTog  ni^onog  ai%äg^  aico   tav  (tevovtog  TUifi  to  tnno  F,  i 

manente  circa  idem 
II  p.  12,  26  (uC^ovog  —  p.  14,  1  ro«]  om.  F,  mg.  0* 
II  p.  14,  6  &g]  tmv  F;  eomm  que       7  A^fificr  rode]  Xtnia  raöe  F,  sumptioiies 

has         22  rj]  AJ  F^  cd  6  corr.  m.  2*) 
II  p.  16,  11  tuixi]  xavxa  F;  haec,  m.  2:  eadem 
II  p.  18,  3  avxoii]  avtcn  F,  ipsum  (er  hat  ceind  gelesen)  5  &v  aZ  xe  %^ 

xai\  ai  xe  it^wxai  F,  primeqne         21  Sl\  öti  F,  itaque 
II  p.  20,  15  aixa  iavx^]  avxa  F,  ipsi       16  Big]  «ai  e($  F,  et  in        18  ica  ^] 

xai  F,  et         21  el  ii  —  23  iXa^^av]  om.  F,  om. 
n  p.  22, 12  dri]  6$  F,  autem         17  d£]  dti  ¥,  itaque 
II  p.  24,  10  iti^ag']  (U^og  F,  partem  11  et  %a]  et,  %ai  F,  etsi 

II  p.  26,  2  KB]  KBr  F,  KF  BC,  kg         12  cf  ««]  b$  %a$  F,  etsi 
U  p.  28,  22  dri]  de  F;  autem,  m.  2:  itaque 
II  p.  30,  2  SI,  lA]  SlA  F,  xil  (entsprechend  überall,  mit  F)         6~rw  — 

8  FA]  om.  F,  om. 
n  p.  36,  3  irj]  Sb  F,  autem  17  xoXg  im6]  xoig  ano  F,  que  sub  m.  2 

II  p.  38,  2  ivxi]  .BTCBt  F,  quoniam         8  di^]  ob  F,  autem         1 7  ^b^usoS]  (za 

tilgen)  impari  18  noXXanXacla]  TtoXXtatXatfiovg  F,  multiplie« 

22  ndöaig]   (zu  tilgen)  omnibus  24  avv]  iv  F,  in  27  B] 

AB  F,  ab 
II  p.  40,  1  B]  AB  F;  ab,  a  eras.         6  J]  om.  P,  m.  2  0 
II  p.  42,  3  xic  bVöbu  —  4  fiBylaxcc]  om.  F,  om. 
II  p.  46,  10  (liv]  om.  F,  om.         17  TS]  TN  P,  yn 
II  p.  48,  3  HSl]  JVÄ  F,  nco        12  (uCtova—  13  TN]  om.  F,  om.       20  »a 

xotg — 21  NS]  om.  F,  om. 
II  p.  50, 11  laäv  (alt.)  —  12  xäv]  om.  F,  om.         23  %at]  om.  F,  om. 

*)  Solche  Correctoren  können  als  Utbereinstimmangen  gelten. 
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II  p.  52,  23  V  S  xa]  om.  P,  om.*) 

H  p.  64,  6  ysyQaiAiävav]  ysyQaiifiBvci  F,  (elicem  una  . . .)  descripta  0      26  FA] 

rJ  P,  gd  (ag  m.  2)**) 
II  p.  56,  22  vag  AS]  (zu  streichen)  at 
II  p.  60,  6  jtQOTiQotg]  jt^atotg  F,  primis         27  (in  der  adn.  crit.  so  statt  23 

zn  lesen)  xal  tb  S]  xata  xo  E  P,  secundum  e  0 
II  p.  62,  8  ou]  om.  F,  om.  12  at  sl^fiivat  its^i^i^siat]  a  siQtifieva  neQt- 

(psQua  F,  dicta  periferia 
II  p.  64,  3  EAZ]  JEZ  F,  dez         22  AA,  AZ]  AAZ  F,  adz,  u.  s.  w. 
II  p.  66,  9  HKS]  Xö  F  m.  1,  kt         17  di]  om.  F,  om.         18  on]  om,  F, 

om.         24  EZ]  AZ  F,  ez  0,  e  e  corr.  m.  2 
II  p.  68, 17  ytovt]  (zu  tilgen)  ad 
II  p.  74,  1  SHK]  SH  F,  th 

II  p.  78,  14  d^]  de  F,  autem       23  yqafjifia  deöoiiiva]  yey^fiLfiBva  F,  descripta 
II  p.  80,  7  TMN]  MN  F;  mn  0,  cmn  m.  2 
II  p.  82,  9  8w]  om.  F,  om. 
II  p.  84,  3  7tsQig>0Qa]  om.  F,  m.  2  0       10  nozl  xicv  ZA]  om.  F,  om.       13  dri] 

ds  F,  antem 
n  p.  86,  2  AP]  AP  F;  dr  0,  d  e  corr.  m.  2         20  «  tcozI  rav  im^avovdav 
6v(mhtvov(5a]  tag  tcou  xav  B'Jtv^avovCav  cvnTCiitxovöa  F,  concidentis 
ad  contingentem  0         21  rag  xs  cvfiytxmöiog]  om.  F,  om. 
n  p.  88,  4  ivi]  om.  F,  om.        6  laiißarofAiva]  Xafißavofievag  F,  accepta  peri- 
feria 
n  p.  90,  3  ymvtag  xa  7i€^t€%oiiiva]  ymviag  tag  7t6^u%oiiBvag  F,  angolos  qni  con- 
tinentur        4  Sdxs  %oxi]  eö  xriv  xaxa  F,  equales  per  in  ras.  m.  2  0 
9  icxe  xa  övfmitSji]  etsxai  tuxv  cv^mBCri  F,  et  concidet         14  Mcxe  xa 
Gv^Mtlts^  6Cta$  MCI  0v(i7t€6ri  F,  et  concidet       15  ra  SK]  om.F,  om. 
II  p.  92,  7  0*]  om.  F,  om. 
II  p.  96,  25  Sri]  ds  F,  autem 

II  p.  98,  18  <XX^ita]  om.  F,  om.  21  xaC  —  23  %aQlov]  om.  F,  om. 

II  p.  100,  3  xäv]  om.  F,  om.         11  övyKefyuvov]  om.  F,  om.         29  nsyüsxa] 

fui^mv  F,  maior 
II  p.  102,  1  ilaxUixa]  cAatftfaw  F,  minor         12  AZHI]  AZHIK  F,  akzhi 
II  p.  104,  2  iXd%i<sxog]  ska^^mv  F,  minor  7  at]  om.  F,  om. 

n  p.  106,  7  TW  —  8  ei^siug]  zu  tilgen,  habet  0       10  mQihxfp^iv]  om.  F,  om. 
II  p.  110,  6  noxtuthcxavCat]  %(nmavtovaiv  F,  concidunt      18  AZHI]  AZHF] 
azh,  i  add.  m.  2         26  SE]  AE  F,  te  0,  t  e  corr.  m.  2 


*)  lieber  das  Z.  1  ausgefallene  6<raxi<roi;«  s.  unten  S.  79  Anm. 
**)  In  der  adn.  crit.  zu  Z.  8  lies:  ^^vnsqsxmvtt,  F**. 
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II  p.  116,  18  r&v  ytBQikcDv]  xov  Ttsgarog  P,  termino 

II  p.  118,  27  iatlv]  om.  F,  om.  28  6^]  yaq  F,  enim 

II  p.  120,  6  fii/MTTo^]  fict^cov  F,  maior  7  il&'iiCxog\  sXacc&v  F,  minor 

2ö  TÖ]  T«  F,  que 
II  p.  122,  8  Xq]  X  F,  q        9  Xq]  X  F,  q        24  fiiyitfTorf  jwtfwv  P,  maior 

25  eBjff]  SBr  P,  tbg         Üa%*<rros]  «Xatftfwv  F,  minor 
II  p.  124,  7  tag  ^yl&cag]  tccv  fieyustccv  F;  maxima,  a  e  corr.  m.  2,  O        8  täv 

.  . .  iTtsQBxovaav]  xav  om.  F,  excedentium,  -tinm  e  corr.  m.  2,  O 

13  ÖE]  AE  F;  te,  t  e  corr.  m.  2,  0       15  Xq]  X  F,  q       16  Xq] 

X  F,  q         18  Xq]  X  F,  q         20  Xcog]  ica  F,  equalia 
II  p.  126,  16  f%ov]  B%Btv  F,  habere  (vielleicht  richtig), 
n  p.  128,  7  xal  x6  —  10  xtxf^aywvov]  om.  P,  om.         26  l%\  otco  F,  a 

KAMN]  HKAMNS  F,  klmn  seq.  i-as. 
n  p.  130,  5  Jß]  AS  F;  dt,  d  e  corr.  m.  2       S  nal  ro«  —  10  AT]  om.  F, 

om.  22  t6  iitb  er,  BA  wtC\  om.  F,  om.  23  xai  &vaxuUv\ 

zu  tilgen;  et  e  contrario 
II  p.  132,  6  xh  öh  KAMN]  xct  de  KAMN  F,  spatia  autem  klmn  8  xo 

ino]  xa  v%o  P,  ea  que  a         17  £6]  zu  tilgen,  et         26  i^  xav 

&q%iv\  sni  xa  aqxa  P,  super  principium 
II  p.  134,  1  xav  i/i$xa^v\  xag  fiera|v  F,  inteimedia  6  iXaC^ovog]  om.  F, 

maioris  m.  2  9  noxl  xav  —  10  xvxXov]  om.  P,  mg.  m.  2  0 

{ilaaaovog]  maioris)         12  Iv]  om.  F,  in  m.  2         IS  AS]  HB 

F,  ht         19  HA\  H  F;  h,  ha  m.  2         20  AS]  HS  F,  ht 
II  p.  136,  6  NHS]  NHS  F,  nhx         9  NUS]  NHS  F,  nhx         16  SA] 

SE  P;  ta,  a  e  corr.  m.  2 
II  p.  138,  1  SA]  SH  F,  th      3  SA]  SH  F,  th      4  SA]  SH  F,  th      6  SJj 

HA]  SHA  F,  tha  8  SA]  SH  F,  th  9  SA]  SH  F,  th 

11  JT]  JV  F,  n         12  SA]  SH  F,  th         13  SA]  SH  F,  th 

Dieser  Beihe  von  Stellen  und  der  gemeinsamen  Lacune  gegenüber  kommt 

es  nicht  in  Betracht,  dass  sowohl  besondere  Eigenthümlichkeiten  des 

Ottobon.  als  Berichtigungen  kleinerer  Irrthümer  vorkommen.    Die  erste* 

ren  können  unbedenklich  dem  Uebersetzer  angerechnet  werden,  dem  bei  aller 

Treue  doch  zuweilen  etwas  Menschliches  passiren  musste;  es  sind  folgende: 

I  p.  244,  6  rS]  ig 

1  p.  260,  12  XsUüp^möav]   accipiantur  (als  von  Xa(ißdvm)         ot  ra  HZA 

xofiei  ofioioi]  sectores*)   similes  ipsi  pza  18   6  Kvxlog]   cir- 

culus  abgd 
I  p.  262,  4  l<rro>]  sit  enim 


•)  Als  ob  —  sprachwidrig  —  xoiieig  da  stände. 
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I  p.  264,  14  exet]  ora.  17  (isC^ova]  malorem  proportionem  habet 
I  p.  266,  21  Ttgbg  'tjm'  ij  di  AF  itqhg  FB  ov  ^ag>i  itQbg  t/wr']  ad  ago 

I  p.  268,  3  HAF]  ahg         12  ^Z^«]  i^^em  in  duo 

II  p.  4,  3  oidsfilav]  om,  10,  2  &yfAivat]  om.  (ducte  m.  2) 

II  p.  16,  3  SH]  ht         20  avvte&€ia&v]  om. 

II  p.  18,  14  8(iolmg]  similiter  autem 

II  p.  22,  4  tv^etav]  om.  (rectam  m.  2) 

II  p.  26,  27  iatC]  om. 

II  p.  28,  11  erxa]  etsi 

II  p.  32,  2  siiue]  etsi  7  ST]  xl         8  (isltmv]  sit  maior         20  SF]  xl 

25  Kly  IN]  kix         ^I,  KE]  nke 
II  p.  34,  1  fowv  —  TM]  mg.  m.  2 
II  p.  36,  11  B]  om.         13  K,  F]  keg 

II  p.  38,  4  X,  r]  ng 

II  p.  42,  2ö  Tßg  rj]  ipsi  gd 

II  p.  46,  3  PÄ]  ru  (Ä  ist  sonst  a>)         8  PS]  xt        27  Ttfa]  equalia  sunt 

n  p.  48,  11  HSl]  ha         24  tag  I(Sag  —  p.  ÖO,  2  tucI]  om. 

II  p.  60,  8  ort,  xb  aiib  övfißiqaevai]  om.  10  d  ii  xo]  si 
II  p.  66, 14  tda  yitq  a  PA  zu  AA]  om.  17  Si]  om. 

II  p.  70,  6  fficnrc]  quia 

n  p.  72,  5  6v^%Ktxiz(o]  concidant  autem         9  liUrjSoi/]  accipiam 

n  p.  74,  18  fAajSoi/]  accipiam         19  AA]  ai         20  &ym]  dacam 

n  p.  76,  8  Tefwr]  secat 

n  p.  82,  22  cv^nx66iog]  *)  concidentis 

II  p.  84,  6  AA]  da         7  AA]  da         9  AA]  da         17  fw/fwvj  maior  est 

II  p.  86,  9  KMP  ntqupiqua  noxl  xav]  om.  (periferia  dr  cum  m.  2)       KMA] 

kmd,  d  m.  2 
II  p.  90,  6  xivr^oo]  centro  qnidem         13  idvx^fp]  centro  qoidem         20  x»- 

qlov]  spatium  quoddam 
II  p.  94,  5  AZH]  azhi 
n  p.  96,  2  q>ttvtq6v]  manifestum  est 
n  p.  98,  6  n  %BqC]  om. 
II  p.  104,  3  /te^ov]  minor 
II  p.  106,  3  q]  om. 
II  p.  108,  24  %BqtyBy^aq)^üi]   circamscripta  sit  igitur  28  iußtßhiia^mCuv] 

educantur  ergo 
II  p.  112,  25  hßtßXric^iQCav]  educantur  ergo 

II  p.  116,  26  iatb  x&v  ittQotmv  iicl  xccv  &^av  xäg  sXmog]  ab  ultimo  (-o  e  corr. 
m.  2)  revolutionis  ad  principium 


*)  üvfintaMfucg  F. 
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II  p.  120,  20  avccyiyQcmxai]  descripti  sunt 
II  p.  126,  5  iczm  de]  et  sit 

II  p.  128,  11  &axe  —  13  f^  om.  17  ydg]  enim  mg.  m.  2 

III  p.  258,  29  Sqcc]  autem. 

III  p.  360,  1  iKareQov  yccQ  Ixati^ovJ  eadem  enim  utraque*) 

Die  allermeisten  dieser  Stellen  sind  offenbar  und  unzweifelhaft  durch 
Irrthum  und  Flüchtigkeit  entstellt;  an  anderen  kommen  verdeutlichende  Zu- 
sätze vor^  die  durch  die  Sprache,  namentlich  wegen  des  Fehlens  des  be- 
stimmten Ai-tikels,  fast  nothwendig  wurden;  von  dieser  Art  füge  ich  noch 
folgende  besonders  deutliche  Beispiele  zu: 
I  p.  260,  2  xfig  Xotn^g]  reliquo  latere  14  xb  E]  trigonum  e 

II  p.  120,  25  inb  xav  AS,  SE]  a  lineis  at  te 
n  p.  128,  2  ov]  proportionem  quam         4  Ixei]  habet  proportionem 
II  p.  136,  8  xag  SH]  linea  th         11  xbv  N]  sectorem  n    -     14  tö  IZ]  spa- 

tium  p;  ähnlich  p.  94,  9  preposito  spatio         27  xb  S  novl  xb  77] 

spatium  x  ad  spatinm  p. 
Von  gröberen  Missverständnissen  der  Sprache  habe  ich  folgende  bemerkt 
II  p.  148,  15  narexofiivov]  dempto 
II  p.  180,  15  instdrimQ]  quoniam  itaque;  ebenso  Z.  21,  p.  186,  3;  später  hat 

er  das  richtige  quoniam  quidem. 
II  p.  188,  9  duxi^iov  (diori^coov  F)  oOxmg  xav  eli^iävocv  ei^eüiv]  divisis   sie 

dictis  rectis. 
II  p.  194, 17  ixovxfov]  (Imperativ)  habentia 
II  p.  234,  8  cvvdvo  kafißavofiivotg^  cum  daabus  acceptis 
n  p.  294,  12  huinx^iv,  x&v  fih]  demonstratis  quidem  14  &g  dvvazbv 

iov]  ut  possibile  erat**) 
I  p.  266,  4  XBxq&Kig  Slx'oi]  quadruplum  in  duo 
II  p.  2,  7  nkBlova  xQovov  notrlcccvxeg]  pluri  tempore  postquam  fecimus        20 

alö&avofu^a]  propius 
II  p.  52,  9  &Qxa  xäg  Tts^upo^&g.    sv^süc,  &v  fiiv]    prinoipium    circnlationis 

rectum,    siquidem         &v  d']  si  autem  (er  hat  &v  gelesen) 


*)  F  hat  sxccxov  yc^  sncctB^og  (P.  360, 2  fehlt  %a£  wie  in  F).  Aehnliche  rer- 
anglQckte  Behandlung  corrapter  Stellen  ist  II  p.  4, 1  inter  ipsa  non  separata  finem 
autem  attingemus,  p.  4, 3  tamquam  confitentes  (das  letztere  jedoch  ein  annähernd 
richtiger  Griff;. 

**)  Gewiss  liegt  auch  irgend  ein  Missverständniss  zu  Grunde,  wexm  überseUt 
wird  II  p.  294,  3  bg  r^v  ixi  ßXenmw  {Ismmv  F)  iifuv  iv  (piXC^\  qui  erat  nobis  ami- 
cus,  5  ToD  yi,\v  t6xsX€vxr}%6xog  stv6%6v]  mortui  quidem  graviter;  p.  306,  8  ttt}  na] 
cTjxa  F,  assimilatur.  Auch  die  Myriaden-  und  Bruchzeichen  I  p.  264  ff.  sind  weg- 
gelassen, weil  nicht  yerstanden. 
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II  p.  74,  15  &  ZA]  quam  za;  ebenso  p.  76,  24 

II  p.  88,  13  r&ö  iyyeyQcififiivov  iiet^ov  slfiBv  iXocodovi]  sit  maior  quam  inscripta 

in  minori*) 
m  p.  260,  15  hö6aEmg]  ex  traditione  (d.  h.  i%  So&emgl), 

Man  vergleiche  noch  das  oben  angeführte  Missverständniss  U  p.  92, 17, 
das  der  üebersetzer  noch  rechtzeitig  bemerkte;  ein  ganz  ähnliches  II  p.  116, 15 
(töv  si&si&v  tav  .  .  .  &yfiivcev  rectam  .  .  .  ductam)  seheint  erst  von  zweiter 
Hand  berichtigt  zu  sein  (rectis  . . .  ductis).  Beispiele  tinlateinischer  Wen- 
dungen, welche  durch  den  engen  Anschluss  an  die  griechischen  Worte  ver- 
anlasst sind,  sind  u.  a.  folgende: 
II  p.  2,  20  oi6*  ig>^  ivbg  oidiv]  a  nuUo  nullum 
U  p.  92,  17  ikiööovt  navrbg  xoü  TtQote&ivrog  xmqlov]  minori  omnis  prepositi 

spatü.    Aehnlich  öfters. 
II  p.  158,  1  tov  filv  &Qa  A  %ti\iiivov'\  ipsius  (corr.  in  ipso)  .  .  .  posito 

Im  grossen  und  ganzen  muss  man  aber  zugeben,  dass  Wilhelm  seine 
Vorlage  sachlich  wie  sprachlich  recht  gut  verstanden  hat;  wo  er  sich  durch 
Freilassung  von  Lücken  fallit  erklärt,  handelt  es  sich  meist  um  seltenere 
Wörter  oder  corrumpirte  Stellen.  Dass  er  viele  Fehler  seiner  griechischen 
Vorlage  übersah,  darf  man  ihm  nicht  zu  sehr  zur  Last  legen;  das  ist  bei  der 
Unübersichtlichkeit  der  griechischen  mathematischen  Barstellungsweise  und 
bei  der  Schwierigkeit  der  behandelten  Gegenstände  gar  manchem  viel  besser 
gerüsteten  Archimedesforscher  nach  ihm  passirt.  Namentlich  ist  es  klar, 
dass  eine  spätere  Durchsicht  der  schnell  hingeworfenen  Uebersetzung  ihm 
über  viele  Stellen  Aufschlüsse  gegeben  hat;  daher  die  vielen  nachträglichen 
Berichtigungen  am  Rande,  welche  kaum  jemals  durch  Kachtragung  über-, 
sehener  Lesarten  der  griechischen  Vorlage  entstanden  sind,  da  sie  sich  fast 
nnr  an  solchen  Stellen  finden,  wo  auch  in  unseren  griechischen  Hdss.  Fehler, 
nnd  zwar  dieselben  wie  in  der  Uebersetzung,  da  sind.  Auch  das  öfters  bei- 
geschriebene  „forte^^  deutet  in  dieselbe  Richtung.  Von  solchen  nachträglichen 
Berichtigungen,  die  mit  Sicherheit  der  ersten  Hand  beigelegt  werden  können 
und  augenscheinlich  auf  verständiger  Conjectur  eines  Verstehenden  beruhen, 
führe  ich  an: 

I  p.  40, 17  for»  li  %  jjw^fov]  €tfro)  F;  sit  spatium  t  0,  mg.  m.  1  deficit  greco.**) 
Er  hat  also  die  Lacune  bemerkt,  aber  vor  der  Hand  nur  den  An- 
fang suppliren  können. 


*)  Scheint  mit.  inscripta  verbunden  wie  p.  92, 17,26  il&.C9Wf{\  in  minori,  mit 
iyyQatpivxog  verbanden?  Vgl.  jedoch  p.  92,  15,  wo  ebenfalls  in  minori  steht,  aber 
kein  iyyffdipBiv. 

**)  Im  folgenden  fehlt  in  0  nicht  nnr  tb  dii  G  %m{^{ov  Z.  18  nnd  x&v  Z.  18 
—  20  o^  wie  in  F,  sondern  auch  ^toi  Hcettöv  ietiv  Z.  18.    Am  Rande  steht  mit 
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I  p.  228,  17  u.  18  öo&Blg]  om.  F,  data  0  nachgetragen  m.  1. 
I  p.  402,  2  iats  nox[\  acOBtxai  noxi  F,  eront  educia  ad  0;  der  Sinn   ist  also 
richtig  errathen. 

I  p.  464,  24  l^otfvTi.    dtdx&m  ii]   i^ovvu  de  ade  F,  habebont  autem  sie  0, 

mg.  m.  1  protrahantnr  for. 

II  p.  10,  4  olma}]  ovz(o  F;  non  nnnc  0,  mg.  m.  1 :  ovxm  forte  ov^co. 

II  p.  56,  23  (lei^ovig  itmi  i)  öatXaaiat]  liBttmv  bvxi  t^  dutXaauct  F;  maioreß  sunt 

quam  daple  0,  mg.  m.  1 :  fuf  ayu  A  (ras.  1  litt.)  duelaöucu 

III  p.  250,  15  nach  n(fi>g  xb  inl  FS  wird  in  F  fölschlich  wiederholt  iscl  rifv 

ßH  Ttgbg  xb  iacb  FS;   ad  id  quod  a  gt  super  (th  eras.)  tz   habet 
proportionem  maiorem  0.    Der  üeberseizer  hat  offenbar  denselben 
Fehler  vor  sich  gehabt  als  in  F  und  hat  anfangs  die  Wiederholung 
mit  übersetzen  wollen,  dann  aber  noch  rechtzeitig  den  Irrthnin  be- 
merkt und  nchtig  gestellt.*) 
Nach  diesen  Proben  kann  es  also  nicht  bezweifelt  werden,  dass  Wilhelm 
leichtere  Fehler  seiner  Vorlage  beseitigen  konnte**);  Berichtigungen  wie  die 
folgenden  widersprechen  also   durchaus  nicht  der  angenommenen  Identität 
von  0^  und  dem  cod.  Yallae: 
I  p.  244,  e  eZ]  AZ  F,  tz 
I  p.  248,  1  BA]  BJ  F,  bl 
I  p.  260,  6  iJLcnxmv]  (ui^mv  F,  minor 
I  p.  262,  15  T^S  f]  xov  f  F,  septima 
n  p.  6,  1 9  Ikaaaov]  om.  F,  minorem 
II  p.  12,  10  xoü]  xa  F,  eius  spatü  25  a]  ag  F,  quo 

II  p.  18,  9  lavxä]  eavxo  F,  sibi  ipsi  26  NS]  MS  F,  nx 

II  p.  24,  11  ^]  i}v  F,  Sit         13  &y(iivciv]  ayiisvmv  F,   ductam.        28  noxQ 

om.  F,  ad 
II  p.  28,  12  ^]  B6XI  F,  Sit 

II  p.  30,  19  ytoxl  xccv  If\  noxt  xav  H  Xoyov  F,  ad  h 
II  p.  32,  2  xi]  n^  F,  Sit 

anderer  Hand:  quod  itaque  t  aut  est  minus  circum  acceptis  superficiebus  ahbk, 
bzgl  aut  non  minus  (del.  al.  man.),  sit  primo  non  minus,  qaoniam  ergo  hinc 
inde  due;  aber  darauf  kann  das  „deficit**  sich  nicht  beziehen,  da  es  man.  1  ist. 

*)  Zweifelhaft  ist  die  Erkläning  der  Variante  II  S.  300, 19  KH]  hk  O,  supn 
scr.  m.  1:  aliter  kl;  die  Lesart  ki  könnte  dem  0*  entnommen  sein,  aber  wahr- 
scheinlicher ist  es  eine  Goi^'ectar  (verfehlt)  veranlasst  durch  den  Schreibfehler 
Z.  21  KI  F  statt  KU  (ki  0). 

♦*)  Ueberhanpt  wird  Boger  Bacons  scharfe  Verartheilang  der  Uebersetzer- 
thätigkeit  Wilhelms  —  comp,  studii  ed.  Brewer  p.  472:  maxime  hie  WiUielmuB 
Flemingus,  qui  nihil  novit  dignum  neque  in  scientiis  neqne  in  Unguis  —  durch 
die  Archimedesabersetzung  nicht  gerechtfertigt. 
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II  p.  34,  21  forwv]  ftfroö  F,  sint 

II  p-  42,  19 — 20  To€f  . .  TitQccyavov^  r»  .  .  .  tetqaymvto  F,  tetragoni 

II  p.  44,  3  di]  dfi  F,  autem         13  NS]  HS  F,  nx         28  Pö]  PO  F,  rt 

II  p.  48,  9  elQuiiiivag  y^afn^g]  si^fuvag  yQcefifiatg  F,  dicte  linee         22  HSl] 

Sl  F,  hoo 
II  p.  58,  2  £Z]  EH  F,  ez         9  ov]  »v  F,  quam 
II  p.  62,  2  yQafifid]  yQafi($MV  F,  linea         14  xocavtaMg]  xocavtaö  F,  tociens 

hl]  SV  F,  nno 
n  p.  64,  26  iato]  a  F,  ab 
n  p.  70, 1 1  nB^tg>OQa]  om.  F,  circolatione 
n  p.  78,  2  sl  di  %a\   si  ös  wxxa  F,  si  7  i.^g  tag  ^Xinog]   aQ%ag  9Uti  tag 

BX$9iog  F,  principii  renolutionis 
II  p.  82,  24  Ka^^  av]  wx^o  F,  secnndum  quam 
II  p.  84,  ö  EJZ]  AEZ  F,  edz  8  oitog]  ovtmg  F,  iste 

n  p.  90,  7  öf}]  öl  F,  itaque  8  nsQifpiQBut]  neQupegeiai  F,  periferia         19 

iTuiöta']  exaatag  F,  unaqueque 
II  p.  94,  16  Ta  {megoxa]  a  VTteqoxa  F,  excessu 
II  p.  102,  22  ABrJEe]  ABrJS  F,  abgdet 

n  p.  104,  3  OeE]  GE  F,  ote       Sfw]  om.  F,  quod         29  iato]  wto  F,  a 
n  p.  106,  6  ABFAES]  ABHES  F,  abgdet 
n  p.  110,  6  iXccccovsg]  sXaCCcav  F,  pauciores 
n  p.  114,  2  tavtav]  tavvq  F,  hiis        28  %ax&\  nou  F,  secundum       13  iatd] 

%mo  F,  a 
n  p.  116,  4  xara  tbv  ivl  ikdödova]  Kota  ta  luv  svi  sXaiSaova  F,  secundum  una 

pautiorem 
II  p.  120, 14  iXAaeoveg]  eXaaamv  F,  pauciores 
II  p.  124,  4  fua]  fua^  F,  una 
II  p.  126,  10  JV  tQiJcXdötov]  rjyii  F,  n  vero  triplum  24  ^]  ^  F,  1 

II  p.  128,  15  oiv  8w]  Ott  ovv  F,  igitur  quod 
n  p.  130,  14  ov  t6]  ov  ts  F,  quam  quod 

n  p.  134,  20  HA]  MA  F,  ha 
n  p.  136,  16  HA]  MA  F,  ha 

III  p.  42,  3  TtQoaKsla^ai]  nQOKSio&a)  F,  apponatur 

III  p.  200,  24  oiofig]  tätig  F,  existente         28  SO]  Sö  F,  xo 

III  p.  250, 10  tov  Äjro  BS]  om.  F,  quod  a  tb 

in  p.  360,  2  dsKaoKtdi]  ob  wxt  ontm  F,  decem  et  octo 

Auffallende  Coz^jecturen,  die  mit  den  meinigen  zusammenfallen,  sind 
folgende  zwei*): 

*)  II  p.  62y  1   fehlt  bcamcovv   nach   nBi^iBVB%^Btca  nur   dnrch  Venehen   in 
meinem  Text;  es  steht  in  allen  Quellen. 
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ll p.  60,  22  otfö)]  equali;  vgl.  p.  61  not.  (&©). 

n  p.  116,  19  zav  öh  itBqttpiqttav  ^  &  hu  (isra^]  periferiam  auiem   eqnAlem 
intermedie  (vgL  not.  crit.). 
Nur  halbwegs  richtig  ist  die  Aenderung: 
I  p.  104,  18  {ntb  ter^idog  (UtQOVfiivag  tujcI  ^taQaktqXoig  oiöaig]  xcv^ceytovovg 

ovaag  P*),  entia  equedistantia. 
II  p.  60,  6  ist  das  falsche  £|o>  (si  indvm)  wohl  als  nicht  verstanden   w^- 


Schon  von  diesen  Stellen  werden  sich  vielleicht  darch  vollständige  Col- 
lationen  der  Handschriften  VBC  einige  als  solche  herausstellen,  wo  besondere 
Fehler  des  cod.  F  vorliegen,  welche  im  cod.  Vallae  nicht  da  waren.     Mit 
Sicherheit  oder  doch  mit  der  grössten  Wahrscheinlichkeit  kann   dies   von 
folgenden  Stellen  behauptet  werden,  die  für  die  Frage  0^  »=  cod.  YaJlae  also 
gar  nicht  in  Betracht  kommen: 
I  p.  144,  20  iiaT66%avciö^{o\  Kaveöxtv  F,  disponantur 
II  p.  28,  18  iXousamv]  F,  sit  minor,  l0xm  iluiSiSmv  BC?  (richtig?) 
II  p.  32,  23  AI,  KE]  AKE,  supra  scr.  I  m.  1,  F;  il  ke 
II  p.  36,  21  O  TCOTdajSovra]  AB?,  077  ou  kaßovia  F,  o  assumentia 
II  p.  46,  3  sq.  immer  ^,  das  in  F  oft  verunstaltet  ist 
II  p.  60,  23  Idoxaxiwg]  B,  taova%$i  fag  F,  equevelociter 
II  p,  52,  3  lavrw]  BC,  eavxo  F,  sibi  ipsi 
II  p.  64,  2  nQ&Tog]  TtQoatoa  og  F,  primus         10  vccv  ftii/]  BC,  ra  fisv  P,  eam 

quidem 
II  p.  74,  12  &Qa]  AB,  om.  F,  ergo 
II  p.  76,  18  SHK]  SNK  F,  sed  con-.;  thk 

II  p.  82,  21  ioßehat]  bWhxul  F,  erit 
n  p.  80,  19  AP  —  xdv]  bis  F,  non  0 
n  p.  96,  7  ffitfta]  AB,  etfr«  P,  ut 

III  p.  104,  1  (iri%6v\  <St%ov  FV,  ch%  mg.  m.  1  0 

III  p.  364,  12  oCrooff  —  13  tSj  JH]  B,  mg.  F,  hab.  0. 

Das  bisher  Entwickelte  können  wir  also  dahin  resumiren,  dass  Wilhelm 
von  Moerbek  seine  Uebersetzung  nach  zwei  griechischen  Hand- 
schriften verfertigte,  von  denen  die  eine,  jetzt  vollständig  ver- 
schollene, nur  die  mechanischen  Schriften  nebst  ^£^2  xct>vo<i^. 
enthielt  und  stark  überarbeitet  war,  die  andere  aber  die  Hand- 
schrift Georg  Vallas  war. 

üeber  diese  Urquelle  unserer  griechischen  Handschriften  habe  ich  Pbi- 


*)  Auch  %al  notf^aXX'/ß.oig  fehlt  in  F;  biemach  ist  die  nota  critica  zur  Stelle 
zu  berichtigen.  • 
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lolo^s  XLn  S.  427  flF.  die  Vermuthung  aufgestellt,  dass  sie  1422 -—23  durch 
G.  Aurispa  von  Constantinopel  nach  Italien  kam.    Diese  Vermuthung  ist  also 
in  dieser  Form  nicht  richtig.    Diejenige  Hds.,  die  später  G.  Valla  hesass,  ist, 
wie    wir  jetzt  wissen,  seit  dem  XIII.  Jahrh.  in  Italien  gewesen.     Dass  aber 
die  in  dem  a.  0.  citirten  Briefe  (Ambrosii  Travers.  epp.  XXIV,  63)  von  Aurispa 
erwähnte  mathematische  Hds.  (haheo  et  alium  mathematicum  non  perfectum 
vetnatum  etiam,  cuius  auctorem  ignoro;  caret  quidem  principio)  eben  die 
unsrige  sei,  halte  ich  noch  immer  filr  sehr  wahrscheinlich.   Die  Beschreibung 
passt  sehr  genau  auf  den  codex  Vallae,  der  vom  und  am  Schluss  defect  war 
Tmd  namentlich  vorn  den  Verfassemamen  nicht  hatte  (vgl.  Archimedis  opp. 
III  p.  X),  aber  auf  keine  andere  nur  bekannte  Hds.  eines  griechischen  Mathe- 
matikers ^);  und  es  wäre  doch  sehr  sonderbar,  wenn  es  in  der  Benaissance 
in  Italien  zwei  Hdss.  griechischer  Mathematiker  von  genau  derselben  schlech- 
ten Erhaltung  gegeben  hätte,  die  beide  spurlos  verschwunden  wären.    Man 
nixiss  also   annehmen,   dass  Aurispa  irgendwo  (wobl  in  Süditalien  oder  in 
seiner  Heimath,  Sicilien)  die  alte  Hds.  überkommen  und  ans  Licht  gezogen 
hatte,  und  in  der  That  sa^  er  nirgends,  dass  gerade  sie  aus  Constantinopel 
stammte.    Dass  er  auch  auf  italischem  Boden  griechische  Hdss.  gesammelt 
hatte,  steht  fest.    Im  Jahre  1417  verkaufte  er  zu  Pisa  dem  Niccolo  Niccoli 
eine  alte  Thukydidhds.,  also  noch  vor  seiner  griechischen  Eeisej  es  ist  der 
bekannte  prächtig  geschriebene  Laurent]  anus,    dessen   occidentalischer  Ur- 
sprung  durch   die  lateinische  subscriptio  bezeugt  ist  (s.  hierüber  Ambrosii 
epp.  YI,  8).**) 

Fragen  wir  jetzt,  wie  Wilhelm  dazu  kam,  den  Archimedes  zu  übersetzen, 
so  hängt  dieses  beim  ersten  Anblick  befremdende  Phänomen  mit  einer  sehr 
bedeutenden  Culturbewegung  zusammen,  worüber  0.  Hartwig  Centralblatt 
f.  Bibliothekswesen  III  S.  161  flf.  vorzügliches  Material  zusammengestellt  hat 


*)  Die  Pappushds.  Vat.  gr.  218  b.  XII  kann  es  kaum  sein;  der  Pappnstext 
ist  allerdings  vorn  defect,  aber  voran  geht  das  Fragment  des  AjithemiaB,  zwar 
mit  jüngerer  (oder  doch  anderer)  Hand,  aber  nicht  in  der  Benaissancezeit  ge- 
schrieben; und  die  mit  junger  Hand  nachgezogene  üeberschrifb  mit  Anthemius' 
Namen  war  von  erster  Hand  da. 

**)  Ich  kann  nicht  unter] assen  auf  einen  verdächtigen  Umstand  hinzuweisen, 
wenn  ich  auch  vorläufig  ausser  Stande  bin  die  Spur  zu  verfolgen.  Aurispa  giebt 
an  (Ambrosii  epp.  XXIV,  53),  dass  er  von  Constantinopel  aus  seine  kirchlichen 
Hdss.  nach  Sicilien  geschickt  habe;  später  (ib.  61)  sendet  er  dem  Ambrogio  von 
diesen  Büchern  einige  Kirchenväter  und  erwähnt  noch  einen  Aristophanes.  Nun 
besass  das  Basilianerkloster  St.  Nicolas  di  Gasöle  unter  seinen  kirchlichen  Hdss. 
ebenfalls  diesen  Verfasser  (Diehl  Mälanges  d'arch^ologie  et  d'histoire  VI  S.  187). 
Sollte  Aurispa  vielleicht  die  Basilianerkloster  Unteritaliens  ausgebeutet  haben  um 
die  in  Constantinopel  gemachte  Ernte  noch  zu  vergrössern? 

Abh.  aur  Gesch.  der  Mathom.    V.  6 
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Indem  ich  mir  vorbehalte  bei  anderer  Gelegenheit  der  mathematischen  Seüe 
dieser  Bewegung  im  einzelnen  nachzugehen,  wofür  das  Material  noch  iADge 
nicht  veröffentlicht,  geschweige  denn  ausgenutzt  ist,  will  ich  hier  nur  die 
Umrisse  skizziren. 

Die  auf  griechischen  Quellen,  namentlich  der  griechischen  Pachwissoi- 
schaft,  beruhende  arabische  Cultur  in  Spanien,  welche  durch  Vennittelung 
einer  Beihe  von  üebersetzem  nach  dem  Arabischen  dem  Oecidente   so  be- 
deutende Bildungselemente  zuführte,  wurde  mit  den  Arabern  nach   Sicilien 
und  Unteritalien  gebracht,   wo  sie  von  den  Normannen  aufgenommen  eine 
besondere  Richtung  nahm.    Man  ging  hier,  auf  den  starken  Besten  griechi- 
scher Bildung  und  Sprache  fussend,  die  in  Süditalien  seit  der  byzantinischen 
Herrschaft  sassen,  auf  die  griechischen  Quellen  zurück  und  über  die  arabische 
Anregung  hinaus.     Sprachkenntniss  und  Handschriften  gewährten  die  grie- 
chischen Elemente  und  die  Verbindung  mit  Bjzanz.     Von  den  Normannen 
Süditaliens  erreichte  diese  Anregung  ihre  Stammesgenossen  in  England,  mit 
denen  sie  in  lebhaftem,  auch  litterarischem,  Verkehr  standen.    Aber  aneh  in 
Süditalien  dauerte  diese  Richtung  noch  unter  den  Hohens taufen  fort,   und 
ihr  verdankt  ohne  Zweifel  Thomas  Aquinas,  der  ja  in  Süditalien  geboren  und 
erzogen  wurde,   den  Antrieb  zu  seinem  Streben  nach  reineren  Quellen  der 
aristotelischen  Texte.     Er  liess  unseren  Wilhelm  von  Moerbek  wenigst^is 
einen  Theil  der  Schriften  des  Aristoteles  aus  dem  Griechischen  neu   über- 
setzen.   Die  Eenntniss  der  griechischen  Sprache  war  damals  durch  die  Er- 
richtung des  lateinischen  Kaiserreichs  und  die  dadurch  herbeigeflhrten  Be- 
ziehungen zum  Orient  verbreiteter  geworden;  namentlich  wurden  viele  Geist- 
liche nach  Griechenland  geschickt.    So  treffen  wir  auch  Wilhelm  1260  als 
Priester  in  Theben,  und  die  hier  erworbene  Sprachkenntniss  hat  er  also  als 
Uebersetzer  verwerthet. 

Bekanntlich  vermochte  die  hier  kurz  angedeutete  Bewegung,  die  mit 
Roger  Bacon  ihre  höchste  Stufe  erreicht  und  an  die  Renaissance  anklingi^ 
nicht  durchzudringen;  die  Bemühungen  der  einzelnen  Gelehrten  konnten  den 
Umschlag  noch  nicht  herbeiführen.  So  sehen  wir  auch,  dass  die  Archimedes- 
übersetzung  Wilhelms  gar  keinen  Einfluss  auf  die  Mathematik  des  Mittel- 
alters ausgeübt  hat.  Wo  Archimedes  citirt  wird,  wie  bei  Bradwardin  Geo* 
metria  specul.  V,  5,  ist  es  die  arabisch -lateinische  üebersetzung  (wohl  von 
Gerardo  von  Cremona)  der  dimensio  circuli,  die  z.  B.  in  cod.  Dresd.  Db  86 
erhalten  ist.*) 

Dagegen  hat  unsere  üebersetzung  eine  Rolle  gespielt,  als  sich  das  An- 

*)  Wenn  die  Angabe  bei  Charles  Bog.  Bacon  S.  381,  dass  Bacon  eine  latei- 
nische Üebersetzung  des  Archimedes  kannte,  richtig  ist,  wird  ea  sich  wohl  damit 
ebenso  Yerhalten.    Ich  habe  eine  solche  Stelle  bei  Bacon  nicht  finden  können. 
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denken  des  Archimedds  in  der  Renaissance  mit  nachhaltenderer  Wirkung  neu 
belel)te.  Nicht  nnr  Grauricus  und  Tartaglia  beuteten  sie  aus,  sondern  schon 
früHer  hatte  sie  dem  Jacobns  Cremonensis  bei  seiner  Neuübersetznng  gedient. 
Das  geht  aus  folgenden  Stellen,  wo  Fehler  oder  Interpolationen  des  Ottobou. 
bei  Cremonensis  wiederkehren,  unwiderleglich  hervor: 

I  p.  260,  12  XsXBlg>^(oöav  ot  x&  IIZA  ro(ut  Siioioi]    accipiantur  sectores 

similes  ipsi  pza  0,  sumptae  »int  itaque  sectores  similes  ipsi  pfa 

Cremen. 
II  p.  300,  7  BJ]  bd  longitudine  0,  bd  ad  bf  longitudine  Cremen. 
II  p.  302,  2  post  dvvdfiei  add.  equales  enim  que  dz  kh  0,  aequales  sunt 
enim  df  kg  Cremen. 
Aber  auch  der  Schreiber  derjenigen  Hds.,  welche  der  Editio  princeps  zu 
Grande  liegt  (jetzt  in  Nürnberg,  N*),  hat  sich  des  Ottobon.  bedient,  um  ver- 
meintliche oder  wirkliche  Lücken  seiner  griechischen  Vorlage  (P)  auszufüllen. 
Beweisend  sind  natürlich  nur  diejenigen  Stellen,  wo  er  Interpolationen  aus 
Ottobon.   aufgenommen;    die  wirklichen  Berichtigungen,  die  er  wohl  zum 
grössten  Theil  derselben  Quelle  verdankt,  könnten  ja  durch  Conjectur  selb- 
ständig gefunden  sein,    üeberzeugend  sind  dagegen  folgende  Beispiele: 

II  p.  94,  10  tov  nQorsMvtog]  preposito  spatio  0,  totJ  it^tsd'ivtog  %a>^(ov  N* 
II  p.  136,  11  tbv  N]  sectorem  n  0,  xlw  N  xofiia  N*  27  rb  S]  spatium 

X  0,  t4  S  %m^(ov  N* 
II  p.  166,  14  nach  accfistöv:  et  secetur  in  duo  que  db  penes  t  0,  xai  tstfi^ö^m 

dCxa  &  JB  %ctric  tb  S  N» 
II  p.  192,  24  vor  deixtiov:  diameter  autem  portionis  sit  bd  0,  duinexQog  dh 

rov  t(tA(iarog  IcTro)  &  BJ  N**) 
II  p.  214,  9  nach  BF:  penes  z,  h  0;  Kccta  t«  Z,  IT  N»         17  zet^ankaala  dh 

&  BJ]  (nach  Eutocius)  que  autem  db  quadrupla  0,  &  dh  BJ  xetQU" 

79ia0tctyv  N* 
II  p.  228,  23  toii  A/IEF  töiiav  öiAiiBtQdg  iattv  &  ZH]  nach  Eutocius,  roiJ  F; 

sectoris  adeg  djameter  est  quae  hz  0;  toü  AJEriiMHitQÖg  icuv 

ÄfTZN* 
II  p.  230,  1  iitsl  aC]  om.  F,  et  quae  quidem  0,  xal  at  [liv  N^  (sprachwidrig) 
Besonders  charakteristisch  und  beweisend  sind  die  Stellen,  wo  die  im 
allgemeinen  recht  gewandte  Rückübersetzung  unrichtig  ist.  So  11  p.  206,  3; 
wo  die  ganze  interpolirte  Stelle  dem  Ottobon.  entnommen  ist  (Z.  3 — 7);  hier 
hat  0:  et  copulentur  quae  tn  im,  d.  h.  xal  hte^evx^maav  at  6iV,  IM'^  in  N* 


^)  Sonderbar  iet  II  p.  170, 16  ^<my  df^a]  est  ergo  et  cetera  0,  est  ergo  nt 
centra  Tartaglia,  imv  &ffoc  tb  N  cay^Biov'  ZicBq  N*^.  osre^  scheint  dem  „et  cetera** 
zu  entsprechen,  xb  N  aaftBtov  eigene  Interpolation  zu  sein. 

6* 
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steht  aber  falsch*)  wxl  iytB^svx^ia  tcc  ö,  M,  I,  JNT,  üa  ob  quae  Plural.  Nentr. 
sei  und  t,  n,  i,  m  da  stände.  Ebend.  Z.  4  ist  TQi/yfovoi  r&  AKB,  Z.  5  TfuLfic 
öh  xi  AKB  Tftafuxn  rm  BAT  falsche  Wortstellung,  durch  die  üebersetzui^ 
„trigono  quidem  akb"  und  ,,portio  autem  akb  portioni  big"  veranlasst^  was 
so  wiedergegeben  werden  sollte:  xm  [uv  AKB  xQtymfi»  .  . ,  xb  öh  AKB  rfiafut 
tg5  BAF  xiidiiaxi,  II  p.  238,  7  xoü  fuv  olov  xfidfiatog]  om.  F,  totius  quidem 
portionis  0,  (ikv  xov  okov  xfAdficnog  N*  sprachwidrig.  Die  Interpolation  11 
p.  210,  13  (nach  SE)  iatat  fu/fwv  x&g  BS.  xal  iarcD  a  SH  entspricht  der 
XJebersetzung:  erit  maior  quam  linea  bt  sit  que  ht;  aber  diese  Worte,  die  in 
die  umgearbeitete  Fassung  des  Ottobon.  (wo  ineiöiq  Z.  14  bis  xfioftctra  Z.  18 
fehlt)  genau  passen,  sind  in  N*^  ganz  sinnlos  und  störend  der  abweichenden 
Lesart  von  F  angeklebt.  Auch  die  Interpolation  des  N*  II  p.  210,  15  (nach 
S)  ei&vyQcciAfAov  öh  totJ  AKBAF  xb  E  ist  der  Umarbeitung  des  Ottobon. 
(quoniam  autem  portionis  quidem  abg  centrum  grauitatis  est  Signum  t,  redi- 
linei  autem  akhlg  Signum  e)  entnommen  und  in  die  verschiedene  Fassung  des 
F,  so  gut  es  gehen  wollte,  eingeschwSrzt.  Der  Schreiber  von  N*  hat  also 
neben  seiner  Vorlage  F  (Archimedis  opp.  III  p.  XLVII)  offenbar  den  Ottobon. 
direct  oder  indirect  da  benutzt,  wo  der  Text  des  F  ihm  verderbt  oder  un- 
klar schien. 

Diese  Beobachtung  bringt  mit  einem  Male  in  das  früher  sehr  verwickelte 
Verhältniss  zwischen  Oauricus-Tartaglia,  Cremonensis  und  N'  das  hellste 
Licht,  und  der  Stammbaum  der  Textesquellen  lässt  sich  jetzt  nach  Ausschei- 
dung der  interpolirten  Handschrift  Nicolaus  des  V*®^,  die  ich  früher  annehmen 
zu  müssen  glaubte,**)  folgendermassen  vereinfachen  und  erweitern: 

AuRgabe  des  Isidoros  von  Milet 


fnterpolirte  Ausgabe 

o>          

0»  =  cod.  G.  Vallae 
1 

•*          V               ß          C 

1 

cod.  Ottobon. 

1 

> 

Cremonei 

leis 

ed.  I 

tasü. 

*)  *E7tcte'6x9'a)  steht  so  nur  von  Greraden,  nicht  von  Punkten. 
**)  Das  Archimedis  opp.  III  p.  XXII  ff.   besprochene  Supplement  der  Lücke 
III  S.  4,  18  ist  also  doch  Interpolation  des  Jacobus  Cremon.  selbst. 
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AEITHMETISCHE  TRACTAT 


DES 


RADÜLPH  VON  LAON. 


VON 


Db.  ALFRED  NAGL. 
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üeber  den  Verfasser  dieses  hier  zum  erstenmale  durch  den  Druck  ver- 
öffentlichten Traetates  weiss  ich  nichts  weiter  anzugeben,  als  was  in  Micbaud's 
Biographie  universelle  II,  44  im  Artikel:  Anselme  de  Laon  berichtet  wird. 
IBr  wird  als  ein  Bruder  dieses  im  Mittelalter  sehr  berühmten  Theologen  ge- 
nannt, welcher  gegen  1030  zu  Laon  geboren,  daselbst  und  zu  Paris  lehrte 
und  am  15.  Juli  1117  starb,  nachdem  er  die  ihm  wiederholt  angetragene 
bischöfliche  Würde  beharrlich  ausgeschlagen  hatte.  Badulph,  oderBaoul  wie 
der  l^ame  im  Französischen  lautet,  selbst  unterstützte  seinen  Bruder  Anselm 
im  Lehramte,  und  ersetzte  ihn  darin  nach  dessen  Ableben.  Während  der 
sechzehn  Jahre  als  er  ihn  überlebte  (Raoul  müsste  darnach  also  im  Jahre  1133 
gestorben  sein),  hat  die  Schule  von  Laon  nichts  von  ihrem  Olanze  verloren. 
Es  waren,  heisst  es  bei  Michaud,  von  Baoul  zwei  nicht  veröffentlichte  Werke 
hinterblieben,  das  eine  über  den  Halbton,  das  andere  über  die  Arithmetik; 
sie  scheinen  verloren  zu  sein.*) 

Das  letztere  ist  nun  nicht  der  Fall,  beide  Tractate  sind  im  Pariser  lat. 
Codex,  fonds  St.  Victor  no.  534,  derzeit  no.  15120  enthalten,  nach  welchem 
wir  hiemit  die  Ausgabe  des  arithmetischen  besorgen.  Allerdings  scheint 
diese  Handschrift  die  einzige  noch  vorhandene  von  den  Schriften  des  Badulphus 
zu  sein.  Fügen  wir  noch  ausdrücklich  bei,  dass  auch  Radulph  niemals  einen 
Bischofstuhl  innegehabt  und  dass,  wie  übrigens  schon  aus  der  Liste  der 
Bischöfe  von  Laon  ersichtlich,**)  derselbe  von  M.  Chasles***)  ganz  irriger- 
weise unter  diese  letzteren  versetzt  wird. 

Der  erwähnte  Pariser  Pergament -Codex  ist  heute  mit  einem  modernen 
Einbände  versehen  und  beginnt  nach  den  Papier -Schutzblättem  mit  einem 
pergamentenen  unnumerierten  Schutzblatte,  welches  folgende  Aufschriften 
trägt;  vorne:  Volume  de  77  feuillets.    Les  feuillets  38 — 40,  47,  48,  76  sont 


*)  Der  Verfasser  der  Histoire  de  la  France  litt^raire  VII,  143  bezieht  sich 
aber  auf  die  Handschrift  zu  St.  Victor  in  Paris  damals  no.  758,  über  den  Halbton. 

♦♦)  P.  Pius  Bonif.  Garns,  Series  episcoporum  eccl.  rom.  Batisb.  1873  v. 
Lugdunum. 

**♦)  Comptes  renduB  h^bd.  de  Tacad.  des  Bciences  VIII  (1839)  p.  80. 
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blancs.  26  SepteHib're 'f888  i^JeifÖ);  rückwärts:  Ex  Bibl.  S.  Vict.  Paris.  8. 
Vict.  534  (schwarz).  Von  der  Hand  der  ersten  Aufschrift,  also  allemeue^tem, 
und  ebenfalls  roth  sind  dann  alle  weiteren  Blatter  fortlaufend  von  1  —  77 
arabisch  bezeichnet.  Diese  Blätter  zeigen  aber  noch  eine  zweite  Nameriemng 
in  arabischen  Ziffern  etwa  aus  der  Zeit  der  Wende  des  14.  Jahrhunderts 
und  zwar  beginnend  das  Blatt  1  mit  der  Bezeichnung  2,  sodass  diese  ältere 
Bezeichnung,  soweit  der  damalige  Bestand  noch  vorhanden,  je  um  eine  Nummer 
voran  ist  Die  Sache  erklärt  sich  durch  das  derzeit  letzte  Pergamentblatt 
des  Codex,  welches  die  Nummer  77  neu,  aber  1  jener  älteren  Bezeichnung 
trägt  und  zweifellos  einmal  das  erste  Blatt  des  Codex  gebildet  hat.  Es  ist 
rückwärts  leer  and  trägt  vorne  folgende  Aufschriften: 

1.  gleichzeitig  oder  wenig  jünger  als  unser  Text:  Iste  liber  est  Sancti 
Yictoris  parisiensis.  Quicumque  eum  |  faratus  fuerii  uel  celauerit.  uel 
titulum  istum  deleuerit  |  anathema  sit. 

2.  dem  Anscheine  nach  von  der  Hand  der  älteren  Paginierung  herrührend: 
Que  secuntur  hie  habent.  sclilicet.  |  Badulphi  laudunensis  de  abaco.  2.  |  de 
semytonio.  42.  Gloss^  super  ta|bulam  compoti.  50.  Quedam  alia.  58.  )  Palais 

mathematici.    62.    quedam  |  de  algorismo.    93.    de composito  con- 

tenti  C.    99  et  usque  101. 

Der  Codex,  von  mehreren,  der  Zeit  nach  nicht  erheblich  auseinander- 
liegenden Händen  hergestellt,    befand    sich  also  ungefähr  zu  Anfang  des 
15.  Jahrhunderts  schon  in  der  heutigen  Vereinigung,   unser  Tractat  mit  der 
üeberschrift  in  rother  Farbe:  Incipit  Liber  Badulfi  laudunensis  de  Abaco  mit 
darauffolgendem  Initiale  A  in  blauer  Farbe  stand  augenscheinlich  von  An- 
beginn an  der  Spitze  der  Handschrift  (fol.  1' — 37^  neu,  2 — 38  alt;  es  folgen 
leer  38 — 40  neu).     Dieser,  sowie  der  nun  folgende  Tractat:  de  semitonio 
(fol.  41' — 46^^  neu,  42 — 47  alt)  sind  von  Einer  Hand  geschrieben,  dem 
13.  Jahrhunderte  angehörig.     Ebenso   der  nächste  Tractat  (49' — 52'  neu, 
58 — 61  alt;  hier  sind  also  vorher  die  Blätter  60 — 57  inzwischen  ausgefallen) 
und  was  weiter  kommt,  von  anderer  Hand,  gehörte  jedenfalls  nicht  zum  ur- 
sprünglichen Bestände  der  Handschrift;  der  Inhalt  ist  von  hier  an  durchweg 
algoristischer  Natur.  Dies  letztere  war  noch  hervorzuheben,  weil  unser  Tractat 
selbst  und  die  von  derselben  Hand  folgenden  Tractate  durchaus  noch  dem 
Lehrsjsteme  der  Abacisten  angehören. 

Trotz  der  von  Radulph  selbst  wiederholt  betonten  Kürze  wird  uns  seine 
Darstellung  der  Abacus  -  Wissenschaft  von  oft  ermüdender  Weitschweifigkeit 
erscheinen.  Sein  Tractat  ist  aber  wichtig,  weil  er,  der  allerletzten  Zeit, 
bevor  die  Gerbert'sche  Arithmetik  von  der  ai'abischen  mit  einer  gewissen 
Plötzlichkeit  verdrängt  wird,  angehörend,  seine  Wissenschaft  in  ihrer  vollen 
scholastischen  Entwicklung  zeigt.    Sie  hat  keine  Fortschritte  gemacht.  Noch 
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imroer  die  „Begnla  Gerberti*',  die  uralteiT^fcql^j&M^fblfii^licationsregelii 
ohne  die  Fähigkeit»  mit  einer  generellen  Stellenregel  za  operieren,  noch  immer 
die  Darstellung  der  ebenfalls  uralten  divisio  cum  differentia,  obgleich  frei- 
lich dieser  jetzt  eine  weit  ausftLhrlichere  Behandlung  der  divisio  aurea  d.  h. 
derjenigen  ohne  die  dekadische  Differenz  beigegeben  ist^  oder  vielmehr  be- 
zeichnenderweise vorangeht,  sodass  neben  ihr  die  divisio  cum  differentia  sich 
ersichtlich  als  ein  nnnmehr  veralteter  Gegenstand  darstellt.    Aber  auch  das 
Brüchesystem    ist    noch    immer   das  alte  römische  mit  den  spätr5mischen 
Zeichen  und  nur  durch  die  bemerkenswerthe  Neuerung,  dass  Radnlph  mit 
diesen  Zeichen  nicht  mehr,  wie  die  früheren  Abacisten,  auf  einer  eigenen 
Columne  für  die  Brüche,  sondern  zugleich  auf  den  dekadischen  Colunmen 
der  ganzen  Zahlen  operiert,  verr&th  er  vornehmlich  das  geschichtliche  Stadium 
seines  Tractates.     Im  einzelnen  ist  diese  Schrift  aber  gerade  wegen  ihrer 
genauen,  umständlichen  Darstellung  der  Operationen  von  Werth,  da  sie  hiemit 
manche  zweifelhafte  Einzelnheit  ins  Klare  stellt. 

Badulph  steht  der  Zeit,  in  welcher  sich   die  Eenntniss   der  indischen. 
Rechenkunst  durch  Vermittlung  der  Araber  in  Europa  unter  der  Bezeichnung 
des  A Igorismus  verbreitet,  so  nahe,  dass  wir  mit  einigem  Grunde  annehmen 
können,  es  sei  ihm  diese  neue  Form  des  Eechenwesens  nicht  ganz  unbekannt 
geblieben.   Wird  doch  sein  berühmter  Zeitgenosse  Atelhart  von  Bath  geradezu 
als  derjenige  vermuthet,  welchem  die  üebersetzung  des  arithmetischen  Tractates 
des  Alkharismi  ins  Lateinische  zuzuschreiben  sei.   Um  so  bemerkenswerther  ist 
es,  dass  Badulph  in  jeder  Beziehung  den  Traditionen  der  Schule  Gerbert's  treu 
hleibt  und  in  nichts  einen  so  nahe  liegenden  Zusammenhang  seiner  Wissenschaft 
mit  den  Arabern  andeutet.  Es  gilt  dies  auch  von  seinem  Zeitgenossen  6  er  1  and, 
dem  Prior  von  St.  Faul  zu  Besannen,  dessen  Abacus-Tractat  (Bullett.  Boncom- 
pagni  X,  595 — 607)  in  allen  wesentlichen  Merkmalen  der  Methode  demjenigen 
Radnlph's  gleichkommt.    Es  ist  dies  meines  Erachtens  einer  der  wichtigsten 
umstände  für  die  Annahme,  dass  die  arithmetischen  Kenntnisse  Gerbert's  und 
seiner  Nachfolger  durchaus  jedes  Zusammenhanges  mit  den  Arabern  entbehren. 
Badulph  wiederholt  die  fast  in  allen  Schriften  dieser  Schule  vorkommende  An- 
gabe, dass  die  Wissenschaft  dieser  Bechenmethode  ein  alter  Besitz  des  Abend- 
landes gewesen  und  allmälig  fast  in  Vergessenheit  gerathen  sei,  bis  Gerbert  (er 
schreibt  den  Namen  des  berühmten  Pabstes  stets  Girbert*tis,  fol.  4\  7'  und 
7^)  durch  seine  Studien  sie  wieder  hervorgezogen.    Schon  vor  längerer  Zeit  ist 
darauf  verwiesen  worden,  dass  Badulph  an  diesem  Verdienste  auch  den  „eximius 
doctor  Herimannus"  th eilnehmen  Iftsst  und  seit  der  Abacus-Tractat  des  Her- 
mannus  Contractus  selbst  wiedergefunden  und  veröffentlicht  ist*),  kann  wohl 

*)  Im  Bulletino  mat.  Boncompagni  X  643—647,  nach  einer  Handschrift  zu 
Karlsruhe.    Mit  Vorrede  von  Treutlein. 
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weiter  k^in  Zweifel  sein,  dass  a»  sich  hiebei  nm  den  berühmten   Mönch  d» 
Klosters  Beichenau  handelt. 

Neben  der  Abwesenheit  jeder  Erwähnung  der  Araber  ist  aber  in  Badxdph's 
Schrift  za  beachten  die  Bezeichnung  des  Abaeus  als  „mensa  philosophonnn" 
(fol.  1'),  ohne  Frage  eine  Hindeutung  auf  die  damals  allgemeine  GenemniBg 
„mensa  Pjthagorica";  femer  die  Bemerkung,  dass  die  Assyrer  die  £h-fiader 
dieser  Einrichtung  seien  und  dass  die  bekannten  abenteuerlichen  Benennongeo 
der  Zahlzeichen:  igin,  andras  u.  s.  w.  chaldäische  Ausdrücke  seien  (foL  1^,  2^). 
Endlich  aber  wii*d  der  bekannten  so  vielfach  angefochtenen  Bttckleitun^  dieser 
Bechenmethode  auf  die  Neu-Pjthagoreer  noch  näher  getreten,  wenn  Radulph 
sagt,  dass  die  Erfindung  und  der  Gebrauch  des  arithmetischen  Abaeus  aus 
der  Pflege  des  Quadriyiums  stamme  und  namentlich  der  Geometrie,  zn  deres 
Lehre  ein  Abacns  ohnehin  benöthiget  worden  sei  (fol.  4^).    Bei  dieser  Ge- 
legenheit erhalten  wir  zugleich  einen  Fingerzeig,  dass  diese  Methode  bis  an 
das  Ende  ihrer  Geschichte  reine  Schulwissenschaft  geblieben;  denn  noch  ein 
zweitesmal,  wo  Badulph  auf  ihre  praktische  Verwendung  zu  sprechen  kommt, 
weiss  er  abermals  yon  keinem  anderen  Gebrauche  derselben,  als  fOr  die  in 
den  Quadrivium-Disciplinen  vorkommenden  Berechnungen. 

Die  neun  Zahlzeichen ,  deren  sich  Badulph,  oder  genauer  unsere  Hand- 
schrift des  13.  Jahrhunderts,  aber  jedenfalls  nach  alter  Vorlage  bedient, 
sehen  in  genauer  Nachbildung  folgendermassen  aus: 

123456789 

hr  /^  9 

Es  enthält  die  zweite  Reihe  die  Zeichen  nach  fol.  2',  die  nächst  untere 
jene  mehr  cursiven  nach  den  im  Texte  zerstreuten  Stellen  bei  Darstellung 
der  Operationen.  Ihr  Charakter  ist  noch  immer  der  alte  wie  zur  Zeit  Gerberfs 
und  bei  seinen  unmittelbaren  Nachfolgern.    Diess  ist  auch  der  erste  wesent- 
liche Fingerzeig  in  der  interessanten  Frage,  ob  Badulph  noch  mit  beweg- 
1  liehen  vorgerichteten  „caracteres'^,  „apices^^  operiert,  oder  ob  er  seine  Rech- 
nungen etwa  schon  geschrieben  habe.     Er  erklärt  sich  über  diesen  Punkt 
nicht  ausdrücklich.     Aber  seine  steifen,  umständlichen  Zeichen  weisen  den 
Gedanken  an  eine  cursive  Behandlung  derselben  durchaus  yon  Yomherein  ab. 
Zu  beachten  ist  in  dieser  Frage  weiterhin  die  Einrichtung  seines  Abacos. 
Dieser  hat  noch  immer  die  alten  traditionellen  siebenundzwanzig  Golunmen,  als 
lineae  bezeichnet,  (fol.  1')  und  Badulph  weiss  hiebei  wieder  eine  jener  ebenso 
hochgeschätzten  als  überflüssigen  und  verwirrenden  Schulerfindungen  zu  tra- 
dieren, welche  hier  darin  besteht,  dass  ausser  den  nothwendigen  dekadischen 
üeberschriften  der  einzelnen  Columnen  mit  ..CXI  auch  die  neun  Zahlzeichen 
als  Ueberschrifken  fElr  je  drei  zusammengefasste  Columnen  verwendet  werden. 
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Xhirch  wagrechte  Linien  wird  der  Abacns  weiterhin  in  vier  wagrechie  Coluninen, 

ebenfalls  als  lineae  bezeichnet,  getheilt,  deren  erste  oberste  zur  Anstellung 

der  Mtdtiplicanden  und  Divisoren;  die  zweite  für  die  Summen  ans  der  Mnlti- 

plication  und  für  die  Dividenden,  die  dritte  dagegen  für  die  Multiplicatoren 

und    Quotienten  dient.     Die  ans  diesen  Linien  entstandenen  quadratischen 

Felder  erhalten  aber  auch  noch  bei  Badulph  jene  in  ihrem  Zweck  bisher  ganz 

-unerklärten  ständigen  Inschriften  der  Zahlzeichen,  wie  wir  ähnliche  schon  in 

den  Abaci  der  ältesten  Abacisten  wahrnehmen.    Er  setzt  in  die  erste  wag- 

reohte  Columne  ein  (immer  von  rechts  nach  links)  die  Bezeichnungen  s  (sin- 

gralaris),  d  (decenns);  c  (centeuus)  u.  s.  w.,  in  die  zweite  die  zwei  Hälften 

dieser  Zeichen  SS  (semis,  semis),  vv,  ll  u.  s.  w.,  in  die  dritte  je  eine  dieser 

beiden  Hälften  S,  v,  l  und  endlich  in  die  vierte  die  römischen  Bmchzeichen. 

Diese  ständige  Beschreibung  des  Abacus  ist  aber  der  deutlichste  Beweis,  dass  auch 

bei  Badulph  von  einemSchreiben  der  Rechnuugsoperation  keine  Bede  sein  kann. 

Bemerkenswerth  ist  femer,  dass  Badulph  die  gesammte  Numeration  der 

Fingerrechnung  darstellt,    üeber  ihre  praktische  Anwendung  spricht  er 

sich  nicht  aus. 

Hinsichtlich  seiner  Darstellung  der  Bechnungen  auf  dem  Abacus  wäre 
zunächst  zu  erwähnen,  dass  er  auch,  und  zwar  nach  der  Multiplication  als 
erster  Species,  die  Addition  und  Subtraction  ausdrücklich  anführt  und  dar- 
stellt.   Seine  Multiplication  ist  dadurch  bemerkenswerth,  dass  er  hiebei  eine 
genaue  Anweisung  über  den  Gebrauch  des  zehnten  Zeichens  gibt,  welches  \ 
auch  bei  ihm  als  sipos,  aber  auch  als  rotula  bezeichnet  und,  wie  die  moderne  | 
Null,  durch  einen  kleinen  Kreis,  jedoch  mit  einem  Punkte  in  der  Mitte  dar- 
gestellt wird.  Wenn  er  diesem  Zeichen  als  numerorum  nullum,  nullius  numeri 
significatio  (foL  2^  11^)  beilegt,  so  ist  dies  keineswegs  in  unserem  heutigen 
Sinne  zu  verstehen.    Der  Autor  will  hiemit  nicht  wie  wir  die  Negation  der 
Zahl,  sondern  die  Abwesenheit  jeder  Beziehung  auf  die  Zahl  bezeichnen. 
Ihm,  wie  der  damaligen  Schule  überhaupt,  diente  die  sipos  gar  nicht  als 
Zahlzeichen,  sondern  lediglich  als  ein  Markier ungsinstmment  für  die  Multi-  - 
plication,  um  nämlich  den  eben  in  Function  befindlichen  Multiplicator  durch 
DarObersetzen  einer  solchen  rotula  zu  merken.  Mit  einer  zweiten  rotula  wird 
sodann  der  eben  zu  rechnende  Multiplicator  gemerkt,  sodass  diese  rotula  fort- 
während weiterrückt  und  in  der  Function  sich  zur  ersten  rotula  gleichsam 
wie  der  Minutenzeiger  zum  Stundenzeiger  verhält.    Diese  Verwendung  tritt 
nur  bei  der  Multiplication  auf  und  auch  hier  kann  sie  auf  dem  Abacus  nur 
als  gänzlich  überflüssig,  ja  störend  betrachtet  werden.  Aber  wichtig  ist  diese 
Erscheinimg  der  sipos  und  ihre  Anwendung  darum,  weil  sie  ein  deutlicher 
Beweis  ist,  dass  die  neun  Zahlzeichen  der  Abacisten  mittel*  oder  unmittelbar 
aus  einer  Quelle  stammen,  in  welcher  der  Gebrauch  des  Nullzeichens  im  Sinn^ 
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der  indischen  Arithmetik  vorhanden  war.  Ein  ähnliches  Anzeichen  nnrer- 
standener  Anwendung  eines  Operationsmittels  der  indischen  Arithmetik  sehdst 
mir  in  der  ersten  Form  der  divisio  aurea,  wie  .sie  Radulph  und  viele  seiner 
Vorgänger,  namentlich  schon  Bemelinns,  lehren,  zu  liegen.  Er  verscbiebt 
nftmlich  den  Divisor  genau  so,  wie  es  im  Algorismus  geschieht.  Aber  von 
dem  wichtigen  Vortheile  des  letzteren,  nach  der  jeweiligen  Stellung  des  Divi- 
sors den  Quotienten  in  den  Rang  der  Einerstelle  des  Divisors  einzastellea 
und  hiemach  ohne  jede  Stellenregel  die  Location  der  Quotienten  za  be- 
stimmen, profitiert  Eadnlph  und  die  Abacistenschule  noch  nicht,  und  kann  es 
nicht,  weil  die  Einerstelle  des  Divisors,  wenn  sie  keine  Einer  hat,  noeh 
durch  kein  Nullzeichen  markiert  ist,  sondern  einfach  leer  bleibt  Badolph 
mnss  daher  wieder  die  alten  Stellenregeln  von  dem  ponere  sub  se,  rftcksicht-  . 
lieh  secnndare,  tertiäre  . .  .  denominationes  —  hervorholen  und  macht  sich 
daher  mit  jenem  Verschieben  der  divisores  ganz  unntLtze  Mühe.  In  der  Tha* 
wird  dann  auch  die  Division  ohne  diese  Verschiebungen,  sodass  also  der 
Divisor  auf  seinem  ursprünglichen  Platze  bleibt,  dargestellt  Das  VerfiÄren 
ist  dann,  bis  auf  den  wichtigen  Funkt  der  Stellenbestimmung  für  die  Quo- 
tienten, unserem  heutigen  ziemlich  nahestehend. 

Aber  auch  die  Division  mit  den  dekadischen  Differenzen,  die  divisio 
ferrea,  wird  dargestellt,  obgleich  wie  gesagt  in  letzter  Linie  und  gleichsam 
nur  mehr  anhangsweise.  Die  Bemerkung  Radulph's  (foL  20'),  dass  die  Er- 
finder der  Bezeichnungen  aurea,  ferrea  divisio  über  den  Sinn  derselben  sieh 
nicht  ausgesprochen  haben,  beruht  auf  ünkenntniss  des  Herganges.  Aller- 
dings waren  diese  Bezeichnungen  seit  langem  in  der  Schule  zn  rein  tech- 
nischen geworden.  Schon  der  Anonymus  bei  Chasles,  Comptes  rendus  de 
Tacad.  XVI,  243  sagt:  qnotiens  divideudi  usque  sub  divisoribus  referuntur, 
mutatur  divisio  et  de  ferrea  redit  ad  auream,  scilicet  de  ista  cum  differentüs 
ad  illam  quae  est  sine  differentüs.  Den  auf  der  Hand  liegenden  umstand, 
dass  diese  Ausdrücke  ursprünglich  bloss  tropischer  Natur,  mit  Bezug  auf  den 
Werth  der  Methoden,  gewesen,  bestätiget  aber  ausdrücklich  der  ebenfalls 
anonyme  Tractat  Doctori  et  patri  theosopho  (B^ncompagni  BuUett.  X,  609): 
Dicuntur  aureae  divisiones  eo,  quod  ad  intelligendum  ^iles  et  super  auri 
gratiam  sint  delectabiles.  sicut  econtra  ferreae,  quae  sunt  nimis  graves, 
quasi  ferri  duritiam  praeponderantes.  Mag  diese  Erklärung  hinsichtlieh 
des  didaktischen  Verhältnisses  beider  Methoden  bedenklich  erseheinen,  so 
wird  die  Bemerkung  Bemelinus'  im  Liber  Abaci  n.  (Olleris,  Gerbert 
p.  369)  in  diesem  Punkte  besser  befriedigen  und,  wenn  sie  auch  nicht 
geradezu  jene  Bezeichnungen,  die  etwas  jünger  zu  sein  scheinen,  enthält^ 
doch  die  Sache  vollends  aufklären:  Ex  qua  re  claret,  hanc  quasi  domi- 
nam  dividere,  cui  dividendi  quidlibet  aequa  patet  potestas,  illam  cum  dif- 
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ferentia  qaasi  famalam,  cui  nunc  in  nno  dividendi  licentia  datur,  in  alio 
denegatur. 

Wichtig   für  die  beschichte  des  Gegenstandes  ist   aber  besonders  die 
KoUe  der  Brüche  in  der  Division  Radnlph's.  Mir  ist  erst  durch  diesen  Tractat 
verständlich  geworden,  warum  die  spätem  Abacisten  auf  den  Ausweg  ver- 
fallen sind,  die  ältere  Bruchcolumne  fallen  zu  lassen  und  die  Bruchzeichen 
unmittelbar  in  den  dekadischen  Abacus  mit  Stellenwerth  einzulegen.    Für  die 
Handhabung  der  römischen  Brüche  war  die  Division  mit  der  dekadischen 
Differenz  trefflich  geeignet.    Als  aber  später  die  divisio  aurea  in  den  Vorder- 
grund trat  und  die  Aufgabe  sich  ergab,   hiebei  auch  mit  Brüchen  zu  ope- 
rieren, zeigte  sich  (die  Beispiele  Eadulph's  lehren  das  sehr  anschaulich),  dass 
dies  nur  durch  stete  Auflösungen  der  Brüche  des  Dividendes  in  noch  kleinere 
Bruchwerthe  geschehen  konnte.   Diese  Auflösungen  wären  in  der  alten  Bruch- 
colomne  ohne  Verlust  jeder  üebersicht  und  gänzliche  Verwirrung  schlechter- 
dings nicht  ausführbar  gewesen,  während  ihre  „numerositas'^  durch  jene  de- 
kadische Behandlung  sich  ohne  weiteres  vereinfacht.   Freilich  wird  derjenige, 
welcher  die  arithmetischen  Werthe  der  römischen  Brüche  nicht  sehr  genau 
inne   hat,  bei   der  Verfolgung  der  Beispiele  Badulph's   die  Wahrnehmung 
machen,  dass  hiebei  der  stete  Gebrauch  einer  Brüchetabelle  mehr  als  je  noth- 
wendig  geworden  ist.    Auch  Badulph  hätte  also  füglich  eine  solche  Tabelle 
aufstellen  sollen. 

Die  Brüchezeichen  unserer  Handschrift,  obwohl  zu  einer  Zeit  nieder- 
geschrieben, wo  ihre  Anwendung  schon  völlig  antiquiert  war,  sind  leidlich 
correct  (foL  32^,  33',  besonders  die  Zusanunenst-ellung  ib.  linea  16  und  17). 
Besonders  gilt  dies  von  den  IJncialzeichen,  dem  as  als  der  quer  durchstrichenen 
I,  wie  schon  bei  Priscianus,  der  uncia  in  der  Form  T,  wie  sie  zumeist  bei 
den  späteren  Abacisten  erscheint*)  und  den  Vielfachen  der  uncia,  wo- 
für lediglich  die  Elemente  S  (semis)  und  'S  (sextans)  durch  Zusammen- 
setzung und  durch  Erhöhung  derselben  um  je  eine  uncia  vermittelst  eines 
Seitenstriches  (5^,  ^)  in  Verwendung  kommen  und  wobei  der  innere  Verbin- 
dungsstrich in  den  Gruppen,  wie  dies  regelmässig  in  den  Abacisten -Hand- 
schriften der  Fall  ist,  die  cursive  Anwendung  des  apex  des  sextans-Zeichens 
darstellt  (SrSrSr  somit  gleich  S"S"Sr).  Schwankender  sind  einige  Zeichen  für  die 
Minutien  der  uncia;  für  dragma  DJC  findet  sich  auf  fol.  32^  lin.  tdi,  für  dimidia 
sextula  oder  temisescla  M^  auf  fol.  33'  1.  1  das  correcte  Zeichen;  für  das 
Oboluszeichen  fand  ich  bisher  überhaupt  keine  fest  bestimmte  Form,  auch 
in  dieser  Handschrift  schwankt  das  Zeichen  und  ich  habe  [^  nach  fol.  33'  1. 17 


*)  Für  das  zweite  Zeichen  unserer  Handschrift  fol.  32^  1.  5  fOr  die  nncia 
weiss  ich  keinen  Zusammenhang  anzugeben. 
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als  dae  wahrscheinlichste  gewählt.  Das  Doppelzeichen  daselbst  fbr  den  calcas 
ist  ebenfalls  unsicher,  in  anderen  gat^n  Handschriften  findet  sich  nur  das 
Zeichen  ^.  Aach  ist  nicht  vOUig  klar,  wie  Badniph  ib.  lin.  18  die  Zahlung 
„simul  figorae  XXVII"  meint. 

Als  Multipllcationsbeispiele  wird  man  Badalph's  Diyisionsproben  za 
nehmen  haben  (fol.  34' f.,  34^),'  wobei  freilich  die  wesentliche  Lücke  für  die 
Multiplication  von  Brttchen  mit  Brüchen  bleibt.  Auch  die  Divisionen  be- 
schränkt er  anf  den  Fall  ganzer  Zahlen  und  gelangt  zn  Brüchen  nar  dorch 
die  Wahl  eines  den  Dividend  an  Grösse  übertreffenden  Divisors. 

Ich  glaube  den  Freunden  des  Gegenstandes 
dienlich  zu  sein,  indem  ich  eins  der  Beispiele 
Radulph's  (fol.  35^  L  31  s.  Beispiel  158  :  564)  anf 
dem  Abacus  selber  ausfahre.  Der  Dividend  und 
die  weiteren  Zeichen  im  Abacus  verschwinden  im 
Laufe  der  Rechnung  sämmtlich,  bis  auf  die  daelJa 
bei  0  und  die  vier  denominationes  bei  e.  Ijeider 
ist  diese  Bewegung  graphisch  nicht  gut  darstell- 
bar. Wer  die  Rechnung  studieren  will,  wird  sie 
selbst  schreiben  und  die  verschwindenden  Zeichen 
ausstreichen  oder  weglöschen  müssen. 

a  Divisor  564.     b  Dividend   158.     c   Auf- 
lösung des  Dividend  5  im  arcus  decenus  (X)  in 
10  semisses,  diese  dargestellt  durch  Ein  semis- 
Zeichen  im  nSchsten  arcus  C.    d  Auflösung  der 
Dividende  1  und  S  im  C  in  6  quadrantes,  diese 
durch  5  dividiert  geben  1  quadrans  als  denomi- 
naiio  bei  e  und  Dividendenrest  1  quadrans  bei  d. 
Sodann  denominatio  V  multipliciert  mit  6  im  X, 
gibt  6  quadrantes,  diese  abgezogen  von  dem  qua- 
drans in  G,  dort  relativ  gleich  10  quadrantes,  gibt 
Rest  4  quadrantes,  oder  einen  as  im  X.    Sohin 
denominatio  S*  multipliciert  mit  4  im  I  gibt  4  qua- 
drantes «:  1  as,  abgezogen  vom  Dividend  8  da- 
selbst, bleiben  7  bei  g.    Sonach  Fortsetzung  der 
Division;  zuvor  Auflösung  der  7  im  I  in  84  tmciae 
o*  10  bisses  und  1  triens,  letzterer  im  I,  ersten 
durch  1  bisse  im  X  eingelegt  bei  h;  sodann  wei- 
tere Auflösung  von  t  und  S6  im  X,  zusammen  =  20  unciae  «=  10  sextantes, 
wofür  1  sextans  im  C  eingelegt  bei  i,  dieser  sextans  weiter  aufgelöst  in 
48  scripuli  =»  6  duellae  und  diese  endlich  dividiert  durch  5  gibt  denominatio 
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1  daella  bei  e  and  Dividendenrest  1  duella  bei  k.  Sodann  diese  denominatio 
dnella  mnltipliciert  zuerst  mit  6  im  X  =  6  duellae,  abgezogen  von  der  daella 
ixn  C  (hier  10  daellae),  bleiben  im  X  4  daellae  =32  scripuli  =  1  oncia 
rLnd  1  duella;  beide  bei  1  eingelegt.  Weiter  im  I  4  moltipliciert  mit  uu 
=  4uu,  ab  von  "SS  (bei  h)  bleiben  "Slu.  Dann  Fortsetzung  der  Division, 
i^'orher  Auflösung  von  "Si:  (im  arcus  1)  in  60  scripuli  =  10  sicilici,  wofür 
X  sicilicus  im  X  bei  m;  ferner  aufgelöst  im  X  die  ^  und  der  D  in  10  drag- 
xnae  «=  1  dragma  im  C  bei  m.  Diese  dragma  aufgelöst  in  6  oboli  und  diese 
endlich  dividiert  durch  5,  denominatio  H"  bei  e  und  Dividendrest  H*  bei  m. 
Sobin  Multiplication  im  X,  nftmlich  H"  mit  6  =  61^,  diese  ab  von  uu  (bei  l) 
Treiben  5  scripuli  =-j^u  bei  m  und  Multiplication  im  I  von  H"  mit  4  =  4H', 
ab  von  u  (bei  1)  bleiben  2  scripuli  «=  H^  bei  m.  Sohin  Fortsetzung  der  Di- 
-v^ision,  Auflösung  von  -JJ-u  =  lOH",  hierfür  H"  im  C  eingelegt  bei  n.  Daselbst 
liegen  nun  2  K  =  6  siliquae;  diese  dividiert  durch  5  gibt  denominatio  W  bei 
e  und  Dividendrest  W  bei  n.  Sodann  Multiplication  im  X,  H  mit  6,  ab  von 
lO  ^j  (H  im  C)  bleiben  4  H  im  X,  welche  =  H"hj  eingelegt  bei  n.  Endlich 
Multiplication  im  I,  K  mit  4,  ab  von  M^  bleibt  H.  Ergebniss:  denominationes 
"5ruuH"h  und  Divisionsrest  10  H",  10  H  und  H  zusammen  gleich  uu  bei  o. 

Das  Studium  des  Ganges  solcher  Operationen  ist  sehr  wichtig,  um  über 
den  Qrad  der  Anwendbarkeit  der  römischen  Brüche  auch  im  Alterthum  ins 
Klare  zu  kommen,  und  hiezu  scheint  mir  kaum  einer  der  erhaltenen  Tractate 
so  geeignet,  als  eben  der  vorliegende  Badulph's. 
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E  codiee  Parisiensi  latino  no.  15120. 

W  Incipit  LIBEB  Radalfi  laadonensis  de  abaco;  |  , 

C^l^  DIÜÜANTE  domino  aliquid  in  ahacum  scriptnri,  iieces|sarinm  dnximnfi, 
in  ipso  operis  primordio,  quid  abacns  sit,  |  quid  utilitatis  habeat,  qua 
"^ratione  descriptus,  cui  potissi|mnm  disciplinanim  famuletur,  disserere: 
AbacuB  igitur  ex  gr^co  |  nocabulum  trahit.  Gr^ci  enim  Mensam  abacmc 
dicunt.  Siquidem  |  abacus  mensa  est  philosophorum,  sagaci  industria  reperta 
et  ad  calculandi  peritiam  nomeria  multiplicandis  et  diuidendis  \  commode 

].  10  attributa,  ut  incrementandi  et  diminuendi  scienjtia  a  natura  profecta  instni- 
menti  hnius  adminicalo  facilius  |  sub  noticiam  caderet,  ne  uel  ploralitatis  in 
immensum  protenjsa  nnmerositas,  uel  quantitatis  in  infinitum  secta  particn- 
laritas  |  calculantis  animum  perplexo  et  inextricabili  labore  consu'meret 
Huius  autem  meD8§  longitudo  -XXVU*  lineis  per  transner|8um  ductis  in  spa- 
cia  ter  nonena  distinguitnr.  latitudo  |  uero  •IIIP'-  lineis  in  longnm  extensis 
in  tria  interualla  distribujitur.  Philosopbi  etenim  disciplin^  hnins  inuentores, 
nt  perfe|ctnm  opus  fecisse  oideantur,  tabul^  istius  spacia  cnbica  |  qnantitate 

].  20  metienda  putauerunt.  Sed  quam  cubus  a  primo  pari  |  Sorgens,  scilicet  octo- 
nario,  minori  qnam  opus  erat  pluralitate  projtenditur,  qoi  uero  ab  bis  nnme- 
ris,  qui  temarium  sequuntur,  cubi  fiunt,  |  prolixiori  quam  opus  esset  name- 
rositate  concrescunt,  illum  qui  ex  temayio  est  cubnm  elegerunt,  seconduin 
quem  tabulf  su^  interualla  me|tirentur.  Sic  enim  eam  nee  quicquam  neees- 
sarium  detrahere  nee  mo  dum  excedere  arbitrati  sunt.     Sane  cnbi  dicontar 

f- 1^  Corpora  in  mo|dum  tesser^  formata,  in  quibus  latitudini  longitudo  Q  et  utrins- 
que  §qualis  est  altitudo.  Ad  quorum  formam  cubicos  |  numeros  uel  iotel- 
lectuales  cubos  damus,  qui  de  longo  in  latum  atque  |  deinde  uelut  in  altom 
^qua  progressione  producti  quasi  in  qua|dratam  t.esser9  crassitudinem  tena 
dimensione  creuerunt.  |  üt  cum  duas  unitates  in  longum  extendimus  atqaf 
terti§  duas  |  alias  unitates  e  regione  apponimus,  planam  superficiei  figuiam 
in  longum  et  latum  duplici  dimensione  ordiri  uidemus ,  |  bis  duo  dicentes  est 
•inP'-,  in  tetragonam  formam  disponenjtes.    Quibus  si  tertiam  dimensionem 

Lio  adiecerimus,   ut  ipsos   -IIIP'*  |  bis  ducamus,  ueluti  altitudo  cubi  nobis  in 
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octonariam  |  multitudinem  crescit.    Bis  enim  duo  bis  «VIII-  fiunt.    Et  ad  | 
eiündem  modum  si  ternarium  in  longum  produxeris,  eumque  ter  {  duxeris,  noue- 
m&irius  quadrata  figura  longo  latoque  |  distenditur.    Quibns  si  tertiam  adiun- 
:xerd8  progressionem,  ut  ter  |  nonenos  ^qna  longitudini  et  latitndini  altitudine 
proniinci|es,  nichilomimis  forma  cnbi  in  •  XXVII-  porrigitur.    Ter  enim  |  tres 
ter  •XXYII-  creant.    Atque  in  hunc  modam  a  qualibet  lon|gitudine   §qua 
latitudine  et  altitudine  cubicos  numeros  facere  |  licebit.   In  huins  ergo  tabnl^ 
descriptione,  nt  dicere  inchoauimus,  |  in  ter  nouenos  spaciomm  moltitudo  i.  so 
distinguitnr,  uide  licet  in  cnbi  |  formam  a  temaria  longitudine  in  latnm  et 
altum  9qnis  ditnensioribus  |  auctam,  et  qanm  instrumenti  huius  assirii  in- 
XLentores  fuisse  per|hibentiir,  qui  caldeo  sermone  et  litteris  utentes  et  a  dextera 
scrijbendi  initium  snmentes  in  sinistram  uersns  extendunt,  ad  aucto|ritatem 
inuentoribns  perrogandam  huins  tabnl^  descriptio  |  a  dextera  initinm  faciens, 
longitudinem   suam   in  sinistrum  ||  porrigit.     Ipsa  autem  spacia  hoc  modoi^ 
distincta  sunt,  ut  cum  sinjgula  qa§que  suas  habeant  superductiones,  terna 
tria  a  princi|pio  tabol^  usque  ad  finem  singnlis  snperduetionibus  claudanjtur. 
ita  ut  temis  semper  intemallis  uno  semicirclo  claulsis,  in  tota  tabul^  longi- 
tudine »IX*  superductiones  inneni|antur.    Et  prima  quidem  triuai  spaciorum 
superd actio  nnitatis  |  caractere  inscribitur,  qui  chaldeo  nomine  dictus  igin,  | 
•I«  latin^  litter^  figuram  exprimit.     Quod  iccirco  factum  dino|scitur,  ut  tria 
illa  interualla,  qu^  praescriptum  sibi  nnitatis  |  caracterem  gerunt,  primumLio 
se  per  hoc  locum  optinere  testlficentur.  |  Secunda  uero  trium  interuallormn 
superductio  hanc  -TT*  binarii  |  figuram,  qu^  apnd  praenominatos  inuentores 
andras  dicitur,  |  inscriptam  habet »  ut  per  hanc  tria  illa  spacia  quibus  inscri- 
bitur, I  secundum  se  uendicare  locum  insinuetur.    Tercia  autem  trinm  spaj- 
ciomm  superductio  per  hoc  tercium  locum  docet  obtinere,  quia  hac  |  -ij^*  ter- 
tiarii  forma,  qu^  apud  chaldeos  ormis  appellatur,  injsignita  est.   Simiiiter  et 
qaarti  ordinis  superductio  per  hoc  se  |  quartum  locum  teuere  testatur,  quia 
hoc  •^-  quaternarii  |  caractere,  qui  apud  inuentores  arbas  nuncupatur,  in- 
scri|bitur.     Necnon  et  quintus  ordo  quintum  se  locum  obtinere  denuncijat,  1.20 
quia  hanc   «M«   quinarii   figuram,   qu^   quimas   dicitur,  inscrip|tam   portat. 
Itidem  sextus  ordo  sextum  se  perhibet,  quia  hunc  |  *'^*  senarii  caracterem. 
qui  calcis  dicitur,  inscriptum  habet.    Septi|mus  quoque  septenarii,  qui  zenis 
dicitur,  •A'-  tau  figura  prae|titulatur.     Octauus  octonarii,   quem   temeniam 
dicunt,  -S-  i  hanc  habet  formulam.    et  nonus  nouenarii  hac  «Ja«  figura  |  iii-'i*7 
signitur,  qu^  apud  inuentores  celentis  appellatur.    in8cri|bitur  in  ultimo  or- 
dine  et  figura  -O«  sipos  nomine,  qug,  |  licet  numerum  nullum  signitet,  tan- 
tum  ad  alia  qu^dam  utijlis,  ut  insequentibus  declarabitur.    Ipsa  autem  abaci 
spajcia  decupla  se  multiplicitate  transcendunt,   |   nee  in  tota  abaci  tabula 
plus  quam  nouenaria  |  numeralium  carecierum  diuersitas  necessana  est,  illo- 
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mm  I  uidelicet,  quos  singalos  per  singulas  ternorom  arcuum  saper-dnctiones 

110  inscriptos  Bupra  docuimns,  qnorum  quid  in  caracteribus  |  minns  est,  boc 
ipsorum  arcuum  decnpla  semper  se  maltip|licitate  transgredientiam  nrunero- 
sitas  saplet.  Et  primus  qaidem  |  arcus  onitate  pr^titulatos  singularis  didtur, 
quia  onmes  |  in  eo  numeri  singnlariter  secundum  proprias  quantitates  ennnl- 
tiantur,  ita  ut  illic  nnitas  unnm  binarins  duos,  temajrias  tres  et  reliqni  per 
ordinem  usque  ad  nonem  propriarum  quanjtitatum  appellationibas  nozneit^ 
exprimant.  Secundns  nero  arcus  |  -X*  littera  inscriptns  decenus  nancapatur, 
qnia  omnes  in  eo  |  numeri  per  decuplnm  su^  quantitaiis  enunüantor,  nt  uni  - 

i.iM)  tas  decem,  binarius  uiginti,  temarius  -XXX*  et  ceteri  per  |  ordinem  usqae 
ad  'IX*  decuplo  suas  pronuntient  quanti,tates.  Tercius  autem  -C-  litteram 
praefixam  habens,  centenarius  appelllatur  eo,  quod  omnis  ibi  numerus  per 
centuplum  suam  quantitajtem  metiatur,  ut  unitas  •c,  binarius  -cc-  et  reliqni 
per  orjdinem  secentuplo  metiantur.  Hi  ergo  tres  una  super^ductione  claa- 
duntur,  quia  per  igin  inscriptam  supradijximus.    et  in  singulari  quidem  arca 

'j^^  denarius  non  inuenitur,  ||  quia  cum  in  eo  usque  ad  neuem  naturalis  numeri 
dispojsitio  processerit,  translata  ad  decenum  unitas  dejnariam  in  eo  sununam 
explebit.  Sicque  in  eo  per  ordinem  |  usque  ad  nonaginta  supputatione  per- 
ducta,  cente|narius  illic  nullatenus  reperietur,  quia  translata  ad  cen|tenam 
unitas  -c*  ibi  explebit  et  sie  per  ordinem  |  naturalis  numeri  caracterum  usque 
ad  «dcccc-  in  cente|no  arcu  numeros  ordinabit.  Terni  quoque,  qui  sequantnr, 
arcus,  I  quorum  supraductionem  per  eum  qui  andras  dicitur  caracterem  in- 

1.10  scrijptam  diximus,  eadem  se  qua  in  praemissis  ostendimus  decu'pli  ratione 
praecedunt.  Quorum  primus  millenus  »Of-  |  littera  inscriptus,  qui  ad  prae- 
cedentem  sedecenus  decuplus  |  est,  in  quo  omnes  caracteres  suam  per  znille 
enuntiant  quanjtitatem.  Secundus  decenus  millenus  «X-  et  -Of*  litteris  insig- 
nitus,  in  quo  omnes  numeh  summulas  suas  decies  milies  |  mensurant  Tercius 
centenus  millenus  -C*  et  -Of  •  litteris  { intitulatus,  quod  in  eo  omnes  numeri  suas 
quantitates  |  cenües  milies  augent.    eandemque  in  ceteris  decupla  cionem  in- 

1 20  offensa  ratione  pernotatis.  Super  has  autem  |  quas  diximus  singulorum  arcaum 
superscriptiones  et  ali^  |  litterf  inscript^  reperiuntur,  quarum  nobis  ratio  red- 
denda  est.  |  et  super  singularem  quidem  .s.,  super  decenum  -d*,  super  cen'- 
tenum  -c*  inueniuntur,  qu(  de  principiis  nominum  sumpt^  |  primum  singula* 
rem,  secundum  decenum,  tercium  centenum  |  insinuent.  Super  millenum  nero 
'Ol'  et  -s-  litter^  ascribnntur,  |  super  decenum  millenum  «d-,  super  centenum 

'•3^  millenum 'C*,  ||  qu^  primum  huius  temari^  superductionis  millenum  singularem  . 
•I<  de  solo  milleno  constare  insinuent,  secundum  de  decenis  mille{nis,  tercinm 
de  centenis  millenis  constare  perhibeant.  Sane  boc  |  et  in  ceteris  temis  ordi- 
nibus  usque  ad  finem  tabul^  pemotare  licebit,  ut  semper  |  primi  temanf 
superductionis  «Of*  et  -s*  superscriptas  habeant,  quia  |  de  solis  millenis  eomm 
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coxnpingitur  numeroBitas,  secnndi  •(!•,  quia  |  de  decenis  millenis,  tercii  -c*  quia 

de  centenis  millenis  compajcti  sunt,  inscriptas  gerant.   Eis  ita  de  longitndinis 

spaciis  {  breuiter  pr^libatis  ad  latitndinis  spacia  explicanda  ue  niendum  est,  quia  i.  lo 

utique  per  qaattnor  lineas  in  longnm  protensas  in  |  tria  spacia  distributam  pr§- 

diximiis.  Et  superior  qaidem  linea  illas  |  quas  supra  memorauimus  singalorum 

arcTLum  superscriptiones  obti'net,  qu^  principales  numeri  ideo  dicontur,  quia 

prixno  loco  positi  sunt  et  quia  |  ad  eos  ceterorum,  qui  secunda  quique  tercia 

linea.  notati  sunt,  nujmerorum  ratio  respicit.  In  sequenti  uero  linea  resolntorii 

numeri  descnpjti  sunt,  in  singulari  arcu,  ubi  unitas  supra  titulata  est,  semisses 

dno,  I  non  quod  indiuidaam  unitatem  secare  quis  possit,  sed  unum  aliquod  in 

dno  I  dimidia  resoluatur.   in  deceno  uero,  cui  -X*  litteram  superscriptam  {  dixi- 

mus,  dno  *V-  id  est  duo  quinarii.  in  centeno  autem,  cui  -C»  pr§|scribitur  duo  •!•  i.  20 

uidelicet  duo  quinquagenarii.  in  milleno,  qui  {  -of*  asscriptam  habet,  duo  «d*  id 

est  bis  quingenti  subscripti  suni  |  Et  sie  in  sequentibus  quemcumque  numerum 

snpraseriptum  uideris,  |  eiusdem  duos  resolutorios  infra  positos  pemotabis. 

Tercia  uero  |  linea  utrorumqne  id  est  et  principalium  et  resolutoriomm  medios  | 

obtinet,  scilicet  ut,  ubi  superius  •!•,  inferius  duos  semisses  habueris,  in  tertio 

loco  semissem  uideas,  ubi  supra  decem,  infra  ||  bis  quinos,  inferius  quinque'j^^ 

inscriptos  reperias.   similiter  in  |  centeno  -l«,  in  milleno  -d«,  in  deceno  milleno 

-V-  et  in  reli|quis  medietatem  superiorum  indubitanter  inuenies.    Hoc  autem 

et  {  in  resolutoriis  et  in  mediis  sicut  in  principälibus  contingit  |  inueniri,  ut 

omnes  sedecupla  comparatione  transcendant.  |  Nam  sicut  denarius  unitatem, 

centenarius  denarium  decuplo  uinjcit,  ipse  autem  a  milleno  eadem  multiplici- 

täte  pr^ceditur,  itidem  duo  |  semisses  a  duobus  quinariis  decuplo  superantur. 

quos  duo  quinjquagenarii  eadem  collatione  pr^ueniunt.    qui  etiam  bis  quin- 1. 10 

genjtis  pari  habitudine  succumbunt.    necnon  quinarius  semissem,  |  quinqua- 

genarius  quinarium,  quingenti  quinquagenos  in  tertia  |  linea  simili  uidentur 

decuplatione  transcendere.    Quarta  |  demum  linea  notas  ponderum  continet 

ad  indiuisibiles  |  per  integrum  numeros  diligenti  mutuatione  translatas,  |  ut 

quia  nnitates,  qu§  uicem  atbomorum  in  numeris  obtinent,  |  per  partes  dis- 

trabere  nequimus,  intellectu  eis  corporum  |  partes  adhibendo,  quod  natura 

indiuisibile  est,  ad  exerjcitandam  industriam  diuidere  moliamur.    Equidem 

resolntorii  |  et  medii  numeri  ad  hoc  adhibiti  congrua  ratione  uidentur,  ut  | 

cum  ad  anteriorum  arcuum  numerosiores  summas  peruentum  |   fuerit,  qu^  l  ao 

per  se  calculantium  captui  minus  peruia  erant,  |  resolutione  facilius  In  noti- 

tiam  cadant.    ad  quam  etiam  me|diomm  subter  annexa  dispositis  non  medio- 

criter  potuit  adiujuare.    Qu§  autem  his  quattuor  lineis  latitudinis  interjualla 

distinguuntur,  huic  usui  prouisa  sunt,  ut  inferius  mul|tiplicantes  numeros, 

superius  multiplicandos,  medium,  ||  qu§  ex  utrorumqne  ductu  conficiuntur,  ^-^^^ 

summas  debeant  continere.  |   uel   si  diuidendum   fuerit,   in  superiori  spatio 
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diuisores  |  locabontur,  ia  medio  sammam  diuidendam  disponemns,  in  |  infe- 
riori  sumptas  ex  diuisione  partienlas  ordinabijmus.  lam  uero  cni  potissimain 
disciplin^  iDstnimentiim  hoc  |  adinnentum  sit  expediundam  est.  et  qmdem 
cum  et  ad  aritlime|tic§  specolationis  inuestigandas  rationes  et  ad  eos,  qui 
miisi|cis  modtdationibus  deseminnt  nmneros,  necnon  et  ad  ea,  |  qn^  astrologo- 

1- 10  mm  soUerti  industria  de  nariis  errantium  |  sidenim  cursibus  ac  pari  contza 
mundam  nisu,  licet  annos  |  suos  pro  disparinm  cirdorum  ratione  admodmn 
diniso  fine  conjcludant,  reperta  sunt,  insuper  et  ad  platonicas  de  anima  mimdi, 
sententias  et  ad  omnes  fere  ueterum  lectiones,  qui  circa  |  numeros  snbtUem 
adhibere  diligentiam,  abacus  ualde  |  necessarins  inneniator,  maxime  tarnen 
geometric^  discipliju^,  formniis  inaeniendis  sibique  inuicem  coaptandis,  |  qui- 
bns  terrarum  marisque  spacia  mirabili  indagatione  com|prehendi8se  patantiuv 
huiuB  tabnl^  usus  accommodatus  et  ab  |  illius  artis  professoribns  repertas 

1-  20  perbibetnr.  Sed  quum  ea,  de  qua  serjmo  est,  disciplina  apad  omnes  ferme 
occidentalium  partium  |  incolas  obliuioni  tradita  est,  contigit  et  baue  cal- 
culandi  dis[ciplinam  utpote  cuius  fructus  cessante  arte,  ad  cnius  admijni- 
culum  reperta  fuerat,  non  adeo  magnus  adutebatur,  in  conjtemptam  uenisse, 
nbi  quantum  a  summ^  prudentig  uii*o  Girjberto,  cui  sapientis  cognomen  foit, 
atque  ab  eximio  |  doctore  Herimanno  eommque  discipulis  iisque  ad  nostra  \ 

1.1  tempora  deriuata  a  fontibus  illorum  modica  licet  pr^dict§  |  scienti§  nena 
manaoit.  f  Expeditis  igitur  pront  afifectat^  |  breuitatis  mensura  poscebat  ii£, 
qu§  in  primo  tractatus  numeri  |  disserenda  pr^dixeramus  ingressu,  ad  sequentia 
transeundum.  |  et  qua  uia  mnltiplicandum,  quoque  artificio  diuidendam  dt,  \ 
intimandum  est.  Sciendum  itaque,  quod  numerorum  alii  simplijces,  alii  com- 
positi  sunt.  Item  numerorum  alii  digiti  sunt,  alii  |  articuli.  Simplices  nero 
sunt  ut  soli  digiti  sine  articulis,  |  uel  soli  articuli  sine  digiiis.   et  digiti  qui- 

MO  dem  sunt  omnes  in  uajturali  dispositione  ab  uno  usque  ad  nouem,  articuli 
uero  dena|rius  et  omnes  usque  ad  centum  denarii  multiplices,  ut  -xx-xxx-xl- 
et  ceteri.  Quare  autem  uel  isti  articuli  uel  illi  digiti  nun|cupentur,  breuiter 
dicendum  est.  Ex  sanctorum  patrum  scriptis  et  maxime  sacrorum  uoluminum 
interprete  et  explanatojre  leronimo  testante  didicimus,  apud  antiquos  per 
digitos  et  articulos  l^u^  manus  ab  uno  usque  ad  -xc*  numeros  |  solitos  figo- 
rari,  item  per  digitos  et  articulos  dextr^  manus  |  a  centum  usque  -ix-  nume- 
ros colligi.    Qui  ergo  per  digitos  |  exprimuntur,  digiti  nominantur,  qui  per 

L  so  articulos  in  arjtieulorum  appellatione  manserunt.  et  unum  quidem  cum 
dicis,  minimum  l^u^  digitum,  qui  et  auricularis  dicitur,  inflexum  in  mediun 
palm^  depones.  duos  cum  pronuncias,  medicum  iuxta  appones.  tres  cum  pro- 
fers, medium,  qui  et  impudijcus  nominatur,  e  regione  locabis«  quattuor  dum 
enunjcias,  minimo  erecto  duos  reliquos  in  media  palma  |  fixos  tenebis.    quin- 

1.1 


'•^   que  autem  exprimes  si  medio   et  auriculari  ||  eleuaüs  inpudicum  solum  in 
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media  palma  tenebis.  |  sex  uero  fignrabis,  si  inpudico  et  aariculari  erectis  | 
xnedicam  solum  in  media  palma  depones.  porro  cum  |  dicis  Septem  auri- 
cularem  ad  radicem  palm^  iuclinabis.  |  cum  -viu-,  medicum  inxta  applicabis. 
eom  «IX-,  inpudilcum  in  ordine  admouebis.  Et  hi  nonem,  sicut  pr^libauimus, 
!  digiti  nuncupantur,  pro  eo  quod  per  digitos  sinistr^  manus  ex|primuntiir. 
I>ecem*)  uero  cum  pronunciaueris,  unguem  indicis  inflexi  |  in  medio  arcu 
poUicis  figens  formam  coron^  effici|e8.  cum  -xx*  enuntias,  summitatem  pol-Lio 
11  eis  inter  medios  |  arcus  indicis  et  inpudici  inmittes.  -xxx-  cum  dicis,  ungujes 
indicis^et  poUicis  quasi  blando  osculo  coniunges.  cum  |  uero  exprimis  «xl*, 
interiora  pollicis  lateri  indicis  superduces,  amjbobus  tantum  erectis.  -l-  cum 
pronuncias,  exteriorem  arcum  pollicis  |  in  modum  gr^c^  litter^  gamm^  -r* 
cnmatum  ad  palmam  |  inclinabis.  -Ix*  dicens  pollicem  curuatum  indice  cir- 
cnmflexo  |  a  fronte  pr^cinges.  cum  dicis  'Ixx*  indicem,  ut  supra  inflexum  | 
polüce  inmisso  inplebis,  ungue  illius  trans  medium  indicis  |  arcum  erecto. 
cruQ  dicis  -Ixxx-,  summitatem  pollicis  in  |  medio  finges  arcu  indicis.  cum  i- 20 
dicis  'xc-,  indicis  inf|lexi  unguem  ad  radicem  pollicis  erecti  figes.  Et  lii  { 
articuli  dicuntur,  quod  per  I9U9  manus  articulos  supputantur.  |  Hactenus  in 
sinistra  manu  numerabis.  Cum  uero  centum  dicere  |  uoles,  in  isdem  digitis, 
quibus  in  sinistra  -x*  faciebas,  indice  |  uidelicet  et  poUice  formam  coron^  in 

dextra  exprimes.  |  ducentos  quoque  in  dextra  sicut  'xx-  in  l^ua,  «cccc-  in 

II  f  g' 

dextra  sicut  {{  -xl-  in  Ifua,  -d-  in  dextra  sicut  -1*  in  l§ua,    de-  in  dextra  ii 

sicut  I  -Ix-  in  l^ua,  -dcc*  in  dextra  sicut  'Ixx*  in  l^ua,  -dccc*  in  dextra  |  sicut 

•Ixxx-  in  Igua,    dcccc«  in  dextra  sicut  -xc-  in  l^ua.    Porro  |  mille  in  dextra 

sicut  unum  in  l^ua,  duo  milia  in  dextra  |  sicut  11^  in  l§ua,  tria  'iii-^*)  in 

dextra  sicut  'iii-  in  l§ua,  quajtuor  milia  in  dextra  sicut  •IIII^'.  in  sinistra, 

quinque  milia  in  |  dextra  sicut  -v  in  sinistra,  sex  milia  in  dextra  sicut  -vi- 

in  I  sinistra,  Septem  milia  in  dextra  sicut  'vn*  in  sinistra,   octo  |  milia  in 

dextra  sicut  octo  in  sinistra,  nouem  milia  in  dex|tra  sicut  'ix-  in  sinistra  in- 1- 10 

offensa  ratione  perficies.     Cum  |   autem   «x-  milia  exprimere  uoles,   l^uam 

manum  in  medio  |  pectoris  supinam  pones,  digitis  tantum  ad  Collum  erectis.  | 

com  dicis  -ix-,  eandem  pectori  expensam  late  superpones  |  -xü*  cum  dicis, 

eadem  prona  sed  erecta  pollicem  cartilagini  |  medii  pectoris  inmittes.    cum 

dicis    xl',  eandem  erectam  |  in  umbilico  supinabis.    cum  dicis    lof-,  eiusdem 

pron§,  sed  erect§  |  pollicem  in  umbilico  inpones  -Ix-  cum  dicis,  eadem  prona 

fernen  |  l^uum  desuper  comprehendes  »buc***)  cum  dicis,  eandem  supinam  | 

*)  Beda  Ven,  ahhinc  ad  verbum  ferme  exsoriptus  tneliorem  praebet  Uctionem 

artus,  artu  übt  in  ifisequenti  arcus,  arcu  invenies.    cf.  Bedae  V.  De  temp.  rat.  cap.  I 

I)e  computo  vel  loquela  digitorum  (cd.  in  Mignei  Batroh  cursu  tom:  XC  p.  294). 

•*)  reda  lect.  aut  v.  tria  cmitUmdum,  aut  nota  •ni'  in  •  o)-  sine  «m-  corrigenda  est, 

***)  legatur^^'lxx*. 
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1.20  fem ori  superpones  -Ixxx-  cum  dicis,  eandem  pronam  'Xc*  cum  |  dicis  eadon 
lumbas  apprehendes,  pollice  ad  inguina  niso.  At  |  nero  «c-  et  »cc-  et  cetera 
usque  ad  'dcccc*  eodem  quo  diximns  ordijne  in  dextra  corporis  parte  com- 
plebis.  Decies  antem  centena  |  milia  cum  dicis,  ambas  sibi  innicem  manos 
insertas  digitis  |  inplicabis.  Et  de  digitali  quidem  uel  articulari  maunum  j 
supputatione  bis  ita  se  habentibus  sicat  sapra  pr^libaui|ma8,  simplices  nmneri 

'i.\  simt  uel  soll  digiti  sine  articolis,  uel  ij  soli  articuli  sine  digitis,  compositi  ex 
utrisque  coniajncti.  Et  notandum,  quia  simplex  numerus,  sicut  re  et  nomine 
Simplex  |  est,  ita  etiam  unam  abaci  sedem  occapat,  ut  •n*in*|'ini*  et  ceteri 
haius  modi  singularem  sibi  uendicant  |  arcum.  decem  uero  et  -xx-  uel  «xxx- 
ac  reliqui  similes  decejnum  possident.  centum  autem  et  •cc-ccc-  cum  ceteris 
seqaenti|bu8  in  centeno  stabiliuntur.  Veram  qui  componuntur  ex  his,  nun- 
quam  unam  abaci  sedem  optinebunt,  ut  •xii'Xin*  uel  •xxn*|xxni*xxxin*xxxT- 

h  10  sed  de  bis  digitum  in  singulari,  |  articulum  locabimas  in  deceno.  Si  uero 
•ni-  uel  *ini-  aut  |  eo  amplius  in  conpositione  babuerimus  numeros,  ut 
•cc*xxx|v*m*cccc*lx-vi-,  secundum  su§  quantitatis  appellaüones  |  ABACI 
sedes  obtinebant,  ut  millia  in  millenis,  centeni  |  in  centenis,  deceni  in  decenis, 
singulares  in  8ing|ularibus  disponantur.  Notandum  quoque  quod,  sicut  sin- 
gulares  |  ad  decenos  digiti  sunt,  ita  deceni  ad  centenos  digiti  |  sunt,  ita 
deceni  ad  centenos,  centeni  ad  millenos  |  et  quilibet  inferiores  ad  proximos 
sibi  superiores  digitorum  |  uicem  optinent.     Et  sicut  digitos  cum  articulis 

1.20  in  I  eisdem  abaci  sedibus  stare  non  posse  monstrauimus,  sie  etiam  si  |  ex 
aliqua  multiplicatione  aliquot  carecteres  in  una  |  abaci  sede  adunati  fuerint 
si  usque  in  articulum  |  eorum  conuenit  aggregatione,  articulus  ad  superiorem 
transjferetur  arcum,  digito,  si  quis  etiam  superfnerit  digitus,  in  |  eodem  loco 
remanente.    Sed  iam  de  multiplicatione  |  dicendum  est.    ubi  primo  animad- 

\\  uertendum,  quia  singularis  ||  singularem  multiplicans ,  nulla  eget  regula, 
quum  I  de  illa  multiplicatione  nunquam  numerosior  quam  enunjciatur  summa 
proueniet.  Si  uero  uel  per  singularem  alios,  uel  |  per  eos  qui  seqauntur, 
ceteros,  uel  ad  iauicem  metiri  uolu|eris,  quum  ibi  amplior  quam  enuncietor 
summa  concrescit,  |  regul§  dand^  sunt,  ad  quarum  insinuationem  dispositis 
digitis  et  articulis  in  summ^  collectione  minime  |  fallamur.  Multiplicatio 
autem  aliter  fieri  non  potest,  nisi  |  cum  duobus  numeris  ad  multiplicandun 

1.10  positis  per  alterum  |  aduerbialiter  prolatum  alteiiim  metimur.  ut  si  -un-  et 
•vi>  I  ad  multiplicandum  dispositi  sint,  quater  sex,  uel  sexi  es  quattuor  pro- 
nunciemus.  üt  ergo  girberti  doctoris  |  regulis  primo  utamur,  si  mrtltipli- 
caueris  decenum  |  per  singularem,  dabis  unicuique  digito  decem  et  omni  | 
articulo  centum.  si  centenum  per  singularem  mu  Itiplices,  dabis  unicuique 
digito  centum  et  omni  |  articulo  mille.  si  multiplioaueris  millenum  |  per 
singularem,  dabis  unicuique  digito  mille  et  |  omni  articulo  decem  milia. 
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Qnod  ne  per  singulas  |  abaci  sedes  prosequendo  prolixitate  fastidiam  genejre- 1-  20 
tur,  compendiose  et  §qaipollenter  hac  nna  regula  |  concladi  potesi  quem- 
cunque  per  singnlarem  mnltiplicas ,  |  in  eodem  quemcnnque  mnltiplicas 
digitos  et  |  in  nlteriore  pone  articulos.  Item  si  decenum  |  per  decenum  mnlti- 
plicas, dabis  nnicaique  digito  centnm  et  omni  articnlo  mille.  si  centenum 
X>er  de{|cennm,  dabis  unicuique  digito  mille  et  omni  articnlo  |  'X-  milia.  si  *[Jl 
millennm  per  decenum,  dabis  unicuique  digijto  <x-  milia  et  omni  articulo 
centum  milia.  Qu^  similiter  |  omnia  breuiter  et  facilius  una  regula  conpre- 
henduntur.  quemjcnnque  per  decenum  mult'iplicas  in  secundo  ab  eo,  quem 
mnjltiplicas,  pone  digitos  et  in  ulteriore  articulos.  |  Porro  de  centeno  Girbertus 
talem  dat  regulam.  Si  mu'ltiplicaueris  centenum  per  centenum,  dabis  uni- 
cuique dijgito  decem  milia  et  omni  articulo  centum  milia.  Item  |  si  multi-  mo 
plicaueris  millenum  per  centenum,  dabis  unicuique  |  digito  centum  milia  et 
omni  articulo  mille  milia.  |  Item  si  multiplicaueris  decenum  millenum  per 
centenum,  |- dabis  unicuique  digito  mille  milia  et  omni  articulo  |  decies  mille 
milia.  Has  autem  et  omnes  alias  qu^  sequuntur  cejnteni  regulas  hac  una 
regula  possumus  adbreuiajre.  quemcunque  per  centenum  multiplicaueris,  in 
-m^*  ab  I  illo  digitos  et  in  ulteriore  pones  articulos.  Ex  |  quibus  omnibus 
unam  communem  ad  totius  abaci  spacia  pos|8umus  coUigere  regulam,  ne 
sicut  pr^taxauimus,  de  iis  qu^  capjtu  facilia  leuiter  per  compendium  aduerti  120 
possunt,  difuse  et  sigijllatim  inuentum  uerba  iactando  et  t^dio  affectas  aures  | 
infructuosis  sermonibus  in  ipso  operis  ingressu  onera[re  uideamur  et  mem- 
bran^  forsitan  ad  alia  profecte  |  fatur^  dispendium  faciamus.  Quia  enim 
siugularis  in  eojdem,  quem  multiplicat,  centenus  in  tercio  ab  eo,  quem  | 
multiplicat,  digitos  ponit  et  in  ulteriore  {{  articulos,  liquide  haue  communem  f.  1 
regulam  coUigere  possu|mus.  ut  quoto  loco  multiplicator  in  abaco  positus 
fuerit,  I  toto  loco  ab  eo,  quem  multiplicat,  ordinet  digitos  |  et  in  ulteriore 
articulos.  uidelicet  ut,  si  in  primo  fuerit,  |  in  eodem  ponat,  si  in  secundo, 
in  secundo  ab  eo  quem  |  multiplicat,  si  in  tercio,  in  tercio  ab  eo  quem 
inulti|plicat,  si  in  quarto,  in  quarto,  si  in  quinto,  in  quinto  |  ponat  digitos 
et  deinceps  usque  ad  finem  tabul§  per  |  eandem  consequentiam.  ut  quoto 
loco  multiplicator  |  steterit,  toto  loco  a  multiplicando  ponat  digitos  |  et  i- 10 
ulteriore  articulos.  Quod  ergo  supra  simplicium  et  compojsitorum  numero- 
rum  diuisione  fecimus,  expedit  ut  primo  |  de  simplicium,  deinde  de  com- 
positorum  multiplicat! |one  exempla  subdamus.  et  quia  si  singularis  sin- 
gulajrem  multiplicet,  nullam  nobis  necessariam  regulam  |  esse  diximus,  quem 
ad  modum  singularis  supra  se  positos  mujltiplicet,  exempla  subdamus.  Sit 
ergo  propositum  inuesjtigare,  quanta  ex  Ixxx*  per  quatemarium  multipli- 
cati|one  summa  concrescat.  Itaque  quatemarii  caracterem  in  sing|ularis  arcus  i-  so 
inferiori  spatio  locabimus.   et  quia  singjuli  quique  caracteres,  ut  supra  dictum 
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est,  in  denario  limite  |  quantitates  suas  decnplo  enunciant,  octonarii  spa|cio 
caracterem,  nt  -hxx*  nobis  exbibeat,  in  deceni  superiore  constituemns.  qnia 
uero  per  singularem  decenum  mnltiplica|re  proposnimus,  per  aduerbialem 
quatemarii  denominationem  |  octonariam,  qui  in  deceno  est,  metiemur,  ita 

'j*j  dicendo,  quater  ||  -vm-  «xxxii-  sunt.  Scientes  autem,  duos  quidem  digitum, 
•zzz*  I  uero  articolum,  et  regulam  memoriter  tenentes,  uidelicet  |  quemcnnqne 
multiplicas  per  singularem  ia  eodem  pone  digitos  |  et  in  ulteriore  articulos, 
in  deceno  secnndum  regulam  binariom  pones  et  in  centeno  ter|nariiim  locabis. 
quo  facto  -ccc-xx*  smnmam  colliges,  qu^  ex  |  -Ixxx*  per  quatemarium  ductis 
excreuit.  Et  cum  digitaliter  |  quater  -vm-  pronuntiaueris,  tunc  digitis  et 
articulis  secundum  |  regulam  dispositis  eadem  summa  effecta  est,  qu^  ex  qua- 

1. 10  tema  rii  -Ixxx-  naturali  ductu  concrescit.  Quod  si  plures  multiplic]andos 
posueris  et  unum  tantum  multiplicantem  applicue|ri8,  simplex  bonim  quoque 
multiplicatio  reputabitur.  semper  enim  |  multiplicatio  multiplicatomm  ratione 
uel  simplex  uel  |  composita  nuncupatur.  Sit  ergo  propositum,  unius  milites 
legi|onLs,  qui  sunt  •w*dclxvi*,  quantam  diumi  stipendii  pecunij^  summam 
babere  debeant,  ^i  unicuique  per  diem  ad  |  uictualia  -xxx-  nummi  reddantur. 
temarium  itaque  in  dena|rii  limitis  inferion  spatio  locabimus,  quia  ibi  suam 
dejcuplans  quantitatem  -xxx-  explebit,  in  superiori  autem  spacio  in  milleno 

1.80  senarium,  qui  •¥!•  milia  faciat,  in  centejno  itidem  senarium  ad  sescentos  ex- 
primendos,  in  dejceno  similiter  senarium,  qui  -Ix*  compleat,  in  singulari 
Bena|rium  suam  inibi  quantitatem  singulariter  exprimentem.  quo  |  facto  per 
temarium,  quem  in  deceni  inferion  spatio  posuijmus,  senarium,  qui  in  sin- 
gularis  superiori  spacio  positus  est,  |  metiemur,  dicendo,  ter  sex  -xyin*  sunt 
bic  •Yin*   digijtus   'X*  articulus  est.     considerantes  itaque   deceni  regulam, 

lA  ,  qu9  in  secundo  ab  eo,  qui  multiplicatiir,  digitos  et  in  ulte|riore  ponere 
docet  articulos,  octonariam  in  secundo  a  sin|gulari,  id  est  in  deceni  medio 
interuallo  ponemus,  unita]tem  in  ulteriore,  id  est  in  centeno,  qui  ad  eum,  qui 
infra  se  est,  |  decenum  articuli  uicem  optinet,  ut  supra  ostendimus.  dejinde 
per  ipsum  eundem  teiTiariam  multiplicatorem  6enari|um,  qui  in  deceno  est, 
ducemus  dicendo,  ter  sex  «x-  et  -vm*  sunt.  |  scientes  ergo  pr^dictam  deceni 
regulam,  in  secundo  ab  eo,  quem  |  multiplicamus,  id  est  in  centeno  octona- 

Liorium  digitum  |  locabimus  cum  ea  unitate,  quam  ibidem  per  aliam  mulüpli- 
cationem  positam  dixeramus,  unitatem  uero  articuli  uice|m  ulteriore,  id  est 
in  milleno  constituemus.  sicque  ad  mul|tiplicandum  centeui  limitis  senarium 
procedemus.  cumque  |  a  temario  multiplicatore  aduerbiali  denominatione  | 
accepta,  ut  supra,  ter  sex  -x-  et  -viu*  sunt,  pronuntiauerijmus,  secundum 
s§pe  dictam  deceni  regulam  in  secundo  a  cen|teno,  qui  multiplicatar,  uide- 
licet in  mille|no  cum  unitate  prius  ibi  posita  octouarium  digijtum  ponemus, 

1. 20  in  ulteriore  id  est  in  deceno  milleno  |  unitatem  uice  aiiiiculi  constituemus. 
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sicque  demum  |  uliimum  senarium  milleni  limitis  per  temarium  ine|tiemar, 
dioendo  ut  supra,  ter  sex  »x-  et  •viii*  sunt,    cumque  in  dejceno  milleno,  qni 
secundus  a  milleno  est  octonarium  |  digitum  cum  ea,  qu§  prius  ibi  fuerat 
xmilate  posaeri'mns  et  in  ulteriore,  id  est  in  centeno  milleno  artijcali  loco 
xmitatem  locaaerimus,  totam  ad  supremam  |  manum  perdoxerimos  multipli-  ^^\ 
caüoiiem.    Erit  itaque  |  in  centeno  milleno  unitas,  in  deceno  milleno  |  anitas 
cum  octonario,  item  in  milleno  unitas  cum  |  octonario,  in  centeno  quoqne 
iiiii|ta8  cum  octonario,  in  deceno  octonarius  solas.    cumque  |  pro  octonariis  et 
miitatibus,  qui  interioribus  arcubus  positi  |  fuerant,  uidelicet  in  centeno  mil- 
leno   et  dejceno  milleno   singulos  posnerimus  nouenarios,  |  multiplicationis 
Buminam,  uidelicet  •  cxcix  •  dccc 'c  •  Ixxx  •  liquido  colligere  potuerimus.    et  tunci.  lo 
enidenter  |  cognoscemus,  si  singulis,  qui  sunt  in  legione,  trigeni  per  diem  { 
ad  stipendia  dentur  denarii,  diumam  totius  legi|onis  stipendiorum  summam 
in  •  CXCIX -dcccc- Ixxx-  con|stare  denariis.    Et  de  simplici  quidem  multiplica- 
tione,  I  quantum  castigat^  breuitatis  ratio  exigebat,  Ba|tis  dictum  est.    DE 
COMPOSITA  MVLTIPLICATIONE.  |  Composita  autem  multiplicatio  est,  ubi 
compo8i|tu3  numerus  uel  ex  duobus  uel  ex  tribus  aut  pluribus  cajracteribus 
in  inferiori  abaci  parte  multiplicator  |  fuerit  collocatus,  quanticumque  in  120 
snperiori  parte  fuerint  |  multiplicandi.    sie  enim  simplex  multiplicajtio  supra 
dicebatur,  ubi  quotquot  siue  unus  siue  plures  |  caracteres  multiplicandi  supe- 
rins  dispositi  faissent,  |  unus  tantum  multiplicator  inferius  ponebatur.   sie  et 
binc  illa  |  multiplicandorum   habita  ratione  compositi  multiplijcatores  com- 
posit^  multiplicationi  uocabulum  dabunt.  ||  Erit  ergo  in  bac  multiplicatione   1.1 
obseruandum,  ut,   qaotjquot  inferius  fuerint  multiplicatores  dispositi,  per 
eorum  |  singulos  uniuersos  suprapositos  multiplicandos  metiamur  |  et  secun- 
dum  pr§monstratas  regulas  digitos  et  articnlos  disponajmus.    Et  de  compo- 
sita multiplicatione  primum  per  duos  caracteres  |  exemplum  ponamus.     sit 
propositum  inuestigare,  ad  serrandos  I  •cccc-lx-vni*  equos  quot  claui  neces- 
sarii  sunt,    cumque  notum  |  sit,  quod  •xxini-  clauos  unius  equi  expetit  usus, 
per  hunc  nume|rum  unius  equi  clauorum  omnium  equorum  numerum  augea- 
mus,  sicque  |  eam  quam  qu^rimus  summam  inueniemus.    ponamus  itaque  in  mo 
superiore  |  abaci  spatio  in  centeno  quidem  *rß-,  in  deceno  uero  •^*,  in  |  sin- 
gulari  autem   -S«,    qui  caracteres  nobis  •cccc-lxviu-   equorum  |   numerum 
significabunt.     in  inferiori  quoque  parte  in  deceno.  |  'TT*,  in  singulari  -rß* 
locemus,  qui  •xxuu-  clauorum  nu|merum  exprimunt.    et  primum  per  quater- 
narium  in  singulari  pojsitum  omnes  superiores  ducamus.     deinde  per  bina- 
rium  in  de |ceno  locatum  itidem  omnes  superiores  multiplicemus.    ducajmus  i-  20 
itaque  per  quatemarium,  qui  singularis  inferius  spatium  ob|tinet,  octonarium, 
quem  in  eodem  singulari  superius  posuimus,  ita  dioendo,  quater  •vin-xxxn-, 
et  binarium  quidem  digi|tum  secundum  singularis  regu^am  in  eodem  singu- 
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lari  in  |  medio  spatio  ponemus.  ternariam  nero  loco  arjticuli  ad  decenam 
transferemus.  deinde  per  ipsum  quateniarium  senarium,  qtii  deceni  supeiio- 
rem  uendicat  locnm,  me|tiemnr  sie.  qnater  -vi'xxim-  Buni.  et  qnatemarinm 
digitum  secundam  |  singularis  regnlam  in  eodem  deceno  etun  temario,  quem 
LI  II  ibi  prins  posuimus,  constitnemus ,  binarium  nice  articnli  iilte|rias  oidelicet 
in  centeno  locabimns.  postremo  per  ipsum  |  eundem  qnatemarium  illnm 
alium,  qni  in  centeni  limitis  superiori  |  spatio  sedet,  quatemarinm  ita  men- 
sarabimns.  qnater  qnatuor  |  «xvi*  sunt,  et  semata  singularis  regula  in  ipso 
centejno  cnm  binario,  quem  ibi  ante  habuimus,  senarium  digitum  |  applicabi- 
mus,  unitatemque  loco  articnli  ad  ulteriorem  |  millenam  promouebimus.  quo 
peracto  erit  in  milleno  uni|ta8,  in  centeno  senarins  et  binarios,  qui  -vm- 
complebunt,  |  in  deceno  temarius  et  quatemarius,  qui  •vii-  restitnent,  ia 

1- 10  sin|galari  binarius.  et  sie  expleta  per  quatemarimn  ad  binarii  multijpli- 
cationem  transibimus.  et  eo  quo  prius  ordine  primum  octona|riTim  per  eam 
ducemus  boc  modo,  bis  -vra^-xv!'  sunt  sex  ergo  |  digitum  sectmdam 
deceni  regulam  in  secundo  a  singulari,  quem  |  multiplicas,  uidelieet  in  ipso 
deceno  cum  septejnario,  quem  ibi  saperius  habueras,  pones.  unitatem  arti|cali 
uice  ulterius  propelles  et  in  centeno  cum  octona|riO;  quem  ex  superiori  mnlti- 
plicatione  collegeras,  iujnges.  et  tunc  per  ipsum  binarium  senarium,  qoi  ipsins 
deceni  |  sumum  optinet  spatium,  metieris  ita  dicendo.     bis  |  sex  -xn-  sunt 

1.20  binarius  itaque  digitus,  prout  deceni  re|gula  dictat,  secundabitur,  id  est  in 
centeno  cum  octonarijo  et  unitate,  qui  prius  positi  fuerant,  constituetar. 
uni|tas  pro  articulo  ulterius  ad  millenum  promouebitur  et  |  cum  altera^  quam 
ibi  ante  habuimus,  unitate  iungemus.  tum  |  et  sie  demum  per  ipsum  eondem 

'i\  binarium  quatemarius,  qui  in  P  centeno  limite  est,  multiplicabitur  sie.  hia 
quatuor  |  octo  sunt,  cumque  secundum  deceni  regulam  ipsum  octoiia|riniD, 
qui  digitus  est,  ad  millenum  secundaueris,  habejbis  disposicionem  hanc.  in 
milleno  oetonarium  cum  duabus  unitatibus,  in  centeno  binarium"^)  et  octo- 
narium,  in  deceno  septenarium  et  senajrium,  in  singulari  binarium.  et  quod 
septenarius  et  |  senarius,  qui  in  centeno*^)  sunt,  -xin*  explent,  ubi  digitus 
cum  I  articulo  est,  temario  digito  in  eodem  loco  remanente  |  unitatem  pro 

MO  articulo  ad  centenum  transferemus.  eruntque  |  in  ipso  centeno  -S*,  -7*  et 
du9  unitates,  qui  similiter  |  «xn*  faciunt.  remanebitque  ibi  binarius,  et 
unitas  uice  articnli  ad  millenum  transportabijtur.  eruntque  ibi  octonarins 
et  tres  unitates.  agjgregatis,  in  undenam  quantitatem  summa  crescente,  , 
cum  unitatem  ibidem  reliqueris  et  ad  decenum  millenum  |  alteram  unitatem 
articulariter  transtuleris,  summam  clauorum  |  qui  •cccc-lx-vm-  equis  neces- 
sarii  sunt,  id  est  'Xi'CC'Xxxn*  |  habebis.    Sane  in  omni  composita  multipli- 


*)  inseras:  unitatem. 
*♦)  Ugas:  deceno. 
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Gatijone  similis  mnltiplicandi  ratio  non  fallet,  uide{licet  ut  quantosctuique  in-  iso 
feriiis  mnltiplicatores  habujeris,  per  singulos  eornm  omnem  saprapositam 
mnltiplieandorum  |  summam  metieris.     cnmqne  per  ordinem  a  primo  usque 
ad  iio|uis8imam  mnltiplicatione  facta  per  singalos  arcns  |  stunmnlas  aggre- 
g^aueris  et  articulos,  si  qui  faerint,  ad  |  snperiora  transtuleris,  ipsam  quam 
querere  proposaeris  sum|mam  indubitanter  innenies.     Sed  qnum  pleromqne 
contin'get,  ut  plnrima  tarn  multiplicationiun*)  quam  maltiplicandortim  |  ii 
caractemm  numerositas  minus  attentum  calculatorem  inelucta|biU  errore  con- 
fdndat,  insinuandum  uidetur,  qua  industri^  ca|utela  huius  modi  erroris  eui-' 
tari  possit  offensa,  Memi|ni8se  ergo  debes,  quia  cum  superius  de  descriptione   .    . 
tabul^   loqueremur,   |  in  ultima  temomm  arcuum  superductione  quandam 
fignram,  |  cui  sipos  nomen  est  -O*;  in  modum  rotal§  formatam  nu{Uiiis  numeri 
significatione  inscribi  solere  pr^diximus,  cuius  |  operam  insequentibus  pro- 
fdtura  promittebapius.     Si  quidem  fignram  liuiusmodi  prouidens  abacista  in  i.  lo 
calculis  effigiabit ,  et  ad  |  eum  quo  de  agitur  usum  inter  alios  caracteres  re-    ^ 
semabit,  |  cumque  aliquam  talem  multiplicationem  facere  necesse  fuerit,  |  ubi 
metuendum  sit,  ne  dispositorum  caractemm  multitudo  |  in  errorem  inducat, 
xmam  ex  bis  rotulis  multiplica|toribas  alteram  multiplicandis  ad  eliminandum 
errorem  pro  si|gno  superponet,  ita  ut,  dum  primus  multiplicator  mu{ltipli- 
candos  caracteres  sua  quantitate  perGuri*et,  ipse  supra  uerticem,  donec  omnes 
multiplicandos  mensus  fuerit,  inmobilem  rotulam  gerat.  |  Quo  mnltiplieando- 
rum rotula  superponetur,  per  singulos  eoram  |  a  primo  usque  ad  postremum, 
prout  cum  eis  primus  mnltipli|cator  rationem  babebit,  transportabitur.   sicque  i.  so 
per  primum  multiplijcatorem  opera  expleta,  super  secundum  multiplicatorem 
rotula  ponetur,  ab  ultimo  autem  multiplicanjdorum  ad  primum  rotula  repor- 
tabitur,  dum  eum  secundus  mul|tiplicator  sua  quantitate  metietur.     et  dum 
singulos  I  eorum  multiplicando  procedet,  per  singulos  rotula  |  usque  ad  ulti- 
mum eo  quo  pr^diximus  ordere  (sie)  transfertur.    Qug  ||  uero  ut  dictum  est  \^l 
gnper  multiplicatorem  rotula  posita  |  fuerat,  inmobiHs  permanebit,  donec 
onmes  superiores  |  iniciendo  operam  suam  expleuerit.  et  sie  ad  alium  mul|ti- 
plicatorem  transibit.    quod  tam  diu  faciendum  erit,  dojnec  per  onmes  mnlti- 
plicatores rotula  permota,  per  8ing|ulos  eonun  tota  mnltiplieandorum  detersa 
fuerit  summa.  |  Huius  rei  tale  demus  exemplum.    Sit  positum  inuestiga|re, 
quanta  summa  pecuni^  quatuor  legionibus  necessa|ria  sit,  quarum  singuli 
milites  inter  donatiua  et  stipendi|a  numerorum  •xin-ccc'xxx-n«  annuatimi.  lo 
aocipiant.  |  quod  ergo   -im®'-  legiones  militum  •xxvi'dc-lxim«  habejre  di- 
noscuntur,   bunc  numerum  superius  in  abaco  constituejmus.     ita  in  deceno 
milleno  -TT-,  in  milleno  '^^,  in  |  centeno  nichilominus»'^',  in  deceno  itidem 
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I  •^•,  in  ßingulari  -rR-  in  snperiori  abaci  spacio  |  ponemus.  inferins  uero 
illum  quem  pr^diximus  nnmernn),  td|delicet  -iin-cccxxxn-  locabimus  ita,  nt 
in  dece|no  milleno  -1-,  in  milleno  -hT-,  in  centeno  simi{Iiter  -hT«,  in  deceno 

i.20quoque  hf-  in  singulari  »TT-  dijspositi  sint.  bis  üä  digestis  gnper  prirnnm 
multi|plicatorem,  scilicet  «TT*,  qui  singularem  obtinet  |  limitem,  illam  quam 
s^pe  diximiis  constitnemus  aliamque  nicbilominus  rotnlam  snper  primum  | 
multiplicatorem*),  scilicet  -rR-,  qui  itidem  in  singulari,  lo|cabimus.  quo  facto 
eos  alterutro  metiemnr,  ita  dicendo,  ||  bis  «nn^'*  octo  sunt,  qui  quia  digitos 
est  et  per  8ingula{rem  fit  multiplicaitio,  in  eodem  qui  multiplica|tur  secundum 
regulam  ponetur.  eaque  qu^  super  multiplicatojrem  posita  fuerat  rotala  inr 
mobili  perseuerante,  ro|tulam  primi  multiplicandi  ad  secundum,  id  est  •^•, 
qui  in  dejceno  aedet,  transferemus  eumque  sie  per  primum  multipli|catorem 
ducemus,  bis  sex  •zn*  sunt,  digitum  itaqae  |  binarium  in  eodem  deceno 
secundum  regulam  ponemus,  unitatem  pro  articulo  ad  centenum  propelümus. 

110  I  et  sie  a  secundo  multiplicando  ad  tercium,  scilicet  •'^•,  qui  cenjtenum  pos- 
sidet  arcum,  rotulam  transducemus,  eumque  itidem  |  per  binarium  mensura- 
bimus  ita,  bis  sex  «xn«  sunt,  bijnarius  digitus  in  ipso  centeno  regularitor 
ponitur  et  |  cum  unitate,  qu^  ibi  erat,  iniuncta  temarium  facit.  |  unitas  ad 
millenum  transfertur  et  tunc  a  tercio  ad  quartum  |  multiplicandum,  id  est 
•'^•,  qui  in  milleno  est,  rotula  |  propellitur.  et,  bis  sex  -xn-  fadunt,  secun- 
dum primi  |  multiplicatoris  quantitatem  pronunciat  (^u;).  quo  facto  |  bina- 
rius  digitus  in  eodem  milleno  secundum  regulam  |  positus  et  unitaü,  quam 

1-20  ibidem  inuenit,  in|iunctus  in  ternarium  surgit,  unitas  pro  articulo  |  in  de- 
cenum  millenum  promouetur.  tercium  {sie)  demum  super  |  ultimum  multipli- 
candum,  id  est  *  7  -,  qui  decenum  mijUenum  limitem  uendicat,  rotula  ponitor, 
et  per  {  primi  multiplicatoris  auctam  denominationem  in  quajtemaxium  crescii 
qui  quatemarius  digitus  in  ipso  dejceno  milleno  unitati  ibi  prius  posit9  copu- 
V?  latus  II  quinarium  reddit.  suntque  in  deceno  milleno  '11 -in  |  milleno  -fr-, 
in  centeno  similiter,  in  deceno  |  -TT-,  in  singulari  «S-  caracteres  ordinatl 
sicque  |  expleto  primi  multiplicatoris  negotio,  ad  secundum,  |  scilicet  in 
deceno  arcu,  rotula  transfertur,  |  qu^que  super  ultimum  multipUcandum  rotula 
fuerat  |  super  primum  reponitur  et  per  secundum  multiplicatorem  primi  { 
multiplicandi  diuersio  fit,  ita  dicendo,  ter  quatuor  |  -xn*.    considerata  deceni 

1  10  multiplicatoris  ratione,  |  binarius  digitus  in  secundo  ab  eo,  qui  multiplicatui^ 
id  est  I  in  deceno  ponitur  et  cum  eo,  qui  ibi  inuenitur,  binarjio  quatemarium 
facit,  unitas  pro  articulo  ad  centenum  transmittitur  et  cum  temario  prius  ibi 
posito  in  quater|narium  conpingitur.  hinc  ad  secundum  multiplicandum 
rotula  promota,  ea  uero,  qu^  super  multiplicato]rem  est,  inmobili  permanente, 
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ter  sex  -xvni«  sunt,  |  pronuntiatur.    octo  ergo  digitus  secundum  regulam  a 
mu|liäplicato  secundatar  et  in  centeno  cum  ||  quatemario,  qtd  ibi  inuenitur,  ^1^ 
iunctus   -XU-   explet,  binarioque  |  ibi  relicto,   •!•  ad  millenum  pro  articulo 
transit  et  cum  |  alia  unitate  e  duodenario  ardculariter  ad  superjiora  traicitur. 
temario,  qui  ibi  fuerat,  iuncta  quinarinm  |  perficit.   inde  super  tercium  multi- 
plicandum,  uidelicet  |  '^-  in  centeno  rotala  ponitur  et  per  temarium  multi|pli- 
catorem  eins  quantitas  aucta  «xyin*  complet.    octo  |  quippe  digitus  ad  mil- 
lenum   regulariter    secundatur,    nnitas   |   articularis  ad  decenum  millenum 
tradncitnr.     ipse  |  autem  octonarius  cum  qiiinario,  qui  ibidem  innenit  (^ic),  i.  lo 
-xin«  I  perficit,  temarioqne  ibi  remanente  articulum  •!•  nni|tatem  ad  decenum 
millenum  propellit  et  cum  quinario  et  |  unitate,  quam  ibi  habemus,  septena- 
rinm  summam  compingit.  |  sicque  super  quartum  multiplicaudnm,   scilicet 
senarium  |  in  milleno  rotula  promota,    moltiplicatio  suo  |  ordine  procedit 
lioc  modo,  ter  sex  *xvin-  sunt,     octonarius  |  itaque  digitus,  seruata  deceni 
regula,  ad  decenum  |  millenum  secundatur,  unitas  articularis  ad  centenum 
milllenum  transmittitur.     sed  in   deceno  milleno  septenarium    |   prius   esse  i.  20 
dixeramus.     cum  eo  itaque  octonarius,  qui  denam  |  conficit  summam,  re- 
xnanenteque  ibi  quinario,  unitas  |  ad  centenum  millenum  transferatur.    cum 
ea,  qu^  ibi  erat,  unijtate  binarium  efficit.    iam  uero  super  ultimum  mu|lti- 
plicandum,  qui  est  -TT-,  in  decenum  millenum  rotulam  tran8|feremus  eumque 
per  secundi  multiplicatoris  denominajtionem  metiemur,  ita.   ter  duo  sex  sunt, 
et  senarium,  ||  qui  digitus  est,  ad  centenum  millenum  seoundabimus  ac  binario  ^-^^^ 
iuncjtum  in  octonarium  redigemus.     eritque  dispositio  taliier.  |  in  centeno 
milleno  «S-,  in  deceno  milleno    H-,  in  milleno  |  -hT-,  in  centeno  -7*,  in  de- 
ceno -fß-,  in  singulari  -S*.  |  tunc  more  solito  de  ultimo  ad  primum  multi- 
pli|candum  rotula  reducetur,  ea  uero,  qu^  super  secundum  mul|tiplicatorem 
est,  ad  tercium  transferetur,  atque  ita  pronunjciabitur.     ter  -ini'xn-  sunt, 
binarius  digitus  in  centejnum,  secundum  regulam  multiplicatoris,  terciabitur 
et  cum  I  binario,  qui  ibi  est,  quaternarium  faciet.     unitas  pro  arti|culo  in  l  10 
milleno  posita  et  cum  temario  iuncta  quater|narium  reddet.    sicque  rotula  a 
primo  multiplicanjdo  ad  secundum  translata,  dicemus.    ter  sex  'Xym*  sunt. 
octo|narius  ergo  ad  millenum  terciabitur,  unitas  pro  articulo  ad  |  decenum 
millenum  promouebitur.   ipse  autem  octonarius  quatemajrio,  quem  in  milleno 
esse  diximus,  aggregatus  -xii*  faciet.    rejmanenteque  ibidem  binario,  unitas 
ad  decenum  millenum  |  transibit  et  cum  quinario  atque  alia,  quam  ibi  modo 
posu|eramus,  unitate  in  septenarium  surget.    inde  ad  |  tercium  mu].tiplican- 1. 20 
dum  rotulam  transferimus  et  ita  pronuujciamus.   ter  -yi-xyiu*  sunt,   digitum 
quippe  octonarium  in  |  deceno  milleno  regulariter  terciemus,  unitatem  ad 
centenum  |  millenum  transponimus.    et  quia  octonarius  cum  septenario  |  'Xv- 
complet,  quinario  ibi  manente,  unitas  ad  centejnum  n\illenum  transit  et  cum 
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•8*  et  «1*  articulum  |  faciens  ad  mille  millenum  mittii     tone  ad  quaiton 

'i.t  I  multiplicandum  rotala  pemenit.  quem  cum  per  tercii  |  multiplicatoris 
quantitatem  mensi  fuerimus  et,  ter  sex  |  -xyin-  sunt,  dizerimus,  octonarium 
ad  centenum  millenum  tercijabimus,  unitatem  pro  articulo  in  mille  milleno 
ponejmus  et  cum  alia  unitate  in  binarium  conpingemus.  et  tunc  f  demam 
rotulam  super  ultimum  multiplicandum  ponemus.  |  cumque,  ter  duo  «vi-,  pro- 
nunciauerimus,  ipsum  senarium  aä  |  mille  millenum  redigemus.  erontque 
itaqne  ita  dispo|siti  caracteres.    in  mille  milleno  -S-,  in  centeno  milleno  -S-, 

1.10  I  in  deceno  milleno  -Li-,  in  milleno  -TT-,  in  centeno  -rß-,  |  in  deceno  itidem 
•/fi-,  in  singulari  -S*.  expleto  ergo  |  tercii  multiplicatoris  opere,  ad  quartum 
rotula  transit,  atque  |  ab  ultimo  multiplicando  ad  primum  alia  rotula  |  rela- 
bitur.  atque  ita  dicitur,  ter  •nii^'*xn*  sunt,  binarius  |  itaque  digitus  secon- 
dum  regalam^  ad  millenum  quartatur,  cum  |  altero,  qui  ibi  inuenit,  binario 
quatemarium  facit.  unijtas  ad  decenum  millenum  propellitur  et  cum  qui- 
nario,  qui  ibi  |  erat,  senarium  facit.  cumque  rotulam  ad  secundum  multi- 
plicandum I  promouerimuB  et,  ter  *vi-xyni*   sunt,  pronuntiauerimus,  octo- 

^  ^^  narium  |  digitum  ad  decenum  millenum  quartabimus,  unitatem  articuli  |  uice 
in  centenum  millenum  locabimus.  octonarius  quidem  cum  sena|rio  -xnn* 
reddit  et  quatemario  ibi  manente  unitas  ad  centenum  millenum  transit  et 
cum  '8*  et  alia  unitate  arjticulum  ad  mille  millenum  mittit.  de  hinc  rotula  ! 
ad  tercium  multiplicandum  promota.    ter  •vi-xvui«  dicejmus  et  •vm-  digitum 

Vi  &d  centenum  millenum  quartabimus,  ||  unitatem  articulum  in  mille  milleno 
ponemus,  |  qui  cum  octonario  atque  altera,  qu^  ibi  inuenit,  unijtate  dena- 
rium  facit.  illoque  arcu  uacuo  rema|nente  ad  decies  mille  millenum  unitatem 
pro  articulo  |  mittit.  iamque  ad  quartum  multiplicandum  rotula  transfejrtar 
atque  itidem.  ter  'Vi-xYin*  sunt,  pronunciatur,  octonarius  digitus  ad  mille 
millenum  quartatur,  articulus  unitas  in  \  decies  mille  milleno  ponitur  et  cum 

1. 10  alia  unitate  in  |  binarium  componitur.  sicque  tandem  super  ultimum  multi- 
IpHcandum  rotula  posita,  ter  duo  sex  sunt,  enuntiatur  |  et  senarius,  qui 
digitus  est,  ad  'X®'-  mille  millenum  secundum  regjulam  quartatur  et  cum 
binario  innctus  in  octonarium  produ|citur.  quo  facto  in  abaco  b^c  dispositio 
caracterum  inluenitur.  in  -x®'*  mille  milleno  -8*,  in  mille  milleno  itiden 
•8*,  I  in  centeno  milleno  quoque  -8*,  in  deceno  milleno  '/fi*,  in  milleno  quoque 
•rR-,  in  centeno  similiter  'rß-,  nee  non  et  |  in  deceno  •/fi-,  in  singulari  -S* 
tunc  demum  ad  ultimum  |  multiplicatorem ,  qui  est  •!•,  in  deceno  milleno  re 
perdujcta,  secundum  eins  quantitatem  singuios  multiplicandorum  ca|racteres, 
incipiendo  a  deceno  milleno,  per  singulas  in  |  antea  abaci  sedes  per  ordinem 

1.S0  dirigemus,  in  deceno  milleno  |  tR*,  in  centeno  milleno  •'^*,  in  |  mille  mil- 
leno '^'  in  «x®"»  mille  milleno  •'^•,  in  centeno  |  mille  milleno  -TT-  ponentes. 
et  in  deceno  milleno  tR«  cum  |  -fR-  faciet  •8-,  in  centeno  milleno  '^^  com 
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»S-xun*  complebit  |  et  articulum  tututatem  ad  miUe  millenmn  transmittet. 
11  in  ipso  centeno  milleno  quatemario  remanente  in  mille  |  milleiLO 
-8-  et  -l-xy-  reddet,  -LI*  ibi  remajnente  et  miitate  ad  «x®^*  mille  millenum 
transeunte.  |  item  in  «x®**  mille  milleno  senarius  cum  octonario  et  uni|tate 
itidem  -xv-  faciet,  remanebitque  ibidem  -Li*,  unitas  |  ad  centies  mille  mil- 
lenmn transibit  et  com  binario,  quem  ibi  po{stteramns,  temarium  explebit. 
eritqae,  completa  multipli|catione,  in  abaco  dispositio  talis.  in  ter  cencies*) 
qainqnies  |  mille  milia  •cccc-lxxx-nn^®*^  |  numerorum**)  cccc-xlvm«  |  pecuni^  i.  lo 
summa  collecta.  | 
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Expeditis  igitnr  iis,  qu^  de  multiplicatione  dicenda  ui|debantur,  qaaliter 
in  nameris  plurima  earacterom  nnmerositajte  compactis  inter  maiorem  uide- 
licet  et  minorem  differentia  |  per  abacmn  reqxiiri  possit,  adicere  idoneum 
possimus.  et  quidem  |  ei  duobns  disparibns  numeris  maiore  superius,  minore 
infe|rin8  in  abaco  dispoaitis,  minorem  tam  inferioribus  quam  in  |  superioribuB  f.  so 
abaci  sedibas  minns  continentes  habere  contigerit,  |  caracteres  iUic  facili 
labore  singnlis  inferioris  ordinis  |  caracteribus  singalas  medietates  ad  exple- 
cionem  snperioris  |  ordinis  caractemm  safficientes  medio  abacl  spajcio  appli- 
cabimus,  qni  inferioribus  aggregati  superioram  sam|^am  possint  explere,  ^J^ 
quas  medietates  ea,  qua  maior  numerus  minorem  superat,  differentia  liquide 
pronun|ciabimus.  nerbi  gratia  si  nobis  propositum  sit,  qua  differentia  | 
•iii'd-lxvi«***)  •n«cccxxiin-.  snperetnr  inuestigare,  |  maiorem  numerum 
snperius,  minorem  inferius  in  abaco  |  constituemus,  in  milleno  -hr*,  in  cen- 
teno «LI*,  in  dece|no  •rß*,  in  singulari  •^*  superius  locabimas.  inferius  'TT* 
in  ^-y  «hr-  in  centeno,  •TT*  in  deceno^  *rß*  in  singulari  ponemus.  oonsideran- 
tesqne  |  in  singalari  superius  •'^•,  inferius  «fR-,  in  medio  -TT-,  |  qui  cum  qua- 
temario senarium  facit,  differentiam  dabimus.  |  item  in  deceno  inter  quater-  l  lo 


*)  post  cencies  insere  quinquagies. 
••)  loco  numerorum  lege  milia. 
***)  lege  -xlvi-. 
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f.  16' 
1.1 


TT 


nariuoi  et  binarium  ^que  bma|riam  medium  ponemus.  in  centeno  inter  qni 
narium  |  et  ternarium  itidem  binariam  differeatia  applicabimus.  |  in  milles/^3 
inter  ternarium  et  binariam  unitas  mediejtatis  locum  obtinebit.  eritque  inter 
•iii'dxlvi-  et  I  •n-ccc-xxim-  diflferentia  -oj-ccxxii-,  ut  sit  in  abajco  disposicio 

talis.  I  Si  uero  maior  numerus  superius  |  tan- 

tum  maiorem  habajerit  summam,  inferioribus 

1.20        '     I      ~  ^^     ,      .  I  j^^|.0jjj  sedibus  a  minoris  numeri  |  caracte- 

rum  quantitate  uincetur,  |  ibi  tali  cautela  me- 
dietates  erunt  interserejndf,  qu§  inferioribns 
aggregat^,  cum  articulos  ad  |  superiora  tnms- 
miserint,  parem  superioris  numeri  caracteribns 
I  summam  ibi  remanere  necesse  sit.  Quod  di- 
f^  oimus  tali  |  nobis  liquebit  exemplo.  Sint  supe- 
rius in  abaco  dispositi  ||  -Ixn-ccc-xxn-  inferius 
•xxv«dcc-lxvi-  eruntque  |  in  deceno  miUeno 
'^,,  in  railleno  »T-,  in  centeno  -hT ,  |  in  deceno  -TT-,  in  singulari  itidem  -7 
superius  ordinatL  inferius  uero  in  deceno  milleno  -TT-  in  milleno  -IJ*,  in 
centeno  ■/^•,  in  deceno  •^•,  in  singulari  itidem  ^-  disposi|ti.  in  singulari 
ergo  super  senarium  item  sonarium  |  medium  ponemus,  qui  similis  aggregaii 
ad  superiora  |  ai*ticulum  transmittat  et  binarium  superiori  9quum  in  j  eo<3em 
loco  relinquat.  in  deceno  autem  super  senarium  |  quinarium  locabimus,  qui 
cum  ipso  senario  et  superaeniente  |  ab  inferioribus  articulari  unitate  «xu- 
i-ioexplere  et,  |  binario  ibi  relicto,  ai*tionlum  possit  ad  anteriora  |  tinuismittere. 
in  centeno  quoque  super  septenarium  quinarius  statuetur,  |  qui  accepta  ab 
inferioribus  articulari  unitate  cum  |  eo  -xui*  faciat,  articuloque  in  antea  pro- 
moto  temajrium  superiori  äqualem  inibi  relinquat.    porro  in  milleno  |  super 

quinarium  senarius  positus  cum  ipso  et 
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f.  IV 
1.1 


super  adicienda  |  unitate  daodenariimi 
explens  superiori  parte  |  binarium  ibi- 
dem relinquens  ad  decenum  milienam 
arti|culum  diriget.  postremo  in  deceno 
milleno  super  j  binarium  ternarium  con- 
stituemus,  qui  cum  ipso  et  adie|cta  sibi 
ab  inferioribus  unitate  senarium  sa- 
perioris  ca|racteris  explebit  summam. 

Quo    expleto    indubitan  |  ter   enuntiare 

poterimus,  inter  •  Ixii  •  ccc  •  xxn  •  et 
•xxv-|dcc'lxvi-  «xxxvidlvi-  medietatis  seu  diffejrenci^  locum  obtinere,  Quod 
ut  planius  liqueatur  in  sub|iecta  formula  sub  oculo  demonstrabimus.  ] 

Sane  et  de  coUigendis  |  numerorum  continuatius  dispo'sitorum  suimnis, 
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sixxe   in  iiatura{li  ordine,  siue  ab  unitajte  onmium  imparium  seu  et  cuiuslibet 
qxiaxititatis  |  mnltiplicium,  nee  non  et  de  niuneris  ab  aliquo  mente  |  con- 
cepüs,  qua  ratione  et  a  calculatore  quasi  diuinan|do  inuestigari  possint,  ali- 
quid snper  hoc  adieiendum  |  est,  nt  iis,  qu§  ad  mnltiplicationem  aliqnatenns 
pertinere  |  aidebantur,  plene   ezplicitis,  ad  ea,  qn^  de  diuisione  |  diffosinsi.  lo 
trsLctanda  sunt,  liberius  accedamus.   Igitur  ei  numeri  |  ab  uno  nsque  ad  quam- 
übet  partem  naturali  ordine  |  dispositi  summam  coUigere  nolueris,  per  medie- 
tatem  |  ultimi  et  eum,  qui  ipsum  ultimum  in  naturali  ordine  |  seqaitur,  im- 
paxem  multiplicatione  faeta,  quam  qufris  |  summam  inuenies.    üerbi  graüa. 
si    dispositionis  huius  |  summam  •i*u-m*miv*yi-yn-vni*  habere  |  uolueris, 
per  medietatem  octonarii  id  est  quaternarium  |  et  eum,  qui  octonarium  sequi- 
tur  imparem,  id  est  nouenarium  |  multiplicatione  facta,  id  est  «xzxyi*,  ipsius  i.  so 
a^gregatijonis  summam  subcrescere  uidebis.     Si  uero  usque  ad  quemjlibet 
imparem  naturalis  numeri  ordinem  extendes,  ipjsum  ultimum  imparem  per 
maiorem  sni  medieta|tem  duces.    ut  si  ipsius  naturalis  numeri  appositione  | 
usqne  ad  «xi-  produxeris,  ipsum  undenarium  per  maiorem  |  sui  medietatem, 
id  est  per  senarium  metieris^  summamque  ||  totius  dispositionis  id  est  •Ixvi*  i.^i 
excreuisse  pronuntiabis.     Sin  |  autem  ab  unitate   omnes  impares  aggregare 
nolueris,  |  ultimi  aggregati  maiorem  medietatem  in  se  ipsum  more  tetragoni 
duces  et  summam  inuenies.     ut  in  |  hac  dispositione  »i-in'VVii-iX'Xi-xjii- 
Ultimi  I  in  ordine,  id  est  «xm*,  maiorem  medietatem,  id  est  *vii*,  |  in  se  duces 
et  in  •xl*ix-  summam  processisse  cognosces.  |  Quod  si  a  binario  omnes  pares 
disposueris,  medijetatem  ultimi  et  numeri,  qui  illam  medietatem  in  |  naturali  i.  lo 
dispositione  sequitur,  per  alterutrum  metieris,  |  summam  habebis.     üerbi 
gratia  si  •n.mi«vi-vin'  |  x-xii-  digesseris,   per  ultimi  medietatem,  scilicet 
senajrium,  et  illum  Dumemm  qui  senarium  in  naturali  dispositijone  sequitur, 
nidelicet  septenarium,  multiplicationem  |  facies  et  -xlii-  summam  surgere  non 
dnbitabis.    MultiiplLcium  autem,  uidelicet  duplorum  triplorum  quadruplorum 
I   et  deinceps  (et)  terminos  ad  quantameunque  uolueris  numero|sitatem  hac 
ratione,  quam  dicturi  sumus,  ordinabis  et  |  ordinatorum  summas  incunctanter 
coUiges.    Si  mul|tiplicium  terminorum  pares  |  uolueris  facere  progressiones,  i.  20 
quod  impari  numero  non  |  unum  tantum  sed  duo  media  sunt,  duobus  mediis 
per  I  alterutrum  ductis,  ultimum  terminum  liquide  pemo|tabis.    Quod  autem 
diximus,  primo  in  duplis,  deinde  in  triplis,  ||  uel  et  in  quadruplis  ostendamus.  ^-^^^ 
Bi  duplorum  terminos  ab  |  uno  absque  ad  quantamlibet  progressionem  por- 
rigere  uolu|eris,  si  numerum  progressionum  imparem  facere  propones,  me;dium 
terminum,  uti  diximus,  in  se  duces  et  ultimum  habejbis  ita.    Si  -ni*  uolueris 
terminos  ordinäre,  scilicet  terj  minus,  qui  inter  primum  et  tertium  medius  est, 
uidelicet  bina|rius  unitatis  duplus  in  se  ductus  quaternarium  faciet,  |  qui  in 
duplorum  ordine  tercius  est.    Si  uero  quinque  uolueris  |  terminos  disponere, 
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1.10  tercias  terminus,  id  est  quattnor,  qui  inter  primum  |  et  quintam  medias  est^ 
tetragonaliter  sese  metiens  «xyi-  |  reddet,  qui  duplorum  quintum  obiinet 
locnm.  Quod  si  pajres  terminos  uolneris  coUocare,  secundas  et  tercins,  qui 
inter  |  primnm  et  quartniu  medium  tenent  locum,  se  mutuo  au|gente8  qnar- 
tum  efficiant  bis  enim  -IUI"'-  octo  sunt,  et  octojnarius  in  dupla  dispositione 
quartus  est.  tercius  et  quintus,  qui  inter  |  primum  et  sextum  medii  sunt,  se 
commensurantes  sextum  conüjciunt.  Quatemarius  octonarium  metiens  -xxxn* 
complet,  I  qui  numerus  in  dupla  proportione  •vi^'«  est.  Similiter  quartos  et 
I  quintus  octauum,  quintus  et  sextus  decimum,  .yi*^»  et  •vn^^-xn"*""-, 
I  •vn'"'  et  •vm"-xnu"^°-  et  deinceps  ad  hane  consequentiam  medii  |  ter- 
minos Ultimos  sine  impedimento  procreabunt.    In  imparibus  |  nero  progres- 

1. 20  sionibus  sicut  seeundus  tercium  et  tercius  quintnm,  ita  «iin***'  |  vn™"^-,  -v*"* 
nonum,  .vi*"xi°*^-,  •vn"~-xin"*^°'-,  octonus  •xv"'™-  et  de|incep8  eadem 
ratione  medii  tennini  tetragonaliter  se  |  multiplicantes  Ultimos  generabnnt 
Idem  quoque  in  |  triplos  corrigere  liquei  Temarius  enim,  qui  in  triplomm 
dispositione  [  seeundus  est,  in  se  ductus  (est)  tercium,  id  est  nouenarium 
rejddit,  seeundus  et  tercius,  id  est  temarius  et  nouenarius  •xxlvii-  generant, 
qui  in  triplomm  ordine  quartus  est.  Quintum  |  autem,  scilicet  »Ixxxi-  ter- 
cius, id  est  nouenarius  in  se  |  ductus  efficit.  et  deinceps  hoc  ordine  omnes 
tri|plorum  Ultimos  terminos  inuenies.  Nee  non  |  et  in  termini  quadruplis 
idem  est.     Seeundus  enim  terminus  id  est  |  quatemarius  in  se  ductus  ter- 

1  locium,  scilicet  'XV!*,  |  quartum  terminum,  uidelicet  «Ixim-  procreant.  |  Porro 
tercius  terminus,  id  est  •XYi-  in  se  ductus  -cclvi«  |  id  est  quintum  terminum 
reddit.  et  ne  in  exemplis  diu|tiu8  inmoremur,  idem  in  omnibus  multiplicibus 
necesse  erit  euenire.  Quamquam  autem  pari  in  omnibus  multiplicibus  ra;tione 
termini  ordinentur,  dissimiliter  tamen  aggregajtorum  terminorum  smnm^  col- 
lignntur.  In  duplici  |  enim  dispositione  ultimus  terminus  omnes  pr^ceden{ies 
uno  superat  et  duplicatus  extremus  termi|nus,  si  unum  depr^henserit,  omniom 
insimul  ter|minorum  summam  complebit.    üt  in  iUa  dispojsitione  nbi  «Ixnn' 

1.80  extremus  est,  id  est  cxxvn*  om|nium  terminorum  summa  concurrit,  imo 
uidelicet  |  minus  quam  duplo  extremi  termini.  In  triplici  autem  |  dispositione 
ultimus  terminus  ad  omnes  ceteros  uno  |  amplius  quam  duplus  est.  Quorum 
omnium  si  summam  |  qu^ris,  ipsi  ultimo  termino  medietatem  sui  |  uno  minus 
adicies.  Ut  in  illo  triplicium  ordine  |  uerbi  id  est  -Ixxxi«  extremus  terminos 
^11  occurrit  ipsius  {|  numeri  medietas  uno  sequestrato  eius  numero  addita  |  omnium 
terminorum  summam  id  est  -cxxi'  complebit.  Porro  |  quadruplorum  extremus 
terminus  ad  omnes  pr^cedentes  uno  |  plus  quam  triplus  est.  Quorum  omniom 
si  sunmiam  qu^ris  ultimo  |  terciam  sui  partem  adicies,  quam  superliaban- 
dante  unita|te  colligeris.  üt  in  ea  quadruplorum  progressione,  ubi  |  -cclvu' 
ultimus  terminus  est,  ipsi  numero  terciam  sui  pa|rtem,  id  est  -Ixxxy-,  quam 
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remanente  unitate  colle{gimas,  aggregamns.  et  in  •ccc-xli-  suimnam  crescere 
indn;bitant6r  adaertimns.  Ad  eandem  equidem  consequentiam  |  quincuplomm  1.10 
ultimus  terminus  quadniplis,  sexnplomm  |  quintuplis,  septuplomm  sexuplis, 
octuplomm  8eptu|plis,  nonnplonun  octuplis,  decnplomm  nonuplis,  |  unde- 
cnplorum  decuplis  est  et  deinceps  nno  semper  mi|Dor  ultimi  termini  ad  reli- 
qaos  multiplicitus  |  est,  quam  ipsoram  ad  inaicem  termmonim  comparatione. 
I  et  secundum  pr^monstratam  in  pancis  rationem  et  in  ceteris  |  omnium  ter- 
minorom  snmmam  diligens  calculator  inne  niet  | 

Si  quem  antem  in  mnltiplicando  et  diuidendo  exjercitatum  abacistam  1. 20 
quasi  dininando  eludere  |  noles,  nt  quem  ipse  mente  conceperit  numernm 
promte  |  edicas,  nnmemm  ab  eo  mente  conceptum  inbe  |  piimo  duplicare, 
deinde  triplicare,  postmodum  |  in  dno  diuidere  et  medietate  abiecta  alteram 
I  triplicare,  dehinc  quot  ex  illa  mnltiplicatione  collegit  ||  nonenarios  requirere  '-^^^ 
et  quot  tibi  responderit  nouenajrioS;  totidem  eom  cogitasse  dices  unitates. 
Item  numerum  |  mente  conceptum  iube  duplicare,  duplicatum  quinca|plicare, 
abiecta  medietate  alteram  triplicare  et  |  quot  interrogatns  se  collegisse  re- 
sponderit quindenarios,  |  totidem  concepisse  comprobator  unitates.  Item 
numerum  me|nte  conceptum  iube  primo  triplicet,  deinde  quincapli{cet,  ad 
ultimum  terciam,  remotis  duabus,  sexies  du|cat.  tunc  interrogatus,  quot  tri- 
genarios  se  collegisse  res{ponderit,  tot  cogitasse  pronunciabitur  unitates.  |  l  10 
Item  numerum  mente  conceptum  iube  primo  triplicare,  tri|plicatum  quadru- 
plieare,  deinde  medietatem  abjicere,  alteram  quincaplicare,  idem  terciam 
bisse  remo|to  sescuplare.  bis  actis  interroga,  quot  sexageni  |  ex  illa  malti- 
plieatione  collecti  sunt,  et  quot  tibi  respon|derit  sexagenos,  totidem  con- 
cepisse perbibetur  unijtates.  Item  numerum  quemlibet  cogitauerit  iube  du|pli- 
care,  duplicato  quinque  addere,  inde  totum  insimul  |  quincuplicare,  quincu- 
plicatum  decies  ducere.  quo  |  peracto,  quot  centenos  multiplicatio  coUegerit  1. 20 
interrogajbis.  sciens  autem  qaod  de  illa,  quam  pr^diximus,  quinarii  adie|ctione 
•Gcl-  producti  sunt,  bnnc  numerum  de  ea,  quam  tibi  dixjerit;  summa  redices 
et  quot  centenarii  remanserint^  |  tot  eum  cogitasse  pronunciabis  unitates.  | 

Quum  in  superioribus  de  numerorum  mnltiplicatione,  qu^  |  memoria 
occurrere  potuenmt,  quanta  po|tuimus  breuitate  perstrinximus,  superest,  ut  \^ 
de  diuisone  |  aliquid  dicere  aggrediamur.  Diuisio  igitur  alia  simplex,  |  alia 
composita.  Composita  alia  continua,  alia  inter|missa.  Simplex  diuisio  est, 
ubi  quotquot  fue|rint  dinidendi,  unus  tantum  caracter  diuisor  adjhibetur. 
Composita,  ubi  plures  applicantor  dinisojres,  siue  unus  siue  plures  fuerint 
diuidendi.  qu^,  |  si  diuisores  continuatim  dispositi  fuerint,  continu|a  dicitur, 
intermissa  uero,  si  diuisores  aliquot  interjuacantibus  arcubus  fuerint  inter-  l  10 
rupti.  Diuisiones  ergo  |  pro  diuisorum  ratione  et  uocabala  sortiuntur  et 
regulas.  |  et  sicut  in  multiplicationibus  per  multiplicatorum  deno|minatione8 
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maltiplicandos  augeri  sapra  docnimus,  |  ita  et  hie  per  dinisorom  denomina- 
tiones  diuidendos  |  diminaemas.  Et  dioisiones  ali^  sine  differentiis  faerint 
I  qaas  aureas  appellant,  ali^  cum  differentiis,  qn^  ferre^  colgnominantar.  Qni 
aatem  haec  nömina  posueront,  nichil  |  dignnm  memoria  super  ipsomm  nomi- 
oum  ratione  in  scriptis  suis  |  reliquisse  inneniuntnr.    Eo  igitur  ordine  quo 

1. 20  eas  disposuimus  |  primum  aureas  deinde  ferreas  diuisiones  exequamor.  Aiiref 
itaque  diuisionis  tarn  simplicis  quam  composit^  |  proprium  hoc  est,  statuib 
diuisoribus  et  diuidendis,  diuijsoribus  quidem  in  abaci  spacio  snperiori,  dioi- 
dendis  nero  |  in  medio,  si  dinisores  in  inferioribns  areubus  fuerint  |  super 
diuidendos  trahantur.  et  pro  ratione  sedium,  quas  prius  obtijnuerant,  deno- 
minationes  suas  disponaut.  üerbi  gratia  ut,  si  diuisor  primo  singularem  ob- 
^'^\  tinuerit,  quocumque  ad  diuidendum  protrahatur,  denominal|tionem  saam  snb 
se  ponet.  si  in  deceno  fuerit  promo|tus  in  antea  ad  diuidendum,  a  loco,  m 
quo  sederit,  |  denominationem  retro  secundabit,  si  in  centeno,  |  terciabit,  si 
in  milleno,  quartabit  et  deinceps  pro  ratijone  primarum  sedium  singuli  qui- 
que  dinisores  ad  diui|dendum  in  antea  producti,  a  locis  in  quibns  sederint, 
I  denominationes  retrograde  disponaut.  Hoc  autem  tamjdiu  faciendum  erit, 
quo  adusque  ad  proprias  sedes  rejducti  in  subiectis  diuidendis  nequeant  di- 

L 10  nu|merari.  et  tunc  quod  remanserit,  indiuisibile  |  reputabitur,  aut  in  minuta 
I  resecabitur.  Erit  ergo  diligentis  abacist^,  in  |  diuisionibus  multiplicationnm 
similitudinem  con|trarie  considerare,  ut  sicut  in  multiplicationibus  |  seenndum 
multiplicatorum  sedes  digitos  in  antea  |  promouebamus,  sie  in  diuisoiibns 
secundum  primas  diullsoinm  sedes  denominationes  retrogradim  transfera  mus. 
et  sicut  in  multiplicationibus,  ubi  singularis  sinjgularem  mnltiplicabat,  nullam 

1. 20  nobis  necessajriam  regulam  docuimus,  quod  in  ea  multiplicatijone  noUa  maior 
summa  quam  simpliciter  enunciatur  |  excrescit,  sie  in  diuisionibus,  ubi  si 
singularis  singnla|rem  diuidit,  nuUa  nobis  regula  opus  erit,  dicijmus,  qaum 
in  nulla  maior  diuisoris  portio  inuejnitur,  quam  simplici  denominatione  pro* 
\fl  nunciatur.  |  Ac  primum  de  simplici  diuisione  tale  nobis  sit  ezemp  lum.  Poda- 
tur  in  singularis  spatio  superiore  -rß*  di|ui3or,  in  deceni  spacio  medio  •^' 
diuidendus.  |  secundum  pr^monstratam  regulam  quatemarium  diuisorem  |  in 
deceno  super  diuidendum  senarium  ponemus  et  quoties  |  ipse  in  senario  cod- 
tineatur,  qu^remus.  cumque  responjsum  fuerit,  semel  et  remanent  duo,  oon- 
siderantes,  quod  |  diuisor  ipse  primo  singularem  obtinuit  sedem,  uni  tatein 
pro  denominatione  sub  eo  in  eiusdem  deceni  infimo  |  spatio  ponemus  et  bina- 

1. 10  rium,  qui  remanserit,  in  me|dio  locabimus.  deinde  quatemarium  ad  propriam 
sedem,  uijdelicet  ad  singularem  reuocabimus,  eumque  in  bina|rio  qui  in 
deceno  de  prima  diuisione  remanens  uigjenarium  explet  numerum,  denomina- 
bimus  ita  dicen{do:  quocies  est  quatemarius  in  uiginti.  seientesque,  |  enm 
in  «xx»  quinquies  contineri  et  nicbil  remanere  |  quinarium  sub  eo  in  singulari 
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ponemos,  semata  |  regula,  qu^  dicit:  singularis  denominationem  |  saam  sub 
se    ponit.     quo   facto  dioisione  completa  |  pronantiabimus,  quatemarinm  in 
-  Ix  -  qnindecies  contineri  |  nichilqne  remanere.     Quod  si  utnun  bene  dini- 1-  ^ 
sejxiinas,  multiplicando  probare  nolnerimns,  ipsum  |  quatemarium  diuisorem 
per  denominationes  mnlti  plicando  sexagenarium  numerum  procol  dubio  re- 
pa.|rabiinii8.     Item  de   simplici   dinisione,   ubi  plures  |  sint   diuidendi,   tale 
sumamus  exeniplum.    Sit  |  in  deceni  snperiore  spatio  •'^*  diuisor,  in  centej'no  Vi 
-/\-,   in  ipso  deceno  -TT'  in  mediis  spaciis  di|uidendi  disponantor.     itaqne 
senariam  dinisorem   a  |  deceno  in  centenum  super  septenarium  trabemus, 
emnque  |  in  ipso  septenario  denominabimus  ita  pronuncijando:  quociens  est 
senarius  in  septenario.     cumque   eum  |  semel  in  illo  contineri  et  unum  re- 
manere responderimus,  |  in  eodem  loco  unum  relinquimus  et  scientes,  quod 
diuisor  |  secundum  locum,  id  est  decenum  obtinuit,  unitatem  pro  delnomina- 
tione  retro  ad  deceni  inferius  secundabimus  |  spatium.    ad  propriam  sedem,  i.  lo 
id  est  ad  decenum,  dinisorem  reirahemus  |  senarium,  dicemusque:   quociens 
est  senarius  in  -xn®^-  uidelicet  |  in  illa  unitate,  qu^  de  septenario  in  cen- 
teno  rejmansit  et  in  binario,  qui  primo  in  deceno  positus  |  fuit.    uidentesque 
in  -xii-  senarium  bis  contineri,  |  binarium  pro  denominatione  retro  ad  singu- 
larem  secunjdabimus,  secundum  iUam  deceni  regulam  qu^  dicit,  decenus  |  de- 
nominationem suam  secundat.   emntque  in  denomijnationibus  unitas  in  deceno, 
binarius  in  singulari,  qui  |  simul  •xii-  complent.    sicque  cognoscemus,  -Ix*  in  i. so 
-dcc'xx«  I  duodecies  contineri.    porro  si  quis  et  bic,  utrum  bene  |  diuiseri- 
mus,  probare  uoluerit,  facta  per  denominationes   diuisoris  multiplicatione 
diuidendorum  |  summam  redintegrabit.     Eodem  quippe  modo  et  centenus 
dijuisor  denominationes  retro  terciabit,  millenus  quarjtabit,  decenus  millenus 
quintabit  et  ceteri  per  ordinem  |  quotos   a  prima  sede  obtinuerint  locos,  a 
sedibus  |   in  quas  traducti  fuerint  retro  gradationibus  denominati|ones  suas  \^l 
ordinabunt.    Et  hoc  simplicis  aure^  diui|sionis  proprietas  est,  quam  et  prius 
exposuimus  uerbo  et  prius  modo  patefe|cimus  exemplo.     Composit^  autem 
diuisionis  proprium  est,  statutis  |  diuidendis  et  diuisoribus   diuisores   super 
dinidendos  |  sicut  ei  in  simplici  trabere.     et  primum  tantum   id  est,   per 
maxijmum  dinisorem  denominationem  sumere,  reliquos  uero  dijuisores  de  re- 
sidua  summa  per  primi  diuisoris  denojminationem  remouere.  uerum  tamen  pri- 
mus  diuisor,  et  si  |  s^pius  in  primo  diuidendo  denominari  possit,  habitai.  lo 
I  posteriomm  diuisorum  consideratione,  tanto  moderami|ne  suo  diuidendo  com- 
parandus  est,  ut  reliqui  ünetenus  |  diuisores  de  residua  summa  per  sumptam 
ab  eo  denojminationem  possint  absque  offendiculo  remoueri.  |  quod  eo  usque 
fiet,  donec  inminuta  summa  et  diui|soribus  ad  proprias  sedes  regressis,  diui- 
dendi eis  minores  |  occurrant  et  tunc  quod  remanserit  uel  in  minutias  dijui- 
demus,  uel  tamquam  indiuidnüm  relinquemns.  Sint  ergo  diuijsores  in  milleno  |  i.  20 
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'W;  in  centeno  -rß-,  in  deceno  -^^  atque  in  mediis  diui|dendorum  sedibns  in 
centeno  milleno  hT-,  in  deceno  milleno  |  'i^'^  in  milleno  -S*  diuidendi  dispo- 
nantnr.  cumqne  diailsores  super  diuidendos  eo  ordine,  quo  in  sedibus  suis 
sunt,  posuerimus,  temarium  in  supposito  sibi  ternario  semel  ac{cipiBmiiB  et 
i^i  nichil  remanebit,  ipsamque  denominajiionem,  id  est  unitatem  retro  ad  cen- 
tenum  quartabimus,  consideVata  primi  diuisoris  ratione,  qui  quartnm  locnn 
id  est  millenum  |  primo  obtinuit.  per  hanc  autem  denominationem  quater.'na- 
rium  diuisorem  de  supposito  sibi  quatemario  semel  |  auferentes  nichil  ibi 
relinquemas.  atque  per  ipsam  eandem  |  senario  diuisore  de  supposito  sibi 
octonario  sejmel  ablato,  duo  remanebunt,  positoque  inibi,  id  est  |  milleno 
•  TT-,  diuisores  ad  proprias   sedes  reuocabi|mus.     Completa  ergo  nsque  ad 

1. 10  minutias  diuisiooe,  quia  |  qu^  remanent,  duo  milia  in  'iii-cccc-lx-  per  in- 
te|grum  diuidi  non  possunt,  plene  constare  licebit,  |  in  -ccc-xlvin-  -in-cccc-lx 
centies  contineri  et  ii"«  |  milia  indiuisibilia  remanere.  Quam  dinisionem  si 
cui  I  probare  placuerit,  tunc  nos  bene  diuidisse  comperiat,  ]  cum  facta  per 
denominationem  multiplicatione  sumjma  fuerit  in  integrum  restituta.  Item 
per  compo|8itos  continuatim  diuisores,  aliud  proponamus  ez|emplum.  Sint  in 
deceno  milleno  -TT*,  in  milleno  •'^•,  in  |  centeno  -8*  diuisores  ordinati,  in 

1. so  centeno  milleno  -^•,  in  |  deceno  milleno  •TT-,  in  milleno  •!*  diuidendi  |  in 
mediis  dispositi  sedibus.  tractis  ergo  super  diuijdendos  diuisoribus  primus 
diuisor  biaarius  supposito  |  sibi  senario  comparabitur.  qui  quamuis  in  eo  ter 
accipi  I  possit,  tarnen  habita  posteriornm  diuisorum  consideratione,  |  qni 
\^l  utique  sibi  suppositis  diuidendis  multo  maiores  {|  sunt,  non  nisi  bis  accipietnr, 
ut  reliqui  diuisores  de  residuo  |  per  eandem  denominationem  remoueri  pos- 
sint.  binarium  |  ergo  ad  denominationem  retro  in  deceno  quintabimus  atqoe 
{  in  centeno  milleno  alterum  binarium,  qui  de  senario  remanjsit,  relinquemns. 
ac  per  ipsam  denominationem  senarium  |  diuisorem  non  de  subiecto  sibi 
binario,  qui  eo  multo  |  minor  est,  sed  de  illo  binario,  qui  de  senario  in  cen- 
teno I  milleno  remansit,  quique  respectu  senarii,  qui  in  postejriori  loco  est, 

1. 10  uigenarii  uice  fungitur,  bis  remo|uebimus,  remanebuntque  octo  ad  posterio- 
rem locum  I  cum  binario,  qui  ibi  est,  transponendi.  deinde  per  ipsam  |  eandem 
primi  diuisoris  denominationem  sequentem,  id  est  octo|narium,  non  de  snb- 
iacente  sibi  unitate,  qu^  multo  mijnor  est,  sed  de  binario  in  anteriore  arca 
cum  octojnario  consistente,  tamquam  de  uiginti  tolletur,  remajnebnntqne 
•uu^'-  qui  ad  posteriorem  arcum  relati  et  u|nitati  iuncti  quinarium  facieni 
et  erunt  residui  |  in  deceno  milleno  -S*,  in  milleno    l]-  diuidendi.  |  tunc  di- 

1. 20  uisores  ad  proprias  sedes  reducemus  iterumque  primum  |  diuisorem  binariam 
in  subiecto  sibi  octonario  propter  pr^molnstratam  rationem  non  quantum  sed 
tantum  accipiemus,  atque  ip|sum  temarium  ad  Ultimos  digitos,  id  est  ad 
singularem  |  quintabimus,  remanentibus  in  deceno  milleno  duobus.  |  et  de 
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ipsis  duobns,  qui  respecin  senarii  in  posteriore  |  arca  consistentis  »xx-  faciont, 
ipsum  senarium  per  pr§di||catain  denominationem  ter  tollemus,  remanebunt-  ^\^i 
quo  duo,  I  qui  quinario  in  milleno  inncti  -vu*  explebunt.    de  quo  |  septenario 
std  posteriorem  se  octonarium  -Ixx-  reddente  |  com  octonariom  ter  remoueri- 
mua,  remanebunt  ad  ipsum  |  octonarium  in  centeno  existentem  -xlvi-,  qua- 
temario  |  in  milleno,  in  centeno  senario  posito.    qui  post  ea  per  minujtias 
diuidentur.    eritque  minor  ille  numerus  id  est  -xxvi'dccc-  |  in  maiore,  uide- 
licet  in  •dcxxi*  uigies  ter,  remanebuntque  j  •im* de-.    In  intermissa  quoque 
diuisione  eadem  obseruantia  |  est.    Sed  quum  si  forte  longa  acciderit  inter- 1.  lo 
missio,  8impli|ciorem  abbacistam  non  nullo  scruplo  mouere  potest,  |  quid  in 
tali  diuisione  facto  opus  sit,  expediendum  nidetur.  |  Ponamus  itaque  in  cen- 
teno milleno  •'H*  diuisorem  et  in  dece|no  -rß-,   tribus  in  medio  uacantibus 
sedibns,  atque  infra  |  in  milleno  milleno  •  TT  •  diuidendus  adhibeatur.  et  quidem 
in  ipso  I  binario,   qui  ad  senarium  in  posteriore   arcu  positnm  uigenarium 
explet,  ipsum  senarium  ter  acjcipiemus,  remanebuntque  -u^*  in  centeno  mil- 
leno retro  transjponendi.    ipsam  uero  denominationem,  scilicet  temarium,  ad 
I  singularem  arcum  sexabimus  ac  per  ipsam  denominationem  |  quatemarium  i.  20 
diuisorem  de  remanente  in  centeno  milleno  |  binario  remouere  necesse  habe- 
bimus.    quod  sie  faciemus.  |  in  singulis  uacuis  arcubus,  id  est  in  deceno  mil- 
leno, in  milleno  |  atque  in   centeno  singulos  •9*  ponemus,  alteram  in  suo 
lo|co  relinqnemus.    tunc  de  nouenario  in  centeno  posito  |  et  superposita  sibi 
Imitate  qui  respecta  deceni  pro  centum  |  computantur,  ter  •iui°'-  anferemus, 
remanebuntque  -Ixx-  ||  •xvm-.    Enmtque  in  centeno  -S*  et  in  deceno  |  simi-  '-^^i' 
liter  -8-.   factaque  diuisione  erunt  in  bis  mille  |  milibus  -dcxl*  ter,  remanen- 
tibns  •cxcix-dccc-lxxx«.   Sajne  eodem  ordine  procedemus,  ubicumque  de  longo 
remoto  namero  |  inferiorum  diuisorum  quantitatem  per  denominationem  primi 
j  remouere  oportebit,  tunc  ut  pr^monstratum  est,  in  singulis  |  uacuis  sedibus 
singulos  nouenarios  ponemus  et  subtractam  |  de  superiori  numero  unitatem 
saper  ultimum  nouenarium  stajtuemus,  in  inferiores  diuisores  per  primi  de- 
nominationem I  auferentes,  quid  residumn   sit  liquide  colligere  poteri|mus.  1. 10 
Sed  quum  et  alius  in  aurea  diuisione  diuidendi  mo|dns  a  plerisque  usitatus 
est,  ne  quid  quod  scitu  utile  sit,  pr^teriisse  |  uideamur,  de  eo  et  aliquid 
dicere  nequaquam  supersedendum  est.    In  boc  |  siquidem  diuisionum  genere 
statutis  diuisoribus  et  diuidenjdis  diuisores  in  proprüs  sedibus  immobiles  per- 
manebunt.     sed  |  tamen  pro  sedium  suorom  ratione  de  diuidendis  sumtas 
deno|minationes  ordinabunt  ita,  ut,  qui  in  primo  arcu  faerit  |  diuisor,   in 
eodem,  quem  diuidet,  denominationem  ponat.     qui  |  in  secundo,  id  est  in 
deceno  steterit,  ab  eo,  quem  diuidet,  denojminationem  secundet.    qui  in  cen- 1.20 
teno,  terciet.    qui  in  milleno,  |  quartet  et  deinceps  ad  eandem  consequentiam. 
Hoc  antem  in  huius  |  centeni  (sie)  genere  attendendum  erit  ut,   quamdiu 
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diuisomm  ca|r6ct6re  minore  et  dimdendomm  maiore  denomiiia{tio  di^taüter 
accipi  potent,  nunquam  artioulariter  |  accipiatur  et  tmic  eo  quo  diximns 
ordine  secimdam  diaisorum  |  sedes  adinuemendos  collocetnr.  übi  uero  in- 
^'^\  minutauerit  Bu{|iDiuaiu,  articulariter  accipienda  erit,  uno  inferius  |  a  dinidendis 
loco,  quam  ipsi  a  primo  arca  fuerint  diailsores,  denominaiiones  disponentnr, 
donec  ad  snmmam  |  manum  perducta  per  integres  numeros  diuisione,  snb 
diui|soribuB  minores  oecurrent  diuidendi.  et  tone  quod  remanebit^  aei  |  in* 
diniduum  reputabitur,  uel  in  minnta  secabitur.  Et  hoc  in  simplici  diaisi  one 
dictum  accipiatur.     In  compositis  autem  diaisoribus  et  conti] nuis   et  inter- 

1.10  missis,  seruata  in  omnibus  diuisomm  immo|bili  sede,  per  primum  diuisorem 
secundum  pr^monstratam  rajtionem  per  denominationes  a  diuidendo  ei  digi- 
taliter  et  |  articulariter  disponentur.  et  per  eonun  denominationes  |  reliqni 
diuisores  de  reliqua  summa,  ut  supera  docuimus,  |  auferentur,  donec  sab  di- 
nisoribus  minores  inaenti  |  fuerint  diuidendi.  Hoc  autem  in  bis  composiÜs 
I  diuisoribus,  quod  in  supenoribus  diximus,  obsemandum  erit,  |  ut  primi  di- 
uisoris  denominatio  tam  moderat^  |  accipiatur  quantitatis,  ut  reliqui  dixdsores 

L  80  de  residuo  po8si|nt  per  eandem  denominationem  remoueri.  hac  ha{bita  con- 
sideratione,  ut  diuidendi  in  superioribus  8edi|bus  longo  remoti  erunt  et  primus 
diuisor  in  primo  |  diuidendo  digitaliter  fuerit  denominatus,  Becimdus  |  diuisor 
de  secundo  diuidendo  digitaliter  idem  remojuebitur,  uel  si  secundus  diuidendns 
secundo  diuisore  minor  ocGu|rrerit  de  eo,  quod  de  primo  diuidendo  reman- 
\^f  serit,  I  articulariter  auferatur.  Si  uero  primus  diuidendns  primo  ;  dinisori 
par,  secundus  secundo  diuisore  minor  faerit,  tunc  |  et  primus  diuisor  arti- 
culariter denondnabitur  et  reli|qui  per  ordinem  diuisores  non  de  prozimis, 
sed  de  8uperiori|buB  dinidendis,  aut  de  eo,  quod  de  primo  remanserit,  |  arti- 
culariter remouebuntur.  et  eo  semper  ordine,  quo  primus  diuisor  uel  digita- 
liter uel  articulariter  denominabitur  et  reliqui  diuisores  non  de  proxima  sed 
de  superiore  summa  et  digitaliter  et  articulariter  remouebuntur,  donec  pan- 
latim  imjminuta  summa  et  usque  ad  diuisomm  sedes  perducta  |  diaisoribus 
minores  diuidendi  inueniantur.  aut  si  |  sub  piimo  diuisore  diuidendns  par 
occurrerit,  relijqui  uero  diuisoribus  suis  minores  faerint,  tunc  quicquid  erit^ 

1.10  {  ad  minuta  seruabitur.  Hoc  autem,  quod  diximus,  primum  |  per  simpliees 
et  postmodum  per  compositos  diuisores  sub  |  exemplo  lucidius  ostendajnoa. 
Ponatur  in  singulari  |  limite  «rß*  diuisor,  in  centeno  •'^«,  in  deceno  |  -q-,  in 
singulari  -W-  diuidendi.  inmoto  itaque  dijuisore  ipsum  diuisorem  quatema- 
rium  in  illo,  quem  in  centejno  posuimus,  senario  semel  denominabimus,  re- 
majuebuntque  duo.  et  quia  diuisor  singularis  est  et  de  |  digito  sumifcor, 
denominatio  in  eodem  centeno  |  ponetur.     item  in  binario,  qui  in  centeno 

1.80  remansit,  quajtemarium  non  digitaliter  sed  articulariter  quinquies  |  denomi- 
nabimus.     ipsaque   denominatio,   quia  de  |  articulo  tollitur,  inferius   quam 
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dinidendas  stetit,  id  est  ad  |  decennm  transferetur.    deiade  in  quinario  qui 
in  dece|no  est,  quaternarium  dinisorem  semel  accipiemns,  rema|neiiteque  uni- 
täte  ipsam  denominationem  inibi  |  cum  quiDario  reponemus.   Postremo  in  ea, 
qa^   in  dec6|jno  remansit,  unitate  et  temario  in  singulari  posito,  |  qui  simul  \^f 
•xni-  reddunt,  quaternarium  ter  accipiemus.  |  terque  accipiemus,  remanebit- 
que  unus.     atque  ipsum  tema|rium  denominationem  in  singulari  ponemus. 
quo  I  facto,  diuisione  completa,  erit  quatemarius  in  *dc-liii<  |  centies  sexagies 
ter,  remanente  uno.  Quod  si  quis,  |  utrnm  bene  diuisum  sit,  probare  uoluerit, 
cum  per  denojminationes  dinisorem  multiplicando  summam  redin|tegrauerit, 
liqoido  agnoscet.     In  composita  quoque  dijuisione  eandem  uigere  rationem  i.  lo 
tali  instmemor  |  exemplo.    Sint  diuisores  in  centeno  '^'^  in  deceno  |  'Lj*,  in 
singulari  »fr.  ordinati.  sub  quibus  in  mi|lleno  -A  •,  in  centeno  -rß-,  in  deceno 
•TT-    diuidendi  conjstituantur.     inmotis   ergo   diuisoribus  primum  diuisorem 
I  senarium,  qui  est  in  centeno,  in  primo  diuidendo  sepjtenario  ut  in  digito 
semel  accipiemus,  remane|bitque  unus.    ipsam  autem  denominationem,  quod 
de  digijto  est,  secundum  diuisoris  sedem  a  diuidendo  terciajbimus,  unum  qui 
remanet  in  eodem  looo  relinquemus.  |  tunc  per  pr^monstratam  in  superiori- 1. 20 
buB  rationem  per  primi  dejnominationem  reliquos  diuisores  de  reliqua  summa 
j  subtrahemus.     et  quia  quinarium  de  uicino  sibi  quatemario,  |  quia  minor 
eo  est,  auferre  non  possumus,  de  ultejriore,  qu^  ad  eum  articuli  uice  fungitur, 
unitate  j  eum  remouebimus  et,  qui  remanserint  «V*  quatemario  |  iungentes 
in  nouenarium  conpingemus.     de  quo  no|uenario  qui  ad  sequentem  se  bina- 
rium  nouaginta  |  facit,  quia  de  binario  digitaliter  non  possumus,  |  temarium 
uero  de  articulo  auferemus.    remane'jbuntque  •Ixxxvn-  atque  octonario  inibi  ^.^ 
relicto,  |  septenarium  cum  binario  in  deceno  ponemus,  fi|entque  •Villi*,   rur- 
sum  primum   diuisorem  in  |  snpposito   sibi  octonario  semel  accipiemus  et 
dttojbus  remanentibus ,    denominationem  ad  singularem  |  tertiabimus.     per 
quam  quinario  de  supposito  sibi  nouejnario  sublato  -ini«  remanebunt,  de  qui- 
bus ut  de  arjticulo  temario  remoto  remanebunt  -xxxvu*,  ter|nario  in  deceno, 
septenario  in  singulari  posito.  |  expleta  ergo  diuisione  inuenientnr  «dclui*  in  1. 10 
•vnccjccxx-  undecies  contineri,   remanebuntque  'Cc-xxxlvii-.    Atque  hoc  in 
onmibus  huius  generis  compositis  |  diuisionibus  tam  continuis  quam  inter- 
missis,  sicut  et  uerbis  |  exposuimus  et  exemplificando  ostendimus,  dilige|nter 
obseruando  inoflfenso  pede  procedemus.  |  Per  differentias  quoqne  et  simpli- 
citer   et  composite,  conti|nuatim  et  intermisse  diuidemus.     In  hoc  autem 
geuere  |  cum  quodam  prodigiali  modo  multiplicando  diui|dimu8.    cumque  ad 
hoc  peruenerimus,  ubi  nuUa  de  |  diuidendis  denominatio  accipi  possit,  |  per  1.20 
quam  differentiarum  multiplicatio  iiat,  tunc  re|motis  dififerentiis  secundum 
aure§  rationes  diui|8io  terminatur.     Di£ferentiarum  uero  ali§  integr^,  |  ali^ 
minus  integr^  sunt,  integr^,  qu§  dini|sori  ad  supplendum  denarium  sufficiant, 
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mi|nus  integr^,  qu^  cum  dimBonmi  quantitate  no|a6nariam  suppleani.  ei 
\^\  sciendum,  quod  |  in  omni  simplici  diuisione  diuisori  inte |gra  differentia,  nide- 
licet  ad  snpplendnm  denarium  |  datur.  nee  nnquam  dinidendi  cum  dmisoii- 
bos  in  eadem  |  abaci  sede  constituuntur,  sed  semper  diuisores  in  digriti&, 
I  diuidendi  in  articulis  ponimtar.  Denominationes  |  nero  a  toto  accipiuntar 
et  semper  nno  inferias  loco,  quam  |  diuisor  a  primo  arcu  steterit,  a  diaijdendo 
sequestrantur  ac  per  eas  diuisoris  differentia  multijplieatar.  et  qnamdiu  ar- 
ticuli  de  multiplicatione  |  excreaerint,  ipsi  quoque  ad  denominationem   tra- 

1. 10  huntor,  |  quod  tamdia  fit,  donec  cessante  articrdorum  injcremento  diuidendi 
cum  diuisoribus  in  eisdem  sedibus  injueniantur.  tone,  remota  differentia, 
diuisor  cum  diaidejndo  aure§  diuisionis  lege  comparatur  et  sie  diuisio  |  ter- 
minatur.  Cuius  rei  tale  sit  exemplum.  sit  in  sin{gulari  •  ^  •  diuisor,  in  centeno 
itidem  -'^*  diuidendus.  diui8o|ri  itaque  senaiio  differentiam  ad  denarium 
dabimus,  idest  |  quatemarium,  considerantesque  regulam,  qu^  dicii,  simplex 
I  cum  differentia  primatus,  id  est  in  primo  arcu  positus  deno|minationein  a 

1.20  toto  secundat,  totum  senarium  diuijdendum,  qui  in  centeno  est,  in  decenom 
secundabimus  ac  per  |  eum  diuisoris  differentiam  multiplicabimus,  ita  dioendo: 
sexcies  -iiii-  -xuiu-.  de  quibus  secundum  regulam  digitum,  |  id  est  qaater- 
narium,  ponemus  in  deceno,  binarium  |  articnlum  in  centeno.  iterum  arti- 
culum  binarium  ad  |  decenum  secundabimus  ac  per  eum  differentiam,  id  est 
quatemarium,  |  multiplicabimus  ita:  bis  -im-  -Yni*.  qui  quia  d]g]|ia8,  in 
\^l  deceno  secundum  regulam  cum  quatemario  ponitur  ||  et  -xn»  faciens  binaiinm 
in  eodem  loco  relinquit  et  |  unitatem  pro  articulo  ad  superiora  tnuLBmitüt 
ip|sam  unitatem,  quia  articulus  est,  ad  denominati|on6m  in  decenum  secunda- 
bimus, ibique  cum  senario  |  et  binario  constituemus  ac  per  ipsam  denomi- 
natiojnem  differentiam  semel  ducentes,  quatemarium  in  deceno  |  ponemns 
atque  ipsas  denominationes,  id  est  senarium  |  binarium  et  unitatem  in  none- 
narium  conpingemus.  |  et  quia  de  multiplicatione  articuli  excrescere  desierint, 

1. 10  I  remanserintque  in  deceno  binarius  et  quatemarius,  qui  senarium  |  complent 
et  ipse  ad  diuisorem  in  articuli  sedet  loco,  |  ipsum  quoque  senarium  a  loco, 
in  quo  est,  totum  ad  singalajrem  pro  denominatione  secundabimus  ac  per 
eum  differentiam,  |  sicut  prius  tamdiu,  multiplicabimus,  donec  arüeulis 
I  crescere  cessantibus  senarius  nobis  in  singulari  rema|neat  et  in  ipso  itidem 
singulari  denominationes,  |  uidelicet  •'^•TT-i*  nouenarium  reddant.  tone  | 
demum  differentiam  remouebimus  et  diuisorem  senarium  |  in  supposito  abi 

1. 20  senario  lege  aure^  semel  acci|piemus.  quam  denominationem  cum  nouenario 
addiderijmus,  completa  denarii  quantitate,  articulum  ad  decenum  |  promone- 
bimus,  itemque  de  nouenario,  qui  in  deceno  est,  et  |  superueniente  unitate 
unitatem  pro  articulo  ad  |  centenum  propellemus.  sicque  completa  dinisi<»ie 
patelbit,  quod  in  -de*  senarius  centies  contineatui*.   Eodem  modo  et  |  in  ceteris       i 
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simplicibus  cum  differentia  diaisiosibus  faciendam  |  erit  et  ipsariun  communis 
regula  firmiter  memori||a  tenenda,  qu^  doceat,  qualiter  denominationes  a  toto  \^'^^ 
I    transponere  debeamns.   Est  autem  scilicet  regula:  simplex  |  cum  differentia 
primatas,  id  est  in  singolari  positns  denomijnationem  a  toto  seciindabit,  secun- 
datus  in  decejno  uidelicet  oonstitntus,  tertiabit,  tertiatus  quartabit,  |  quarta- 
tiis  quintabit  et  deinceps  ad  eundem  modum,  |  nt  semper  ono  inferios  a 
dixiidendo  denominatio  re|trogradetar,  quam  ipsorum  diuisorum  fuerit  dis- 
positio.    semjper  enim  ut  dizimus  diuisores  in  digitis,  diuidendi  in  arjticulis  i.io 
eront  et  eo  usque,  ut  sub  exemplo  pr^monstratum  est,  |  articulorum  fiet  ad 
denominationes  transpositio,  |  donec  cessantibus  articulis  sub  diuisoribus  di- 
iiidenjdi  inueniantur  et  tunc  et  lege  aure^  diuisionis  termi|nabitur.     Com- 
positf  uero  cum  differentiis  diuisionis  proprium  est,  |  ultimo  tantum  diuisori 
integram  dare  differentiam,  primo  |  nullam,  mediis  minus   integras.     quf 
autem  integr^,  qu^  mijnus  integr^  differentiae  sint,  superius  exposuimus.    nee 
erit  I  necesse  in  hac  diuisione,  ut  diuisores  in  digitis,  |  diuidendi  contineantur 
in  articulis,  quia  et  si  in  eisdem  sedibus  |  cum  diuisoribus  faerint  diuidendi,  1.20 
quin*diuisio  fieri  debejat,  nichil  erit  impedimenti.    ecquidem  hie  non  a  toto, 
I   sed  a  partibus  denominationes  ducerentur  et  quantumcunque  diuijdendi  a 
diuisoribus  in  superiores  recesserint  sedes,  nunquam  articujlariter  partes  ac- 
cipientur,  quamdiu  digitaliter  accipi  |  potuerint.    atque  ubi  digitaliter  acci- 
pientur,  toto  a  |  diuidendo  remouebuntur  loco,  quot  a  prima  sede  |  primus 
recesserit  diuisor.    ubi  uero  de  articulo  par|tes  sumuntur,  uno  inferius  loCo,  ^-^^ 
quam  diuisor  a  primo  se|derit,  loco  ponentur.    per  ipsas  autem  partes  diui- 
sorum I  differenti^  multiplicabuntur,  donec  in  ultima  summa  |  neque  de  ar- 
ticulo neque  de  digito  partes  tolli  possint.  |  et  tunc  remotis  differentiis  lege 
aure§  diuisio  terminajbitur.   Sane  partes  ipsas  nobis  primi  diuisoris  quantitas 
insinuabit,  qui  si  unitas  fuerit,  de  diuidejndo  medietatem  toUemus,  si  binarius 
tertiatur,  si  terna|rius  quartatur,  si  quaternarius  quintatur,  si  quinarius  sexta- 
tur  et  de|inceps  uno  semper  multiplicior  erit  pars,  quam  |  primi  diuisoris  1. 10 
quantitas  sit.   Si  quid  autem  medietajtes  tercias  quartas  et  ceteras  superabit, 
si  de  digito  partes  subjlat^  fuerint,  in  eisdem  remaneUt  sedibus.    si  de  |  ar- 
ticulo inferius  secundabitur  positisque,  ut  pr^molnstratum  est,  partibus  diui- 
sorum differentia  multiplicab|untur.  Quare  uero  medietates,  tercias  et  quartas 
partes  |  accipiamus,  h^c  ratio  est.    si  quidem  cum  ultimus  diuisor  |  cum  dif- 
ferentia sua  denarium  expleat  mediorumque  |  singuli  cum  suis  differentiis 
singulos  perficiant  nouejnarios,  ab  ultimo  diuisore  usque  ad  primum  uni|tasi.2o 
intellectu  transit  eiusque  quantitati  intellectu  |  conmemorata,  si  medietatem 
fecerit,  medietas  |   de  diuidendo  tollitur,  si  terciatur,  tertia  accipitur,  |  si 
quartatur,  quarta  et  deinceps  ad  eandem  consequentiam.  |  ut  si  primus  diui- 
sor unitas  fuerit,  unitas  ei  intejllectu  addita  cum  ea  binarium  facit,  cuius 
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Vr  ^^^^  II  unitas  medietas  est.  mrsum  si  primus  dioisor  binarlus  |  fnerii,  nnitu 
ei  iutellectn  adiecta  cam  eo  terna|riiim  facit,  cuins  nnitas  tertia  pars  esse 
dinoscitur.  |  et  eandem  in  ceteris  rationem  considerare  licebit.  Atqae  ni 
quod  I  diximus  manifestius  fiat,  tale  proponamus  exemplam.  sint  |  dinisores 
•ii  ccc-xlvi.  binarium  itaque  in  müleno,  terna|riam  in  centeno,  quaterDarinm 
in  deceno,  senarium  in  singujlari  ponemus.    sint  diuidendi  >ccclxv*dc-xl-  et 

1.10  erit  I  in  centeno  milleno  W-j  in  deceno  milleno  •'^•,  in  mil|leno  *l{-,  in  cen- 
teno  •^•,  in  deceno  *rß*.  ac  |  primo  quidem  diuisori  nullam  differentiam  dabi- 
muS;  I  ultimo  uero,  id  est  senario,  in  singulari  integram  differentiam  |  ad 
snpplendum  denarium,  id  est  qnatemarium  superponemus.  mediis,  |  id  est 
quatemario  et  temario,  differentias  ad  nonenariam,  qnatema|no  quinarinm  et 
temario  senarinm  apponemüs.  quia  ergo  primus  |  diuisor  in  milleno  binarins 
est,  de  primo  diuidendo,  id  est  ter|nario,  tertiam  partem,  uidelicet  nnitatem^ 
accipiemus  |  et  nichil  remanebit.    amotoque  temario  ipsam  |  unitatem  secon- 

L  20  dum  primi  dinisoris  rationem  a  centeno  |  milleno  ad  centenum  quartabimizs 
ac  per  eam  differentias  diuijsorum  mnltiplicabimns  et  quatemarium  in  cen- 
teno cum  eo  I  qui  ibidem  erat  senario,  qninariom  in  milleno  cum  altere  qui 
I  illic  habebatur  quinario,  senarinm  in  deceno  milleno  |  com  altere  senario 
ponemus.  aggregataque  summa  pro  |  quatemario  et  senario,  quos  in  o^iteno 
babuimus,  articul|nm  id  est  unitatem  ad  millenum  mittemus.  |  porro  de  mil- 
leno pro  duobus  quinariis  |  unitatem  ad  decenum  millenum  mittemus,  remane- 
'- ^^'  bitique  ibidem  unitas  et  erit  in  deceno  miUeno  unitas  et  -u-  |  senani,  qui 
simul  -xni-  faciunt.  ternarioque  ibi  remajnente  unitatem  ad  centenum  mil- 
lenum mittunt.  mrsum  |  de  hac  unitate,  quia  digitaliter  tertiam  partem  non 
babet,  |  articulariter  tamquam  de  -x«  terciam  partem  accipiemus,  id  est 
I  -iii*,  remanebitque  unus,  quem  ad  decenum  millenum  referejmus  et  com 
ternario  in  quatemarium  conpingemus.  ipsam  uero  tertiam  |  partem  texna- 
rium,  quia  de  articulo  sumpta  est,  non  quartabimus,  |  sed  ad  decenum  quin- 

1.  lotabimus  et  per  eam  differentias  mnltiplicabimns  |  ita:  ter -nn-zn-.  bin»- 
rium  in  deceno  cum  quatemario  ponejmus,  unitatem  in  centeno,  quem  panlo 
ante  uacuum  reliqui|mu8.  item  ter  «v*  -xv«,  eritque  in  centeno  cum  unitate 
qui|narius  et  senarium  perficiet,  in  milleno  unitas,  qu^  cum  altera  ]  unitate 
binarium  reddet.  item  ter  sex  *xvm*.  octonajrinm  ergo  in  milleno  cum 
binario  ponemus,  unitatem  in  de|ceno  milleno  cum  quatemario.  porro  de 
milleno  pro  octonajrio  et  binario  articulum,  uidelicet  unitatem,  ad  de|cena]n 
millenum  transferemus  et  cum  quinario  (L  quatemario)  et  altera  unijtate 

1.20  senarium  faciet.  deinde  de  senario,  qui  in  dece|no  milleno  est,  tertiam  par- 
tem, id  est  -ii*  accipiemus,  nicbilque  |  remanebit.  qu^  quia  de  digito  sumta 
est,  ad  decenum  |  sicut  prior  quartabitur  ac  per  eam  differenti^  multiplica* 
buntur,  ita  |  dicendo.  bis  *mi-  •viii>  sunt,   octonarium  in  deceno  cum  |  senario 
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ponemuB.  item  bis  «y-  «x*  et  unitatem  articulTun  |  in  milleno  ponemns.  item 
biß  -VI*  -xn-,  eritque  binarius  in  |  milleno  et  cum  unitate  ternarium  faciet, 
tmitas  artijculns  in  deceno  milleno.    tunc  partes*),  qn^  in  deceno  sunt,  id 
est  11  temarinm  et  binarium  in  quinarium  aggregabimus.    dejinde  octonarium  ^-^^^ 
cum  senario,  qui  in  eodem  deceno  sunt,  |  insimnl  copulantes  •xini«  faciemus 
et,    quatemario  ibi  |  relicto,  unitatem  ad  centenam  mittemus.    qn^  senario, 
I  quem  ibi  inueniet,  iuncta  septenarinm  complebit.    post  ea  |  de  unitate,  qu^ 
in  deceno  milleno  est,  tereiam  partem  ut  de  ar|ticalo  tollemus,  id  est  tema- 
rium,  remanebitqne  unitas,  quf  ad  |  millenum  relata  temarioque  iuncta  qua- 
ternarium  faciet.    ipsa  |  autem  pars,  quia  de  articulo  sumpta  est,   ad  sin- 
gularem  qmnta|bitar  et  per  eam   differenti^  more  solito  mnltiplicabuntur,  i.  lo 
dijcetnrque  sie:    ter  •im*  «xn*.     binarius   in  singulari  ponejtur,  unitas  in 
deceno  quatemario  iuncta  quinarium  red|det.    item  ter  «v-  »xv  eritque  qui- 
narins  cum  quinario  in  deceno,  |  unitas  in  centeno  cum  septenario  in  octo- 
narium I  surget  ac  de  duobus  deceni  quinariis  articuli  unijtate  accepta,  ipse 
oetonarius  nouem  faciet.    item  ter  |  -vi*  «xyin-.    octonarius  cum  nouenario 
in  centeno  po|netur,  unitas  in  milleno  cum  quatemario  quinarium  efficiet.  1 
dehinc  de  octonario  et  nouenario,  qui  in  centeno  sunt  |  'Xyii*  faciemus.    septe- 1-  20 
narioque  ibi  relicto,  unitatem  in  |  milleno  cum  quinario  in  senarium  conpin- 
gemus.    tandem  de  |  senario  tercia  parte,  id  est  binario,  accepta,  nichil  |  re- 
liqai  erit.    qui  ad  singularem  quartabitur  ac  differentias  |  multiplicabit,  ita 
dicendo:    bis  -iiu*  «vui*.    eritque  |  octonarius  in  singulari  et  cum  binario 
articnlum  |  faciens  unitatem  ad  decenum  mittet,    item  bis  -y  |  -x*  et  arti- 
culum  in  centeno   septenario  iungentes  ||  octonarium  reddemus.     item  bis  ^-^^^ 
•VI*  -xn*.    binarium  cum  |  octonario  in  centeno  mittemus,  unitatem  ad  mi|l- 
lenum  transferemus,  qui  binarius  cum  octonario  arücujlum  faciet  et  unitatem 
ad  millenum  mittet,     eritque  |  peracta  diuisione  in  milleno  binarius   et  in 
deceno  ujnitas  atque  in  denominationibus  in  centeno  unitas,  |  in  deceno  et 
singulari  quiuarii  singuli.   Ecquidem  si,  primo  |  diuidendo  ad  diuisoris  sedem 
perducto,  pars  solita  |  accipi  non  potent,  tunc  remotis  differentiis  de  diui- 
dendjo  diuisorem  more  aure^  accipere  licebit  et  per  d6|nominationem  primii.  10 
diuisoris  de  residua  summa  |  reliquos  auferre  diuisores,  quod  si  primus  di- 
uisor  in  primo  |  diuidendo  denominari  poterit,  sed  non  erit  quicqnam  |  reliqui, 
de  quo  alii  diuisores  possint  remoueri,  tunc  quijcquid  remanserit,  tamquam 
indiuisibile  ad  minuta  res|eruabitur.    hoc  autem  in  hac  diuisione  contingit. 
sub  I  primo  enim  diuisore,  cessante  partium  prouentu,  |  binaiius  inuentus 
est,  in  quo  remotis  differentiis  primus  di|uisor,  id  est  binarius,  semel  denomi- 
nari posset.     sed  |  cum  in  solo  deceno  inferins   unitas  taotum  reliqua  sit,  1. 20 

*)  8€.  denominationes. 
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I  residui  diuisores  mnlto  numerosiores  nequaqnam  |  possent  de  ea  remoaerl 
quare  tota  illa  Bumina,  |  qu^  cessantibns  partibas,  remansit,  indiuisibilis  |  per 
integrum  ad  minutias  resemabitnr.  Gomple{ta  ergo  ditusione,  utnun  beDe 
processerimus ,  mnltiplijoatioiie  probare  licebit.  cumque  per  denominationes, 
\^^  I  id  est  per  »c-l-v-,  diuisomm  nnmeram  dnxerimas,  aggreg|jata  qu§  de  di- 
uidendis  remansit  indiuisibili  summa;  |  numenim  dinidendorum  procul  dubio 
ad  integrum  restitujemus.  Sane  et  intermissa  cum  differentiis  easdem,  qoas 
in  superioribus  |  ostendimus  regulas  habet,  nidelicet  ut  ultimo  diuisori  in- 
te|gra  applicetur  differentia,  primo  nulla,  mediis  uno  minus  inte|gr§  dentar 
differenti^.  atque  insuper  in  nacantibus  sedibus  pro  dijfferentiis  noaenarii 
apponantur,  qui  cum  aliis  differentiis  per  snb|latam  de  diuidendis  partem 
multiplicabuntur.    et  tum  per  pajrtes  diuisores  multiplicando  diuisionem  pro- 

1.10  bare  uolue|rimu6,  cum  aliis  differentiis  remouebuntur  atque  ita  diuisio  l  in- 
offenso  pede  procedet,  sicut  in  hoc  perspicuum  erit  |  exemplo.  Sint  diuisores 
in  deceno  milleno  «TT*,  in  cenjteno  •^•,  in  singulaid  tR-  atque  ab  eis  diui|dendi 
ipso  deceno  milleno  •'^•,  in  milleno  -rß*;  in  |  centeno  *l7*  disponantur.  ultimo 
itaque  diuisori,  |  id  est  quatemario  integram  differentiam,  scilicet  senarinm 
dajbimus,  medio,  uidelicet  senario,  uno  minus  integram,  |  id  est  temarium 
apponemus.    primus  uero  nullam,  ut  s^pe  dictum  |  est,  habebit  differentiam. 

1. 20  in  uacuis  quoque  locis,  id  est  in  dece|no  et  milleno  singulos  locabimus  noue- 
narias,  qui  et  ip|si,  ut  dictum  est,  dififerentiarum  uice  fongentur.  quo  fajcto 
secundum  insinuatam  in  superioribus  rationem  de  primo  |  diuidendo  senario 
terciam  partem,  id  est  binarium,  tollejmus  nichilque  remanebit.  quf  pars, 
quia  de  digito  |  sublata  fuerat,  toto  loco  inferius  a  diuidendo  |  sequestrabitur, 
qiioto  primus  diuisor  a  primo  distat  arcu.  atque  |  in  singulari  locabitur  et 
Vi  P^^  ^^™  differenti^  multiplicabuntur,  |{  ita  dicendo:  bis  'Yi-  -xn-.  eritque 
binarius  in  singulari,  unitas  in  deceno.  item  bis  •vun-  •zviu*  atque  |  octo- 
narium  in  deceno  cum  unitate  in  nouenarium  |  conpingemus,  unitate  in  cen- 
teno  cum  temario  iuncta  |  quatemarium  faciemus.  item  bis  ter  -vi-,  sena- 
rium  quidem  |  in  centeno  cum  quatemario  ponemus,  qui  quum  »x-  completnr, 
I  unitatem  pro  articulo  ad  millenum  propellemus,  qu^  quaterna|rio  apposita 
quinarium  reddet.    item  bis  -vini«  «xym-l,  poneturque  octonarius  in  milleno 

1  10  et  cum  quinario  «xin-  perfici|et.  temarioque  inibi  remanente  dug  unitates  in 
dejceno  milleno  binarium  facient.  et  quia  binarius  terciam  pa|rtem  non 
habet,  diuisio  per  differentias  ulterius  non  procedit,  sed  remojtis  differentiis 
diuisores  diuidendis  more  aure^  comparantur.  |  et  binarius,  qui  in  supposito 
sibi  binano  semel  erit,  nichilque  |  remanebit,  unitate  ad  denominatfones  ap* 
po|sita,  per  eam  reliqui  diuisores  de  residua  summa  auferen|tur.  et  com 
senarium,  qui  in  centeno  est,  de  ternario  qui  in  milleno  |  sedet,  semel  abstu- 
lerimus,  remanebit  in  ipso  milleno  |  binarius   et  in  centeno  quatemarius. 
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poiTO  quatemariuiD,  qui  in  |  singulari  est,  de  sabiectis  sibi    zcn*  semel  aufe-  1.20 
renms,    remanebimiqae  «liix-viu-,    octonario    in  deceno   et   |   nicbilominus 
oetonario  in  singulari  posito,  ut  sit  |  in  abaco  dispositio  talis. 
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Qma  ergo,  quf  de  inaltiplicatione  |  scitu  digna  uidebantur,  quanta  potni- 
mos  I  breuitate  coUegimns,  necnon  et  dini|sioniim  regnlas  et  sine  differentiis 
et  per  differentias  exseqnen  darum,  tarn  simpliciom  quam  compositaram,  con-  ^^'| 
tinnaram  |  sine  intermissamm ,  qnamdiu  per  integres  numeros  expleri  |  pos- 
sunt,  domino  opitulante,  nsque  ad  finem  perdaxirnns  |  et  licet  affectata  bre- 
nitate  in  re  tarn  incognijta  non  pancis  uerbis,  qnod  sentiebamns,  explicare 
pota'imos,  snperest,  nt  libellnli  hoins  hie  distinctionem  facientes,  |  qu^  de 
nnciamm  et  minntiamm  sectione  necessaria  sunt,  |  in  alio  libello  tractanda 
reseraemns. 

Qnnm  in  pr^missa  presentis  opnseoli  distinctione  de  |  numeromm  mnlti-  l  10 
plicatione  seu  dinisione,  qn^  |  memoria  nostrf  occnrrere  potaerint,  qnanta 
brejuitate  potnimns,  snflfieienter  tractauimns,  restat  nt  |  de  onciamm  et  minn- 
tianun  diuisionibns  aliquid  dicere  ag  grediamnr.  hoc  autem  in  huins  modi 
negotio  attendendnm  est,  |  ne  forte  cnipiam  uideatur,  cum  eo  nsque  proces- 
sum  fnerit,  |  ut  de  talium  reram  snbtili  indagine  sermo  oriator,  |  indinisi- 
biles  natura  nnitates  partium  snscipere  posse  |  sectionem.  Neqae  enim,  sicut 
et  alibi  nos  iam  dixisse  recoli,mns,  id  qnod  omni  rationi  contrarinm  est,  qnod 
omni  anctorijtati  repugnat,  conamnr  astmere,  nt  quod  natura  |  indiuisibile  i- 20 
est,  aliquo  hnman^  industri^  artificio  |  in  diuisionem  cadere  possit.  üerum 
qnotiens  aliquid  |  tale  molimur,  non  ipsas  nnitates,  sed  tamquam  aliqua  |  una 
Corpora  partienda  suscipimus,  partesque  ipjsas  ad  ingenii  nostri  ezercitium  a 
metallomm  |  ponderibus  mutuamur.  Nam  et  apud  philosophos,  'i  licet  crebro  \^\ 
multa  de  numeromm  rationibus  disputata  sint,  |  ad  hoc  tnm  fere  totum 
spectabat  negotium,  ut  numejralia,  qu^  infinitate  sui  captum  human§  mentis 
I  eludebant,  inepecta  numerorum  habitndine  facilius  in  |  notitiam  cadant. 
Siqnidem  et  aremetica,   qu^  totins  |  quadrinü  princeps  purius  quam  ceter^ 
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circa  nameroram  |  uersatnr  indaginem  et  ipsa  huic  dispensationi  seniire  |  iiide- 
tur,  dum  docet,  musicamm  sinphoniamm  modos  relajta  numeromm  qnanti- 

1. 10  täte  reperire,  geometricaram  figu|rarain  forznas  numerortim  ratione  perscribere, 
eiTaticorom  |  siderum  ortus  et  obitns,  nagosque  per  zodiacom  discarsii3,  j 
stationesque  ac  retrogradationes ,  qu§  omnia  astronomic^  spelculationis  sunt, 
accomodato  et  certo  perscripti  temporis  nujmero  ad  humanam  notitiam  deri- 
uare.  Non  ergo  nii|nim  cuiquam  uideri  debet,  si  et  hie,  dum  de  nameroram 
mal|tiplicat]one  seu  diuisione  tractamns,  numeralium  nos  |  inspectio  in  potb- 
eimum  seruire  dicamus.  Itaque  dam  ad  {  nameralium  discassionem  de  namero- 
ram diuisione  sermo  et  {  ubi  eo  usque  diuidendo  processerimus,  ut  numeros  per 

1. 80  inte|grum  patiri  non  possumus,  tone,  habito  numeralium  |  respectu,  tainqnam 
Corpora  distribuere  accomodatis  parjtibas  molliemur  et  secundum  prf mon- 
Stratos  in  superiore  tractajtu  modos  diuisiones  nostras  usque  ad  finem  per- 
ducemus.  |  Restat  igitur,  ut  ipsarum  ordinem  partium  in  pondejribus  mutua- 
mm  earumque  continentias  dicere  ingrediamur,  |  quo  inspectu  qualiter  dissi- 
'/r  P^^  ®^  redintegrari  debeant^  ||  plane  liquere  possit.  Sane  §rea  libra  assis 
nomine  |  antiquitus  appellata  tali  inscribitur  figura  •+•.  ea  medietatem 
habet,  qa§  semis  dicta  hac  figm*a  notatur  -S-,  habet  tertiam  |  •'SS-,  habet 
quartam  •'S'-,  habet  sextam  sextantem  -"S-,  octauam  -S-,  -xn"*"-  |  onciam, 
qu§  duplici  modo  inscribitur  -T-  uel  •6%  Ne  autem  omnes  parjtes  totaxn  assü 
quantitatem  per^quum  distribuant,  est  et  alia  |  eiusdem  assis  per  in^quales 
partes  diuisio,  ut  in  deuncem  'SSS*  et  |  unciam  -T*  deunx  enim  -xi-  uneias 
continens  exdempta  uncia  |  compositum  nomen  accepit,  adiectaque  sibi  uncia 

iioad  assis  intejgritatem  reducitur.  Item  in  dextantem -SSS*  et  sextantem  -'S-, 
qui  I  «x«  continens  uneias  exdempto  sextante  composito  nomine  nnncapa|tar. 
Item  in  dodrantem  •  S^«  et  quadrantem  -'S-,  qui  dodrans  neuem  unjcias  habens 
exdempto  quadrante  compositum  traxit  uocabulum.  |  Item  in  bissem  -SS-  et 
trientem  •'SS*.  Bisse  autem  unde  nomen  acceperit,  |  nusquam  adhuc  scriptum 
reperi.  Item  in  septuncem  •  V«  et  quincuncem  |  *^',  quorum  alter  a  Septem, 
alter  a  quinque  unciis  nomen  accepit.  |  H^  ergo  partes,  qu^  uel  pari  uel 
dispari  quantitate  assem  compo|nunt,  sie  in  ordine  digeri  possimt  •SS'S-^' 
•  SS-  SS-  St.  I  .  S.^.'SS.S-.'S  -^-r«.    quarum  quidem  semisses  trientes  quadrante 

1  20  I  sextantes  sescunti^  unci^  pari  quantitate,  ut  dictum  est,  |  totum  diuidunt  et 
redintegrant.  at  uncia  cum  dean|ce,  sextans  cum  dextante,  quadrans  com 
dodrante,  triens  cum  |  bisse,  qaincunx  cum  septunce  dispari  partium  oonnexa 
I  totum  componunt  et  diuidunt.  Et  hoc  est  assis  per  uneias  diuisio.  |  Ponro 
uncia  •!>•  medietatem  habet  semuntiam  •i^-,  teroiam  |  partem  duellam  •inj-, 
quartam  sicilicum  -D*,  sextam  sextnlam  |  -u-,  octauam  dragmam  -DJc-,  duo- 
\^l  decumam  hemisesclam  ||  •i|f*,  octauam  decimam  tremissem  (-H*),  uicesimam 
quartam  |  scripulum  •*^*,  qu^  omnes  co^qa^ue  partes  pari  quanti|tate  totmn 


Digitized  by 


Google 


—     129    — 

sniim  distribuunt  et  reparant.     habet  enim  nncia  semuncias  duas,   duellas 
tres,  sicilicos  «nn^'-,  |  sextulas  •¥!•,  dragmas  -vm-,  hemisesclas  -xu-,  |  tre- 
misses  «xym-,  scripnlos  -xxnii*  et  est  earum  dispo|8icio  talis  -[^«i^-uuO'U* 
-d|c-i|i-H-)K-.  Sed  et  8cripu{liis  habet  medietatem  obolum  -H"*,  tertiam  partem 
bisiligquam  -M-,  qnartam  zeratem  -z-,  sextam  siliqaam  »W*^  ocjtanam  calcum  i  lo 
•c)a«-  habet  enim  scripulns  obolos  -n-,  |  bissilicas  tres,  zerates  -un*^'-,  siliquas 
-VI-,  calcos  I  -vm-.    Haue  antem  partium  sectionem  tertio*)  limite  |  distinc- 
tam,  nidelicet  ab  asse  ad  unciam,  ab  njncia  ad  scripnlum,  a  scripulo  usque 
ad   finalem  ca|lci2m  nno   si  placet  ordine    contexere  possumus,    ita.    |    -"h* 
.SS6r.SSS.99.9S.S-.S.-W'.%.^.-S.8-r-i:-  I  •uuo-u.D|c-iji-H-»-H--M-z.H.c|a,.  | 
nt  simul  figur§  «xxvn'.    Hanc  antem  summnlarom  |  distributionem  ad  paio- 
rem  rei  eoidentiam  temo  qnidem  |  limite  distinximns,  non  tarn  ignorantes,  i.  so 
partes  |  partium  contra  rationem  et  totins  partes  et  appellari  |  et  esse.    His 
ita  de  partium  continentiis  breuiter  pr^lijbatis  seeundnm  pr^monstratos  in 
superiore  tractatn  |  diuidendi  modos,  qn^  per  integrum  indiuisibilia  |  emnt, 
per  ipsos  dissipare  ingrediamur.    primoque  ad  simjplicem  auream  dioisionem 
reuertamnr,  indeque  per  singi|tQo8  alios  diuidendi  modos  pedetentim  proceda-  \^ 
mus.  I  et  quia  hie  dinisionis  modus  facillime  ac  sine  inpe|dimento  transigitnr, 
abi  cito  numero  dinisorum  partium  |  numerositas  par  inuenitur,  ut  hiis,  qu§ 
difficiliora  |  sunt,  expeditis,  ea,  qu^  nichil  ambiguitatis  habent,  |  sine  omni 
possint  labore  consummari«    Et  quidem  in  tojta  dispositarum  serie  summula- 
rum   nullam  quinariam  |  reperimus  partium,   seu  septenariam  diuisionem. 
exempjlifieemus,  et  primum  quinarium  diuisorem  in  singulari  |  ponemus,  cui  i-  lo 
dinidendum  temarium  subiciamus.    In  hoc  |  autem  genere  hoc  attendendum 
erit,  ut  si  numeri  quanti|tas  patitur,  par  diuisorum  numero  partium  quanti- 
tas  I  efficiatur.    quod  si  diuisoris  numeri  natura  repugnauerit,  |  diuidendam 
summam  tali  moderamine  dissipabimus,  |  ut  diuisore  numero  partium  plura- 
litas  paulo  maior  |  inueniatur  atque  in  illo  partiuni  numero  diuisor  semel  i 
denominabitur.    et  quod  super  habundauerit,  ibidem  in  |  minora  diuidendum 
resemabitur.    pro  denominatione  |  uero  in  unitatem  scilicet  unam  de  parti- 
culis,  in  quas  sumjmam  diuisimus,  inferius  coUocabimus.    et  sie  denuo  |  ad^-^o 
illam,  qu^  remansit,  pai'tem  diuidendam  procedemus.  |  Si  quidem  huius,  quem 
posnimus,  numeri,  uidelicet  quinarii  |  natura  non  patitur,  ut  aliqua  summa 
in  fquales  illi  pa|rtes  possit  dissipari,  temarium  itaque,  quem  diuidenjdum 
posuimus,  tamquam  tres  asses  in  «vi*  semisses,  istos  |  tres  asses  in  «vi*  Se- 
rn isses  diuidemus.   qui  numerus  parjtium  quinarium  diuisorem  proximo  trans-  \^ 
greditur  loco,  |  atque  ita  quinarium  in  sex  semissibus  semel  dejnominabimus, 
remanebitque  unus.    quo  |  in  eodem  relicto,  semissem  unum  pro  denomina- 


♦)  leg.  terno. 

Abh.  zur  Gesch.  der  Mathem.   V.  9 

Digitized  by  VjOOQIC 


—     130     - 

Itione  in  singulari  inferius  ponemas.   dehinc  |  semissem,  qni  saperhis  remansü, 
in  -VI-  uncias  |  distribuemus,  remanebitque  inibi  nncia.    secmidnm  |  denomi- 

1. 10  nationem  nnciam  nnam  |  inferius  locabimns  cum  semisse,  |  quem  ibi  ante 
posneramus.  |  remanentem  mrsus  nnciam  |  in  -vi-  sextulas  purtiremnr,  |  sex- 
tulaque  secundom  pr^diotam  rationem  |  ad  denominationes  posita,  aliam 
itidem  |  sextnlam,  qoia  in  •¥!•  partes  non  possonms,  in  «vin*  |  obolos  saca- 
bimns.  cnmqne  pro  qninarii  ratione  obolum  |  nnum  ad  denominationes  po- 
snerimus,  tres,  qni  remanjserint,  in  -vi-  zerates  diminnemns,  e  qnibns  tmo 

1. 20  rejmanente  unnm  nichilominns  ad  denominationes  |  ponemns.  qni  nero  reman- 
serit  zerätes  indioisibilis  |  reputabitnr,  qnia  dnalem  tantnmmodo  in  ealoos 
potest  habere  |  dioisionem.  Emnt  ergo  peracta  dioisione  in  denomijnatioiii- 
bns  semis  et  uncia,  qui  septnncem  faciunt,  8ex|tnla  obolns  zerates.  qiias  per 
dinisorem  multiplica|bima8,  nt  summam  redintegrare  possimns,  a  minoxibus 
^'^^  inci|piendo  hoc  modo:  qninquies  zerates  scripulas  et  zerates,  [  qui  com  serate, 
qni  remanserat,  aggregati  scripolum  et  obo;lam  reddont.  item  qninquies 
obolns  hemisescla  et  obolns,  |  qui  simnl  com  scripulo  et  obolo  inncti  sexta- 
lam  redin|tegrabnnt.  item  qninqnies  sextula  semnncia  et  dnejlla,  qnihnsemn 
snperiorem  sextnlam  si  adiecerimns,  nnciam  |  procal  dubio  conpingemus. 
item  quinquies  septnnx  duo  |  asses  et  dennx^  quibus  nncia  opposita  ti-es 
asses,  quos  |  ad  dinidendum  posneramus,  ad  plenum  reparabimns.  Per  |  sep- 

1. 10  tenarium  qnoqne  dinidendum  hie  nobis  sit  exemplom.  Pojnatnr  in  deceno 
septenarins  dinisor  atqne  sub  |  eo  -xxvu*  dinidendi,  binario  in  deoeno,  sep- 
tejnario  in  singulari  posito.  quia  ergo  as  septena|riam,  ut  supra  diximuB, 
non  recipit  sectionem,  duos  |  asses,  quos  in  deceno  sub  septenario  habemus, 
in  •vm*  I  quadrantes  diuidemus,  indeque  unum  pro  ratione  septenarii  ad  de- 
nominationem  ponemus.  nnumque  nichil|ominas  quadrantem  in  eodem  loco 
relinquemus.    deinde  de  j  septenario,  quem  singulari  habemus,  -x-  bisses  et 

1 20  trientem  |  faciemus,  bisseque  in  deceno  posito,  septenarium  in  |  ipso  bisse  et 
quadrante,  qui  -vii*  sescuncias  et  semunciam  re|ddunt,  denominabimus.  atqne 
ita  sescuncia  in  sing|ulari  ad  denominationem  posita, 'semunciam  in  eodem 
I  loco  relinquemus.  exhinc  de  triente,  qui  in  singulari  est,  dujellas  duodecim 
faciemus,  duellaque  in  deceno  cum  8emu|ncia  apposita,  in  singulari  semun- 
ciam et  sextulam  |  relinquemus.  sed  et  de  semuncia  et  sextula,  quf  simnl 
^^^f  II  scripulos  -XYi*  reddunt,  scripulum  ad  decenum  transferemus,  |  sicilicum,  qui 
•VI*  continet  scripulos,  in  singulari  relinque|mus.  eruntque  in  deceno  sub 
septenario  diuisore  •-£•  |  -uu-^*,  qu^  omnia  dragmas  -vii-  explent  itaque 
I  cum  per  diuisoris  denominationem  dragmam  unam  ad  |  singularem  trans- 
posuerimns,  cum  solus  sicilicus  inibi  in  sinjgulari  residuus  sit,  qui  et  ad  in- 
diuisibiles  calcos  |  perductus  septuagenariam  nuUatenus  recipit  diuisionem, 

1. 10  I  diuisionem   ad  finem  perductam  cognoscemus.    habebimusque  in  |  partibus 
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-~^-%o|c-,  atque  inibi  indiuisibilis,  ut  supra  \  dictum  est,  remaneat  sicilicus. 
Tunc  ad  probandam  dinisionem  |  per  diuisorem  partes  mnltiplicabimas,  a 
nunimis  m|cipiendo  ita:  septies -Dlc-i^-uu--^-.  item  septies  |  semuncia  Ir.i:-. 
item  septies  triens  «u^*  asses  et  •'SS*.  |  itaque  trientem  et  quadrantem  et 
semimcias  duas  in  bissem  compi|ngema8,  indeque  tarn  bissem  quam  daellam 
et  scripalum  ad  |  singiüarem  reducemus,  ut,  quem  habnimus,  septenariom  | 
recuperare  possimus.  Scire  autem  debemuS;  quod  unaqu^qae  |  partium,  quas 
in  deceno  habemus,  decuplum  8u§  |  quantitatis  ibidem  faciat,  sicut  et  supe-iao 
rins  de  numeris  docuimus,  |  cum  omnes  carecteres  in  deceno  decuplum  su^ 
qaaiitita|tis  significare  dicebamus.  8ed  ibi  carecteres  et  ipsi  numeros  signi- 
ficantes,  pro  ratione  sedium  abaci  su^  quantitatis  |  capiebant  augmentum. 
Hie  autem  particul^  |  nuUum  prius  numerum  exprimentes  et  superiorum 
sedium  |  ratione  decuplum  sui  capient  augmentum  et  sie  ]  ad  inferiores  redu-  '-^^ 
centnr  sedes.  Cum  enim  scripulus  in  decejno  decuplum  su§  quantitatis  efü- 
ciat,  decies  autem  scrijpulus  duella  sit  et  hemisescla  et  singulari  duellam  et 
he|misesclam  posuerimus,  idem  erit,  qnod  in  deceno  per  scripuJum  |  significa- 
batur.  item  duella  in  deceno  suam  decuplat  qua|ntitatem.  decies  autem 
duella  quadrans  est  et  duella.  si  |  ergo  quadrantem  et  duellam  in  singulari 
posuerimus,  idem  |  habebimus,  quod  per  ipsam  duellam  in  deceno  habe- 
bamus.  |  porro  decies  bisse  -vi-  asses  sunt  et  bisse,  qu^  omnia,  cum  singu- 
jlari  posuerimus,  erunt  in  simul  -vi-  asses,  -SS-lr-.  du^  due|ll9,  sicilicus  eti-io 
hemisescla  unciam  faciunt,  qug  quadranti  |  et  bisse  coniuncta  in  assem  sur- 
git.  fiuntque  -vii*  quos  [  cum  -xx*  habuimus  diuidendos.  Ac  per  hoc  plane 
cognos|cimus,  quia  bene  diuidendo  processimus.  Similiter  et  in  alijis  diuisio- 
nibus  agendum  erit,  ut  de  superioribus  sedibus  ad  |  inferiores  secundum  eam 
quam  diximus  rationem  transferantur  pa|rtes,  qu^  in  superioribus  locis  in 
asses  reintegrari  non  po|terant.  Per  compositos  quoque  diuisores  in  hoc  di- 
uisionis  genere  |  per  uncias  et  minutias  ad  finem  usque  perducere  poteri|mus,  i  20 
si  qu^  per  integros  numeros  non  poterunt  terminari.  Cuius  |  rei  sit  exem- 
plum  tale.  sint  diuisores  dispositi  -dllxiin-,  eritque  in  centeno  -Lj ,  in  deceno 
•^•,  in  I  singulari  -rß-,  eisque  -clvui*  diuidendi  8upponan|tur,  ut  sit  in  cen- 
teno •!  ,  in  deceno  «iJ  ,  in  singulari  (  *8>  itaque,  sicut  in  composita  aurea 
docuimus,  per  primum  |  diuisorem  partem  accipiemus,  quam  eandem  partem 
per  1  persequentium  diuisorum.*)  in  centeno  quinarius  est.  huius  supposi-  'j'J 
tiun  I  sibi  assem  diuidendum  [qui],  ut  maiorem  possit  accipere  pajrtem,  de 
quinque  assibus,  qui  in  deceno  sunt,  -x*  semisses  faciejmus  et  semissem  cum 
asse  in  centeno  ponemus.  atque  id  totum,  |  quia  quinarium,  ut  supra  dixi- 
mus, in  asse  non  inueniemus,  secti|one  scilicet  in  senariam  particionem  seca- 


*)  deaiderantur  nonmUla. 
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bimus,  ut  assem  et  semis'sem  in  -vi*  qaadranies  diuidamas.    sicqne  per  qui- 
narii  deno|minationem  quadrantem  ad  singalarem  transf eremus ,  remanetite 

1.10  ibidem  f  quadrante.  deinde  senarinm  diuisorem,  quem  in  deceno  habemn^ 
I  cum  Bub  se  nichil  habeat,  nnde  remoneri  possit,  de  |  «x-  quadrantibas,  qni 
in  centeuo  sunt,  anferemns,  per  numemni  quidem  |  eins  partis,  quam  primns 
accepit  diuisor,  de  residno  remouen|do.  Ita  ablatis  -vi*,  quadrantibns  de 
•X*,  remanent  -ini*  |  qnadrantes,  id  est  as.  ipsnm  assem  in  deceno  sab  sena- 
rio  pojnemns.  per  quaternarinm  qnoqoe  dioisorem,  qni  in  singalari  est,  , 
qnadrantem  de  sibi  snppositis  octo  assibus  anferemus.  et,  |  qnia  quater 
quadrans  assem  facit,  cnm  assem  nnum  de  -yni*  subjtraxerimus,  remanebont 

1. 20-VII-.  ipsos  autem  •vii-  asses  in  -x-  |  bisses  et  trientem  dinidemus,  rema- 
nenteqne  ibi  triente,  !  bissem  cum  asse  in  deceno  locabimns.  indeque  de 
asse  et  |  bisse  -x*  sextantes  faciemus  atque  in  centeno  sextantem  |  unnm 
ponemus.  quo  facto  ipsum  sextantem  in  -vi-  parjtes  distribuemus,  quum 
ipse  sextans  duas  continet  |  uncias,  quarum  singul^  temis  constant  duellis, 
atque  ita  vi*  |  duell^  in  sextante  continentur.  cumque,  una  ibidem  rema- 
\\^^  nente  duella,  secundum  primi  diuisoris  denominationem  du|ellam  ad  singa- 
larem transposuerimus,  per  sequentem  diuisorem  de  |  x*  duellis  sexies  duel- 
lam  auferemus,  remanebuntque  -iiu-  |  id  est  uncia  et  duella  in  denario  limite 
transponend^.  |  indeque  per  quatemarium  quater  duellam  de  sibi  supposito 
triente  |  anferemus,  remanebuntque  ibi  -"Si^-u-.  de  sextante  |  uero  et  se- 
muncia  -x*  sicilicos  facientes,  remanente  ibidem  |  sola  sextula,  sicilicum  in 
deceno  cum  uncia  et  due]lla  statuemus.    et  quia  uncia  et  sicilicus  -i-  drag- 

1. 10  mas  I  reddunt,  remanente  inibi  duella,  dragmam  ad  |  centenum  transferemns. 
qug,  quod  -vi-  reddit  obolos,  unum  |  ad  partes  transponemus  et  alium  in 
eodem  loco  relinquejmus.  postea  de  subiecta  senario  diuisori  duella  sex 
obojlos  auferentes  scripulum  et  sextulam  illic  habebimus,  atque  |  de  sab* 
iacente  quatemario  diuisori  sextula  quater  obolo  |  sublato  remanebit  ibidem 
•i|i-.  tunc  de  sextula  et  8cri{pulo,  qui  nobis  in  deceno  remanserunt,  -x-  obolos 
faciejmus  et  obolum  unum,  qui  uice  articuli  x-  obolos  expleat,  |  ad  centenam 

].  80  mittemus.  eruntque  ibi  oboli  duo,  qui  scrijpulum  faciunt.  scripulus  autem 
•VI«  siliqaas  habet,  siliquam  ergo  |  ibidem  relinquentes,  alteram  siliquam  ad 
partes  ponemus  et  |  de  ea,  qu^  remansit,  tamquam  de  «x«  siliquis  perseqaen- 
tem  I  diuisorem  sexcies  siliquam  anfeientes,  obolum  et  siliquam  pro  |  -nn- 
siliquis  in  deceno  ponemus.  et  per  quatemarium  diuisorem  |  de  subiecta 
sibi  hemisescula  quater  siliqua  remota,  tremijssem  ibidem  habebimus.  erant- 
^'j^J  que  peracta  diuisione  reliqui  in  ||  deceno  -H"  }^-  in  singulari  «H«.  In  partibos 
uero  •^'Uu-H'-H-.  |  Ad  probandam  itaqu^  diuisionem  per  diuisores  partes 
multi{plicabimu8,  ut  reformata  ad  integrum  summa  nos  |  bene  diuisisse  liqoido 
cognoscamiis.     ac  per  quatemarium  quidem,  qui  in  |  singulari  est,  omnes 
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particulas  primum  metiemur  ita.  qnater  |  siliqua  obolus  et  siliqua,  qui  in 
singulari  cum  tremisse,  qui  ibi  |  remanserat,  positi  hemisesclam  explent. 
item  qnater  obolus  |  hemiseficla.  eront  hemisescl^  du^,  qu^  iunct§  sextu|lam 
complebunt  item  qnater  duella  uncia  et  duella,  quibus  si  sextulam  |  aggre- 1  lo 
g^aueris,  sescunci^  Bummam  surgere  uidebis.  item  quater  |  quadrans  as.  habe- 
bisque  in  singulari  assem  et  sescunciam.  |  quo  expleto  per  senannm,  qui  in 
deceno  est,  itidem  omnes  partijculas  multiplicabis,  ita  dicendo:  sezcies  siliqua 
scripulus.  I  item  sexcies  obolus  dragma.  porro  scripulus  et  dragma  |  in  sex- 
tulam surgunt.  item  sexcies  duella  sextans,  sexjcies  quadrans  as  et  semis. 
semissem  et  sextantem  in  bissem  |  compinges,  habebisque  inibi  •+-SS-u-h'-H"- 
hoc  peracto  |  per  quinarium  in  centeno  limite  easdem  particulas  duces  |  hoc 
modo :  quinquies  siliqua  obolus  et  bisiliqua.  quinquies  obolus  he|mise8cla  et  i.  20 
obolus.  quinquies  duella  sescuncia  et  sextula.  |  quinquies  quadrans  as  et 
quadrans.  de  quadrante  et  sescuncia  |  trientem  et  semunciam  facies,  de 
hemisescla  et  sextujla  sicilicum,  de  duobus  obolis  et  bisiliqua  tremissem. 
I  <1^9  partes,  quia  in  assem  non  surgunt,  decuplo  auct^  |  in  posteriorem 
arcum,  uidelicet  decenum  transponend^  |  sunt,  sicut  supra  ostendimus,  hoc 
modo:  decies  »H-  [tremissis]  -i^-  ]|  et  'H-.  tremissis  cum  obolo  et  siliqua  ^j^J 
hemisesclam  faciet,  qu^  |  sextula  iuncta  sicilicum  complebit.  eruntque  ibi 
com  asse  |  bisse  semuncia  et  sicilicus.  porro  decies  sicilicus  sextans  |  et 
semuncia.  decies  semuncia  quincunx.  decies  trijens  tres  asses  et  triens.  duas  * 
semuncias  in  unciam  compijnges,  qu^  sextanti  iuncta  quadrantem  faciet. 
eruntque  ibi  |  bisse  quincunx  triens  quadrans  et  sicilicus  cum  assibus  -mi^'-. 
bisse  et  triens  assem  facient,  quincunx  et  quadrans  in  bis|sem  surgent,  re-. 
manentibusque  ibidem  quinque  assibus  bissem  |  et  sicilicum  per  decuplum  1. 10 
ad  singularem  reducere  necesse  |  erit,  ita  dicendo:  decies  sicilicus  sextans  et 
semu|ncia.  semuncia  itaque  cum  sescuncia,  quam  ibi  habebis,  |  iuncta  habe- 
bis  sextantes  duos,  qui  trientem  facient.  ite|rum  decies  bisse  -vi*  asses  et 
bisse,  quo  facto,  cum  bissem  |  et  trientem  in  assem  compigeris,  •viu-  asses 
in  singulari  |  habebis.  et  quia  centum  quinquaginta  -vm-  multiplicando  | 
redintegrasti ,  te  diuidendo  bene  processisse  certo  cognosces  |  experimento.  | 

Minor  quam  octaua  decima,  maior  quam  noua  decima,  |  qu^  magis  pro- 1-  iio 
ximat  octau^  decim^  maius  semitonium,  qu^  minus  semitonium  minus. 

(explicU.) 
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Die  Aufnahme  nnd  erste  Verbreitung  der  indisch-arabischen  Arithmetik 
im  christlichen  Abendlande  fallt  in  die  erste  Hälfte  des  zwölften  Jahrhunderts. 
Ihre  graphischen  Ansdrucksmittel  entsprechen  der  Natur  der  concreten  Zahlen- 
grosse  am  genauesten  und  in  der  denkbar  einfachsten  Weise,  ein  Vorzug, 
der  zum  erstenmale  geeignet  schien,  der  Praxis  ein  wirklich  schriftliches 
Rechnen  in  fruchtbringender  Weise  zu  vermitteln.  Ein  solches  hatte  zwar 
seit  dem  dritten  vorchristlichen  Jahrhunderte  unter  den  griechischen  Stämmen 
allgemeine  Aufnahme  gefanden  (griechische  Alphabetzahlen),  allein  seine 
inneren  Mängel  verrathen  sich  in  dem  Umstände,  dass  diese  Rechenweise  von 
den  Römern,  trotz  deren  Abhängigkeit  von  der  mathematischen  Theorie  der 
Griechen,  nicht  mit  aufgenommen  worden  ist. 

Die  nächste  Folge  jener  Annahme  der  indisch -arabischen  Arithmetik 
im  Abendlande  war  nun  die  alsbaldige  Verdrängung  der  von  Oerbert  und 
seiner  Schule  wieder  aufgenommenen  Methode,  welche  die  an  sich  wohl  treff- 
liche Idee  zum  Ausgange  hatte,  die  früher  zeichenlosen  Bechensteine  mit  den 
Zahlzeichen  der  neun  Einheiten  zu  versehen  und  so  auf  den  Columnen  des 
Abacus  zu  verwenden.  Aber  diese  Methode,  welche  zweifellos  lange  vor 
Gerbert  (Papst  Sylvester  IT.,  f  1003)  im  Abendlande  gehandhabt  worden, 
v^ar  ob  ihrer  Schwerfälligkeit  für  die  Praxis  des  Alltagslebens  ungeeignet,  sie 
war  reine  Schulgelehrsamkeit  geblieben.  Ihre  schnelle  Verdrängung  durch 
die  indische  Arithmetik  kann  also  nicht  Wunder  nehmen. 

Aber  auch  die  letztere  fand  im  Abendlande  ein  mächtiges  Hindemiss 
ihrer  Verbreitung  vor.  Es  war  gerade  in  ihrem  eigentlichen  Vorzuge,  der 
Schriftlichkeit,  gelegen.  Die  ungemeine  Schwierigkeit,  welche  die  germani- 
schen Völker  bei  der  Aneignung  des  Schrifkwesens  empfanden,  hielt  auch 
die  neue  Methode  in  Frankreich,  England  und  Deutschland,  wo  sie  imter 
dem  Namen  Algorismus  fortdauernd  in  völlig  unveränderter  Form  gelehrt 
wurde,  einstweilen  in  den  Kreisen  der  Schulgelehrsamkeit  zurück.  Andere 
zufällige  Hindernisse  verlangsamten  selbst  die  Verbreitung  der  Zahlzeichen. 
Sogar  in  Italien,  wo  der  mächtig  aufstrebende  Handels-  und  Bankverkehr 
ein  lebhaftes  Interesse  an  der  neuen  Zahlenmethode  nahm,  ward  vorläufig 
durch  das  Werk  des  Leonardo  Pisano,  den  Liber  Abaci  von  1202,  nur  eine 
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Methode  erzielt,  in  welcher  das  antike  Fingerrechnen  noch  immer  eine  grosse 
Bolle  behielt.  Unter  solchen  Umständen  kann  es  nicht  überraschen,  dass  wir 
gerade  in  jenen  Zeiten  den  Abacns  mit  dem  nnbezeichneten  Rechenstein, 
jetzt  das  „Rechenbrett"  (table)  mit  dem  „Rechenpfennig"  (jeton),  eine  all- 
gemeine Verbreitung  annehmen  sehen  (dreizehntes  Jahrhundert,  zunächst 
in  Frankreich  und  den  Niederlanden),  so  zwar,  dass  er  in  dieser  neuen 
Form  zur  eigentlichen  Signatur  des  praktischen  Bechenwesens  diesseits  der 
Alpen  wird. 

Aber  die  gewaltige  Handelsbewegung,  welche  namentlich  mit  dem  drei- 
zehnten Jahrhundert  ihrer  Blüthe  entgegengeht,  verlangt  auf  diesem  Felde 
dringend  nach  Verbesserungen  und  wir  dürfen  annehmen,  dass  in  den  hier- 
auf gerichteten  Versuchen  Elemente  aus  allen  bis  dahin  üblich  gewordenen 
Methoden  zur  Erscheinung  gekommen  sind.  Es  ist  interessant,  dies  an  einem 
besonderen  Falle  zu  beobachten^  umsomehr  als  die  Quellen  hierfür,  wie  über- 
haupt für  jene  Uebergangszeit  in  unserem  Gegenstande,  das  yierzehnte  Jahr- 
hundert, sehr  spärlich  und  yereinzelt  fliessen.  Das  Unfertige  der  Methoden 
mochte  wohl  von  einer  theoretischen  Behandlung  derselben  zurückgehalten 
haben  und  das  Streben  richtete  sich  vorläufig  zunächst  auf  verwendbare  Neu- 
bildungen für  das  praktische  Leben. 

Dies  sind  die  Ergebnisse,  welche  ich  aus  dem  bisher  leider  nicht  ver- 
öffentlichten Quadripartitum  des  Johannes  de  Muris  nach  einer  ano- 
nymen Handschrift  der  Wiener  Hofbibliothek  (no.  4770)  aus  dem  14.  Jahr- 
hunderte, also  der  Abfassung  sehr  nahe  liegend,  entnehme.  *)  Vier  Gapitel  aus 
dem  prosaischen  Theile,  deren  Text  unten  theilweise  veröffentlicht  ist,  die  ein- 
zigen Stellen  des  Werkes,  welche  sich  mit  der  praktisch  operativen  Arithmetik 
befassen,  zeigen  in  besonders  lehrreicher  Weise  die  Bemtlhungen  der  da- 
maligen Zeit,  aus  den  wissenschaftlichen  Ergebnissen  der  vorangegangenen 
Systeme  für  die  Praxis  des  Alltagslebens  eine  branchbare  Methode  zu  gewinnen. 
Wir  sehen  hierbei  eine  höchst  originelle  Vereinigung  des  antiken  Columnen- 
Abacus  mit  dem  zeichenlosen  Rechensteine  und  des  mittelalterlichen 
(Gerbeii'schen)  mit  dem  Zahlzeichen  versehenen  Rechensteines  zum  Vor- 
scheine konunen,  in  der  Weise,  dass  das  Zahlzeichen  hier  von  dem  Bechen- 
steine  auf  den  Abacus  selber  übergegangen  ist.  Es  sind  die  zwei  Gapitel  11 
und  14  des  zweiten  Buches  des  prosaischen  Theiles,  die  hier  den  Cregenstaad 
UDserer  Veröffentlichung  und  näheren  Betrachtung  bilden. 


*)  Dieselbe  Bibliothek  besitzt  auch  eine  zweite,  ebenfalls  anonyme  und  viel 
jüngere  Handschrift  (no.  10954,  15.  JabrbuDdert)  des  Quadripartitum  (des  Prosa- 
theiles).  Es  ist  das  Verdienst  des  Gustos  Herrn  Dr.  Alfred  Göldlin  von  Tiefenao, 
die  Identität  dieser  Schrift  mit  dem  Werke  des  Jean  de  Meurs  nach  den  Pariser 
Handschriften  no.  7190  and  7191  des  16.  Jahrhunderts  festgestellt  su  haben. 
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Wir  sehicken  voraus,  dass  der  Verfasser  Jean  de  Mars,  auch  de 
Meurs,  latinisiert  de  Maris*),  in  der  Normandie  geboren  warde  und  noch 
im  Jahre  1345  (wohl  noch  1351)  als  Doctor  der  Sorbonne  und  Ganonicus 
zu  Paris  lebte.    Von  ihm  sind  folgende  Werke  vorhanden: 

a)  ein  „tractatus  Canonum  minutiarum  philosophicarum  et  vulgarium  quem 
composuit  mag.  Johannes  de  Maiis  Normannus  a.  mcccxxi"  (M.  S. 
Oxford,  Bodl.  Digby); 

b)  das  Speculom  musicae  vom  Jahre  1321  (M.  S.  Paris  BibL  nat.  7027, 
7207); 

c)  Arithmetica  communis  ex  Boethii  Arithmetica  compendiose  excerpta, 
gedruckt  in  Georg  Tannstetters  Sammelwerk,  Wien  1515  (Johann 
Singriener);  endlich 

d)  Das  Quadripartilum  riraatum  mit  den  vier  Büchern  des  prosaischen 
Textes. 

Die  Identität  der  anonymen  Wiener  Handschriften  mit  denen  zu  Paris 
ist  schon  durch  die  zu  Anfang  des  metrischen  Theiles  vorkommende  Wid- 
mung des  Vei*£assers  die  „epistola  lohannis  ad  Philippum'^^''*')  festgestellt. 
Der  prosaische  Theil  wird  eingeleitet  mit  den  Worten:  Finit  quarta  pars 
qoadripartiti  numerorum  metrice  conscripti.    Incipit  prosa  quart^  partis. 

Um  nun  zu  dem  Inhalte  der  bezeichneten  zwei  Capitel  zu  kommen,  so 
finden  wir  im  ersteren,  dem  11.***),  unter  dem  Titel:  „Theoremata  multipli- 
cationis"  zuvörderst  eine  praktische  Erleichterungsregel  für  das  Multiplicieren 
ganzer  Zahlen  (nur  von  solchen  handeln  überhaupt  die  beiden  Capitel)  im 
Kopfe  vermittelst  Zerlegen  der  beiden  Factoren  in  mehrere  kleinere  Factoren. 
Wichtiger  ist  aber  die  nun  folgende  Auseinandersetzimg,  welche  als  „ars 
mnltiplicandi  per  notas  limitum*'  bezeichnet  wird.  Der  Autor  bezieht 
sich  hierfür  auf  ein  Schema,  dessen  Construction  mit  den  alten  Problemen 
der  Stellenbestimmung  zusammenhängt.  Es  soll  nümlich  in  der  Multiplication 
zweier  mehrstelliger  Zahlen  aus  der  Ziffernreihe  links  vom  Striche  (s.  flgde.  S.) 
die  Stellenanzahl  beider  Faktoren  festgehalten  und  aus  der  Stellenbenennung 
rechts  vom  Striche  die  Potenz  des  Productes  für  den  wörtlichen  Ausdruck 


♦)  Vgl.  Michaud,  Biographie  universelle  XXXVI  col.  1012  s.;  F.  J.  Fetis, 
Biogr.  univ.  des  musiciens  VI  pag.  265  8. 

**)  Philippe  de  Vitry,  Bischof  zu  Meanx  von  1861  an,  gestorben  9.  Juni  1362 
nach  Garns,  Series  episc.  Es  ist  wahrscheinlich,  daas  die  Widmung  des  Qnadri- 
partitum  aus  einer  Zeit  stammt,  wo  Philipp  den  Bischofsstuhl  bereits  inne  hatte. 
♦**)  Die  Wiener  Handschrift  des  14.  Jahrhunderts  bedient  sich  überall,  auch 
in  den  üeberschriften  u.  dgl.  zumeist  schon  der  Zahlzeichen  in  jenen  Formen, 
wie  sie  in  den  abendländischen  Algorismus-  und  Computus-Tractaten  seit  dem 
12.  Jahrhunderte  üblich  sind:  i,  2,  3,  fi,  ij,  6,  a,  8,  9,  o. 
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oder  die  Niederschrifb  bestimmt  werden.  Die  Regel  hierfür  leitet  Johannei 
mit  dem  Satz  ein,  dass  die  erste  Stelle  zu  der  zweiten  sich  in  derselben  Pro- 
portion befinde,  wie  die  zweite  znr  dritten  a.  &•  w.    Enth&lt  schon  diese 

Stelle    eine    auffallende  Bfickerinnerung    an   das 
Avakoyov  dvai  im  Arenarius  des  Archimedes,  so 
werden  wir  noch  mehr  übeirascht  durch  den  Um- 
stand, dass  wir  daselbst  die  von  Arohimedes  ge- 
lehrte Stellenregel  für  die  Multiplication,  nämlich 
durch   Addition    der  Stellenanzahl    beider 
Factoren   und  Verminderung  der  Summe 
um  die  Zahl  Eins,  um  die  Stellen  des  Prodnctes 
zu  bestinunen,  bei  Johannes  in  unveränderter  For- 
mulierung und  Anwendung  wieder  finden,  nach- 
dem sie  seit  dem   Arenarius  in  der  Geschichte 
der  Arithmetik  eigentlich  verschollen  war.    Bei 
Johannes  ist  dieselbe  offenbar  auf  ein  fiechnen 
ohne  Abacus   berechnet  und  da  hierdurch  das 
Festhalten  des  Productes  durch  sogleiches  Ein- 
legen der  digiti,  9cv^fiiv£^,  und  articuli,  ivaloyoij 
in  die  Columnen  entfallt,  so  ist  eben  durch  die 
Bezeichnungen  rechts  vom  Striche  des  Schema's  angegeben,  welchem  Wert- 
ausdrücke das  Product  für  jede  erreichte  Stelle  entspricht.  Er  löst  also  z.  B. 
die  Aufgabe,  eine  Hunderter-  (3  Stellen)  mit  einer  Tausender^Stelle  (4  Stella) 
zu  multiplicieren,  durch  die  Bechnung  3  -4'  ^  —  1  =^=  6  und  findet  nun  beim 
limes  6  des  Schema's,  dass  das  Product  (d.  h.  die  Einer,  digiti,  desselben) 
ein  100  m  d.  i.  ein  hundertmal  Tausender  sein  muss.   Johannes  fügt  noch  die 
Bemerkung  bei,  dass  von  Andern  die  Buchstaben  des  Alphabetes  f^ 
die  Bezeichnung  der  Stellen  (ordines,  limites,  Zahlenreihe  links  vom  Striche) 
verwendet  werden.    Das  Httlfsmittel  war  also  damals  ein  allgemeiner  gang- 
bares.   Da  unter  dem  Alphabete  hier  nur  ein  Zahlen -Alphabet  verstanden 
sein  kann,  so  wird  man  mit  der  Annahme  kaum  irren,  dass  diese  ganze  Ein- 
richtung aus  griechischer  Quelle  stammt  und  ihrerzeit  im  griechischen  Reebnen 
mit  Alphabetzahlen  eine  wesentliche  Rolle  gespielt  hat.    Denn  etwas  Aehn- 
liches  war  hierbei  in  der  That  unentbehrlich. 

Das  andere,  vierzehnte  Capitel  trägt  die  Ueberschrifb:  „De  tabula  Abad 
subtilis  computationis  ^^  Johannes  beschreibt  zunächst  diese  „tabula  numeronun, 
quam  Abacus  invenit'*,*)  in  der  nebenstehend  versinnlichten  Weise  und  Ifisst 

*)  Hier  wird  also  die  Sache  zur  FersOD,  wie  umgekehrt  die  Person  des  AUcba- 
rismi  zum  Gegenstände,  Algorismue,  geworden  war.  Das  Wort  Abacus  ist  also 
auch  in  der  Ueberschrift  des  Capitels  als  Personennamen  su  verstehen. 
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auch  keinen  Zweifel  darüber,  was  dieser  „Abacus"  gewesen:  durch  Wieder- 
holen derselben  „caracteres"  könne  diese  Tafel  bis  auf  die  von  „Abacus^^ 
selbst  gemachte  Ausdehnung  von   27   Stellen*)   gebracht  werden.     Es  ist 
bezeichnend  für   die    mittelalterliche 
Wissenschafb,  dass  einem  Gelehrten 
wie  Johannes  de  Huris  damals  schon 
und  trotz  der  deutlichen  Anlehnung 
an  die  Abacistenschule  die  wahre  Be- 
deutung des  Wortes  Abacus  so  sehr 
entgangen  sein  konnte. 

Die  Anwendung,  welche  Johannes 
von  dieser  Tabelle  macht,  ist  nun  durch 
die  Numeration  bezeichnet.  Letztere 
geschieht,  indem  die  einzelnen  Ziffern 
einer  Zahl  durch  Zudecken  derselben 
Ziffern  in  den  betreffenden  „arcus" 
vermittelst  eines  zeichenlosen  „calcu- 
lus^' markiert;  also  daselbst  eigentlich 
unsichtbar  gemacht  werden.  Johannes 

addiert  also  z.  B.  zwei  Zahlen,  indem  er  nach  vorläufiger  Darstellung  der 
einen  Zahl  in  der  tabula  in  jeder  Columne  die  Summierung  der  hinein  ge- 
hörigen Zahlen  durchfuhr  und  die  erhaltenen  Summen  sogleich  wieder  durch 
Zudecken  vermittelst  eiDgelegter  calculi  markiert.  Das  Gesammtergebniss 
wird  sodann  festgestellt,  indem  der  calculus  in  jeder  Columne  aufgehoben 
und  die  darunter  befindliche  Ziffer  abgelesen  wird.  Für  die  Multiplication 
verweist  der  Autor  auf  die  Mitwirkung  seiner  oben  dargestellten  ars  multi- 
plicandi  nach  Capitel  11,  wobei  die  in  den  arcus  eingestellten  Ziffern  den 
limites- Nummern  links  vom  Striche  des  obigen  Schema's  entsprechen.  Er 
beginnt  die  Operation  mit  den  beiden  höchsten  Stellen.  Im  Dividieren,  welches 
ohne  jede  Beminiscenz  an  die  dekadischen  Differenzen  geschieht,  Qberlässt  er 
zunächst  die  Aufgabe,  den  richtigen  höchsten  Quotienten  zu  findeo,  ganz  der 
Erfahrung  des  Rechners:  „de  quo  nemo  nisi  tu  te  docere  potest".  Sehr  merk- 
würdig ist  nun  aber  wieder  die  Stellenregel  für  den  Quotienten.  Sie  lautet, 
von  dem  besondem  Fall  des  Beispieles  im  Texte  abstrahiert:  die  Stellen- 
anzahl des  Divisors  abzuziehen  von  derjenigen  des  Dividend  und  der  Best 
um  die  Zahl  Eins  zu  vermehren  (Johannes  vermehrt  sogleich  vor  der  Sub- 
traction  die  Stellenzahl  des  Dividend  um  Eins),  —  also  wieder  genau  die 
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*)  lieber  die  Rolle  dieser  Stellenanzahl  27  in  der  AbacislenBchtile  vgl.  meine 
Abhandlung  „Gerbert"  in  Wiener  Sitz.-Ber,  116  (1888X  878.  880.  886  ff.  912. 
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Stellenregel  des  Archimedes  in  ihrer  complement&ren  Anwendnng  auf  die 
Division,  welche  Anwendung  bekanntlich  im  Arenarius  selbst  vermi&st  wird. 
„Und  auf  diese  Art/^  sagt  Johannes  zum  Schlüsse,  „wirst  du  nnn  mit 
geringem  Aufwände  von  zahlenmässiger  Rechenkiinst  alle  Rechnungen  mit 
Wechslern  und  anderen  Leuten  in  vorzüglicher  Weise  abmachen  können.*^ 
Hiermit  ist  die  eminent  praktische  Absicht  des  Ganzen  betont.  Wir  haben 
es  hier  wohl,  nach  den  Worten  des  Autors  zu  urtheilen,  mit  der  Erfindung 
eines  Arithmetikers  zu  thun  und  zwar  einer  recht  sinnreichen,  zusammen- 
gesetzt aus  Elementen  der  beiden  Abacus-Methoden;  denn  die  verdeckte  Zahl 
der  Tafel  vertritt  hier  den  „apex,  caracter"  der  Gerbert'schen  Schale  und  das 
Deckmittel  ist  der  zeichenlose  calculus  des  Linienrechnens.  Wir  erhalten 
hiermit  zugleich  einen  interessanten  Einblick  in  das  damals  fortdauernde  Be- 
mühen der  Handelskreise  nach  einer  praktisch  tauglichen  Bechenmethode. 
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(Libri  secundi) 
Capitulom  11".     Theoremata  mnltiplicaoionis. 


f.  205"^ 
1.  IG 


I  Si  per  subduplum  nnmeri  dati  quemcunqne  nmnerum  |  extenderis,  pro- 
ductam  dupletnr,  idem  |  fiet  quod  si  per  duplum  multiplicatio  facta  |  fuisset,  i.  20 
ut  si  per  subduplum  de  6,  quod  est  3,  12  |  multiplices,  36  exibunt;  quo 
duplato  A2  I  producuntur,  quod  idem  est  ac  si  per  6  12  ampliasses.  |  Si 
autem  fueris  operatus  per  subtriplum,  tripletur  |  et  per  subquartum  decu- 
plura*),  quadrupletur.  Si  per  |  subduplum  numeri  dati  subduplum  numeri  [ 
cuiuslibet  augeatur,  productum  quadrupletur.  |  Si  per  subtriplum  subtriplum, 
noncupletur.  Si  per  subduplum  subtriplum, 
sextupletur.  |  idem  proueniet  utrobique  ac  si 
totum  per  totum  |  duceretui'.  ut  ter  6  et 
1 2  satis  ostendere  possunt,  ||  quod  iste  nume- 
rus, qui  prouenit  ex  multiplicacione,  deno- 
minacionem  |  parcium  inter  se  docebit.  Et 
nota  quod  aliqoi  volunt  dare  |  artem  multi* 
plicandi  per  notas  limitum,  ut  primi  |  limi- 
tis  nota  sit  i,  secundi  2,  tercii  3  etc.  sem- 
per,  I  et  com  post  tres  limites  ponatur  mille 
per  notas,  |  prout  scire  ordinem  et  econtra 
at  mille  quater  |  iterata  sunt  post  1 2  ordi- 
nem, qui  prouenit  ex  3  in  5^.  |  Sed  nunc 
transeo^  satis  breuiter  sumpto  inieio  ab  | 
unitate.  in  tercio  limite  post,  scilicet  quarto, 
ponitur  |  mille,  et  postea  in  tercio  post  quar- 
tum,  scilicet  |  in  septimo  bis  iteratum,  post 
in  decimo  ter  iteratum  |  etc.  per  temarinm  ambulando.    et  ^atim  post  mille 
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I  Simplex  uel  iteratum,  ae  si  saperponeretar  iiniias  |  pro  mille,  ponitur  post 
loo  •  lo.*)  ut  hie  post  .1"  nnum,  |  Ä  mille,  A  mille  milia,  lo  ^  ^  ^,  1 3  ^  ' 
c^^^,  16^^^^^ ^**)j  2  decem,  i\  decem  |  milia,  8  decem  of  öj,  decem***) 
^  ^  ^,  I  fi  decem  o^  {  ^  ^  ^,  i  A  decem  ^  ^  ^  ^  ^,  6  centam  ^,  9  |  centam 
1.  20  ^  ^,  12  centum  ^  ^  ^,  ilj  centum  ^  ~  |  öi  ^)  ^^  ceninm  ^  ^  ^  ^  ^.  Gnm 
ita  sit  qu^ramus,  in  qua  proporcione  |  se  habet  primus  ordo  siae  limes,  qni  est 
unorum,  |  ad  secundum,  qni  est  decenorum,  sie  secuDdus  ad  tercium  |  et  ter- 
eius  ad  quartum  et  sie  semper.  Si  igitur  tercins  |  ordo  mtdtiplicet  quartum, 
iunge  notas  simul,  |  qni  sunt  3  •  Ä.  et  exit  A,  a  quo  deme  imum  et  rema- 
nent  6.  Die  ergo  quod  peruenit  ordo  sextus,  |  in  quo  ponitur  centum  milia. 
si  Tis  scire  |  quid  est  in  10  ordine,  diuide  10  per  3,  possunt  |  ter  et  remanet  i. 
Die  ergo  quod  ibi  est  mille  ter  iteratum.  |  ita  in  aliis.  Alii  signifieant  limites 
^1^  per  II  literas  alphabeti,  sed  non  est  vis.    sufficiat  hoc  audisse. 

(explicU  capitulum,) 


(Libri  sectindi) 
f. ^208'  Gapitnlnm  ik"^  de  tabula  abaci  snbtOis  oonpntationis. 

Non  est  sub  silencio  transeundum  de  tabula  numerorum,  |  quam  abacus 
adinuenit,  quam  qui  diligenter  in|spexerit  gaudebit  eins  animus  operantis, 
cuius  compositionem  |  breuiter  te  docebo.  In  primo  limite  a  dextris  dispone 
I  9  ordines  angulorum  ab  unitate  sumpto  computacionis  |  inicio  et  super- 
pone   1.  pro  limitis  titulo  siue  nota.  |  In  secundo  uero  limite  et  terdo,  quam- 

1. 10  diu  fuerit  |  expediens,  eosdem  caraeteres  iterans  tabulam  |  potes  extendere, 
quam  extensionem  fecit  abacus,  usque  |  ad  2a  limites  numerorum«  Ego 
autem  propter  breuitatem  in  |  9  limitibus  requieui  et  super  quemlibet  posoi  j 
suam  notam,  primo  arcui  scribens  i ,  secundo  2  et  sie  |  usque  ad  9  arcus 
eontinue  se  habentes  et  hij  sufficiunt  |  michi  pro  declaratione  doctrin^.  tabula 
igitur  I  quadrata  sie  disposita  per  9  in  quolibet  laterum  |  extensa  sequitnr 
eius  utilitas  et  operacio  per  hunc  modum.  |  Seito  ergo  quod  qoilibet  arcns 
in  decuplo  superat  |  pr^cedentem.    Primo  addi(c)tionem  in  ea  non  est  diffi- 

1.  80  eile  I  reperire.    Propositis  namque  numeris  addicionis,  supra  |  figuras  cuius- 


*)  pro  100  •'  10  lege  10  - 100. 
**)  ^  ddecUur, 
***)  ante  vocahidum  decem  inseratur  nota  11. 
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libet  numeri  calcnlis  situatis  adde  |  singolam  singulis,  arcubus  obseruatis,  et 
productum  |  signa  per  calcalos  atque  lege.  Econtrario  de  |  sabtractione  agen- 
dnm  I  est,  sed  de  multiplicacione  laudabilias  opus  erit. 

I  Numeris  in  multiplicacione  datis  ultimum  multiplicantis  |  in  singalas 
multiplicandi  ducas  et  productum  pone  |  suis  arcubus  iuzta  notas  ut  in  capi- 
tulo  11^  monstratum  est,  |  figuris  per  calculos  amiotatis.  Deinde  secundam 
figuram,  ||  multiplicantis:  et  si  qui  fuerint  plures  multiplicandi  |  singulas  du-  \^ 
cere  debes  et  producta,  scitis  prius  |  suis  arcubus,  situare  et  peracta  multi- 
plicacione cal|culos  abice  et  lege  figuras  et  summam  multipli|cacionis  babebis. 
Esto  ezemplum.  propone  dies  |  anni  qui  sunt  361J  per  251  multiplicandos,  qui 
sunt  I  partes  unius  diei,  ut  numerus  borarum  tocius  anni  artijficialiter  habea- 
tar.  Duco  2  in  3  scilicet  ultimam  |  multiplicantis  in  ultimam  multiplicandi 
et  prouenit  |  6  et  quoniam  secundus  arcus  tercium  multiplicat  iunctis  |  notis,  i- 10 
qu§  faciunt  IJ,  unitateque  dempta  remanet  |  quartus  arcus.  Ponam  ergo  6  in 
quarto  limite  |  calculo  mediante  et  inde  tenebit  sex  milia  |  ista  uice.  Deinde 
duco  iterum  2  in  6  et  sunt  |  12,  cuius  digitum,  qui  est  2,  per  regulam  ante 
dictam  |  ponam  in  tercio  limite  articulum  sinistrando  |  in  eodem  arcu  ubi 
positus  iam  erat  6.  tunc  per  |  addicionem,  cum  sint  in  eodem  limite,  A 
exibunt  |  per  unum  calculum  designati.  Postea  duco  |  2  in  ij  et  ueniunt  ^  20 
10,  cuius  cifra  situabitur  in  |  arcu  secundo,  ai-ticulo  siuistrato,  ubi  duo  nuper 

1  ponebantur,  quibus  incorporatis  solus  calculus  3  |  tenet.  Iam  ergo  duos 
calcalos  habes  A300  |  denotantes.  Sicut  de  ultima  figura  multijplicantis  in 
omnes  multiplicandi  iam  operatus  sum,  |  sie  de'alia  id  est  prima  multipli- 
cantis, cum  I  plures  modo  non  sint,  in  aliarum  singulas  |  operabor.  et  cum 
fecero  facienda  boras  anni  |  8a6o  non  dubito  prouenire  aspectis  calculis 
super  I  numeros  situatis.  Sic  igitur  sine  t^dio  et  labore  ||  potes  multiplicare  ^'  j^^ 
quemlibet  numerum  per  alium  quantuscunque  |  fuerit  et  in  breui.  Sed  de 
diuisione  neminem  |  uidi  promptum  nisi  sicut  communiter  operatur.  In  bac 
tantnm  |  tabula  te  poteris  exercere  actibus  iteratis.  Exemplum  |  do  tibi, 
proponantur  8a6o  per  2fi  diuidendi.     sie  age.  |  caracteribus  ordinatis  deme 

2  de  8  et  de  A  et  I  potes  ter.    de  quo  nemo  nisi  tu  te  docere  potest.    et  { 
quoniam  secundus  ordo  diuidit  quartum,  adde  cum  fi,  |  qui  est  maior,  notam 

•I'  et  exit  IJ,  a  quo  deme  minorem  |  notam,  que  est  2  et  remanet  3.  pone  i- 10 
ergo  numerum  quociens  |  scilicet  3  in  tercio  limite  calculo  conseruante. 
Deinde  |  multiplica  3,  scilicet  numerum  quociens,  per  2  k  secundum  regulam 
I  tibi  datam  et  exibunt  A2  in  suis  limitibus  |  ooaptatis,  quibus  demptis  ab 
8a6o  remanent  |  iij6o,  quos  iterum  per  2$l  diuide  pari  forma  |  et  exibit 
numerus  quociens  6  in  secundo  limite  coUojcandus.  quod  cum  secundus  ordo 
tercium  diuidat,  unitate  |  addicta  3,  qu^  est  nota  maior,  exit  5^,  a  quo  dempta 
{  minore  nota,  qu^  est  2,  remanent  2  pro  nota  limitis,  |  ubi  debet  senarius  i-  20 

Abh.  Eur  Goioh.  der  Mathem.   V.  10 
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collocari.  et  de  dinidendo  re|manent  120,  quos  itemm  per  2A  diuidas  sicnt 
prius  I  et  nnmeras,  quociens  erit,  l\  in  arcu  primo  notandus.  |  Inspeclis  i^tar 
calcnlis  exit  numerus  qaociens,  dinisione  |  facta,  361J.  £t  hoc  est  quod 
uolnimus  concludere  |  arte  ista.  Eis  ergo  peruigil  abacista  et  per  conti|naiim 
exercicimn  manus  operantes  per  hanc  pr^nelnient  obloquentis.  Addidi  taDtum 
sub  tabulam  |  de  solidis  et  denariis,  sed  tabula  abaci  de  libris  |  superponator 
1.  30  et  inde  poteris  cum  aliis  campsoribus  |  uel  uulgaribus  per  ezcellentiam  com- 
putare  cum  |  panco  calculo  numerorum. 

(expUcU  capUidum.) 
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Die  Handschrift  C  80  der  EönigL  öffentl.  Bibliothek  za  Dresden  enthält 
auf  dem  ersten  Vorsetzblatt  folgende  von  Johann  Widmann  von  Eger,  dem 
früheren  Besitzer  derselben*),  geschriebene  Notiz: 

Pythagoram  Saminm  vinim  summe  apud  grecos  auctoritatis  scientiam 
numerorum  (quam  postea  Appulegius  Boetiusqne  romanus  latinam  fecerunt) 
invenisse  sapientissimi  yeterum  tradiderunt.  Id  enim  discipline  genus  gra- 
uissimus  philosophus  in  vita  humana  perutile  et  necessarium  arbitratus  est 
quod  sepenumero  accidat  homines  inter  se  res  contrahere  vendendo  emendo 
mutuando  creditum  soluendo  hac  arte  toUuntur  errores.  hac  quid  cuique 
debeatur  facile  ostenditur  Quam  ob  rem  numerorum  disciplinam  non  modo 
oratori  sed  cuique  in  primis  saltem  literis  erudito  necessariam  censet  Quin- 
tilianuB.  Nam  in  causis  illa  frequentissime  uersari  solet  in  quibus  actor  circa 
summas  trepidat.  Et  si  digitorum  incerto  atque  indecoro  gestu  computator 
dissentit  iudicatur  indoctus  Sed  quanquam  partes  omnes  scientie  que  de 
numero  tractat  dignis  laudibus  sint  omande  Illa  tamen  multis  iure  ante- 
ferri  debet  quam  regulam  falsi  appellant:  quoniam  tanta  illius  est  exel- 
lentia  tanta  commoditas  ut  Regulis  Algobre  exeptis  in  tota  arithmetica 
que  numeralis  dici  potest  sine  alicuius  dubitatione  teneat  principatum  Que 
uero  ista  sit  et  quomodo  cognoscatur  in  sequentibus  late  clarius  apparebit. 
Da  mit  dieser  Notiz  die  Vorrede  einer  unter  dem  Titel:  Regula  Falsi 
apud  Philozophantes  Augmenti  et  Decrementi  appellata.  omnium  Regulis 
Algobre  demptis  optima')  erschienenen  anonymen  Abhandlung  bis  auf  zwei 
unbedeutende,  in  Note  2  ersichtliche  Wortverschiedenheiten  vollständig  über- 
einstimmt, so  dürfte  die  Annahme  nicht  ungerechtfertigt  sein,  dafs  diese 
Abhandlung  eine  Arbeit  Widmanns  ist.  In  dieser  Ansicht  bestärkt  mich  der 
Umstand,  dafs  im  erwähnten  Dresdensis  ein  Stück  sich  findet,  dessen  Anfang 
grofse  Ähnlichkeit  mit  dem  der  genannten  Abhandlung  hat.  Zur  Ver- 
gleichxmg  setze  ich  die  beiden  Anfänge  nebeneinander. 


1)  Vergl.  mein  Programm:  Zur  Geschichte  der  deutschen  Algebra  im  16.  Jahr- 
hundert.   Zwickau  1887.  S.  9—10. 

2)  Das  Exemplar  der  hiesigen  Batsschulbibliothek  hat  die  Signatur:  XXIV, 
XI,  5  and  besteht  aus  20  Blättern.  Die  Vorrede  dieses  Exemplars  endigt  (BL  1'): 
Que  vcro  ista  sit  et  quo  modo  cognoscatur  ex  sequentibus  luce  clarius  apparebit. 
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Codex  C  80  (Bl.  9). 
Sciendum  de  regnla  Nucleum 
que  secundam  philosophos  regnla 
dicitnr  augmentacionis  et  diminu- 
cionis  proposito  aliquo  casu  ex 
duobus  numeris  falsis  invenire 
verum  Examinatis  enim  hijs  nume- 
ris secundum  exigenciam  casus 
tunc  vterque  aut  excedi^  summam 
expressam  aut  yterqae  deficit  aut 
vnus  excedit  et  alter  deficit  Si 
vterque  excedit  vel  vterque  deficit 
idem  est  modus  scilicet  subtra- 
hendo  minorem  excessns  a  maiori 
Residuum  autem  numerum  osten- 
dit  diuisorem  Multiplica  igitur 
primum  falsum  per  excessmn  se- 
cundi  Et  secundum  numerum 
falsum  per  excessum  primi  sub- 
trahendo  minus  productum  a  ma- 
iori Et  quod  remanserit  diuide 
per  diuisorem  Itaque  patebit  nn- 
meru«  verus  |  Si  vero  vnus  excedit 
et  alter  deficit  tunc  bos  numeros 
excessus  et  defectus  adde  simul 
id  est  illud  quo  vnus  excedit  sum- 
mam expressam  et  illud  quo  alter 
deficit  ab  illa  summa  adde  simul 
et  illud  erit  diuisor  Post  hoc  mul- 
tiplica vnum  numerum  falsum  per 
excessum  alterius  Et  alium  nume- 
rum falsum  per  defectum  alterius 
prioris  addendis  producta  simul 
et  bic  erit  numerus  diuidendus  | 
que  diuide  per  diuisorem  premis- 
sum  Et  patebit  numerus  verus  qui 
fuit  ignotus  et  quesitus.*) 


Regula  Falsi  (Bl.  2-2'). 
Quanquam  autem  ipsa  quam  certi  pbi- 
lozopbantium  non  immerito  Augmenti  et 
Decrementi  dieunt  Falsi  appellata  sit 
Regula  Quoniam  ex  duobus  numeris  fal- 
sis pro  tanto  quia  ad  placitum  positi 
practicantis.  Verus  et  quesitus  elicitur 
numeiois  Augmenti  vero  et  decrementi 
eadem  dicta  est  Regula  propterea  quia 
numeri  ex  opere  practicantis  iuxta  Be- 
gule  preceptionem  procreatL  Primos  ad 
placitum  positos  excedunt  numeros:  aut 
illis  sxmt  minores  Hinc  Regula  Augmenti 
et  Decrementi  dicta  est  Et  secundum 
hoc  etiam  Regula  tripartita  est  Quoniam 
propositis  duobus  numeris  falsis  exami- 
natisque  secundum  casus  propositi  exi- 
gentiam  tunc  aut  deficiat  vterque  Tel 
excedat.  Aut  vnus  illorum  excedet  et 
alter  deficiet.  Si  primis  duobus  modis 
tunc  minor  excessus  Tel  defectus  a  ma- 
iore  subtrabatur  numerus  et  relictum 
pro  diuisore  reseruatur  numero.  Quo 
facto  cruciformis  numerorum  adinuicem 
fiat  multiplicatio  boc  modo,  quilibet 
numerus  ad  placitum  secundum  tarnen 
rei  exigentiam  positus  seorsum  in  alte- 
rius ducatur  mendatium.  et  facta  mul- 
tiplicatione.  productum  minus  a  maiore 
subtrabatur  producto.  et  relictum  si  cum 
diuisore  seruato  diuisum  fuerit  quociens 
ostendet  quesitum  et  numerum  verum. 
Si  vero  vnus  deficiat  et  alter  excedat 
addantur  simul  numeri  scilicet  excessus 
et  defectus  et  aggregatum  ipsnm.  vt 
supra  pro  diuisiore  seruatur  et  iterum  vt 
superius    factum     est    cruciformis    fiat 


1)  Hieran  reiben  sich  unmittelbar  ohne  jeden  Zwischenraum  zwei  Aufgaben 
mit  Auflösungen. 
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multiplicatio.  Ipsis  itaqne  ad  inaicem 
multiplicatis  addantor  simul  producta, 
et  aggi*6gatnm.  resemato  dinisore  diid- 
Silin,  veinun  yt  supra  oetendit  numeram 
et  qnesitam. 
Den  Hauptteil  von  der  in  Bede  stehenden  Abhandlung  bilden  46  Beispiele; 
eins  derselben  lautet  (Bl.  20—20');  C  Casus  aliter  procedens  Est  quedam 
linea  perpendicularis  vt  9  cadens  super  alteram  extremitatem  alterius  liaee 
vt  6.  orthogonaliter.  Prima  igitur  linea  vt  9.  scilicet  sie  fracta  vt  altera  ex- 
tremitate  eius  cadit  supra  reliquum  alterius  linee  extremum  vt  .6.  secum 
vnum  faciens  orthogonium  et  rectum  angulum  habentem  Queritur  ergo  de 
quantitate  maioris  partis  linee  fracte  que  ypothemisa  appellatur  quantaque 
sit  pars  minor  que  cathetus  dicitur  Cum  autem  quadratum  ypothemise  in 
triangulo  orthogonio  equale  sit  duobus  quadratis.  basis  scilicet  et  catheti 
pariter  acceptis  Quare  ponatur  maior  pars  linee  fracte  scilicet  ypothemise 
vt  8  cuius  quadratus  est  64  a  quo  si  quadratus  basis  scilicet  .36.  ablatus 
fuerit  relinquitnr  quadratus  catheti  scilicet  .28.  qui  tamen  solum  1  esse 
debet  quare  .27.  superfluunt  Quare  secundo  ponatur  ypothemisa  vt  .7.  cuius 
quadratus  est  .49.  a  quo  36  quadratus  scilicet  basis  si  detractus  fuerit  .13. 
relinquuntur  quadratus  scilicet  catheti  qui  tamen  .  4 .  est  quare  9.  superfluunt 
Quare  sie  ponatur  ad  formam. 

8  plus  27  ^g 

7  plus  9 

C  Et  procedatur  secundum  regulam  et  veniunt  .6^.  quantitas  scilicet  ypo- 
themise erit  ergo  cathetus  vt  .2^  Quod  sie  ostenditur  Quia  si  quadratus  ca- 
theti. a  quadrato  numeri  inuenti  subtractus  fuerit  relinquitur  quadratus  basis 
et  econuerso  Et  si  ambo  et  basis  et  catheti  simul  addita  fuerint  quadrata 
erit  aggregatum  equale  quadrato  ypothenise  quod  ftiit  probandum.*) 

An  die  Notiz,  welche  anföngt:  Pythagoram  Samium  virum  summe  apud 
grecos  auctoritatis  scientiam  numerorum  (quam  postea  Appulegius  Boetius- 
qae  romanus  latinam  fecerunt)  invenisse  sapientissimi  veterum  tradiderunt, 
schliefst  sich  diejenige,  welche  in  meinem  Programm:   Zur  Geschichte  der 

1)  Dieses  Beispiel  findet  sich  fast  wörtlich  abgedruckt  in  dem  Algorithmus 
de  Integris.  Minucijs  vulgaribus  ac  proper tiouibus  Cnm  annexis  detii  falsi  alijsque 
Regulis.  Liptzck  1607.  Bl.  26-26'  (vergl.  auch  Chasles,  Geschichte  der  Geometrie 
übersetzt  von  Sohnke.  Halle  1839.  S.  639).  Beiläufig  bemerke  ich,  dafs  der  Ab- 
schnitt des  genannten  Algorithmus,  welcher  die  Überschrift  hat:  Sequitur  Regula 
falsi  apud  Philozophantes  Augmenti  et  decrementi  appellata  |  omninm  Regulis 
Algebre  demptis  |  vtilissima  nichts  weiter  ist  als  ein  Auszug  ans  der  Regula  Falsi 
apud  Philozophantes  Augmenti  et  Decrementi  appellata.  omnium  Regulis  Algobre 
demptis  optima. 
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deutschen  Algebra  im  15.  Jahrhundert  S.  9  gedruckt  ist.  Ebendort  ist  von 
mir  die  Vermutung  geäufsert  worden,  dals  der  edierte  anonyme  Algorithmiis 
Linealis,  welcher  beginnt:  (A)D  euitandum  multiplices  Mercatorum  errores 
et  alterius  Arithmetice  partis  difficultates  inuenta  est  quedam  alia  apad 
Apuleium  virum  in  omni  doctrina  peritissimum  huiuscemodi  artis  speculatio 
und  schliefst:  Et  tantum  de  Badicum  extractione  et  vltima  huius  Algorithmi 
specie  Et  per  consequens  de  toto  Algorithmo  ^) ,  von  Widmann  TerÜBÜst  seL 
Zu  dieser  Annahme  hatten  mich  früher  zwei  Gründe  bestinunt.  Einmal  die 
Ä^hnlichkeit,  welche  die  erwähnte  Notiz  mit  dem  Anfang  des  genannten 
Algorithmus  hat,  und  dann  die  Angabe  Wimpinas,  nach  der  Widmann  der 
Verfasser  einer  gedruckten  Linienrechnung  mit  den  Anfangsworten:  Ad  evi- 
tandum  multiplices  ist.^)  In  neuester  Zeit  habe  ich  noch  zwei  Gründe  geiun- 
den,  welche  für  meine  Vermutung  sprechen.  Erstens  enthält  der  Algorithmas 
Linealis  mehrere  Verse,  welche  auch  die  Handschrift  C  80  hat^),  und  zweitens 
ist  er  in  Leipzig,  wo  bekanntlich  Widmann  eine  Zeit  lang  lehrte,  erschienen.^) 


1)  Das  Exemplar  der  hiesigen  Rateschulbibliothek  hat  die  Beseichnnxig: 
XXIV,  XI,  5  und  besteht  aus  14  Blättern. 

2)  Vergl.  Conradi  Wimpinae  scriptorum  insignium  centuria  luci  pablicae  tra- 
dita  a  Merzdorf.  Lipsiae  1839,  p.  60.  —  AU  Titel  des  Druckes,  der  beginnt:  Ad 
evitandum  multiplices,  ist  angegeben:  Algorithmi  lineales.  lib.  I.  Ich  habe  anfangs 
geglaubt,  dafs  lineales  ein  Druckfehler  ist.  Herr  Oberbibliothekar  0.  y.  Heinemann 
in  Wolfenbüttel  hatte  indes  die  Güte,  mir  mitzuteilen,  dafs  im  codex  Guelferby- 
tanus  22.  8.  Aug.,  der  das  Originalmanuskript  der  Wimpinaschen  centuria  enthält^ 
ebenfalls  lineales  steht. 

3)  Die  betreffenden  Verse  lauten  in  dem 

Algorithmus  Linealis  (Bl.  3'- 4).  Cod.  C  80  (Bl.  1). 

I  monoB  .V.  quinos  jl.  denos.  dupla  vigenos  I  monos  .v.  quinos  |  x.  denos  dupla  vigenos 
XL.  duplat  idem.  triplat  .Ix.  Iquoque  sola  xl.  duplat  idem  |  triplat  .Ix.  1  quoque  sola 
Quinquaginta  facit.  sed  nonaginta  dat  .xc.       Quinquaginta  facit  \  sed  nonaginta  dat  xc 

C.  dat  centenos.  quadringenta  quoque  .cd.      C.  dat  centenos.  quadringenta  quoque  cd 

D.  quoque  quingenta  si  non  fiierit  sociata      DG.  sexcenta  .  M .  quoque  milia  prebet 
DC.  sexcenta  sola  .M.  quoque  milia  prebet      SiC.  preit  .M.  aufert  centum  sie  scribe 
Si .  C.  preit  .M.  aufert  centum  sie  scribe  totum 

totum  Maiori  numero  si  iunges  forte  minorem 

Hastibimillificatsubscriptaslineacunctas  Prepositus  minuit  sed  si  postponitnr 
Maiori  numero  si  iungas  forte  minorem  äuget 

Prepositus    minuit   Sed    si   postponitnr      Äuget  in  tantum  quantnm  maior  nome- 

äuget  ras  habet.*) 

Äuget  in  tantum  numerus  quantum  mi- 
nor habet. 

*)  Neben  diesen  Venen  hat  Widmann  bemerkt:  Liter»  quingentoi  .D.  tibi  aola  facit  ond 
linea  «aper  illam  scripta  tibi  milllficabit. 

4)  Am  Ende  des  Algorithmus  Linealis  findet  sich  das  Signet  des  Martinas 
Herbipolensis,  der  von  1490—1512  in  Leipzig  druckte.    VergL  Hain,  Repertoriom 
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Die  Königl.  öffentl.  Bibliothek  zn  Dresden  besitzt  unter  dem  Zeichen: 
Mathem.  291  eine  Schrift  über  das  Rechnen  auf  den  Linien,  welche  mit  der 
unsrigen  nur  wenig  übereinstimmt.  Diese  Schrift  hat  auf  Bl.  1  den  Titel: 
Algoritmus  linealis  und  das  nachfolgende  Schema: 

Quinque  mille  mili^  q 

Mille  milia O-^-O- 

Quingenta  milia  ( 

Centnm  milia  O 

Qninqaaginta  milia  O 

Deeem  milia  O  — 

Qainqne  milia 

Mille 

Quingenta 

Centmn 

Quinqoaginta  O 

Decem  —  O— 

Quinque  O 

Vnum  -O 

Dimidium  C 


O 

-o- 


O 
-O- 


O 
-O — 

O 
--0- 

o 


V.  tausent  mal  tausent 

tausent  mal  tausent 

funff  hundert  tausent 

hundert  tausent 

funffczigk  tausent 

Czehen  tausent 

funff  tausent 

Tausent 

funff  hundert 

hundert 

funfftzigk 

Czehen 

funff 

Eyns 

eyn  halbs 


Der  Anfang  lautet  (Bl.  l'):  Qnoniam  propter  multiplicem  regnlarum  poai- 
tionem  alterius  aritmetrice  scientie  partis.  inuenta  est  alia  leuioris  qnidem 
operationis  pars,  ab  appulegio  philosopho  industriosissimo.  ^)  de  liniarum. 
spatiorumqne  cognitione  tractans.  linealis  dicta  calculatio  que  vt  facilior  est 
tanto  vtilior  et  ingenio  cuiuscunque  accomodatior.  Et  qnemadmodum  sophiste 
quidem.interest  vt  virtutes  vocabulomm  cognoscat  ne  paraloisetur  ita  quo- 
que  mercatoris.  ac  denique  cuiuscunque  negotiatoris  in  agendis  rebus  vt 
numerandi  artem  sciat  ne  decipietur.  que  quidem  ars  fructuosissime  et  bre- 
uissime  per  algoritmum  linealem  delucidatur  Istius  autem  algoritmi  linealis 
neuem  sunt  species  scilicet  numeratio  circa  quam  eleuationem  et  resolutio- 
nem  enucliare  opportunum  erit .  additio .  subtractio .  duplatio  .  mediatio .  multi- 
plicatio .  diuisio .  progressio  et  radicum  extractio.  Darauf  folgen  Capitulum 
de  Numeratione  (Bl.  1'),  De  Additione  (Bl.  2'),  De  Subtractione  (Bl.  3'),  De 
Duplatione  (Bl.  4),  De  Mediatione  (Bl.  4'),  De  Multiplicatione  (Bl.  5),  De 
Diuisione  (Bl.  5'),  De  Progressione  (Bl.  6).  Der  Schlufs  lautet  (Bl.  6):  Ca- 
pitulum de  radicum  extractione  ad  algoritmum  integrorum  reseruabo  cuius 
species  per  ciffrales  figuras  ostenduntur  vbi  ad  plenum  de  hac  tractabitur. 

bibliographicum.  Voluminis  I  pars  I,  Stuttgartiae  et  Tubingae  1826.  S.  90.  Nr.  828 
und  Falkenstein,  Geschichte  der  Buchdruckerkunst.     Leipzig  1840.  S.  181. 

1)  Die  Worte:  ab  appulegio  philosopho  indnstriosissimo  lassen  mich  ver- 
niuten,  dafs  die  vorliegende  Schrift  der  Algorithmus  linealis  ist,  den  Wildermuth 
(Artikel  ,,Rechnen*'  in  Schmid,  Encyklopädie  des  gesammten  Erziehungs-  und  Unter- 
richtswesens. 6.  Band,  Gotha  1867.  S.  783.  736)  anführt. 
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Dann  folgt  der  Druckvermerk:  Impressum  Liptzk  per  melchiorem  I^otter. 
Anno,  et  cetera.*)  Der  vorliegende  Algoritmus  Hnealis  hat  zweifellos  die 
Grundlage  zu  dem  von  Heinrich  Stromer  gebildet.^)  Um  dies  augenschein- 
lich zu  machen,  setze  ich  den  Abschnitt  de  Progressione  aus  beiden  Schriften 
vollständig  hierher.  Man  liest  im 
Algoritmus  linealis  von  unbe-  *    Algorithmus  linealis  des  Heinrich  Stromer 


kanntem  Verfasser  (Bl.  6  des 
Dresdner  Exemplars). 
De  Progressione. 
Et  quia  in  omni  progressione 
aritmetrica  ex  additione  primi 
cum  vltimo  excrescit  vel  nume- 
rus par  aut  impar.  Si  par  tunc 
medietas  illius  paris  multipli- 
cetur  (penes  capitulum  supra 
dictum)  in  numerum  locorum 
et  productum  ostendit  summam^ 
progressionis.  Si  autem  impar 
tunc  medietas  locorum  multi- 
plicetur  in  vltimum  aggregatum 
vt  patebit  summa  progressionis 
et  in  exemplo 


1 
2 
8 
Exemplum  4 
de  pari  6 
6 
7 


10 


3 

Exemplum  4 

de  impaii   5 

9 

7 


(Bl.  6'— 7  der  Ausgabe  von  1504). 
Octaua  species. 
Progressio  est  plurium  numerorum  secun- 
dum  equales  excessus  sumptorum  in  vnam 
summam  reductio  |  In  omni  progressione 
Arithmetica  ex  additione  primi  cum  vltimo 
excrescit  vel  numerus  par.  vel  impar.  Si 
par  tunc  medietas  illius  paris  multiplicetur 
penes  capitulum  de  multiplicatione  |  in  nu- 
merum locorum  et  productum  ostendit  tibi 
summam  progressionis  Si  vero  impar  tnnc 
medietas  locorum  multiplicetur  in  vltimum 
aggregatum  vt  pateat  summa  progressionis: 
proba.  Si  omnes  numeri  in  progressione 
ordine  a  producto  subtractionis  more  eqna- 
liter  surgunt  |  inercie  non  accusaris  Cuins 
quidem  rei  tam  de  pari:  quam  impari  nn- 
mero  sume  exemplum. 

1  1 

2  2 


1)  ünger  (Die  Methodik  der  praktische  a  Arithmetik.  Leipzig  1888.  S.  43)  lie«t 
irrtümlich:  Impressum  Lipzik  per  melchiorem'  Letter  Anno  XC.  Über  meine  Les* 
art  vergleiche  auch  HaiD ,  Repertorium  bibliographicum.  Volnminis  I  pars  I.  S.  90. 
Nr.  830.  Da  nach  Falkenstein  (Greschichte  der  Buchdruckerkonst  S.  181)  Melchior 
Lotter  von  1497  an  in  Leipzig  druckte,  so  kann  der  in  Frage  stehende  Algoritmus 
linealis  nicht  vor  1497  erecbienen  sein. 

2)  Der  Algorithmus  linealis  des  Heinrich  Stromer  wurde  gedruckt  1504  (vgl. 
auch  Drobisch,  De  loannis  Widmanni  Egerani  compendio  arithmeticae  mercato- 
rum.  Lipsiae  1840,  pag.  5),  1610  (vergl.  Catalogue  de  la  biblioth^ue  scientifiqne, 
historique  et  litt^raire  de  feu  M.  Michel  Chaslea.  Paris  1881.  S.  204.  Nr.  1940), 
1612,  1514,  1620  (vergl.  Denis,  Wiens  Buchdruckergeschicht  bis  M.D.LX.  Wien 
1782,  pag.  78.  116.  211).  Eine  neue  Ausgabe  ist  von  Günther  (Prag  1880)  ver- 
anstaltet worden. 
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10 


6  Maltiplicans       4  Multiplicans 
9  MoltiplicandoB  9  Moltiplicandus 
-X X 


O 

-oooo 


oooo- 
o 
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-oooo- 


Exemplum  5 
de  pari        6 
7 
8 
9 
6  Multiplicans 
9  Multiplicandns 
X X 


Exemplum  6 
de  im  pari    6 

7 

8 

4  Multiplicans 
9  Mnltiplicandus 
X 


C  Aliud  exemplum  |  Voleus  scire  quot 
ictus  facit  tintinabulum  ad  campanam  si- 
gnando  a  prima  hora  vsque  ad  .i2.  lunge 
extrema  faciunt  .13.  que  multlplica  per 
medietatem  positionem  scilieet  per  .6.  fa- 
ciunt .78.  tot  ergo  ictus  facit  signando 
boras. 

Bemerkt  sei  noch ,  dafs  in  das  Dresdner  Exemplar  des  fraglichen  Algoritmus 
linealis  eine  alte  Hand  manches  yon  dem  eingetragen  hat,  was  Stromers  Text 
mehr  enthält. 

Das  erste  gröfsere  Stück  der  Handschrift  C  80  umfafst  Vorder-  und 
Bückseite  von  einem  losen  Blatt,  welches  mit  226  bezeichnet  ist,  und  Bl.  l' 
— 5'.  Es  ist  die  Arithmetik  des  Johannes  de  Sacrobosco.  ^)  Dieselbe  beginnt 
ohne  Titel:  (O)Mnia  que  a  primeua  rerum  origine  processerunt  ratione  nu- 
meri  uel  numerorum  formata  sxmt  und  schliefst:  Et  hec  de  Radicum  ex- 
tractione  sufQciunt  tam  in  numeris  Cubicis  quam  Quadratis.  Widmann  hat 
gewufst,  dafs  das  Manuskript  von  Johannes  de  Sacrobosco  verfafst  ist.  Denn 
er  hat  am  Bande  bemerkt:  huius  libri  ....  duplex  est  scilieet  Mediata  et 
immediata.  Immediata  fuit  quidam  philosophus  arabicus  nomine  algus  Sed 
Mediata  fuit  Johannes  de  Sacrobusco  |  qui  hanc  artem  de  arabico  in  latinum 
transtulit  et  compilauit  (Bl.  226').  Aufser  dieser  Note  sind  von  Widmann 
dem  Manuskript  noch  andere  Noten  hinzugefügt  worden.    Aus  letzteren  läfst 


1)  Die  Arithmetik  des  Johannes  de  Sacrobosco  wurde  zum  erstenmal  1488 
gedruckt.  Die  bisher  bekannten  Exemplare  dieses  Druckes  findet  man  angegeben 
bei  Favaro  (Interne  alla  vita  ed  alle  opere  di  Prosdocimo  de'  Beldomandi  im  Bnl- 
lettino  di  bibliografia  e  di  storia  delle  scienze  matematiche  e  fisiche.  Tomo  XII, 
pag.  126—127).  Diesen  Exemplaren  liefse  sich  das  Exemplar  anreihen,  welches 
unsere  Bibliothek  unter  dem  Zeichen:  XXiV,  X,  22  aufbewahrt. 
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sich  schliefsen,  dafs  Widmann  der  Verfasser  des  gedruckten  anonymen  Algo- 
rithmus Integrorum  Cum  Probis  annexis  ist.^)  Nach  dem  Anfang:  (Q)Vo- 
niam  omnia  quecanque  a  primeua  rerom  natura  constructa  sunt  nnmeroruin 
videntur  ratione  formata,  der  bis  auf  das  erste  Wort  aus  des  Boetius  Arith- 
metica  entlehnt  ist^),  heifst  es  in  dem  genannten  Algorithmus:  Quia  numerns 
Boetio  teste  principale  in  animo  conditoris  fuit  exemplar  Deus  enim  vt  £ccle> 
siastes  dicitur  .11.  omnia  in  mensura  numero  et  pondere  fecit  et  creanit 
(Bl.  2).  Zwischen  der  ersten  und  zweiten  Zeile  (Bl.  226')  hat  Widmann  be- 
merkt: quia  numerus  in  animo  conditoris  principale  fuit  exemplar  Boe.  ibidem 
und  auf  dem  Bande:  ecclesiastes  11^  Deus  omnia  in  mensura  numero  pon- 
dere fecit  et  dreauit.  Dana  liest  man  im  Algorithmus  Integrorum:  Et  quia 
vt  Arestoteies  dicit  secundo  methaphisice  Quemadmodum  res  sunt,  sie  et 
cognosci  habent  (Bl.  2).  Zwischen  der  zweiten  und  dritten  Zeile  (Bl.  226*} 
steht  von  Widmanns  Hand:  ut  dicit  aristoteles  secundo  methaphisice;  die 
Worte:  Quemadmodum  res  sunt,  sie  et  cognosci  habent  finden  sich  im  Texte. 
In  dem  Algorithmus  Integrorum  ist  weiter  zu  lesen:  In  alijs  nanque  seien tijs 
dum  certitudo  veritatis  inquiritur:  ambiguitatis  diuersitas  inuenitur.  et  dum 
ad  seientie  veritatem  laboramus  in  profnndiorem  dubitationis  incidimus  labo- 
rintum  (Bl.  2).    Hiermit  stimmt  folgende  von  Widmann  geschriebene  Notiz  ' 


1)  Das  Exemplar  der  hiesigen  Ratsschulbibliothek  hat  die  Signatar:  XXIV, 
XI,  6  and  besteht  aas  12  Blättern. 

2)  Die  Arithmetik  des  Boetius  erstreckt  sich  in  der  Handschrift  C  80  von 
Bl.  24— 7 r.  Der  Anfang  derselben  lautet:  (D)Omino  patricio  Simacho  Boecius  In 
dandis  et  accipiendisque  maneribos  ita  reeta  officia  inter  eos  precipue.  qne  sese 
magnifaciunt.  cstimantar.  si  liquido  constabit  nee  ab  hoc  aliud  qaod  liberalios 
offerret.  inventum.  nee  ab  illo  nunquam  quod  iucundius  beniuolencia  complecte- 
retur  acceptum  und  der  Schlafs:  huius  autem  descripcionis  exemplar  adiecimus. 
Das  Manuskript  scheint  Widmanns  Arbeitsexemplar  gewesen  zu  st-in.  Ich  glaube 
dies  aus  dem  Umstände  schliefsen  zu  dürfen,  dals  Widmann  manches  korrigiert 
hat.  So  hat  er  gleich  in  den  Anfangsworten  recta  durch  recte,  offerret  dnrch 
afferret  und  Dunquam  durch  unquam  verbessert.  Von  der  Ausgabe,  welche  1488 
in  Venedig  erschienen  ist,  weicht  das  Manuskript  nur  unerheblich  ab.  —  Ein  swei- 
tes  Stück  der  Handschrift  C  80,  welches  über  theoretische  Arithmetik  handelt, 
befindet  sich  auf  Bl.  11 — 19.  Es  ist  die  Arithmetik  des  Johannes  de  Mniis.  Der 
Anfang  derselben  lautet:  Nvmerus  est  duplex  scilicet  mathematicus  |  qui  dicitur 
numerus  numerans  |  et  naturalis  qui  dicitur  numerus  numeratus  und  das  Ende: 
Nam  sicut  se  habent  6  ad  9  ita  8  ad  12  scilicet  in  sesquialtera  proporcione  Et 
tantum  de  arithmetica  communi  Magistri  lohanni  Muris  |  extracta  ex  arithmetica 
bohecij  {  quam  boecius  transtulit  de  greco  in  latinum  Ex  arithmetica  Nicomaci 
patre  aristotelis  qui  nicomacus  arithmeticam  in  greco  composuit.  Widmann 
scheint  das  Manuskript  fleifbig  benutzt  zu  haben.  Dafür  sprechen  die  vielen  Noten, 
die  er  demselben  beigefügt  hat.  Mit  den  Ausgaben  aus  den  Jahren  1515  und 
1538  stimmt  das  Manuskript  fast  völlig  überein. 
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überein:  In  alijs  namque  ....  dum  certitudo  ueritatis  inquiritur  ambiguitatis 
diuersitas  invenitnr  et  dum  ad  scientie  ueritatem  laboramus  in  pro^ndiorem 
dabitationis  incidimus  laborinthnm  (Bl.  226').  Zar  weiteren  Vergleichung 
teile  ich  aus  dem  Drucke  und  der  Handschrift  noch  folgendes  mit. 


C  Est  antem  Ars  numerandi  vt  Con- 
siliator  .15.  particnla  problenmatnm 
refert  commento  tertio  Becta  nume- 
rorum  ratio  (Bl.  2). 

Numerus  vero  vt  Boe.  dicit  in  primo 
Arithmetice  et  Euclides  in  principio 
septimi  elementorum.  est  multitudo 
ex  vnitatibus  profusa  (Bl.  2). 

Hinc  Aristoteles  .10.  methaphisice 
dicit  Numerus  est  vna  mensurata 
multitudo  (Bl.  2). 


Quare  vnitas  secundum  Boe.  in 
principio  Arithmetice  est  principium 
nameri  et  potentia  omnis  numerus 
(BL  2). 


Bene  dicit  ergo  Euclides  vbi  supra. 
quod  vnitas  est  qua  vnaqueque  res  se 
sola  vna  dicitur  (Bl.  2). 


secundum  lordonium  circa  prin- 
cipium sue  Arithmetice.  vnitas  est  rei 
esse  per  se  discretio  (Bl.  2'). 

Alia  autem  diuisione  et  generali 
numerus  in  tria  scinditur  membra. 
quam  etiam  petrus  de  Ebano  tangii 
•  15.  particula  probluematum.  com- 
mento tertio  dicens  Numerorum  alius 
digitus  Alius  articulus  Alius  compo- 


Bemerkung  von  Widmann:  ars  nu- 
merandi est  recta  numerorum  ratio, 
petrus  de  Ebano  super.  15^  particula 
probleumatum  aristotelis  probleumate 
tertio  (Bl.  226'). 

Der  Text  hat  (Bl.  226'):  numerus 
est  multitudo  ex  vnitatibus  profusa. 
Hierzu  ist  von  Widmann  bemerkt:  ut 
dicit  Boe.  in  primo  Arithmetice  und 
ut  dicit  Eucli.  in  principio  septimi. 

Zwischen  der  13.  und  14.  Zeile 
(B1.226')  steht  von  Widmanns  Hand: 
qui  est  vna  mensurata  multitudo  .10. 
methaphisice.  qui  steht  über  numerus; 
numeinis  gehört  in  den  Text. 

Zwischen  der  16.  und  17.  Zeile 
(Bl.  226')  liest  man  von  der  Hand 
Widmanns:  que  est  principium  numeri 
et  potentia  omnis  numeri  Boecius. 
que  steht  über  vnitas;  vnitas  gehört 
in  den  Text. 

Der  Text  hat  (Bl.  226'):  Vnitas 
autem  est  qua  vnaqueque  res  se  sola 
vna  dicitur.  Hierzu  ist  von  Widmann 
bemerkt:  ut  dicit  Euclides  in  prin- 
cipio septimi 

Notiz  von  Widmann:  Vnitas  secun- 
dum lordanum  in  principio  arithme- 
tice est  rei  esse  per  se  discretio 
(Bl.  226'). 

Im  Texte  heifst  es  (Bl.  226'):  Nu- 
merorum alius  Digitus,  alius  Articu- 
lus. alius  numerus  compositus  C  Di- 
gitus quidem  est  omnis  numerus 
minor  denario  C  Articulus  est  omnis 
numerus  diuisibilis   in   decem  partes 


Digitized  by 


Google 


—     158     — 

Situs  siue  mixtas.  Digitus  est  omnis  äquales:  ita  quod  nihil  sit  residuum 
numerus  sub  denario  contentus  Arti-  neque  diminutum  €  Compositns  sine 
culus  vero  est  omnis  numerus  qui  mixtus  est  qui  constat  ex  digito  et 
potest  in  decem  diuidi  partes  equales  articulo.  Widmann  hat  dazu  bemerkt: 
nullo  existente  superfluo  Numerus  ut  dicit  Consiliator  super  arestotelein 
autem  compositus  constat  ex  digito  in  probleumatibas. 
et  articulo  (Bl.  4). 

Dafs  der  Algorithmus  Integrorum  Cum  Probis  annexis  eine  Widmannsche 
Schrift  ist,  wird  durch  das  Zeugnis  Wimpinas  zur  Gewifsheit^)  Danach  ist 
von  Widmann  ein  (Algorithmus)  Integrorum  cum  probis  im  Druck  erschiexMm, 
der  beginnt:  Quoniam  onmia  quaecunque.^) 

1)  Yergl.  Conradi  Wimpinae  scriptorum  insigninm  centuria  luci  pablicae 
tradita  a  Merzdorf  pag.  50. 

2)  Bei  Abfassimg  des  Algorithmus  Integrorum  Com  Probis  annexis  konnte 
Widmann  neben  der  Arithmetik  des  Johannes  de  Sacroboaco  noch  das  Rechen- 
buch des  Johannes  de  Sevilla  benutzen.  Davon  befindet  sich  in  der  Handschrift 
C  80  ein  Fragment.  Dasselbe  hat  die  Überschrift  (Bl.  129):  Incipiunt  Begule  de 
Algorismo  Prolagus  und  beginnt:  (Q)Vi8qui8  in  4  Matheseos  disciplinis  efficacias 
nult  proficere.  numerorum  raciones  prins  studeat  apprehendeie  und  schliefst 
(Bl.  134):  Ytrum  aotem  bene  diuiseris  sie  probabis  id  qaod  exierit  de  diuisione 
scilicet  excogitatos  suprapositos  numeros  quotquot  sint  multiplica  in  dioidentem 
et  adde  si  forte  aliquid  remanait  ex  diuidendo  et  si  ex  mnltiplicacione  eorom  com 
addicione  iatius  pronenerit  primus  diuidendns  numerus  bene  dinisisti  aliter  enim 
Si  autem  ex  diuidendo  nihil  remansit  nisi  sola  multiplicacio  priorum  safficit  ad 
reddendum  prioriim  numerum  diuidendnm.  Item  de  diuidendo  9  sema  pro  nota. 
deinde  post  diuiaionem  similiter  de  diuidente  aubtractis  9  quociens  poteris,  Si 
autem  ipsos  9  serua  pro  nota  Similiter  fac  in  eo  qui  exiuit  de  diuisione  Deinde 
notam  diuidentis  et  eins  quod  exiuit  de  diuisione  in  se  multiplica  et  eorum  mul- 
tiplicacione  notam.  nnmeri  qui  ai  forte  ex  diuidendo  remansit  ad  inatar  priomm 
inuentam  aggrega  et  ex  numero  quod  mnltiplicacione  notanim  et  alteriua  a^gre- 
gacione  prouenerit.  aubtractis  9  quocicna  poteris.  Sin  nota  prima  diuidendi  pro- 
cesserit.  bene  diuiaiati.  Sin  autem  non  Item  nota  quod  quociens  aliquem  numemm 
in  alium  multiplicaueris  et  quod  ex  eorum  mnltiplicacione  prouenerit  per  ipsum 
quem  multiplicasti  diuisis.  ex  diuisione  ipse  tarnen  exibit  quoniam  prius  multi- 
plicasti  Yerbi  gracia.  Si  duo  multiplico  in  10  proneniunt  20.  Hos  autem  20.  ai 
per  10  diuiaero  reddnnt  2  et  sie  de  ceteria.  Poat  hoc  autem  notandum  est  quia 
quilibet  numerua  in  quemlibet  poteat  multiplicari.  in  diuisione  vero  nunquam 
niai  maior  in  minorem  potest  diuidi  Quia  enim  dinidendus  numerus  eciam  multi- 
plicatua  debet  a  diuidendo  detrahi  uel  parificari.  et  impossibile  est  per  maiorem 
uel  eqnalem  aliquem  numerum  posae  diuidi;  et  cetera.  Das  Manuskript  reicht 
bis  zu  dem  Abschnitt  De  fraccionibua  numerorum  der  Drnckausgabe.  Ein  zweites 
Fragment  des  Rechenbuches  des  Johannes  de  Sevilla  ist  enthalten  im  cod.  AmpL 
Q  355  und  zwar  von  Bl.  85 — 115.  Dasselbe  beginnt  nach  zweimaligem:  Assit  prin* 
cipio  sancta  maria  meo  mit  den  Worten:  Quiaquis  in  quatuor  matheseos  discipli- 
nia  efficatiua  uult  proficere  numerorum  raciones  primnm  studeat  apprehendere  und 
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Auf  Bl.  135—136  enthält  die  Handschrift  C  80  unter  dem  Titel:  Se- 
quitnr  de  phisicis  eine  Abhandluug  über  die  Sexagesimalrechnong.  Dieselbe 
ist  von  Widmann  eigenhändig  im  Jahre  1488  geschrieben.^)  Mit  ihr  stimmt 
der  edierte  anonyme  Algorithmus  Minatiarum  Phisicarum  in  vielen  Stücken 
überein. ^)  Zur  Vergleichung  teile  ich  einige  Stellen  aus  dem  Manuskripte 
und  dem  Drucke  mit. 


(C)Irculus  obliquus  qui  signifer 
nuncupatur  diuiditxir  in  6  Signa  phi- 
siea  quorum  quodlibet  valet  duo  com- 
mruiia  quorum  quodlibet  habet  30 
gradus.  Gradus  autem  diuiditur  in 
60  minuta.  quodlibet  minutum  in^ 
60.  secunda.  Quodlibet  secundum  in 
60  tertia  et  sie  procedendo  usque  quo 
placet  Sic  est  in  tempore  quod  Annus 
diuiditur  in  365  dies  si  est  communis 
Et  hij  vocantur  prima  in  Astronomia 
quorum  60  faciunt  vnum  secundum. 
60  autem  secunda  faciunt  vnum  ter- 
tiom  .60.  tertia.  vnum  quartum.  et 
sie  habent  se  contrario  modo  prece- 
dentibus.  Quod  autem  primum  diui- 
ditur in  60.  minuta  dierum.  uel  alia 
diuisione  in  24  horas.  Et  quodlibet 
minutum  in  60  secunda  diei.  secun- 
dum in  60.  tertia  diei  et  sie  con- 
sequenter.  Sic  quelibet  hora  diei  par- 
titur  in  60  minuta.  ita  tarnen  quod 
minuta  sint  minora  minutis  dierum 
Et  quodlibet  minutum  in  60  secunda 
bore,    et  sie  de  alijs    Et  inter  illa 


Circulus  igitur  obliquus  qui  signi- 
fer nuncopatur  in  sex  phisica  diuidi- 
tur Signa,  quorum  quodlibet  duo  valet 
communia  Et  illorum  vnumquodque 
in  .30.  subdiuiditur  gradus.  quoi-um 
quilibet  in  .60.  minuta.  quorum  quod- 
libet in  .60.  secunda  et  quodlibet 
secundum  in  60.  tertia  Et  vnumquod- 
que tertium  in  .60.  quarta  et  sie  pro- 
cedendo vsque  quo  placet  Sic  et  de 
tempore.  Quia  annus  communis  in 
.365.  diuiditur  dies,  qui  prima  in 
Astronomia  vocantur.  quomm  .60. 
vnum  faciunt  secundum  60.  autem 
secanda  vt  supra  vnum  faciunt  ter- 
tium .et  .60.  tertia  vnum  quartum 
et  sie  de  alijs  Sicut  autem  primum 
in  .60.  dierum  diuiditur  minuta  vel 
alia  diuisione  in  .24.  horas  Sic  que- 
libet hora  diei  in  .60  subdiuiditur 
minuta  Ita  tamen  vt  minuta  horarum. 
minutis  dierum  sint  minora.  et  quod- 
libet minutum  in  60.  secunda  höre 
et  sie  de  alijs  Et  inter  üla  quedam  di- 
cuntur  integra  sicut  sunt  Signa  gradus 


endigt:  Cum  ergo  de  .7.  residno  eqnale  acceperis  id  est  tribns  neceseario  4  re- 
manent.  Von  der  Edition  umfafst  die  Handschrift  S.  1—103.  Erwähnt  sei  noch, 
dafs  das  zweite  Fragment  nach  der  Subscriptio:  £zplicit  liber  algorismorum  et 
omnimn  fraccionum  in  numeris  translatus  ex  arabico  a  magistro  .0.  cremonensi 
von  Gerhard  von  Cremona  aus  dem  Arabischen  ins  Lateinische  übertragen  ist 

1)  Die  letzten  Worte  sind:  Et  sie  est  finis  in  die  Lune:  88  post  crucis. 

2)  Das  Exemplar  der  hiesigen  Ratsschalbibliothek  hat  die  Bezeichnung: 
XXIV,  XI,  6  und  besteht  aus  6  Blättern.  Der  Anfang  dieses  Exemplars  lautet 
(Bl.  2):  (Q)Vanquam  de  Minatiarum  vulgarium  consideratiooe  in  superioribus  satis 
diligentium  lectorum  indagationi  explanatam  sit. 
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Quedam  dicuntar  Integra  Sicut  Signa. 
Alia  dicuntur  fractiones  sicut  Minuta. 
secunda.  tertia  et  cetera  Quoniam 
autem  hec  in  opere  präzis  astrorum 
scientie  creberrime  et  ferme  semper 
occurrunt  Ideo  dicere  de  eorum  Ad- 
ditione  adinuicem  et  Subtractione  ab 
inuicem  alijsque  modis  in  hoc  opere 
fracfcionum  phisicarum  est  dicendum 
(Bl.  135). 

Sunt  autem  8  species  huius  scilicet 
Reductio.  Sutractio  Additio.  Mediatio. 
Duplatio.  Multiplicatio.  Diuisio  et  ra- 
dicum  extractio  tarn  in  numeris  Cu- 
bicis  quam  quadratis  (Bl.  135). 

(E)St  igitur  Reductio  numerorum 
diuerse  denominationis  sub  eodem  col- 
latio  (Bl.  135). 

(A)Dditio  est  diuersorum  numero- 
rum fractiones  diuersas  continencium 
ad  inuicem  aggregatio  (Bl.  135). 

(8)Vbtractio  est  datis  numeris  frac- 
tionum  maiorum  ad  minorem  exessus 
inventio  (Bl.  135'). 

(D)Vplatio  est  numeri  fractionum 
ad  se  inuicem  aggregatio  (Bl.  135'). 

(M)Ediatio  est  numeri  propositi 
fracti  tantum  medietatis  inventio 
(BL  135'). 

(M)Vltiplicatio  est  ex  duobus  nu- 
meris in  se  ductis  tertij  inventio  qui 
tociens  continet  alterum  quot  vnitates 
sunt  in  reliquo  licet  denominatio  va- 
rietur  (BL  136). 

(D)Iuisio  est  datis  duobus  numeris 
in  tot  partes  distributio  quot  minor 
continet  licet  denominator  uarietar 
(BL  136). 

(R)Adicem  extrahere  est  sub  pro- 
posito    numero    alium    invenire    qui 


Alia  vero  integromm  partes  qne  mi- 
nutie  appellantur  Sicut  sunt  minuta 
secunda  tertia  et  cetera  Et  quia  isie 
in  opere  praxis  astrorum  scientie  cre- 
berrime occurrunt  Quare  de  eoram 
ad  inuicem  additione  alijsque  modis 
in  hoc  opere  minutiarum  scilicet  pbi- 
sicaram  dicendum  (Bl.  2). 


Sunt  autem  huius  Algorithnai  sicut 
^t  precedentis  octo  species  scilicet 
Reductio  Additio  Subtractio  Duplatio 
Mediatio  Multiplicatio  Diuisio  et  Ra- 
dicum  extractio  (Bl.  2 — 2'). 

(E)St  igitur  Reductio  vt  snpra 
tactum  est  numerorum  diuerse  deno- 
minationis ad  eandem  collatio  (Bl.  2^). 

(A)Dditio  est  diuersorum  numero- 
mm  minutias  diuersas  continentium 
ad  inuicem  aggregatum  (Bl.  3). 

(S)Vbtractio  est  datis  numeris  frac- 
tionum maiorum  ad  minores  excessns 
inuentio  (BL  3'). 

(D)Vplatio  est  minutiarum  ad  se 
inuicem  aggregatio  (Bl.  4). 

(M)Ediatio  est  minutiarum  propo- 
sitarum  medietatis  tantum  inuentio 
(BL4'). 

(M)Vltiplicatio  est  ex  duobus  nu- 
meris in  se  ductis  tertij  inuentio  qui 
tociens  continet  alterum  quot  vnitat^ 
sunt  in  reliquo  licet  denominatio  ya- 
rietur  (Bl.  5), 

(D)Iuisio  est  proposiiis  duabus 
quantitatibus  maioris  in  tot  partes 
distributio  quot  minor  continet  vni- 
tates licet  denominator  varietur(Bl.  5'). 

(R)Adicem  extrahere  est  sub  pro- 
posito    numero    alium   inuenire    qui 
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semel  uel  bis  in  se  dactos  qui  faerit  semel  vel  bis  in  se  dactus  propositum 
propositas  resultabit  si  nems  fuerit  primo  producit  Si  quadratas  faerit 
Onbicus  uel  quadratus  (BL  136).  vel  cubicus  (Bl.  5'). 

Diese  Übereinstimnmng  veranlafst  mich  zu  behaupten,  dafs  der  Algorithmus 
Minutiarum  Phisicarum  von  Widmann  verfafst  ist.  Bestätigt  wird  meine 
Behauptung  von  Wimpina.^)  Bei  diesem  liest  man,  dafs  von  Widmann  ein 
(Algorithmus)  Minutiarum  Physicarum  gedruckt  worden  ist,  welcher  anfängt: 
Quanquam  de  minutiarum  vulgarium.^) 


1)  Vergl.  Conradi  Wimpinae  scriptoram  iasignium  centaria  laci  publicae  tra- 
dita  a  Merzdorf  pag.  50. 

2)  Vier  Stücke  der  Handschrift  C  80  handeln  von  dem  Rechnen  mit  Sexa- 
geeimalbrächen   und   gemeinen    Brüchen.     Das    erste    der    vier   Stücke    umfafst 
Bl.  167' — 166  and  ist  vermatlich  ein  Fragment.    Es  hat  den  Titel:  De  Diuersitate 
fraccionam  und  beginnt:   (Q)yoniam  in  precedentibus  freqaenter  contingit  quod 
qnantitas  qnantitati  additar  vel  ab  ea  subtrahitur  et  vna  per  aliam  multiplicatur 
Tel  dioiditur  Sed  et  radicnm  extractio  necessaria  est  qnandoque.    et  hec  fiunt  pre- 
cipue  in  quantitate  temporis  et  circuli  celestis  und  schliefst:   non  est  autem  mi- 
randnm  qnod  maior  est  numerus  radicis   quam   quantitatis  caius   est  radix  hoc 
enim  accidit  in  fraccionibas  sed  non  in  integris  Radix  enim  per  multiplicacionem 
qaeritur  sed  in  maltiplicacione  integra  cre^cunt  fractiones  vero  decrescnnt  quan- 
titate licet  eomm  numerus  augeatur  sicut  habitum  fuit  supra  Et  hec  de  compu- 
tacione  fraccionum  sufficiant.)  Laus  deo.    Das  zweite  der  vier  Stücke  beginnt  mit 
den  Worten  (Bl.  177):   (D)Ei  omnipotentis  glorios!  et  sublimis  sancto  Spiritu  In- 
nocato  sine  quo  nuUnm  rite  fundatur  exordiam:  qui  cum  deo  patre  et  filio  Idem 
est  et  diuersus  pariter  procedens  ab  utroque  fractionum  tractatu  Inchoans  Dico 
quod  Minncia  nihil  aliud  est  quam  pars  respectu  «ui  ad  totum  considerata  und 
endigt  (Bl.  181):  C  Obsecro  uero  lectores  auditoresque  huius  opusculi  Si  qui  fue- 
rint  vt  si  alicubi  Somnns  ignorantie  aliquis  me  arripuerit  ut  parcentes  mihi  cau- 
sis  pinribus  que  minus  bene  dicta  fuerint  corrigant  et  emeudant:  quia  melius  est 
xnulto  plus  falsitatem  corrigere  quam  palliatam  eandem  sustinere  De  bene  dictis 
autem  laudent  spiritum  veritatis  a  quo  procedit  omnis  veritas  prolata  a  quocun- 
que  Placeat  deo  altissimo  omnium  creatori  nt  omnia  premissa  dicta  sint  ad  ipsius 
qui  vnus  et  trinus  est  gloriam  et  honorem  atque  Matrie  sui  filij  glorios!  Et  ad 
instroctionem  tholose  stndenitium  sufficiat  hec  dixisse  vt  tandem  cum  anime  fue- 
rint egresse  corpora  valeamus  paradisi  gaudium  obtinere  alme  meritis  redemptoris 
Amen.   Von  dem  Verfasser  dieses  Stückes  werden  citiert  Jordanus,  Campanus  und 
Bichardns  Anglicus.     Das   dritte   der   vier  Stücke   beginnt  ohne  Titel  (Bl.  182): 
(M)Inatiam   siue   firactionem   nihil   aliud   dicimus  quam  partem  consideratam  in 
respectu  partu  ad  totum  und  schliefst  (Bl.  185'):  Prima  autem  Multiplicatio  faciet 
teriia.  secunda.  quarta.    Et  sie  deinceps  Explicit  secundus  liber  de  Minutijs  lor- 
danj.    Dieses  Stück  ist  ein  Fragment.    Der  liber  primus,  der  wahrscheinlich  de 
integris  handelt,   fehlt  vollständig.    Bemerkt  sei  noch,   dafs   die  beiden  letzten 
Stücke   einige  Ähnlichkeit  mit  dem  zweiten  Teil  des  Algorithmus  demonstratus 
(Norimbergae  1584)  haben  und  von  Widmanns  Hand  geschrieben  sind.  Das  letzte 

Abh.  xur  Oesoh.  der  Mathem.   V.  11 
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Von  Bl.  191 — 195  erstreckt  eich  in  ,der  Handschrift  C  80  eine,  wie  es 
scheint,  noch  nngedrackte  Schrift  über  Proportionen.    Dieselbe  ist  ohne  An- 


der vier  Stücke  beginnt  mit  den  Worten  (Bl.  280):  (M)Odam  representacioiuB 
minaciaram  vulgarium  et  phisicarum  proponere.  Qoia  in  fraccionibns  dao  nomeri 
sunt  necessarij  Scilicet  numerus  numerans  et  numerus  denominans  und  endigt 
(Bl.  285'):  tamen  non  posui  plures  qnia  ista  ad  propositum  nostrum  sufficiunt 
Dann  folgt  das  Explicii:  Minuciarnm  Algorithmus  Ezplicit  Handschriften  dieses 
Stackes  giebt  es  noch  mehrere;  hier  nur  diejenigen,  welche  den  Namen  des  Autors 
enthalten: 

1.  Manuskript  der  Eönigl.  Hof-  und  Staatsbibliothek  zu  München  mit  der 
Signatur:  Cod.  lat.  14684.  Dasselbe  beginnt  ohne  Titel  (BL  22):  Modum  repre- 
sentacionis  minuciarum  yolgarium  et  phylosophicarum.  proponere  intendimus  qnia 
in  fraccionibus  duo  sunt  numeri  scilicet  numerus  numerans.  et  numerus  deno- 
minans und  schliefst  (Bl.  29'):  tamen  non  posui  plures  quia  ista  ad  propositnm 
nostrum  sufficient  minuciarum.  yolgarium  et  phylosophicarum.  et  cetera.  Dann 
folgt  die  Subscriptio:  Explicit  über  de  minucijs  anno  domini  M°c<*c<>cPlvj*>.  hi 
Yigilia.  natiyitatis.  domini.  a  magistro  lohanne  de  Linerijs  astronomo  egregio 
edituB. 

2.  Manuskript  der  nämlichen  Bibliothek  mit  der  Signatur:  Cod.  lat  11067. 
Dasselbe  hat  den  Titel  (Bl.  160):  Item  incipit  algorismus  de  minucijs  magistri 
lohannis  de  linerijs  und  beginnt:  Modum  representacionis  minuciarum  vulgannm 
et  phisicarum  proponere  quia  in  fractionibus  sunt  duo  numeri  scilicet  numeruB 
numerans  et  numerus  denominans  und  endigt  (Bl.  166):  tamen  non  posui  ploret 
quia  ille  ad  propositum  nostrum  sufficiunt.  Dann  folgt  das  Explicit:  Exphcit 
tractatus  de  minucijs  editus  per  magistrnm  lohannem  de  linerijs  et  scriptos  per 
fratrem  theodericum  ruffi  ordinis  minorum  in  gronenbarch  anno  domini  M^cccc^xItüj 
die  zxviij  mensis  marcij  et  cetera. 

3.  Manuskript  der  Eönigl.  Bibliothek  zu  Erfurt  mit  der  Signatur:  F  377.  Das- 
selbe beginnt  mit  den  Worten  (Bl.  38'):  Modum  representacionis  minuciarum  yol- 
garium et  phisicarum  proponere.  C  Quia  In  fractionibus  sunt  duo  numeri  scilicet 
numerus  numerans  et  numerus  denominans  und  schliefst  (BL  40'):  tamen  non  po- 
Big  plures  |  quia  Ille  ad  propositum  nostrum  sufficiant  Dann  folgt  die  Subecriptio: 
C  Ezpliciunt  Canones  Minuciarum  Magistri  lohannis  de  linerijs.  Auf  Bi.  39'— 40 
stehen  Tabellen,  die  nicht  in  den  Text  gehören. 

4.  Manuskript  der  Biblioteca  Vaticana  su  Bom  mit  der  Signatur:  Codioe 
Urbinate,  n^  1399.  Dasselbe  hat  den  Titel  (Bl.  22):  Inc.  de  minutys  lo.  de  lineqjs 
und  beginnt:  Modum  representationis  minuciarum  yulgarium  et  phjsicarum  pre- 
ponere.  Quia  in  frationibus  sunt  duo  numeri  scilicet  numerus  numerans  et  nume* 
rus  denominans  und  endigt  (BI.  26):  tamen  non  posint  plures  quia  ille  ad  pro- 
positum nostrum  suüciant.  Dann  folgt  das  Explicit  (Bl.  26'):  Explicit  canones 
minutiarum.  Vergl.  Boncompagni,  Intorno  alle  yite  inedite  di  tre  matematici  (Gio- 
yanni  Danck  di  Sassonia,  Gioyanni  de  Lineriis  e  Fra  Luca  PacioU  da  Borge  San 
Sepolcro)  scritte  da  Bernardino  Baldi  im  BuUettino  di  bibliografia  e  di  storia  delle 
scienze  matematiche  e  fisiche.    Tomo  XII,  pag.  376 — 377. 

Die  Canones  minuciarum  —  diese  Bezeichnung   findet  sich  sowohl  im  Erfurter 
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gäbe  des  Verfassers  und  zerfällt  in  zehn  Kapitel.  Die  Überschriften  der  zehn 
Kapitel  lauten  wörtlich: 

1.  Quid  sit  proporcio  (Bl.  191). 

2.  De  triplici  Manerie  proporcionis  (Bl.  191). 

3.  De  inuencione  medij  proporcionalis  inter  duas  quantitates  (BL  191). 

4.  Quinque  regule  que  ex  dictis  coUigi  possunt  (Bl.  191').^ 

5.  De  diuisione  proporcionis  per  species  (Bl.  192). 

6.  De  composicione  proporcionum  (Bl.  192). 

7.  De  multimoda  produccione  proporcionis  composite  in  6  quantitatibus 
positis  (Bl.  192'). 

8.  Qualiter  proporcio  proporcioni  additur  vel  subtrahitur  (Bl.  194). 

9.  De  multiplicacione  proporcionum  (Bl.  194'). 
10.  De  diuisione  proporcionum  (Bl.  195). 

Dem  Manuskript  hat  eine  andere  Hand  die  nachfolgenden  Bemerkungen  hinzu- 
gefügt: 

Froportio  secundum  Euclidem  in  quinto  Elementorum  diffinitione  tertia 
Est  duarum  quantecunque  sint  eiusdem  generis  quantitatam  certa  alterius 
ad  alteram  habitudo  (Bl.  191). 

Non  solum  in  quantitatibus  reperitiu*  proportio  sed  in  ponderibus:  po- 
tencijs  et  sonis.  In  ponderibus  quidem  et  potencijs  vult  plato  in  thimeo  esse 
proporcionem  ubi  Elementorum  numerum  ostendit.  In  Sonis  esse  proportio* 
nem  liquet  ex  musica  Nam  ut  vult  Bo.  in  quarto  Si  quilibet  neruus  in  duas 
equales  partes  diuidatur  erit  ipsarum  suorumque  sonorum  eadem  conuerso 
modo  proportio  (Bl.  191). 

Sola  enim  vnivoca  comparabüia  sunt  ut  yult  Campanus  (Bl.  191). 


als  im  Vatikanischen  Manuskript  —  des  Johannes  de  Lineriis  sind  in  Padua  (1483) 
und  später  in  Venedig  (1540)  erschienen.  In  der  ersten  Aasgabe  wird  aber  Johan- 
nes de  Liveriis,  in  der  zweiten  Johannes  de  Liveriis  Siculus  als  Verfasser  genannt. 
Weiteres  über  diese  Ausgaben  bei  Favaro,  Intorno  alla  vita  ed  alle  opere  di 
Prosdocimo  de'  Beldomandi  im  Bnllettino  di  bibliografia  e  di  storia  delle  scienze 
matematiche  e  fisiche.  Tome  XII,  pag.  41  ff. 
1)  Die  fünf  Hegeln  lauten: 

1.  Si  fnerint  due  quantitates  note  earum  proporcio  erit  nota. 

2.  Si   proporcio  duarum  quantitatum  fuerit  nota  et  vna  ülarum  sit  nota. 
reliqua  erit  nota. 

8.  Si  fnerint  tres  quantitates  continne  proporcionales  et  due  illaram  fuerint 
note.   tercia  erit  nota. 

4.  Si  fnerint  4  quantitates  continne  proporcionales  et  tres  fnerint  note  quarta 
erit  nota. 

6.  Si  fuerit  proporcio  alicuius  qaantitatis  ad  suam  partem  nota  et  fuerit  ez- 
cessus  tocius  super  illam  notus  erit  illa  pars  nota  et  tota  quantitas  erit  nota. 

II* 
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Rationalis  nbi  minor  est  pars  ael 

partes  maioris  et  est  nota 

et  reperitor  in  continuis  et  nnmeris 

Irrationalis  ubi  minor  non  est 

pars  uel  partes  Maioris  et  in 

talibus  non  est  nota  proportio 

nee  nobis  nee  nature  (Bl.  191). 
Diese  Bemerkungen  finden  sieb  fast  wörtlich  in  dem  gedruckten  anonymen 
Tractatus  Proportionum  plusqnam  Anreus.  ^)    Dort  liest  man: 

Est  igitnr  primo  proportio  secundom  Euclidem«  difEnitione  tercia  qninti 
elementorum:  daarom  qoanteconque  sint  eiusdem  generis  qaantitatom  certa 
alterius  ad  alteram  babitudo  (Bl.  2). 

Et  quia  non  solom  in  quantitatibns  reperitnr  proportio.  sed  et  in  pon- 
deribus:  potencijs  et  sonis  In  ponderibus  quidem  et  potentijs  volt  plato  in 
tbimeo  esse  proportionem  vbi  elementorum  numerum  ostendii  In  sonis  autem 
esse  proportionem  liquet  ex  Musica  Nam  vt  yult  Boe.  in  qnarto  sue  musiee 
Si  quilibet  neruns  in  duas  inequales  diuidator  partes  erit  ipsarum  parciom 
suorumque  sonorum:  eadem  conuerso  modo  proportio  (Bl.  2). 

Sola  enim  vninoca  comparabilia  sunt  vt  dicit  campanus  (BL  2'). 
Alia  enim  est  rationalis  Vbi  minor  scilicet  quantitas.  est  pars  aut  par- 
tes maioris.  et  talium  omninm  mediantibus  numeris  est  proportio  nota  — 
Alia  autem  irrationsdis  dicitur  vbi  scilicet  minor  non  est  pars  aut  partes 
maioris.  Et  in  talibus  non  est  nota  proportio  nee  nobis  nee  nature  (Bl.  3). 
Der  umstand,  dafs  die  angezogenen  Bemerkungen  von  Widmann  geschrieben 
sind,  bestimmt  mich  anzunehmen,  dafs  dieser  der  Verfasser  des  Tractatus 
Proportionum  plusquam  Aureus  ist.  Eine  weitere  Stütze  bierMr  liegt  darin, 
dafs  Wimpina  in  seiner  Scriptorum  insignium  centuria  (Lipsiae  1839,  p.  50) 
sagt,  von  Widmann  sei  ein  gedruckter  (Algorithmus)  Proportionum  plus- 
quam aureum  vorhanden,  welcher  mit  den  Worten  beginne:  Quoniam  autem 
maximam.  ^) 

1)  Das  Exemplar  der  hiesigen  Eatsschulbibliothek  hat  die  Signatur:  XXIV, 
XI,  6  und  besteht  aus  17  Blättern.  Der  Anfang  dieses  Exemplars  lautet  (BL  2): 
(Q)Voniam  autem  maximam  Profondissimamque  eam  esse  disciplinam.  nemo  dabitat 

2)  Der  cod.  C  80  enthält  noch  mehrere  Stücke,  in  welchen  von  Proportiozien 
gehandelt  wird.    Die  wichtigsten  sind: 

1.  Handschrift  der  Arithmetik  des  Boetius.   Vergl.  S.  156,  Note  2. 

2.  Mannskript  der  Arithmetica  communis  des  Johannes  de  Muris.  Vergl 
S.  156,  Note  2. 

3.  Exemplar  des  Algorismus  Proportionnm  des  Nicole  Oresme.  Dasselbe  be- 
ginnt ohne  Titel  (Bl.  201):  (V)Na  medietas  sie  scribitur  ^  vna  tripla  sie  ^  Et  dae 
terde  sie  |  et  sie  de  alijs  und  schliefst  (Bl.  206):   Sic  igitnr  se  habent  aspectos 
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Auf  Bl.  280—285'  enthalt  die  Handschrift  C  80  die  schon  erwähnten 
Canones  minnciarnm  des  Johannes  de  Lineriis.  Zu  denselben  hat  Widmann 
die  nachfolgenden  Noten  gemacht: 

1.  Item  in  omni  toto  excedit  tertia  quintam  in  duabtis  tertijs  ipsius 
quinte  nel  in  duabus  qointis  ipsius  tertie  sine  in  duabns  qnintis  decimis  to- 
cias  Campanus  sezta  decima  quarti  Elementornm  (Bl.  280). 

2.  Et  hoc  fit  per  39.  septimi  elementorum  (BL  280). 

3.  Ad  eztrahendum  radicem  nnmeri  quadrati  in  minucijs  reduc  minu- 
das  ad  eandem  denominationem  Si  fuerint  diuersarum  denominationum  post 
hoc   prepone  numeratori   aliquem  nnmerum  qnemcunque  volaeris  et  ipsum 


signorum  celi  secundum  istam  consideracionem  vt  patet  in  figura  Exagoni  hnius 
tractatuB.  Das  Manuskript  weicht  vielfach  von  dem  Drucke  durch  Curtze  ab. 
Widmann  hat  es  fleifsig  studiert.  Belege  dafür  sind  die  vielen  Korrekturen,  die 
er  Aber  und  unter  den  Zeilen  und  am  Bande  gemacht  hat. 

4.  Bruchstück  des  Tractatus  proportionum  des  Nicole  Oresme.  Dasselbe  hat 
den  Titel  (Bl.  284):  Incipit  liber  proporcionum  und  beginnt:  (0)Mni8  rationalis 
opinio  de  velocitate  motuum  ponit  sequi  aliam  proporcionem  und  endigt  (Bl.  244) : 
bonum  est  ex  philosophia  philosophos  et  Mathematica  mathematicos  impngnare 
vt  Golias  proprio  gladio  feriatur  manifestatur  quoque  veritas  et  falsitas  destruatur 
Hrc  ergo  quartum  finitur.  Von  der  Edition  (Üenetijs  1505)  umfafst  das  Manu- 
skript Bl.  1—8. 

5.  Fragment  des  Tractatus  breuis  proportionum:  abbreuiatus  ez  libro  de 
Proportionibus.  D.  Thome  Braguardini  Anglici.  Dasselbe  beginnt  ohne  Titel 
(Bl.  217'):  Amis  (lies  Omnis)  proporcio  uel  est  communiter  dicta.  vel  proprie 
dicta  und  schliefst  (Bl.  219'):  Quod  illa  conclusio  sit  impossibilis.  Die  End werte 
des  Manuskriptes  finden  sich  auf  S.  13  der  Druckausgabe  (Vienne  1515). 

6.  Manuskript  des  Tractatus  demonstrativus  lordani  de  proporcionibus.  Das- 
selbe beginnt  ohne  Titel  (Bl.  245):  Proporcio  est  rei  ad  rem  determinata  secundum 
quantitatem  habitudo  and  endigt  (Bl.  245'):  ut  omnes  pariter  fiant  36;  et  cetera. 
Ein  zweites  Manuskript  des  Tractatus  demonstrativus  lordani  de  proporcionibus 
ist  enthalten  im  cod.  Ampi.  Q  376  und  zwar  von  Bl.  117'— 119'.  Dasselbe  beginnt 
ohne  Titel:  PRoporcio  est  rei  ad  rem  determinata.  secundum  quantitatem  habi- 
tudo und  schlieüst :  ut  omnes  pariter  fiant  30.  sex  modi  Explicit  et  cetera.  In  dem 
von  Amplonius  selbst  angelegten  Katalog  hat  das  zweite  Manuskript  den  ange- 
führten Titel.  Yergl.  Schum,  Beschreibendes  Verzeichniss  der  Amplonianischen 
Handschriften- Sammlung  zu  Erfurt.  Berlin  1887.  S.  801.  Ein  drittes  Manuskript 
des  Tractatus  demonstrativus  lordani  de  proporcionibus  befindet  sich  im  cod. 
Dresd.  Db  86.  Dasselbe  ist  am  Bande  betitelt  (Bl.  226) :  Incipit  quedam  arismetica 
demonstrata  tmd  beginnt:  PRoporcio  est  rei  ad  rem  determinata  secundum  quan- 
titatem habitudo  und  endigt  (Bl.  228):  vt  omnes  pariter  fiant  8.  6.  Yergl.  auch 
Curtze,  Ober  eine  Handschrift  der  Königl.  öffentl.  Bibliothek  zu  Dresden.  Zeitschr. 
f.  Math.  u.  Phys.  XXYIII.  Bist.  lit.  Abthlg.  S.  9—10.  Der  Tractatus  demonstrativus 
lordani  de  proporcionibus  hat  sowohl  mit  dem  siebenten  Kapitel  der  erwähnten 
anonymen  Proportionslehre  als  auch  mit  der  von  Schöner  herausgegebenen  De  pro- 
porcionibus appendix  (Norimbergae  1534)  grofae  Ähnlichkeit. 
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multiplica  per  denominatorem  minncie  tue  et  fit  denominator  radicis  mveniende 
quem  serua  Post  hoc  multiplica  numeratorem  cum  numero  preposito  in  se 
ipsum  et  id  quod  provenit  duc  in  denominatorem  minucie  tue  et  in  pro- 
ductum  numeratorem  primo  propositum  et  huius  producti  extrahe  radicem  et 
provenit  numerator  denominatoris  seruati  (Bl.  285).  ^) 

4.  Ad  inveniendum  radicem  cubicam  in  minucijs  requiritur  quod  sint 
eiusdem  denominationis  minucie  Post  hoc  numeratori  preponatur  aliquis  nu- 
merus ad  placitum  quem  multiplica  per  denominatorem  minucie  tue  et  fit 
denominator  quem  serua  Deinde  numerum  cui  preposuisti  numerum  ad  pla- 
citum duc  in  se  cubice  et  id  quod  producitur  duc  numeratorem  minucie  tue 
multiplicatum  in  quadratum  denominatoris  primo  propositi  et  eins  quod  pro- 
ducitur extrahe  radicem  cubicam  que  erit  numerator  denominatoris  seruati 
(Bl.  285).«) 

Da  die  zweite  von  diesen  Noten  in  dem  edierten  anonymen  Algorithmus 
Minutiarum  Vulgarium  vorkommt^),  so  vermute  ich,  dafs  dieser  Algorithmus 
von  Widmann  verfafst  ist.  Fdr  diese  Annahme  spricht  auch,  dafs  auf  Bl.  191 
des  mehrfach  erwähnten  Dresdensis  eine  Bemerkung  von  Widraann  steht*), 
die  viel  Ähnlichkeit  mit  dem  Anfang  des  genannten  Algorithmus  hat.^)  Den 
besten  Beleg  für  meine  Vermutung  finde  ich  aber  bei  Wimpina.^  Nacb 
diesem  rührt  von  Widmann  ein  gedruckter  (Algorithmus)  Minutiarum  vul- 
garium her,  der  anfangt:  Quoniam  autem  ut  Gampanus  dicit.^ 


1)  Die  Regel  läfst  sich  durch  die  Formel:  1/—  r=  - — ^  ausdrucken. 
Widmann  hat  sie  aus  des  Job.  de  Lineriis  Canones  minuciarum  entlehnt 

2)  Die  Eegel   kann    man    durch    die   Formel:    1/^  ==»-?- — ^^   andeuten. 

Widmann  hat  sie  den  Canones  minuciarum  des  Job.  de  Lineriis  entnommen. 

3)  Das  £zemplar  der  Uniyersit&tsbibliothek  zu  Leipzig  hat  die  Bezeichnmig: 
Mathem.  846x^  und  besteht  aus  5  Blättern'.  Hier  liest  man  auf  Bl.  3:  Cum  igitor 
primas  Si  dissimilium  fuerint  denominationum  ad  eandem  denominationem  redn- 
cere  volueris:  duc  secundnm  preceptionem  campani  super  .89.  septinu  elemento- 
rum  denominatorem  prime  in  denominatorem  secunde. 

4)  Die  Bemerkung  lautet:  Item  pars  relatiue  dicitnr  ad  ipsum  totum  ut  dicit 
Campanus  super  Euclidem. 

6)  Der  Algorithmus  Minutiarum  Vulgarium  beginnt  mit  den  Worten  (Bl.  S): 
(Q)yoniam  autem  ut  Campanus  dicit  super  secanda  difiOnitione  quinti  elementoiuni 
Pars  relatiue  ad  totum. 

6)  Yergl.  Conradi  Wimpinae  scriptorum  insignium  centuria  lud  publicae 
tradita  a, Merzdorf  pag.  50. 

7)  Zwei  Mannskripte  der  Handschrift  C  80  handeln  ausschlieislich  von  dem 
Rechnen  mit  gemeinen  Brücben.  Das  eine  der  beiden  Manuskripte  beginnt  ohne 
Titel  (Bl.  286):  (M)Inucia  est  fraccio.   Integra  et  scribitur  quelibet  minucia  dnabu 
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Die  Regula  Falsi  apud  Pbilozophantes  Angmenti  et  Decrementi  appel- 
lata,  omniam  Begnlis  Algobre  demptis  optima,  der  Algorithmus  Linealis, 
der  Algorithmus  Integrorum  Cum  Probis  annexis,  der  Algorithmus  Minutia- 
rum  Phisicarum^  der  Tractatus  Proportionum  plusquam  Aureus  und  der 
Alg'orithmus  Minutiarum  Vulgarium  sind  ohne  Angabe  des  Ortes.  Da  diese 
Schriften  dasselbe  Format,  denselben  Druck  und  auf  jeder  vollen  Seite 
33  Zeilen  von  8  cm  Länge  haben,  so  sind  sie  höchst  wahrscheinlich  aus  der- 
selben Offizin  hervorgegangen.  Wenn  nun  eine  von  ihnen  bestimmt  in  Leipzig 
erschienen  ist  (vergl.  S.  152),  so  kann  man  dies,  mit  ziemlicher  Sicherheit 
aach  von  den  übrigen  annehmen. 

Die  genannten  Schriften  sind  aufserdem  ohne  Angabe  des  Jahres.  Da 
sie  jedenfalls  Widmann  während  seiner  Wirksamkeit  an  der  Universität  zu 
Leipzig  drucken  liefs,  so  dürfte  ihr  Erscheinen  um  1490  anzusetzen  sein. 

Die  in  Bede  stehenden  Schriften  sind  höchst  wahrscheinlich  die  Editionen, 
auf  welche  von  Widmann  in  zwei  Notizen  der  Handschrift  C  80  hingewiesen 
wird  Die  eine  dieser  Notizen  befindet  sich  auf  BL  349'  und  ist  gedruckt  in 
meinem  Programm:  Zur  Geschichte  der  deutschen  Algebra  im  15.  Jahrhundert 
S.  10;  die  andere,  etwas  kürzere  steht  auf  dem  ersten  Vorsetzblatt  und  hat 
folgenden  Wortlaut:  Satis  superque  satis  Adolescentes  Ingenui  prioribus 
nostris  editionibus  communia  atque  ut  ita  dicam  rudimenta  Arithmetice  per- 
tractata  sint  que  licet  ad  communes  rerum  usus  facilem  quendam  supputandi 
modum  habeant  Si  quid  tamen  in  humanis  negocijs  ardius  atque  intricatius 
enenerit  non  illis  sed  altioribus  quibusdam  numerorum  rationibus  pertractan- 
dum  erit  quas  preclarissimi  quondam  ac  prope  Ingenij  Algabre  paucis  ad- 
modum  aporismatibus  (ut  suo  vocabulo  utar)  nobis  tradidit  artem  sane  ad- 
mirandam  ac  inter  cunctas  mortalium  inventiones  precipuam  tum  propter 
singulares  absconditosque  calculandi  modos  tum  eo  maxime  quod  siue  tibi 
de  numeris  siue  de  quibusuis  rebus  alijs  ad  numerum  applicatis  Enigmata 
difficilima  ac  pene  ineztricabilia   apudque  huius  artis  inscium  impossibilia 


fignris  virga  interiecta  ad  denotandum  quod  sit  fraccio  und  schliefst  (Bl.  287): 
Multiplicare  non  alind  quam  multociens  aliqnem  numerum  ad  alimn  addere.  Das 
andere  der  beiden  Manuskripte  hat  den  Titel  (BL  306):  Algorithmus  de  Minucijs 
vulgaribus  vel  fraccionibus  und  beginnt:  Nota  duplices  ponuntur  minucie  Scilicet 
Phisice  id  est  astromice  et  vulgares  Phisice  minucie  in  denominacione  nentro 
gaudent  genere.  vt  vnnm  minutum.  vnum  secundnm.  vnum  quartum.  Vulgares 
vero  feminino  gandent  genere  vt  vna  medietas  vna  tercia  vna  quarta  due  quinte 
et  sie  de  alijs  and  endigt  (Bl.  306'):  Nam  si  numerator  et  denominator  non 
habuerint  se  supra  dicto  modo  Indabie  minucia  carebit  radice  Nee  tarn  propinqua 
innenitnr  quam,  semper  propinquior  Inueniri  poterit.  Dann  folgt  die  Subscriptio: 
Finit  Algorithmus  de  Minucijs. 
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inciderint  hnius  artis  regulis  facile  investigare  poteris  Qüe  res  cnm  ad  com- 
munem  onminm  ntilitatein  summopere  condncere  videbator  Ideo  bodie  M.  et 
cetera  resiunere  incipiet  Aporismata  Algobre.  ^) 


1)  An  diese  Notiz  scbliefst  sieb  diejenige,  welcbe  beginnt:  MathemaÜcas 
sciencias  toto  orbe  terrarum  totque  secalis  celeberrimas  DoctissimnB  omsiam 
Areetoteles  preclarissimo  volamine  Methapbislce  sue  non  immerito  certissimas 
atqne  ob  id  dignissimae  In  primisqae  expetendas  asseroit.  leb  babe  früber  falsch- 
lieb  gelesen:  Mathematicas  sciencias  toto  orbe  terraram  iotqae  secnlis  celeberri- 
mas Doctissimus  omninm  Aristoteles  preclarissimo  volumine  Methaphisice  sne  noo 
inmerito  doctissimas  atque  ob  id  dignissimas  inprimisqne  expetendas  asaeroit 
Vergl.  mein  Programm:  Zar  Gescbicbte  der  deatscben  Algebra  im  15.  Jahrhundert 
S.  10. 
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